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Kapitola 1

Zakladni vlastnosti
afinniho prostoru

Predpokladame, ze ¢tenar je sezndmen s pojmem vektorového pro-
storu a jeho zdkladnimi vlastnostmi, znd pojmy linedrni kombinace,
linedrni zdvislost a nezavislost vektoru, dimenze a bdze vektorového pro-
storu, podprostor vektorového podprostoru apod.

Piipomenme jen, ze pojem vektoru lze budovat nékolika zpusoby.
V' ndzorném geometrickém modelu vektorového prostoru pracujeme
jednak s vazanymi vektory — vektorovy prostor vSech oriento-
vanych tsecek 0X vychazejicich z daného pevného bodu O znacime
Va(O) (n = 1,2,3,...) a ddle s volnymi vektory & jakozto
tfidami vSech navzajem rovnobéznych, souhlasné orientovanych a stejné
dlouhych usecek (vézany vektor OX piislusny k volnému vektoru

Z nazyvame jeho reprezentant) — vektorovy prostor volnych vek-
tora znacime V,, (n = 1,2,3,...). V aritmetickém modelu pracu-
jeme s usporddanymi n — ticemi redlnych cisel, tzv. aritmetickymi
vektory x = (z1,2,...,2,) — tento vektorovy prostor znatime R,
n=123,...

Uvazujme bézi (€1, &, ..., ¢e,) vektorového prostoru V,,. Potom kazdy
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vektor & € V,, 1ze vyjadfit pomoci linedrni kombinace
n
T=1x16] + Toes+...+xH6 :ine_; (1.1)
i=1

s jednoznacné uréenymi koeficienty linedrni kombinace x; € R.

Uspofadand n-tice x = (21,%2,...,%,) € R" je tzv. souradnym (tj.
aritmetickym) vektorem geometrického vektoru & € V,,. Vzhledem k
izomorfismu obou vektorovych prostoru (geometrického V,, a aritme-
tického R™), popsanému vztahem (1.1), nen{ nutné mezi vektory & a x
rozlisovat. Zduraznéme jesté, ze v nékterych piipadech (napt. budeme-li
vyuzivat maticového zapisu) je vyhodné chépat vektor x jako sloupcovy
vektor x = (xq,2,...,2,)7T.

V analytické geometrii umoznuji vektory prevadét geometrické
problémy na problémy algebraické, ty néasledné tesit a vysledky opét
geometricky interpretovat.

1.1 Afinni prostor

Afinni prostor. Idea pojmu afinni prostor vychizi z nazorné
skute¢nosti, ze dva body jednozna¢né urcuji vektor a obracené,
umisténim vektoru do pevné zvoleného pocatetniho bodu dostaneme
jednoznaéné urceny koncovy bod.

DEFINICE 1.1.1.

Uvazujme neprazdnou mnozinu B, vektorovy prostor V,, dimenze n
a zobrazeni ¢ kartézského sou¢inu B x B do prostoru V,,. Trojici
(B, V,,,¢) nazgvédme n-rozmérny afinni prostor (znacime A,),
jestlize plati

(i) (VX,Y,Z € B)[p(X,Y) +¢(Y,Z) = p(X, Z)];

(ii) (VX e B) Vi e V,,)(A Y € B)[p(X,Y) = 4.
Mnozina B se nazyva nositelka a vektorovy prostor V,, vektorové
zaméreni afinniho prostoru A,,. Prvky nositelky B a tim i prostoru
A, oznacujeme jako body afinniho prostoru.

Afinni prostor A; nazyvame afinni piimka, A, afinni rovina a Ag
afinn{ prostor (v uzsim slova smyslu).




1.1. Afinni prostor

Jelikoz zépis zobrazeni ¢ je ponékud tézkopadny, budeme misto
i=@(X,Y) psit “« =Y — X (tzv. rozdil dvou bodu); po formalni
upraveé lze ziskat tzv. soucet bodu a vektoru Y = X + 4. Zduvodnéni
vyse uvedeného zépisu plyne z nésledujiciho piikladu.

Priklad 1.1.1. Nechf je déna uspofddans trojice (B,Vy,p), kde
B=R" V, = R"™ a zobrazeni ¢ je ddno predpisem VX,Y € B
je X, Y)=Y -X=W1—21,...,Un —Zn) = (U1,...,Up) =UE V.
Snadno se presvédéime, ze jsou splnény obé podminky definice 1.1.1, tj.
struktura (R™,R™, —) je afinni prostor.

Véta 1.1.1. Nechf je ddn afinni prostor An(B,Vn,p) a necht
XY, Z U € B au,veV,. Potom plati

(i) X — X =3,
(ii)) X —Y = —(Y — X),

(iii) (X + i) + 7= X + (@ + ),

(iv) (X +@)— (Y +7) = (X —Y) + (@ — D),

W X=-Y)+(Z-U)=(X-U)+(Z-Y),

(vi) X+ (Y - X) =Y. O

Diikaz: [Sel]

Soustava souradnic. Zvolime-li pevné bod O € A, a bazi
(€1,€3,...,6,) C V,, potom lze podle definice 1.1.1 kazdému bodu
X € A, jednozna¢né prifadit geometricky vektor & = OX=X-0
(tzv. polohovy vektor bodu X) a podle (1.1) i uspofadanou n-tici
X = [x1,29,...,2,] € R"

n
X -0 =uz1€1 + 19263 + ... + 1165 :inég (1.2)
i=1
Uspofadanou (n + 1)-tici (O; €1, €3, ..., €,) budeme nazyvat repér.

DEFINICE 1.1.2.
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Zobrazeni S dané repérem (O;é€i,...,€,), které kazdému bodu
X € A, piifazuje uspoiddanou n-tici {X}s = x = [z1,...,2,] € R"
(tzv. soufadnice bodu X), nazyvdme soustava soufadnic v
afinnim prostoru A,,. Bod O se nazyva poéatek soustavy soufadnic
a bod E; odpovidajici souradnicovému vektoru €; oznacujeme

jako jednotkovy bod na i-té souradnicové ose, i = 1,...,n.
Souradnicemi vektoru @ € V,, vzhledem k S rozumime jeho
soufadnice {i}s = u = (u1,...,u,) € R"™ vzhledem k bézi

(G, 6} C Vi

Je ziejmé, ze soutradnicové vektory e; prislusné k vektorum €é; nabyvaji
tvaru e; = (1,0,0...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,0...,1) a
tvori tzv. kanonickou bdzi aritmetického vektorového prostoru R”.

Véta 1.1.2. Necht je repérem (O;é;) ddna soustava soutadnic S. Po-
tom VA, B € A, aVu € V,, plat{

{B-Als={B}s —{A}s o {A+u}s={A}s+{U}s
Duikaz: Ziejmé.

Umluva. Budeme-li chtit popisovat bodové mnoziny (piimky, roviny,
V aplikacich se vSak Casto pracuje s vektory. Je ziejmé, ze k zadnym
nejasnostem nemuze dojit, nebot polohovy vektor # = OX jednoznaéné
urc¢uje bod X (a naopak). Navic pfi pevné zvolené souradné soustavé
maji bod X a geometricky vektor ¥ = 0X stejné soutadnice, které
jen z formélnich duvodu zapisujeme v pifpadé bodu [z, s, ..., 2,] a Vv
piipadé vektoru (z1, 2, . . ., xy). Misto bodu i misto geometrického vek-
toru tak muzeme pouzivat aritmeticky vektor jejich souradnic. Zapisy
X, & a x budeme proto povazovat za rovnocenné. Ptesto je viak nutné si
byt pii praci s body a vektory védom jisté obezfetnosti, nebot zatimco
soucet dvou vektoru Z + ¢/, resp. x +y je samoziejmé definovan, vyrazu
X 4+Y, popf. jiné linedrni kombinaci bodu nebyl zatim dan zadny geo-
metricky smysl!

Priiklad 1.1.2. Urcete soufadnice bodu M = [-2,0,2,2] v soustavé
souradnic S dané repérem (P; €1, €s,€3,€4), kde P = [1,2,-1,3],
é1 =(1,0,2,-1), &, = (3,1,1,0), &5 = (—2,0,0,1), & = (—1,1,-2,1).

Reseni: Hleddme vektor soufadnic m = [mq, ma, mg, my] bodu M, pro

10
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ktery podle definice 1.1.2. plati
M — P = mq€é + moés + m3€3 + myély,

tj. po rozepsani dostdvame soustavu Ctyf rovnic o ¢tyfech neznamych

my + 3m2 — 2m3 —my = -3

mo +my = -2

2my + mo —2my = 3

—mq + ms3 +my = -1
Resenim soustavy ziskdme m; = 1, mo = —1, m3 = 1, my = —1 neboli
{[-2,0,2,2]}s =[1,-1,1,—1]. O

Transformace soutadnic vektori a bodi. Uvazujme repér
(O;€1,8y,...,€y,), jenz urcuje v afinnim prostoru A, (B, V,,, —) soustavu
soutadnic S. Kazdy vektor ¢ € V,, lze potom jednoznacné zapsat jako
linearni kombinaci

U= U1 + U2o + ...+ upey :Zuié'i7 kde u; € R. (1.3)
i=1

Jestlize zvolime novy repér (P; cfl, Jg, e cfn>, jenz ve stejném afinnim
prostoru A,, definuje soustavu souradnic &', dostdvdme pro tyz vektor
i €V, vyjadieni

ﬁzuicﬂ—f—ué@—i—...—l—u%d%zZué—@, kde uj € R. (1.4)

Jj=1

Oznaéime-li € = (€1,és,...,6,)T a d = (dy,ds,...,d,)T potom

muzeme vztah mezi vektorem « a piisluSnymi soufadnymi vektory

7 — g = T e _ o — ! / /\T
{t}s =u=(uy,ug,...up)", resp. {t}s = o = (uf,u,...u,)
chytit ve tvaru

zZa-

/T3

d.

Ptame se, jaky je vztah mezi ,starymi“ soufadnicemi
(u1,ug,...,u,) € R™ a ,novymi* soufadnicemi (uj,ub,...,u,) € R".
Jelikoz vektory Ci;,d;, e ,cfn nové baze rovnéz nélezeji vektorovému
prostoru V,,, lze je samoziejmé nagenerovat pomoci puvodni baze
<€1, 52, ey €n>; tj. plati

Z=u'é, resp. d=u

n
Jj:Zaijé'i kdejzl,...,naaijE]R.
i=1

11
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Tedy (a1;,a2j,...,a,;) jsou soufadnice vektoru d; v bézi (). S
vyuzitim vyse zavedeného oznaceni muzeme tedy psat

d=A"¢, (1.5)
kde
a1 a21 oo Qp1
T a12 a22 N 4 P %)
A =
a1p A2y, ... QApn

Pro vektor @ dostdvame

. ule
u = -
v d=u"(ATE) = (WTAT)E = (Au)TE

Pro souradnice libovolného vektoru @ v soustave S a S’ tedy plati trans-
formaéni vztahy

u=AJ, (1.6)
resp. po rozepsani
!
(5% a1 ai2 o Q1n Uy
!/
U9 a21 a2 oo Qo2p Uy
!/
Unp, anp1 Ap2 ... Qapn Uy,

Matice A se nazyva matice piechodu od béaze (€;) k bézi (d;)
Vsimnéme si, Ze jeji sloupce d; = (a1;,as;, . ., an;)"T tvoifl soufadnice
novych bazovych vektort d; vzhledem k ptuvodni bézi (€;).

Je ziejmé, ze matice A musi byt reguldrni — jinak by byl jeden fadek
bud'to nulovy, anebo by byl linedrni kombinaci fadkii zbyvajicich, coz
je spor s pfedpokladem, ze d; jsou vektory baze (tj. linedrné nezavislé).
Determinant reguldrn{ matice je ruzny od nuly — jestlize det(A) > 0,
potom fikdme, Ze baze (€;) a (J;) jsou souhlasné orientované; jestlize
det(A) < 0, potom fikdme, ze baze (€;) a <J;> jsou nesouhlasné ori-
entované.

Relace souhlasnych bdzi je relaci ekvivalence, a proto vytvari na
mnoziné v8ech usporadanych bazi rozklad na dvé tfidy. Jednu ze tiid

12
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nazveme kladné orientovanou, druhou zdporné orientovanou (dle
umluvy) — tento proces se oznacuje jako orientace vektorového pro-
storu V,,.

Pokud zaménime roli obou bézi (€;) a <CZ;>, dostaneme obdobné
u’ = Bu, (1.7)

kde sloupce matice B tvoii soufadnice starych bazovych vektoru €

—

vzhledem k nové bézi (d;), tj.

n

gi:ijiCZ; (’L:L,’n)

j=1

Dosazenim (1.6) do (1.7) obdrzime
u = BAU,

odkud plyne
AB=E, resp. B=A"". (1.8)

Nyni se podivejme na transformaci soufadnic bodu v afinnim prostoru
A,,. Prechod od jedné soustavy soufadnic k jiné muze totiz vyznamné
zjednodusit feSeni fady uloh afinni geometrie.

Necht ,,novy“ poéitek P m4 vzhledem ke ,staré“ soufadné soustave
soufadnice b = [by, ba, ..., b,] T, tj. plati

P=0+) b, nebolib={P-0}s (1.9)
i=1

a necht transformace soufadnic vektori zptsobené pirechodem od baze

-

(€;) k bazi (d;) se odehrdvé podle vztahu (1.6).

Déle ozna¢me x = {X — O}s soufadnice bodu X € A,, v soustavé
souradnic § a X’ = {X — P}s soufadnice téhoz bodu X v soustavé
soutradnic §’.

Potom muzeme pséat

x={X-0}s={X-P+P-0}s={X-—P}s+{P—-0}s=

13



KMA/G1 Geometrie 1

=A - {X—P}ls+{P-0}s=Ax +b,

tj.
!
I a1 a12 oo Q1n Ty b1
/
i) a1 a922 co. Q2p To b2
= + R
!
Ty, anl Gp2 ... Gpn x,, by,

resp. po rozepsani do soufadnic
n
zi=Y ayrh+b (i=1,...,n) (1.10)
j=1

Snadno nahlédneme, ze prechod od ,c¢arkovanych® soufadnic k
,necarkovanym“ je dan vztahem

X =A"'(x—b). (1.11)

Priklad 1.1.3. V afinn{ roviné A, jsou dédny body P = [-1,3],
P’ =[2,-3] a vektory @ = (1,4), 7 = (5,2), u = (6,6), v/ = (—3,6).
Urcete transformacni rovnice pfechodu od soustavy soufadnic & =
(P, i, ¥) k soustavé soufadnic 8’ = (P’,u/,v'). Rozhodnéte, zdali jsou
obé soustavy souhlasné, nebo nesouhlasné orientované.

Reseni: Postupem z piikladu 1.1.2 uréime nejprve soufadnice bodu P’ a
vektorii o/, v/ v soustavé soufadnic dané repérem (P; i, Uy — obdrzime
{P'}s =[-2,1], {J’}S =(L,1)a {17}3 = (2, —1). Transformaécni vztahy
tedy nabyvaji tvaru

z\_ (1 2\ (2 n -2

y )]\ 1 -1 y' 1/
A wvzhledem k tomu, zZe determinant matice pfechodu je zaporny
(det(A) = —3), jednd se o nesouhlasné orientované soustavy soufadnic.

¢

14



1.2. Podprostory afinniho prostoru
1.2 Podprostory afinniho prostoru

DEFINICE 1.2.1.

Bud'te A,,(B, V,,, ) afinni prostor, A libovolny bod nositelky B a V}/,
k < n, libovolny vektorovy podprostor zaméren{ V;,. Potom mnozinu
bodu

r={XeA,: X=A+7, veV}
nazyvame podprostorem afinniho prostoru A,. Stru¢né zapisu-
jeme AL, = A+ V/, resp. A}, = {4; V/}.
Podprostor A} pro k = 1, resp. k = 2, resp. k = n — 1 nazyvéame
primka, resp. rovina, resp. nadrovina afinniho prostoru A,,.

Poznamka 1.2.1. Je vidét, Ze pojem nadroviny je relativni, nebot
nabyvéa svého presného vyznamu az v zavislosti na dimenzi celého
afinntho prostoru — v Aj je tedy nadrovinou pfimka, v As pak rovina
atd.

Snadno bychom dokézali (ovéfenim obou podminek definice 1.1.1.), ze
podprostor A zavedeny vyse uvedenou definici je k-rozmérnym afinnim
prostorem A} (B',V/,¢') s nositelkou B’ C B, zaméfenim V; C V,, a
zobrazenim ¢, jenz je restrikci (ziZenim) zobrazeni ¢ (,z0zili“ jsme
levy obor na B’ x B’ a pravy obor na Vy.)

Poznimka 1.2.2. Je ziejmé, ze pro zaméfeni V| obsahujici jen nulovy
vektor 0 dostdvame bod A jakozto podprostor dimenze nula.

Véta 1.2.1. Afinnt bodovy podprostor A}, prostoru A, je urcen svym
zameérenim a jednim svym libovolnym bodem. O

Diikaz: Dokazujeme libovolnost vybéru. Necht B € A] = {A;V/},
musime dokdzat {A4;V/} = {B;V/}.

Jelikoz B € A}, pak existuje vektor b e V) takovy, ze B = A + b—
odtud plyne A = B — b. Necht ddle X je libovolny bod podprostoru Aj,,
tj. existuje takovy vektor Z € V/, ze X = A+ Z. Po dosazeni dostdvdme
X = B+ (=b+ ), kde ziejmé (=b+ &) € V/. Odtud jiz ihned plyne
X e {B;V/}. Proto {4;V/} C {B;V/}.

Analogicky bychom dokéazali i {B;V]} C {A4;V]}, a proto plati rovnost
{B:Vi} = {4 Vit O

15



KMA/G1 Geometrie 1

Libovolny bod X € A}, 1ze podle definice podprostoru popsat
X =A+7, kde 7€ V.

Jestlize zndme bdzi (Uq,Us,...,ur) C V/, miuZzeme vektor ¥ vyjadiit
I I ) ko
jako linearni kombinaci ¢ = t1u1 + totls + ... + ty ik, a proto

k
X =A+> ti;, kde t; €R. (1.12)
i=1

Je-li ddna soustava soufadnic S, v niz ma bod A soufadnice a a vektory

i; maji souradnice u;, potom vyse uvedeny vztah muzeme piepsat

k
x:a—i—Ztiui, kde t; € R. (113)

=1

DEFINICE 1.2.2.

Vyjédieni (1.12), resp. (1.13) se nazyvé parametrické vyjadieni,
resp. parametrickd rovnice podprostoru Aj. Rikdme rovnéz, ze
podprostor A}, je dan parametricky.

Vsimnéme si, ze bod A a vektory u; udavaji v afinnim prostoru Ay tzv.
lokalni soustavu soufadnic S{A;w;), vzhledem k niz mé kazdy bod
X € A], soufadnice t = (¢1,t2,...,t).

Ukézali jsme, ze kazdy k-rozmérny podprostor A}, je jednoznac¢né uréen
libovolnym svym bodem a vektorovym zaméifenim. Nyni ukdzeme, jak
Ize afinni podprostor zadat pomoci bodu. K tomu je vSak nutné defino-
vat pojem bodové linedrni nezdvislosti.

DEFINICE 1.2.3.

Skupina k£ 4+ 1 bodu By, Bi,Bs,...,Br € A, se nazyva
linearné nezavisla, pravé kdyz je linearné nezavisla k-tice vek-
toru Bl —Bo,BQ—BQ,...7Bk—BQ

Z definice mj. plyne, ze poc¢atek O a jednotkové body FE; kazdé souradné
soustavy S(O; ) jsou linedrné nezdvislymi body. Déle je zfejmé, ze v
afinnim prostoru A, existuje maximalné n+1 linedrné nezdvislych bodu.
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1.2. Podprostory afinniho prostoru

Véta 1.2.2. Afinnd podprostor A}, afinntho prostoru A, je uréen k+ 1
linedrné nezdvislymi body. O

Dukaz: 7 linedrni nezavislosti bodu By, Bi,Bs,...,Br plyne

linedrni nezavislost vektora By — Bg,Bys — Byg,...,Br — DBy,
které jednoznaéné generuji vektorovy podprostor V). Proto
A;C:{Bo, Bl—Bo,BQ—Bo,...,Bk—Bo}. [l

Pozndmka 1.2.3. Je ziejmé, Ze kazdych [ 2 k + 2 bodu z podprostoru
Ay musi byt vzdy linearné zavislych.

Primka. Pifmka p spojujici dva linedrné nezavislé (tj. riizné) body
A, B méa parametrickou rovnici

p: X=A4+t(B—A)=A+tu, kde t € R; (1.14)

Vektor t = B— A nazyvame smeérovy vektor piimky p. Parametrickou
rovnici piimky p 1ze samoziejmé psat také ve tvaru X = A + tu. Body
lezici na téze ptimce nazyvame kolinearni.

Vzhledem k lokdlni soustavé souradnic S{A; @) na pfimce p md bod X €
p, resp. A, resp. B soufadnici t, resp. 0, resp. 1. Stfed S dvojice bodu
A, B mé soufadnici % a snadno nahlédneme, ze plati S = A+ %(B —A),
resp. pomoci odpovidajicich souradnych (aritmetickych) vektora

1 1
s:a+§(b—a):§(a+b).

Skutecnost, ze pro soufadnice stfedu S dvojice bodu A, B plati
S; = %ai + %bi, budeme psat symbolicky

A+B 1 1
A A+ =B

=5 =34+3

Poznamka 1.2.4. Parametrickou rovnici pfimky p rozepiseme do

soufadnic a v afinnf roviné Ay (1 = &, x2 = y) dostavame
r=a1+tu, y=as+tus, teR,

resp. v afinnim prostoru Az (1 =z, x3 =y, T3 = 2)

r=a1+tu, y=as+tus, z=uasg+tus, teR. [l

17



KMA/G1 Geometrie 1

Rowvina. Rovina o prochézejici tiemi linedrné nezavislymi (tj. neko-
linedrnimi) body A, B, C' mé parametrickou rovnici

0: X=A+t1(B—A)+t2(C—A) = A+ tiu+ to¥, kde t1,t3 € R.
(1.15)

Body lezici v téze roviné nazyvame komplanarni.

Vzhledem k lokaln{ soustavé souradnic S{A;w, ¥) v roviné o ma kazdy

bod X € g soufadnice t = (t1,%2).

Poznamka 1.2.5. Parametrickou rovnici roviny o rozepiSseme do
soufadnic a v afinnim prostoru As (z1 = x, 2 =y, 35 = z) dostdvame
T = a;+tiui+tovy, y = ast+tius+tavs, 2 = ag+tius+tavs, t1,t2 € R.

O

Priklad 1.2.1.
Rozhodnéte, o jaké podprostory se jedné:

a) r1 = 3-2t b) ©r1 = 1+2t—r
o = 1+ 3t Ty = —2—4t
r3 = —t r3 = 3—t+3r

Ty = 247

Resent:

a) Jde o piimku v Ags, kterd je uréena bodem [3,1,0] a smérovym vek-
torem (—2,3,—1).

b) Jednd se o rovinu v Ay, kterd je uréena bodem [1,-2,3,2] a
zaméfenim generovanym vektory (2,—4,—1,0) a (—1,0,3,1). &

Nadrovina, obecnd rovnice mnadroviny. Nadrovina
n = A! _, afinnfho prostoru A, (tj. v Ay pifmka; v A3 rovina apod.)
je urcena n linedrné nezavislymi body Py, Ps, ..., P, a méa parametric-
kou rovnict

7’]2 X:P1—|—t1(P2—P1)—|—t2(P3—Pl)—‘r...—i-tn_l(Pn—Pl):

=P+t +totsy + ...+ tn_1Un_1, kde t; €R. (116)

V nésledujici ¢ésti ukdzeme, ze kazdou nadrovinu(!) afinniho prostoru
A, 1ze popsat i jinak nez parametricky.
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1.2. Podprostory afinniho prostoru

Predpokladejme tedy, ze nadrovina 7 je ddna bodem P a vektorovym
zaméfenim V) | = (i, uUs,...,4y—1) a necht p, u; jsou piislusné
soufadné vektory vztazené k jisté soustavé souradnic S. Uvazujme X
libovolny bod nadroviny 7. Nebot vektory ; tvoif bdzi zamé&feni nadro-
viny, je vektor X — P jejich linearni kombinaci; tj. hodnost ¢tvercové

matice (x — p,uy,...,u,_1) typu n X n musi byt n — 1, tj.
L1 —p1 T2 —P2 ... Tpn —Pn
U1 U112 e Uln
hod . . ] . =n-—1.
Unp—1,1 Up—-12 ... Up—1n

Pro determinant této matice proto plati

1 —p1 T2 —P2 ... Tp —Pn
U1 U112 Uln
=0. (1.17)
Un—1,1 Up—-1,2 +-- Up—1n

Provedeme rozvoj determinantu podle prvniho fadku a dostavame

(z1 —p1)D11 — (w2 — p2) D12 + ... + (=1)" (2, — pn) D1y = 0,

kde vzhledem k linedrni nezavislosti vektoru i1, . . . , i, (bdze) je alespon
jeden ze subdeterminantu Dy, Do, ..., D1, rizny od nuly.
Po tipravé a pieznaceni a; = D11, ag = —D1a, ..., ap, = (—=1)""1 Dy, a

ag = —(p1 D11 — p2 D12 + ...+ (=1)""p, Dy,,) dostdvdme rovnici
a1x1 + asTo + ...+ apTy, +ag = Zaixﬂrao =0, (1.18)
i—1
kde (a1,as,...,a,) # (0,0,...,0).

DEFINICE 1.2.4.

/

’ Rovnice (1.18) se nazyva obecnd rovnice nadroviny n = A/,_;.

Z vyse uvedeného postupu plyne, ze kazda nadrovina mé svoji obecnou
rovnici. Obracené plati

Véta 1.2.3. Kazdd rovnice typu (1.18) je rovnict jisté nadroviny. O
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Diikaz: Podle predpokladi existuje v rovnici (1.18) Y0 | a;x; +ap =0
alespoii jeden nenulovy koeficient a; (i = 1,...,n). Proto muzeme psat

1
€xr; = ——_(ao +aix1+...+a;—12,-1 + QGip1Ti41 + ...+ anxn).
1

Resen{ rovnice lze tudiz parametricky popsat
X(tl,tg, e 7tn,1) =

a a aj_1 ait1 a
:(tl,...,ti_l,*foffltlf...* * ti_lfﬁti*...*f?tn_l,

g g aj aj

ti,.. .,tn,l)
Snadno nahlédneme, ze vyse uvedené vyjadieni predstavuje parametric-
kou rovnici podprostoru A’, jehoz dimenze je n — 1, tj. jde o nadrovinu
podprostoru A,,. O

Poznamka 1.2.6. V A, je nadrovinou pfimka, tj. pfi oznaceni x; = z,
o =y muzeme obecnou rovnici primky p = {P; (@)} pséat ve tvaru

=P Yy=pr2| _
uy U ’

resp. po upraveé

ax + by + ¢ =0, kde (a,b) # (0,0).

Poznamka 1.2.7. V A3 je nadrovinou rovina, tj. pfi oznaceni x; = =z,
o =y, T3 = z muzeme obecnou rovnici roviny o = {P; (4, ¥)} psat ve
tvaru
r—p1 Yy—p2 Z—DP3
Uy U u3 =0,
U1 U2 U3

resp. po uprave

ax + by +cz+d=0, kde (a,b,c) # (0,0,0).
Priklad 1.2.2. Jsou dény body A = [1,2,1,-2], B = [0,2,1,0],
C =1[2,1,-1,1 a D = [1,—-1,—1,1]. Ukazte, ze tyto body urcuji v

prostoru A4 nadrovinu. Zapiste parametrické vyjadreni a obecnou rov-
nici uvedené nadroviny.
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1.2. Podprostory afinniho prostoru

Reseni: Body A, B, C, D uréuji nadrovinu v Ay (tj. tifrozmérny pod-
prostor A%), pravé kdyz jsou linedrné nezévislé. To nastava prave tehdy,
jsou-li linedrné nezavislé vektory B— A, C— A, D— A. Vektory zapiseme
do matice a s vyuzitim fadkové ekvivalentnich dprav muzeme psat

-1 0 0 2 -1 0 0 2 -1 0 0 2
1 -1 =2 3 | ~ 0 -1 -2 5 | ~ 0 -1 -2 5 .
0 -3 -2 3 0 -3 -2 3 0o 0 4 -—12
Je zfejmé, ze matice mé hodnost 3 a body A, B, C, D jsou tedy linedrné
nezavislé.
Parametricka rovnice podprostoru A} je
X=A4+t(B-A)+r(C—-A) +s(D-A),

tj. po rozepsani do souradnic

xry = 1—t+r

xo = 2—1r—3s

r3 = 1—2r—2s

ry = —2+42t4+3r+3s

Hleddme obecnou rovnici nadroviny A% — uzitim (1.17) dostdvame

1 —1 x29—2 23—1 x4+2

-1 0 0 2
1 -1 -2 3 =9,
0 -3 -2 3

Rozvinutim determinantu podle prvniho fadku a po vypoctu subdeter-
minanti vyjde —8(x; — 1) +4(z2 —2) — 12(x3 — 1) — 4(z4 +2) = 0, tj.
po upravé ziskdvame obecnou rovnici nadroviny

207 —x9 +3x3+ x4 —1=0.

Poznamka 1.2.8. Zduraznéme jesté jednou, ze obecnd rovnice se vzdy
tyka jen nadrovin, tj. neexistuje obecnd rovnice piimky v afinnim pro-
storu A,, n = 3; ani obecnd rovnice roviny v afinnim prostoru A,,,
n 2 4 atd. V pripadé piimky je vSak mozné zavést nékteré dalsi po-
mocné typy rovnic. Je-li u; # 0 (pro vSechna ¢ = 1,...,n), lze z rovnice
(1.14) vyjadrit parametr ¢, ¢imz dostdvdme

1 —ap T2 — a2 Ip — Qp

t— — =...=_ 7 1.19
U1 Ug Up, ( )
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Vyse uvedend rovnice se nazyva kanonicka rovnice pfimky.

Zavérem této kapitoly odpovézme jesté na néasledujici otédzku. Je-li
nadrovina n = {A4; V", } afinniho prostoru A,, ddna parametricky, nenf
problém ovéfit, zda libovolny vektor ¢ (ne)nélezi zaméreni V! ;. Lze
v8ak stejné bezproblémové rozhodnout i v piipadé, ze nadrovina 7 je
déna obecnou rovnici Z?:l a;z; +ag = 0, a to bez urceni parametrické
rovnice?

Zrejmeé ¢ € V!, pravé tehdy, kdyz existuji body P,Q € n takové, ze
P-Q=1.

Déle
P=Ipi,p2,....pn] €0 & a1p1+azpz+ ...+ anpp +ao =0,
Q=1[q1,92,---,a] €N & a1q1 +a2q2+ ...+ angn +ag =0,
tj. po odecteni druhé rovnice od prvni dostavame
P—Q=(p1—qp2—q2--,pn— @) €V, &
& ai(pr—q) +az(p2 —q2) + ...+ an(pn —qn) =0

a hledané kritérium zni

Véta 1.2.4. Necht je obecnou rovnici y ., a;z; +ag = 0 ddna nadro-

vina n = A!,_; afinniho prostoru A,. Vektor ¥ = (v1,va,...,v,) ndlezi
zaméreni V,! | nadroviny n, prdvé kdyz plati
a1v1 + asvg + ...+ ayv, = 0. (1.20)

Priiklad 1.2.3. Zvolte parametr A tak, aby vektor @ = (2, A+ 1,\, —1)
nélezel zameéteni nadroviny 7 : 3z, + 2 — 223 + x4 — 5 = 0.

Resent: Podle véty V.1.2.4 je i € V!, pravée kdyz plati 3-2+ (A +1) —
2- A+ (—1) = 0. Odtud jiz snadno zjistime \ = 6. O

1.3 Vzajemna poloha afinnich podprostort

Piedmétem studia afinni geometrie (tj. geometrie v afinnim prostoru)
je vySetfovani polohovych vlastnosti geometrickych utvaru tj. studium
incidence, rovnobéznosti, hledani prusecik, prusecnic apod.

Diive nez zavedeme zdkladni pojmy, vyslovime vétu, kterd ndm pomuze
pii uréovéani vziajemné polohy dvou afinnich podprostoru.
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1.3. Vzdjemna poloha afinnich podprostoru

Véta 1.3.1. Podprostory A, = A+V, a Al = B4V afinniho prostoru
A, (1 £ rys £ n) maji neprdzdny prunik, prdvé kdyz existuji vektory
ueV!, veV! takové, e A— B=1u+ 0. O

Diikaz: (=) Piedpoklddejme nejprve, ze AL NAY £ 0, tj. IP € Al N AL
Jelikoz A € A a P € Al, potom zfejmé vektor A — P = 4 nalez{
zaméfeni V!. Obdobné bychom ukézali, ze vektor P — B = ¥ nélezi
zaméfeni V. Sec¢tenim ziskdme A — B = @ + ©.

(<) Necht naopak plati A — B = @ + v, tj. po tpravé A — @ = B + .
Snadno nahlédneme, Ze bod P = A — 4 = B + ¢ je spoletny bod
podprostort A/ a A, tj. AL NAY #£0. O

Incidence a rovnobézZnost podprostori. V dalsim
textu budeme pfedpokladat, ze jsou dany dva afinni podprostory
. ={A, V/} a A = {B,V/"} afinniho prostoru A,,.

DEFINICE 1.3.1.

Dva podprostory afinniho prostoru nazyvame incidentni, jestlize
je jeden z nich podmnozinou druhého.

Evidentné A}, C A}, pravé kdyz A € A} a V] C V}"". Je-li prvni podpro-
stor podmnozinou druhého a soucasné i druhy podmnozinou prvniho,
potom jsou tyto podprostory splyvajici.

DEFINICE 1.3.2.

Dva podprostory Aj a Aj afinntho prostoru A, nazveme rov-
nobézné, jestlize vektorové zameéteni jednoho z nich je vektorovym
podprostorem druhého.

7 definic pfimo plyne, Ze jsou-li dva podprostory incidentni, pak jsou
rovnobézné! Naopak neincidentni rovnobézné podprostory nemaji Zadny
spoleény bod, tj. jsou disjunktni. Z véty 1.3.1 ihned plyne:

Véta 1.3.2. Necht jsou ddny dva rovnobézné podprostory A} = {A, V{},
A7 = {B,V/"} afinniho prostoru A,, takové, Ze V)" € V. Pak ndsledujict
podminky jsou ekvivalentni:

(1) podprostory A}, a A} jsou incidentni;

(ii)) A— B eV, O
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Priklad 1.3.1.

Urcete obecnou rovnici roviny «, ktera je incidentni s pifimkou p = AB
a rovnobéznd s pifmkou ¢ = {C,u}, kde A = [1,2,3], B = [2,2,4],
C=[-24,1],d=(1,1,0).

Reseni: Parametrické vyjadieni roviny o je X = A+ V3, kde zaméfeni
Vs je generovéno vektory B — A = (1,0,1) a @ = (1,1,0) (A € o a
(B—A) € Vi garantuje p C a; @ € V¥ zarucuje p || ). Obecnd rovnice
roviny « je podle (1.17)

r—1 y—2 z-3
1 0 1 |=0.
1 1 0

Po rozvinutim determinantu podle prvniho fadku a po tpravé
dostavame x —y — z+4 = 0. &

RuiznobézZné a mimobézZné podprostory. Lze dokazat, ze
je-li prunik dvou afinnich podprostoru A}, A) C A, neprazdny, potom
se opét jednd o afinni podprostor prostoru A,,, pficemz jeho zaméreni
jeVinv/.

DEFINICE 1.3.3.

Dva nerovnobézné podprostory Aj a A} afinniho prostoru A,,, na-
zveme ruznobézné, jestlize je jejich prunik neprazdny; v opaéném
pfipadé je nazyvame mimobézné.

Z definice ruznobéznych podprostoru a véty 1.3.1 ihned plyne:

Véta 1.3.3. Necht jsou ddny dva nerovnobéiné podprostory
L =1{A VY, AT ={B,V/"} afinniho prostoru A,. Pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:
(1) podprostory A}, a A} jsou riznobéiné;
(i1) A—B e V/VV/, kde V[V V] je spojeni zaméreni V| a V. O

Piipomenme, ze spojenim W VvV W' vektorovych podprostora W a
W' rozumime nejmensi podprostor obsahujici jak W, tak W, tj. linearn{
obal sjednocenf WUW’. Tedy WVW' = (IWUW’). V linedrn{ algebte se
déle dokazuje tzv. Véta o dimenzi spojeni a pruniku dvou podprostoru
vektorového prostoru V,,, podle niz plati

dim (W VW) +dim (W N W') = dim (W) + dim (W').  (1.21)
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1.3. Vzdjemna poloha afinnich podprostoru

Priklad 1.3.2. Vzdjemnd poloha dvou primek

Bud'te p = {4, 4}, ¢ = {B, v} dvé piimky v afinnim prostoru A,,, n = 2.

Potom s vyuzitim vét 1.3.2 a 1.3.3 dostavame:

(nemiize nastat ve Va)

(@) = (0) A— B e (d) piimky p, g jsou
S A-Byu...LZ splyvajici
u,v ... LZ A— B ¢ (u) piimky p, g jsou
< A—-Bi ... LN rovnobézné disjunktni
(1) # (0) A— B e (u) V (V) = (u, ) pifmky p, g jsou
(3 < A—-B,u,v ... LZ riznobézné
u,7 ... LN A— B¢ (u)V (V) = (d,0) piimky p, q jsou
< A—B,w,v ... LN mimobézné

(nemize nastat v Az)

V piipadé ruznobéznosti pifmek p, g pro jejich spoletny bod P (tzv.
prusecik) plati P = A + tot = B + ro¥, kde tg, ro najdeme jakozto
FeSeni soustavy rovnic tu — rv = b — a (po rozepsdni do soufadnic v A,
soustava n rovnic o dvou nezndmych).

Priklad 1.3.3. Vzdjemnd poloha ptimky a roviny

Budte p = {A, @}, o = {B,,%} piimka a rovina v afinnim prostoru
A,, n = 3. Potom s vyuzitim vét 1.3.2 a 1.3.3 dostdvame:

(wy C (U, w) A — B € (U,wW) piimka p a rovina g jsou
(3 < A—B,0,w ... LZ incidentni
U, 0,W ... LZ | A— B ¢ (U,W) piimka p a rovina o jsou
< A-B,v,w ... LN rovnobézné disjunktni
(@) ¢ (U, W) A—B € (u)V(U,W) = (u,V,w) || pfimka p a rovina g jsou
) < A—-B,u,v,w ... LZ ruznobézné
U, 0,W ... LN | A—B & (@) V(U,w) = (4, ¥,d) || pfimka p a rovina g jsou
< A—B,u, v, ... LN mimobézné
(nemiZe nastat ve Vz) (nemize nastat v Az)

V piipadé ruznobéznosti piimky p a roviny o pro jejich spole¢ny bod P
(prusecik) plati P = A+ tot = B + ro0 + sow, kde tg, 79, o najdeme
jakozto feseni soustavy rovnic tu —rv — sw =b — a.

Priklad 1.3.4. Vzdjemnd poloha dvou rovin

Bud'te ¢ = {A,4, v}, 0 = {B,w, z} dvé roviny v afinnim prostoru A,
n 2 3. Potom s vyuzitim vét 1.3.2 a 1.3.3 dostavame:

25




KMA/G1 Geometrie 1

(u,v) = (w,2) | A— B € (4,v) roviny o a o jsou
(3 < A-Bu,v ... LZ splyvajici
U, v,W ... LZ | A— B¢ (u,?) roviny ¢ a ¢ jsou
A < A—-B,u,v ... LN rovnobézné disjunktni
i,7,7... LZ
(u,V) # (W,2) | A— B € (4,?) V (W, 2) roviny ¢ a o jsou
(3 riiznobézné
U, 0, W ... LN | A— B¢ (u,0) V (W, 2) roviny ¢ a o jsou
\% mimobézné
U,0,Z ... LN | (nemiZe nastat ve V3) (nemize nastat v Ag)

V Az se dvé ruznobézné roviny p, o protinaji v piimce p, kterd se
nazyvé jejich prusecnice. Prusecnice je uvedenymi dvéma rovinami
jednoznaéné urcena a pro nalezeni jeji parametrické rovnice muzeme
pouzit napft. algoritmus pro hledéni prusec¢iku roviny o s piimkou p C ¢
orovnici X = A+td (pNo = {P}) aroviny o s piimkou ¢ C g o rovnici
X =A+1r0 (¢gno={Q}). Potom dostdvame o N o = p =< PQ.

Oproti tomu v A,,, n = 4 mohou mit dvé riznobéZné roviny g, ¢ bud'to
spole¢nou pifmku, nebo spoleény jediny bod. S vyuzitim vztahu (1.21)
totiz muzeme psat

dim (V4 V V3') +dim (V3 N Vy') = dim (V) 4+ dim (Vy') = 4,

tedy je-li dim (V3 vV V') = 3 (resp. = 4), je dim (V5 NV3') = 1 (resp.
= 0) a prunikem je piimka (resp. bod).

Priklad 1.3.5. Vzdjemnd poloha ptimky a nadroviny

Bud'te p = {B,d},n: > ., a;z;+ao = 0 piimka a nadrovina v afinnim
prostoru A, n = 2 (tj. pro n = 2 piimka, pro n = 3 rovina atd.) Potom
s vyuzitim vét 1.3.2 a 1.3.3 dostavame:

(wy c V', Ben piimka p a nadrovina 1 jsou
(3 & Y aibi+a0=0 incidentni
Yor,aui=0 | B¢n piimka p a nadrovina 7 jsou
< > abi+ag#0 rovnobézné disjunktni
(wy ¢ V', V1, V{d) =V, kde V, | pfimka p a nadrovina n jsou
(3 je zaméfeni prostoru A, ruznobézné
Z?:l a;U; 75 0
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1.3. Vzdjemna poloha afinnich podprostoru

Vzhledem k tomu, ze v piipadé (@) ¢ V,! | je spojenim V' | V (@)
celkové zaméreni afinniho prostoru A,, je tedy vzdy splnéna podminka
(ii) véty 1.3.3, a proto nemuze nastat mimobéznost piimky a nadroviny.

Prusecik P = B+tgu piimky p a nadroviny 1 najdeme feSenim soustavy
x =b + tou, Z?Zl a;x; + ag = 0, ¢imz dostaneme

D iy @ibi + ag
Doy @ivi

to = —

Priklad 1.3.6. Vzdjemnd poloha roviny a nadroviny

Budte ¢ = {B,4, v}, n : Y i a;x; + ap = 0 rovina a nadrovina v
afinnim prostoru A,,, n 2 3 (tj. pro n = 3 rovina atd.) Potom s vyuzitim
vet 1.3.2 a 1.3.3 dostavame:

(u,v) C V], Ben rovina g a nadrovina 7 jsou
(3 & Y abi+a0=0 incidentni

Yor,au;=0 | B€n rovina g a nadrovina 7 jsou
A S 3 abi+a0#0 rovnobézné disjunktni

Y iy aivi =0

(w,v) ¢ V.7, VI V{d, V) = Vp,kde V,, || rovina g a nadrovina 7 jsou

je zaméfeni prostoru A, ruznobézné

Zi:l a;U; 75 0
\

Z?:l a;V; 7& 0

Vzhledem k tomu, ze v ptipadé (@, 0) ¢ V,!_, je spojenim V" | V (4, ¥)
celkové zaméreni afinniho prostoru A, je tedy vzdy splnéna podminka
(ii) véty 1.3.3, a proto nemuze nastat mimobéznost roviny a nadroviny.

Navic s vyuzitim vztahu (1.21) muzeme psat

dim (Vy vV ) +dim (V; NV," ;) =dim (Vy) +dim (V, ;) =n+1,

n
tedy nebot dim (V4 V V)" ;) = n, potom mus{ byt dim (V; NV," ;) =1
a rovina ¢ nadrovina n maji spoleénou pfimku (praseénici).
Priklad 1.3.7. Vzdjemnd poloha dvou nadrovin

Budte n: > aix;i+a9=0,¢:> 1 bx;+ by =0 dvé nadroviny v
afinnim prostoru A,, n = 2 (tj. pro n = 2 dvé pifmky, pro n = 3 dvé
roviny atd.) Potom s vyuzitim vét 1.3.2 a 1.3.3 dostavdme:
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(a1y...yan), (b1,...,bn) (ag,a1,... an) a nadroviny 7 a & jsou
jsou LZ (bo,b1,...,by) jsou LZ || splyvajici
(3 (ag,a1,...,an) a nadroviny 7 a € jsou
Vi, =Vsiy (bo,b1,...,bn) jsou LN || rovnobézné ruzné
(a1, .. yan), (b1,...,bn) | VLV Vi =V, nadroviny 7 a € jsou
jsou LN kde V,, je zaméfeni ruznobézné
(3 prostoru A,
17 Vo

Vzhledem k tomu, ze v pripadé V! | # V¢, je spojenim V! | V Ve,
celkové zaméfeni afinniho prostoru A, je tedy vzdy splnéna podminka
(ii) véty 1.3.3, a proto nemuze nastat mimobéznost dvou nadrovin.

V ptedchazejicich tfech piipadech jsme pfi vySetfovani vzajemné po-
lohy nadroviny n a jistého dalstho podprostoru (pifmka, rovina, dalsi
nadrovina) zjistili, Ze pro tyto dvojice podprostoru nikdy nenastéavéd mi-
mobéznost. Uvedeny zavér se da zobecnit do nasledujici véty:

Véta 1.3.4. Nechf jsou v prostoru A, ddny nadrovina A!,_, a dalsi
podprostor A}. Potom jsou tyto podprostory bud'to rovnobéiné, anebo
ruznobéiné, pricemsz jejich primik md dimenzi k — 1. d

Diikaz: Uvazujme nadrovinu A/, ; = {A; V!_;} a podprostor
A7 ={B; V/'}. Potom zfejmé nastava pravé jedna z téchto moznosti:

(i) Vi'ev, 1=>A%\|An 1

() Vv €Vv,_, = V,_vV/ =1V, Odtud ihned dostdvdme A — B €
(Véi1 v V ') a podle véty 1.3.3 jsou tedy podprostory A, ,, A}
rﬁznobéiné. Navic podle vztahu (1.21) muzeme psat

dim (Vv V! ) +dim (V,nV/" ) dim (V) +dim (V)" ;)
n+dim (V,NV,) ) = k+(n-1),

odkud jiz snadno nahlédneme, ze prunik podprostori AJ,_,, A}
mé dimenzi k — 1. g

Priklad 1.3.8.

Urcete vzdjemnou polohu pifmky p : X = [1,3,—1,5] +¢(3,2,2,—-1) a
roviny 0: X =10,0,1,3] +7(1,2,0,1) + s(1,0,1,—1).
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1.3. Vzdjemna poloha afinnich podprostoru

Resent:

i) Nejprve rozhodneme, zdali jsou dané podprostory rovnobézné
& VP c V). Ovéifme tedy linedrn{ zdvislost vektoru @ = (3,2,2,—1),
U= (1 2,0,1), &= (1,0,1,-1)

3 2 2 -1 3 2 2 -1
1 2 0 1 ~ 0 -4 2 -4
1 0 1 -1 o 2 -1 2

Druhy fadek je (—2)-ndsobkem tietiho, a proto jsou vektory linedrné zavislé.
Ptimka a rovina jsou tedy rovnobézné.
(ii) Zjistime jeste, zdali jde o rovnobézné disjunktni, nebo incidentni podpro-

story. Podle véty V.1.3.2 tedy musime ovéfit linedrni zavislost vektoru B— A,
%, W (A=0,0,1,3], B=[1,3,—1,5], tj. B— A= (1,3,-2,2))

1 3 -2 2 1 3 -2 2 1 3 -2 2
1 2 0 1 ~ o -1 2 -1 ~ o -1 2 -1
1 0 1 -1 o -3 3 =3 0o 0 -3 0

Je vidét, ze vektory jsou linedrné nezavislé, proto pfimka p a rovina g nemaji
zadny spoleény bod a jsou tedy rovnobézné disjunktni. a

Priklad 1.3.9.

Uréete vzdjemnou polohu dvou rovin ¢ = {A, 4,9} a o = {B,w,Z}, kde
A=[4,2,272]), @ = (1,0,0,-1), 7 = (1,0,3,2) a B = [~2,-2,2,0], & =
(-1,0,5,0), £ =(2,2,1,0).

Reseni:

(i) Nejprve rozhodneme, zdali jsou dané roviny rovnobézné (< V2 = V3).
Ovéifme tedy linedrni zdvislost trojice vektoru @ = (1,0,0,—1), ¥ =

(1,0,3,2), w = (-1,0,5,0) a trojice vektoru @ = (1,0,0,—1), ¥ = (1,0, 3, 2),
Z = (2,2,1,0). Snadno bychom ukdzali, ze jak prvni, tak druhd trojice
jsou skupinami linedrné nezavislych vektoru, a proto roviny g, o nejsou rov-
nobézné.

(ii) V predchdzejici ¢asti jsme ukdzali, ze vektory @, ¥, W jsou linedrné
nezavislé a rovnéz vektory w, ¥, & jsou linedrné nezdvislé. Z toho plyne, ze
spojen{ zaméfeni V2 V V57 je generovéno 4 vektory (@, ¥, w, Z), tj. jednd se o
zamétfeni celého afinniho prostoru A4. Podle véty V.1.3.3 musime déle ovérit,
zdali vektor B — A ndlez{ spojeni V2 V Vi = (d,7,w,Z), coz samoziejmé
vzhledem k tomu, Ze jde o zaméfeni A4, nastava. Roviny ¢ a o maji proto
spole¢ny neprazdny prunik a jsou tedy ruznobézné.

Zavérem hleddme prunik obou rovin, pficemz nejprve zjistime jeho dimenzi.
Podle vztahu (1.21) je dim(VZ NVyY) = 242 — 4 = 0, tj. obé roviny maji
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spoleény prusecik. Ten uréime feSenim soustavy 4 rovnic o 4 nezndmych
[4,2,2,2]+t(1,0,0,—1)+r(1,0,3,2) = [-2,—2,2,0]4+k(—1,0,5,0)+1(2,2,1,0).

Vypoctteme t = 0, r = —1, k = —1, | = 2 a po dosazeni do parametrické
rovnice roviny g, resp. o obdrzime soufadnice pruseciku P = [3,2,—1,0].

Priklad 1.3.10.
Uréete vzdjemnou polohu rovin a: 22 +3y — 2+ 4 =0 a 8 = {A, @, W}, kde
A= [27 17 5]7 U= (27 _17 _1)7 7= (17 17 _1)

Resent: S vyuzitim véty V.1.2.4 se snadno se piesvédéime, ze @ ¢ Vi a
v & V3", a proto Vy* # Vf. Roviny « a 8 tudiz nejsou rovnobézné. Vzhledem
k tomu, ze v As jde o nadroviny, nemohou byt podle V.1.3.4 mimobézné, a
proto jsou ruznobézné.

Hleddme jejich prusecnici s. Piimka p = {A,d} C [ s parametrickym
vyjadienim X = [2,1,5] + #(2, —1, —1) protind rovinu « v pruseéiku P. Jeho
soufadnice snadno zjistime feSenim rovnice, kterou obdrzime dosazenim z
parametrického vyjadieni piimky p do obecné rovnice roviny «

2242t)+3(1—t)—(5—t)+4=0.
Vypoctem zjistime ¢ = —3 a po dosazeni do parametrického vyjadieni ptimky
p dostaneme P = [—4, 4, 8]. Obdobneé piimka ¢ = {A, ¥} C 3 s parametrickym

vyjadienim X = [2,1,5] + r(1,1,—1) protne rovinu « v pruseéiku @, jehoz
soufadnice ur¢ime feSenim rovnice

22+r)+3Q+r)—(5—-r)+4=0.

Vypocétem zjistime r = —1 a po dosazeni do parametrického vyjadieni primky
g dostaneme @ = [1,0,6]. Parametrické vyjddieni prusetnice s = PQ je
X =P+ XQ—P), tj. X =[-4,4,8] + \(5,—4,-2). &

Pricka mimobézZnych podprostori. Piimku riznobéznou s
dvéma mimobéznymi podprostory A}, A} prostoru A, nazyvdme jejich
pfFickou.

Priklad 1.3.11. Pri¢ka daného sméru. Budte ddny v prostoru Az dvé
mimobézky p : X = A+tiu,q: X = B+ ri. Ukolem je vést pricku
rovnobéznou s danou pifmkou o smérovém vektoru w — tj. pficku daného
sméru (W), pficemz predpokldddme o & (i, ).

Pruseciky pticky r s mimobézkami p, ¢ oznaéme po fadé P, ). Ze zadani je
ziejmé, ze vektor @@ — P musi byt linedrni kombinaci vektoru . Kazdé ¢tyii
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1.3. Vzdjemna poloha afinnich podprostoru
vektory v Ag jsou linedrné zavislé, tj. i vektory w,v,w, B — A, a proto lze
jeden z nich (napt. B — A) vyjadfit jako linedrn{ kombinaci zbyvajicich

B — A= kiU + koU + k3.

Resenim soustavy t¥f rovnic o tfech nezndmych b —a = kiu + kav + ksw
ziskame ki, k2, ks a pouhym pieusporadanim dostaneme vztahy pro body P,

Q

(B — ko) — (A + k1@) = k30 (1.22)
—_———— ~— ———
-Q =P
Podminka @ ¢ (i, U) garantuje, ze Gloha m4a pravé jedno feseni. O

oy

Priklad 1.3.12. P7i¢ka prochdzejici dangm bodem M. Uvazujme opét v
prostoru As dvé mimobézky p, q. Ukolem je tentokrat vést piicku prochézejici
danym bodem M, ptri¢emz predpokldddme M — A, M — B & (4, 7).

Pruseciky piicky r s mimobézkami p, ¢ oznac¢ime opét P, Q. Hleddme
konkrétni hodnoty parametru to, 7o takové, ze

P:A+toﬁ a Q:B-Frol_f

Z kolinearity bodu P, @, M plyne linedrni zdvislost vektora M — P a M — Q.
Uloha vede na feSeni soustavy tii rovnic o tfech neznamych

m—-—a—tu=k-(m—b—rv). (1.23)

Podminka M — A, M — B ¢ (4, V) garantuje, Ze iloha m& pravé jedno FeSeni.
O

Priklad 1.3.13.

V prostoru Az jsou ddny dvé mimobézky a = {A,d}, b = {B, v}, kde A =
[1,-2,0], @ = (1,2,3) a B = [3,0,4], 7 = (2, —1, —1). Urcete jejich piicku c
rovnobéznou s piimkou o smérovém vektoru @ = (—1,1,1);

Resent:

Ozna¢me hledané pruseciky pficky ¢ s obéma mimobézkami a, b po fadé P a
Q. V souladu s postupem z piikladu 1.3.11 plati pro tyto body vztah

Q—P = (B+r) — (A+ti) = kw,

coz rozepsano do soufadnic poskytuje soustavu rovnic

t—2r—k = 2
2+r+k = 2
t+r+k = 4
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Resenfm ziskdmet = 2,r = 2,k = —4aodtud P = [3,2,6]a Q = [7, —2,2]. &

O tom, ze vySe uvedenymi algoritmy lze ur¢it pficku libovolnych dvou
mimobéznych podprostori v libovolném afinnim prostoru (pokud pficka
pozadovanych vlastnost{ existuje) se muzeme piesvédéit v néasledujicim
prikladu:

Priklad 1.3.14.

V A4 urcete pficku ¢ mimobéznych podprostoru, kterymi jsou pifimka p =
{A,d} a rovina ¢ = {B,7,w}, kde A = [0,0,—6,—7], « = (1,1,2,1) a B =
2,1,1,1], 7= (1,2,-1,1), & = (—1,2,1,2), vite-li, ze pfictka prochdzi bodem
M =17,-2,-1,0].

Reseni: Priseciky pifcky ¢ s piimkou p a rovinou g oznacime po fadé P, R.
V souladu s postupem z piikladu 1.3.12 plati

M—-R=XM-—-P), resp. M—B—rt—sW=AM-A-ta),

tj. po rozepsani do soufadnic dostaneme soustavu

TA+r—s—XAXt = 5
22+ 2r+2s—-Xxt = -3
BA—r+s—2Xt = =2
TA+2r+2s— Xt = -1

ReSenim obdrzime t =1, r =1, s = —2, A = % a odtud P = [1,1, -4, —6],
R=[5-1,-2 -2 o

1.4 Svazky a trsy nadrovin

Svazky nadrovin. Podle véty V.1.3.4 mohou byt dvé nadroviny v A,
bud’to riiznobézné (prinikem je podprostor dimenze n — 2), popf. rovnobézné
(majf spoleéné zaméfeni dimenze n — 1). Uvedend véta nds tedy opravituje
vyslovit nésledujici definici:

DEFINICE 1.4.1.

Mnozinu vSech nadrovin v prostoru A,, které maji neprazdny prunik
dimenze n — 2, nazyvame svazek nadrovin prvniho druhu (budeme
znagit ©1).

Mnozinu vSech navzdjem rovnobéznych nadrovin v prostoru A, (tj.
mnozinu vSech nadrovin se spole¢nym vektorovym zaméfenim dimenze
n — 1) nazyvdme svazek nadrovin druhého druhu, popf. osnova
nadrovin (budeme znacit ¥?).
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1.4. Svazky a trsy nadrovin

Pohybujeme-li se v afinni roviné, potom je nadrovinou piimka a spoleény
prunik ma dimenzi 0. Svazkem pfimek 1. druhu v A rozumime tedy
mnozinu vSech piimek, které prochézeji jednim bodem (tzv. stfedem
svazku). Obdobné v A3 hovoiime o svazku rovin I. druhu jakozto mnoziné
vsech rovin, které prochézeji jednou pfimkou (tzv. osou svazku).

Svazek nadrovin je urcen, jsou-li zndmy dvé jeho ruzné nadroviny. Tyto
uréujic{ nadroviny nazyvdme zdkladni nadroviny svazku. Necht rovnice
obou zdkladnich nadrovin jsou

fl(X) :Zaixi—i—ao =0 a fz(X) IZblwl—‘y—bo =0

i=1 =1
Véta 1.4.1. Jsou-li fi(x) =0, fa2(x) = 0 rovnice dvou zdkladnich nadrovin,
potom rovnice libovolné nadroviny svazku L' lze zapsat ve tvaru
>\1f1(X) + )\zfz(x) =0, (1.24)

kde A1, A2 jsou redlnd cisla, z nichZ alesport jedno je nenulové. Naopak plati,
Ze kazdd rovnice tvaru (1.24), kde A1, A2 jsou redlnd c&isla, z michZ alespon
jedno je nenulové, je rovnici néjaké nadroviny daného svazku. d

Diikaz: Uvazujme zdkladni nadroviny svazku
1: fl(x):Zaiwi—i—ao:O, a p2: fz(x):Zbi:L‘i—l—bo,
i=1 i=1
jez jsou v pifpadé B! riznobézné, a proto

ai a2 an _ al az QAn
hOd(b1 by ... bn)_hOd(bl by ... by

‘Zg ) =2 (1.25)

Zodpovézme jesté otdzku, pro¢ je nutné predpoklddat (A1, A2) # (0,0).
Upravime-li vztah (1.24), potom dostaneme

(A1a; + A2bs)xs + (ao + bo) = 0.
1

n

Tato rovnice je rovnici nadroviny, pravé kdyz nenastdvd(!)
Arai + A2bi =0, Ajaz + A2b2 =0, ..., Aian + A2by, = 0. (1.26)
Homogenni soustava (1.26) m4 vzhledem k (1.25) jediné, a to trividlni FeSeni

A1 = A2 = 0. V kazdém jiném piipadé popisuje A1 f1(x) + A2 f2(x) = 0 nadro-
vinu.
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Vlastni dikaz provedeme ve dvou krocich.
(a) Nejprve ukdzeme, ze nadrovina n dand rovnici f(x) = A1 f1(x)+ A2 f2(x) =
0 je nadrovinou svazku. Zvolme libovolny bod M € g1 N g2, tj. plati

Me o= fi(m)=0 a M € g2 = fa(m) =0.
Nyni uz snadno nahlédneme, ze plati

fm) =A1fi(m) + A2 fo(m) =0= M €n.

Kazdy bod pruniku nadrovin g1, g2 tedy lezi v nadroviné 7, a proto se jednd
o nadrovinu svazku uré¢eného uvedenymi nadrovinami.

(b) Nyni ukdzeme, ze kazdou nadrovinu svazku lze vyjadrit rovnici (1.24).
Pro zékladni roviny tvrzeni evidentné plati. Libovolnou nadrovinu svazku 7
ruznou od zdkladnich nadrovin g1, g2 jednoznaéné uréime jejich prunikem a
dalsim bodem N mimo obé& nadroviny, tj. plati fi(n) #0 A f2(n) # 0. Déle

N en= f(n)=Aifi(n) + Az2f2(n) =0,
a proto volbou A1 = fa(n), A2 = —fi(n) dostaneme rovnici nadroviny ve
tvaru (1.24), jez prochdz{ bodem N a prunikem g1 N g2, tj. rovnici nadroviny
- O

Pro svazek 2. druhu plati obdobn4d véta jako v ptipadé svazku 1. druhu. Jedi-
nou zménou je podminka, kterou museji spliiovat redlnd ¢isla A1, A2. Jelikoz
zakladni nadroviny

1 f1(X)=Zaixi+a0=0, a 02 fQ(X):Zbil’i-f—bo:O
i=1

i=1

jsou tentokrat rovnobézné, tj.
ail a2 - an _
hOd( bi bo ... b ) =1
musime predpokladat, ze A1, A2 nejsou FeSenim homogenni soustavy (1.26).

Véta 1.4.2. Jsou-li fi(x) =0, fa(x) = 0 rovnice dvou zdkladnich nadrovin,
potom rovnice libovolné nadroviny svazku £2 lze zapsat ve tvaru

Arfi(x) + A2 fa(x) = 0, (1.27)

kde A1, A2 jsou redlnd &isla, kterd nejsou fesenim homogennd soustavy (1.26).
Naopak plati, Ze kaZdd rovnice tvaru (1.27), kde A1, A2 jsou redlnd éisla,
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1.4. Svazky a trsy nadrovin

jez mejsou Tesenim homogenni soustavy (1.26), je rovnici néjaké nadroviny
daného svazku. a

Diikaz je analogicky dikazu predchézejici véty.

Priklad 1.4.1. Najdéte rovinu ¢ C Ags, jez prochdz{ bodem M = [1,2,3] a
pruse¢nici rovin o : 3z +y—z2=0a8:2x+y+2—1=0.

Reseni: Hledan rovina prochdzi priseénici rovin a, 3 (tj. nélez{ svazku rovin
3 uréenému zdkladnimi rovinami « a ), a proto mé podle véty V.1.4.1.
rovnici

0: MBz+y—2z)+X2z+y+2z—-1)=0.
Bod M lezi v roviné p, a proto jeho soufadnice muzeme dosadit do rovnice
této roviny

A(B+2-3)+X(2+24+3-1)=2, tj.

A1+ 322 =0.

Muzeme zvolit napt. A1 = 3, A2 = —1 a po dosazeni do vyse uvedené rovnice
dostdvame ¢ : Tx + 2y — 42+ 1 =0. &

Véta 1.4.3. Nadroviny o1 : Y o aixi+ao =0, g2: >, bixi+bo=0 a
03 1 i cixi + co = 0 ndleZeji témuz svazku, prdvé kdyz

ail a2 e an aop
C1 C2 N Cn Co

Dikaz: (=) Nadroviny pi1, p2, ps ndlezejl témuz svazku = jedna rovnice je
linearni kombinaci zbyvajicich, tj. jeden fadek matice Ize vyjadfFit jako linearni
kombinaci zbyvajicich dvou = hod = 2.

(<) Naopak necht hod = 2 = jeden fddek lze vyjadFit jako linedrn{ kombinaci
zbyvajicich dvou = nadroviny pi1, p2, ps nalezeji témuz svazku. a

Pozndmka 1.4.1. Poznamenejme jesté, ze plati-li jednak (1.28) a soucasné

al a2 o Qn 2 = 01,02,03 € 217
hod bl b2 bn -
c1 C2 ... Cn 1 = 01,0203 €X%

Priklad 1.4.2. Rozhodnéte, zda tfi nadroviny afinntho prostoru
Ay mixi+2z2—2z3+24—-5=0, mMm:x1—x2+2x3—24+1=0 a
13 : 3x1 + 3r2 + x4 — 9 = 0 nélezeji témuz svazku. Jestlize ano, rozhodnéte
o jeho druhu.
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Reseni: Snadno se presvédéime, ze plati

1 2 -1 1] -5 1 2 -1 1
hod| 1 -1 2 -1 1 =hod| 1 -1 2 -1 =2,
3 3 0 11-9 3 3 0 1

a proto podle véty V.1.4.3 a poznamky uvedené za touto vétou zadané nadro-
viny nalezeji témuz svazku prvniho druhu. &

T’I"8y nadrovin. Véta V.1.4.3 hovoif o situaci, kdy tfi nadroviny nalezeji
témuz svazku. Nasledujici véta pak popisuje vzajemnou polohu ti{ nadrovin,
jez témuz svazku nendlezeji.

Véta 1.4.4. T7i nadroviny o, 3, v afinniho prostoru A,,, jeZ nendlezeji témuz
svazku nadrovin, magji prdvé jednu z ndsledujicich vzdjemngch poloh:
(i) pranikem je afinnd podprostor dimenze n — 3;
(i) pranik nadrovin je prdzdny, pricemz viechna vektorovd zaméreni obsa-
huji tentyz vektorovy podprostor dimenze n — 2. a

Diikaz: Pokud tfi nadroviny nenélezi témuz svazku, pak jsou urc¢ité aspon dvé
z nich ruznobézné a jejich prunik mé dimenzi n — 2; bez ijmy na obecnosti
uvazujme napf. aNB = Al,_,. Podle véty V.1.3.4 pak mohou nastat tyto dvé
moznosti pro vz4jemnou polohu nadroviny « a podprostoru A}, _o:

(i) AL_oNy =A% _3;

(ii) A, _5 || v (tj. zaméFeni v obsahuje zaméfeni podprostoru A, _,).

Odtud jiz pfimo plyne dokazované tvrzeni. a

DEFINICE 1.4.2.

Mnozinu vSech nadrovin v prostoru A,, n = 3, které maji neprazdny
prunik dimenze n — 3, nazyvame trs nadrovin prvniho druhu (budeme
znagit 71).

Mnozinu v8ech nadrovin v prostoru A,, n 2 3, jejichz vektorovd zaméren{
obsahuji spole¢ny vektorovy podprostor dimenze n — 2, nazyvame trs
nadrovin druhého druhu (budeme znagit 72).

Pohybujeme-li se v prostoru As, potom je nadrovinou rovina a spole¢ny
prunik mé dimenzi 0. Trsem rovin 1. druhu tedy rozumime mnozinu vsech
rovin, které prochdzeji jednim bodem (tzv. vrcholem trsu). Trsem rovin
2. druhu pak rozumime mnozinu vSech rovin, jez jsou rovnobézné s danou
pifmkou (tj. obsahujf tyz vektorovy podprostor dimenze 1 neboli smér).

Trs nadrovin je uréen, jsou-li zndmy tii jeho ruzné nadroviny. Tyto urcujici
nadroviny nazyvédme zakladni nadroviny trsu. Necht rovnice téchto
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zékladnich nadrovin jsou

fl(x):Zaia:i+a0:0, fg(x):Zb¢$¢+b0:0
i=1 =1
a f3(x) = Z cizi +co=0.
=1

Véta 1.4.5. Jsou-li fi(x) =0, f2(x) = 0, f3(x) = 0 rovnice ti zdkladnich
nadrovin, potom rovnice libovolné nadroviny trsu t* lze zapsat ve tvaru

A fi (X) + A2 fo (X) + A3 fs (X) =0, (1.29)

kde A1, A2, A3 jsou redlnd éisla, z nichZ alesponi jedno je nenulové. Naopak
plati, Ze kaZdd rovnice tvaru (1.29), kde A1, A2, A3 jsou redlnd c&isla, z nichZ
alesport jedno je nenulové, je rovnici néjaké nadroviny daného trsu. O

Dikaz se skladé stejné jako v piipadé obdobné véty u svazku 1. druhu ze ti{
¢asti. Rovnéz zduvodnéni podminky (A1, A2, As) # (0,0,0) je analogické.

A stejné jako v pfipadé svazku nadrovin i pro trs nadrovin 2. druhu plati
obdobna véta jako pro trs nadrovin 1. druhu; je vSak nutné opét predpokladat,
7e A1, A2, Az nejsou FeSenim homogenni soustavy

)\1a1+)\2bi—|—A3Ci =0 i= 1,...,7‘L. (130)

Véta 1.4.6. Jsou-li fi(x) =0, f2(x) = 0, f3(x) = 0 rovnice t7i zdkladnich
nadrovin, potom rovnice libovolné nadroviny trsu 72 lze zapsat ve tvaru

A fi (X) + A2 fo (X) + A3 fs (X) =0, (1.31)

kde Ai,A2, A3 jsou redlnd éisla, kterd nejsou teSemim homogenni soustavy
(1.30). Naopak plati, Ze kaZdd rovnice tvaru (1.81), kde A1, A2, A3 jsou redind
éisla, jez nejsou teSenim homogenni soustavy (1.30), je rovnici néjaké nadro-
viny daného trsu. d

Obdobné jako v piipadé véty 1.4.3 bychom mohli dokazat:
Véta 1.4.7. UvaZujme nadroviny o1 : > axi+a = 0,

0210 biwi +bo=0, 03 : 3.0 cimitco=0aps: 0 dixi+do =0
Tyto nadroviny ndleZeji témuz trsu, pravé kdyz

al a2 .. Qn aop

hod [ 01 b2 wee B b0 g 0 (1.32)
C1 C2 N Cn Co
d1 dQ e dn dO
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Pozndmka 1.4.2. Plati-li jednak (1.32) a soucasné

a a Loeoa

b1 b2 bn 3 = 01,00,08,010 €T,
hod Cl c2 Cn _

1 €2 ... Cn ,

di d2 ... dn 2 = 01,02,03,04 €T

Pruniky madrovin a vyjddreni podprostori rovni-
cemst. Ukézali jsme, ze podprostor dimenze n — 2 lze popsat jakozto
prunikovy podprostor jisté mnoziny nadrovin — tzv. svazku nadrovin prvniho
druhu, pficemz pro uréeni svazku je zapotiebi dvou zdkladnich nadrovin. Ob-
dobné jsme ukdzali, ze podprostor dimenze n— 3 lze popsat jakozto prunikovy
podprostor dal$i mnoziny nadrovin — tzv. trsu nadrovin prvniho druhu,
pficemz pro urceni je zapotiebi tii zakladnich nadrovin.

Uvedené uvahy nds vedou k myslence, zdali kazdy afinni podprostor dimenze
k je mozné urcit jakozto prunik jistého po¢tu nadrovin.

Véta 1.4.8. Necht je v afinnim prostoru A, ddno h (1 £ h < n) nadrovin
Nt Yoiq @iy +aie = 0 takovych, Ze matice (ai;) (i = 1,...,h, j =
1,...,n) vytvorend z koeficienti obecnijch rovnic nadrovin (mimo absolutnich
élent) md hodnost h. Potom prunikem systému uvedengch nadrovin je afinng
podprostor dimenze n — h.

Diikaz: Resime soustavu h rovnic o n nezndmych takovou, ze hodnost ma-
tice soustavy mé hodnost h (tj. existuje FeSeni). Bez ijmy na obecnosti
predpokladejme, ze je mozné polozit z1 = t1, 2 = t2, ..., Tn—h = tn_n
(jinak bychom provedli pfeuspofddéni). Déle uréime zbyvajici z; v zdvislosti
na zvolenych (n — h) parametrech. Ziskdme parametrické feseni soustavy,
které lze interpretovat jako parametrické vyjadieni podprostoru, jenz je dan
jednim bodem a n — h linedrné nezavislymi vektory, tj. ma dimenzi n — h. [J

Plati i véta obracené:

Véta 1.4.9. Kazdyj podprostor A} afinniho prostoru A, lze vyjddrit jako
pruntk n — k nadrovin z A,,. O

Diikaz: Uvazujme podprostor A}, = {A,V)}, kde V| = (v1,...,vs). Vek-
tory wvi,...,v; lze samoziejmé doplnit na bézi (v1,..., vk, Vk+1,...,Un) vek-
torového prostoru V, (tj. celkového zaméfeni prostoru A,). Potom pro
kazdy bod X € A, muZeme uréit jeho soutfadnice x vzhledem k repéru
(A;5v1,...,v,). ZFejmé X € A}, & Tp41 = ... = 2, = 0. Linedrné nezdvislé
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1.5. Podmnoziny afinnich podprostorit

rovnice f1(Xx) = Zx41 = 0,..., fun—k(X) = z» = 0 podle pfedchozi véty po-
pisuji podprostor s dimenz{ k (nebot n — (n — k) = k), v némz lez{ viechny
body podprostoru Aj. Bod X tedy lezi v A}, prévé kdyz lez soucasné ve
vSech nadrovindch popsanych uvedenymi n — k rovnicemi f;(x) = 0. (]

KaZdy podprostor A} afinniho prostoru A,, lze tedy popsat pomoci systému

n —k obecnych rovnic nadrovin, jichz je tento podprostor prunikem. Mnozinu
obecnych rovnic uvedenych nadrovin pak nazyvdme rovnicemi podpro-
storu Aj,. Je ziejmé, Ze rovnice nadrovin nejsou danym podprostorem uréeny
jednoznacné!

Priklad 1.4.3. V afinnim prostoru As je parametricky ddna pfimka p :
X =1[1,2,-1] + ¢t(—2,0,1). Urcete rovnice tohoto podprostoru.

Reseni: P¥imka jakozto podprostor dimenze 1 je v 3-rozmérném prostoru
popséna 3 — 1 = 2 obecnymi rovnicemi jistych (ne jednoznacné urcenych)
nadrovin. Takovymi rovinami jsou napf.

z—1 y—2 z+41

a: -2 0 1 =—x—2z—1=0,
0 1 0
r—1 y—2 z+41
B:| —2 0 1 |=2y—4=0,
0 0 1
tji.p: x+22+1=2y—4=0. &

1.5 Podmnoziny afinnich podprostoru

Linedrni kombinace bodii. Jiz diive jsme se zminili o tom, ze
zatimco vyraz X +Y smysl nemd (nenf definovan), prejdeme-li k soufadnicim
a pracujeme ndsledné s (aritmetickymi) vektory, odpovidajici vyraz x +y jiz
smysluplny je! Pfesto existuji situace, kdy i jisté linedrni kombinace bodu
nabyvaji konkrétniho geometrického vyznamu.

Uvazujme body Pi,P>..., Py € A, a Cisla A1, \2,..., A\ € R. Zvolime bod
O € A, a sestrojime bod X a vektor # definované rovnosti

X:O+)\1(P1*O)+)\2(P270)+...+)\k(Pk70). (133)

U
Nasim cilem je najit takovou podminku, aby bod X, resp. vektor @ nezavisely
na volbé bodu O, ale jen na bodech P; a &islech \;. Zvolme tudiz jesté bod
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M € A, a pro odliseni, viuci kterému zvolenému bodu (O nebo M) je sestro-
jeny bod a vektor ze vztahu (1.33) vztazen, je oznatime indexy — tj. Xo,
ﬁo a )(]\/[7 ﬁ]u.

Plati Xo = Xy & tlo — Uy = M — O a tio = Um < o — Upm = 0. Po jed-
noduché upravé dostaneme

o —tUm =M+ A2+ ...+ X)) (M —O).
Je patrné, ze pro VO, M € A, plati Xo = X, pravé kdyz > A\ = 1, a
to = Um, pravé kdyz > A; = 0. Pro tyto piipady ma tedy smysl definovat

linedrni kombinaci bodu.

DEFINICE 1.5.1.

Necht jsou ddny body O, Pi,..., Py € A, a &sla A1,..., s € R. Je-li
A+ ...+ A =1, resp. A1 + ...+ A\ =0, nazyvame bod

O+)\1(P1 — O) +)\2(P2 —O) —+ ... +)\k(Pk — O),
resp. vektor
)\1(P1 — O) =+ /\Q(PQ — O) + ...+ )\k(Pk — O),

linearni kombinaci bodu Pi,..., P s koeficienty \i,..., Ax; zapisu-
jeme

MPL 4+ XoPo + ..o+ APk (1.34)

Piimo z definice plyne, ze pro kazdy bod P je 1P = P a OP = 0.

Mohli bychom vyslovit (a dokdzat) vétu, kterd stejné jako v pripadé vektoru
déavé do souvislosti pojem linedrn{ kombinace a linedrn{ (ne)zdvislosti bodu.
Véta 1.5.1. Body Po, P1, ..., P, € A, jsou linedrné zdvislé, prdavé kdyz exis-

. g, . . ., . > k —
tuje netrividing (3i ¢; # 0) linedrni kombinace, Ze ) ;_,ciP; = 4. O

Véta 1.5.2. Bud Aj podprostor uréeny linedrné mnezdvislymi body
Py, Pi,...,Py € A,. Potom X € A} prdvé tehdy, kdyz existuji takovd &isla
To,T1,..., Tk, 2exo+x1+...+xr=1aX =xoPy+x1P1+...+xP. O

Diikaz: Pti dukazu staci pouze polozit A = Py, zo = 1—x1—...—x, a pouzit
parametrické vyjadren{ (1.12). O

Délict POMET. Uvazujme tii kolinedrni body A, B, X. Je ziejmé, ze
vektory B — X a A — X jsou linedrné zavislé, a definujeme:
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1.5. Podmnoziny afinnich podprostorit

DEFINICE 1.5.2.

Bud'te dény A, B, X € p (A # B, X # B). Redlné &islo \, pro néz plati

A—-AB

A—X=XB-X), resp. X = T

nazyvdme délici pomér bodu X vzhledem k bodam A, B (v tomto
poradi!).
Znatime: A = (A, B, X).

Vsimnéme si podrobnéji druhého tvaru X = Al__)‘AB . Ptame se, zdali jde pouze

o formdlni pfepis, anebo zdali méa i toto vyjadieni geometricky vyznam. Je-
likoz jde o linearni kombinaci bodu A, B s koeficienty ﬁ a %, jejichz
souCtem je 1, je v souladu s definici D.1.5.1 vysledkem bod a uvedend linedrni
kombinace opravdu vyznam ma.

Oznac¢ime-li x soufadnici bodu X vzhledem k lokdlni soustavé soufadnic
S(A; B — A) na piimce p, potom vztah mezi z a A 1ze jednoduse popsat

T

A
T resp. A =
Plati:

e (ABX)=0<« X = A; pro X = B nenf délic{ pomér definovén.
e Stfed S dvojice bodia A, B m4 délic{ pomeér (4, B,S) = —1.
e Na piimce neexistuje bod, ktery by mél délici pomér \ = 1.

Véta 1.5.3. Necht (ABC) = A, potom plati (BAC) = %, (ACB) =1— ],

(CAB) = X, (BCA) = 271, (CBA) = ;. 0

Usecka. Nejprve definujeme relaci mezi — fikédme, e bod C lezi mezi
body A, B, piseme Cu(A, B), pravé kdyz (ABC) < 0. Samoziejmé plati
Cu(A,B) & Cu(B, A).

DEFINICE 1.5.3.

Useckou AB s koncovymi body A, B nazyvame mnozinu vSech bodu
X piimky AB, které lezi mezi body A, B, sjednocenou s dvouprvkovou
mnozinou {4, B}, tj.

H AB = {X € An; Xu(A,B)}U{A, B}

Priklad 1.5.1. Snadno se presvédéime, Ze rovnice

X=A+t(B-A), 0=t=s1 (1.35)
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popisuje usecku s krajnimi body A, B. O

Poloprostor. Bud Al,_, nadrovina v prostoru A,,. Uvazujeme relaci ~
definovanou na mnoziné M = A,, \ A},_; pfedpisem

VX, YeEM) X~Y & HXYNA,_, =0 (1.36)

Relace ~ je reflexivnd, symetrickd a tranzitivni a jedna se tudiz o relaci ekvi-
valence — mnozina M se proto rozpadd na tiidy M1, Mo.

DEFINICE 1.5.4.

Bud A/,_; nadrovina v prostoru A,. Tiidy M;, Mz vytvofené na
mnozing M = A,, \ A},_; relaci ~ nazyvame oteviené poloprostory s
hraniéni nadrovinou A],_;. Mnoziny A/, _;UM; a Al, ;UM nazyvame
uzaviené poloprostory s hraniéni nadrovinou A/,_;.

Otevieny, resp. uzavieny poloprostor na pfimce nazyvame oteviena,
resp. uzaviena polopfimka. Otevieny, resp. uzavieny poloprostor v
roviné nazyvame oteviend, resp. uzavirena polorovina.

Uzavteny poloprostor s hraniéni nadrovinou Aj_; (jeZ je uréena linedrné
nezdvislymi body Ai, Aa,...,A,) a obsahujici bod B budeme znalit —
A;.Lle, resp. —A1As ... AnB

Necht je v afinnim prostoru A,, ddn poloprostor — A/, _; B a necht B’ &
A!,_1B. Potom poloprostor — A],_;B’ nazyvidme opaény poloprostor k
poloprostoru +— A!,_; B; zna¢ime rovnéz « A},_, B.

Priklad 1.5.2. Ptame se, kdy dva ruzné body X, Y z afinniho prostoru A,
nelezici v hraniéni nadroviné A/, _; nélezeji témuz otevifenému poloprostoru,
resp. opaénym poloprostorum. Podle definice relace ~ nélezeji body X, Y
opaénym otevienym poloprostoriim, pravé kdyz existuje bod Z € Al,_;, ktery
lez{ mezi body X, Y; tj. plati A = (XY Z) < 0 neboli pro piislusné souradné
vektory muzeme psat

X — Ay

= k .
z TN de A <0

M4-1i hrani¢nf nadrovina A;_; rovnici f(x) = Y.;_, aix; +ao = 0 a jelikoz
Z € Aj,_1, potom plati f(z) = 0.

Upravujme

f(z):Zaizi+ao = 0
i=1
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1.5. Podmnoziny afinnich podprostorit

Zal _/\yz +a90 = 0

L L Tiamita _ J(x)

n - < 0
Yiciaiyitao  f(y)

Body X, Y nédlezeji témuz otevienému poloprostoru, resp. opaénym
otevienym poloprostoriim s hraniéni nadrovinou A},_;, pravé kdyz funkéni
hodnoty f(x) a f(y) maji stejnd, resp. opaénd znaménka. &

Poznamenejme jesté, ze vhodnou volbou soustavy soufadnic lze zajistit, ze

rani¢ni nadrovina _1 ma rovnici £, = 0. Potom je patrné, ze uzaviené
h d Al 0. Pot trné,
poloprostory s hraniéni nadrovinou A/,_; jsou mnoziny

{X€Ay; 2,20} a {X €A, z, S0}

Véta 1.5.4. UvaZujme v A, poloprostor — Ai1As...A,B. Potom
Y e —Ai1As... A,B, prdvé kdyz existuji éisla yi,...,Yn,Yn+1 € R takovd,
5€yn+1 > 0, Y1+ ...+ Ynt1 =1la

Y = 'ylAl +...4+ 'ynAn -+ yn+1B4 (137)

Diikaz: Zvolme repér (A1; As — Ax,..., An — A1, B — A1). Ze vztahu (1.37)
plyne, Zze bod Y mé v soustavé soufadnic dané takto zvolenym repérem
soufadnice [y2,...,yn+1]. Obrdcené kazdou n-tici [yz2,...,ynt+1] lze jedno-
znaé¢né doplnit na (n+1)-tici [y1, Y2, .. ., Yn+1], Pronizjeyi + ... + yny1 = 1.
Vzhledem k tomu, Ze hraniéni nadrovina A, _; je ve zvolené soustavé
soufadnic popsdna rovnic{ z, = 0 a bod B mé soufadnice [0,...,0,1], jiz
snadno nahlédneme podminku y,4+1 = 0. (]

Priklad 1.5.3. Poloptimka. Podle véty 1.5.4 je — AB mnozina vSech bodu
X, pro néz plati X = 1A + 22B, kde 71 + 2 = 1 a 2 = 0. Po dosazeni
21 =1 — z2 dostdvdme X = A(1 — z2) + x2B = A+ z2(B — A), tj. rovnice
X = A+ t(B — A) vyjadiuje pro

t=0 poloptimku AB,

t<0 polopiimku opacnou k polopiimce AB. [

Priklad 1.5.4. Polorovina. Z véty (1.5.4) ihned plyne, Ze rovnice
X =A+t(B—A)+t2(C — A) vyjadifuje pro

t2 20 polorovinu ABC,
t2 50 polorovinu opacnou k polorovine ABC. O
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Vrst'va,, klin. Nejprve budeme diskutovat prinik dvou rtznych
uzavienych poloprostortt M’ a M" s hranié¢nimi nadrovinami A, _; a A]_;.
Mohou nastat dvé moznosti — hranién{ nadroviny jsou bud'to rovnobéiné,
anebo riuznobézné. Dukladnéji prozkoumédme prvni moznost. Bez djmy na
obecnosti muzeme zvolit takovou soustavu soufadnic, ze hrani¢ni nadroviny
maji rovnice A, _; : x, = 0 a All_; : x, = c. Zvolime ddle M’ = {X €
An; xn 2 0} a vzhledem k pfedpoklddané rovnobéznosti hraniénich nadrovin
je potom bud'to

(i) M" ={X € A,; z, = c}, anebo
(i) M"={X € Ay,; z, S c}.

V pifpadé (i) pro ¢ £ 0 je M'NM"” = M', proc20je M' NM" = M".

V piipadé (ii) proc < 0je M'NM”" =0, proc=0je M' N M" =A},_, =
A _japroc>0je M NM'" ={X € A,; 0 £ z,, £ ¢} — zde nés bude
nejvice zajimat tfet{ moznost (ii-3), tj. pripad, kdy je ¢ > 0.

DEFINICE 1.5.5.

Necht jsou ddny uzaviené poloprostory M’, M”. Jsou-li jejich hranié¢ni
nadroviny rovnobézné a nastdva moznost (ii-3) — viz vyse, pak mnozinu
M’ N M"” nazgvame vrstva. Jsou-li hraniéni nadroviny rtiznobézné, pak
mnozinu M’ N M" nazyvéme klin. Pro n = 2 se vrstva nazyvé pas a
klin duty thel.

Véta 1.5.5. Méjme ddan v Az duty thel LAV B =— AV BN +— BV A. Potom
je

LAVB ={X =x1V + 290A+ x3B; 1 +x2+ 23 = 1,22 = 0,23 = 0}.
Diikaz plyne piimo z dvojndsobného pouziti véty (1.5.4). O

Priklad 1.5.5. Uhel. Z pfedchazejici véty plyne, Ze rovnice
X =A+ti(B— A)+t2(C — A) vyjadiuje pro t1,t2 = 0 thel s vrcholem A
a rameny — AB, — AC. I

Konvexni mnoiiny. V nésledujici ¢ésti se budeme zabyvat
mnozinami, které s kazdymi dvéma body obsahuji i vSechny body tusecky,
kterd je spojuje.

DEFINICE 1.5.6.

Mnozinu M bodu prostoru A, nazyviame konvexni mnozina, pravé
kdyz plati:

X, YeM = HXY C M.
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1.5. Podmnoziny afinnich podprostorit

7 definice ihned plyne, ze prdzdnd mnozina, kazda jednobodovd mnoZina i
mnoZzina véech bodu prostoru A, jsou konvexni. Snadno bychom dok&zali, ze
prunik libovolného systému konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina.

Véta 1.5.6. Necht M je konvexni mnoZina v prostoru A,. UvaZujme
body Bi1,Bs,...,Br € M a nezdpornd redlnd ¢isla Ai,...,\k, pro néz je
M+ ...+ =1. Potom \MiB1+...+ \eBr e M. O

Dikaz: [Sel]

DEFINICE 1.5.7.

Uvazujme libovolnou mnozinu M C A,. Prunik vsech konvexnich
mnozin obsahujicich mnozinu M nazyvame konvexni obal mnoziny

M, znacime K(M).

Véta 1.5.7. Nechtf je ddna libovolnd mnoZina M v prostoru A,. Po-
tom X € K(M) prdvé tehdy, kdyz existuji body Bi,Ba2,...,Br € M

a redlnd &isla A1,..., \x takovd, Ze A\i,..., Ak =2 0, Mi+...+Xx =1 a
MB1+...+ By eM. O
Diikaz: [Sel]

DEFINICE 1.5.8.

Konvexn{ mnozinu M’ C A,, nazveme konvexni mnohostén v prostoru
A, jestlize existuje koneénd mnozina M C A,, takovd, ze M’ = K(M).
Konvexni obal n + 1 linedrné nezdvislych bodu v A,, se nazyva simplex.
Pro n = 2 se konvexni mnohostén nazyva konvexni mnohothelnik a
simplex trojihelnik, pro n = 3 se simplex nazyva ctyrstén.

Lze dokézat, ze prunik konvexniho mnohosténu v A,, s libovolnym podprosto-
rem prostoru A,, je bud’to prdzdné mno#ina, anebo opét konvexni mnohostén.

Priklad 1.5.6. Trojuhelnik. 7 véty (1.5.7) plyne, Ze rovnice
X =A+4+ti(B—A)+t2(C — A) vyjadiuje pro ti,t2 = 0 a t1 +t2 < 1
trojuhelnik ABC'. O

Priklad 1.5.7. Ctyfstén. 7 véty (1.5.7) plyne, Ze rovnice

X=A+4+t1(B—A)+t2(C — A) +t35(D — A) vyjadtuje pro t1,t2,t3 = 0 a
t1 +ta +t3 § 1 ctyrstén ABCD. O
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Kapitola 2

Zakladni vlastnosti
eukleidovského prostoru

2.1 Eukleidovsky prostor

Eukleidovsky prostor a jeho podprostory. Metrické vlast-
nosti, jako napf. kolmost, odchylka, vzdéalenost, obsah, objem apod. jsou
pfedmétem studia tzv. eukleidovské geometrie odehravajici se v euklei-
dovském prostoru. Studium metrickych vlastnosti je umoznéno piitomnosti
skalarniho soucinu na unitarnim prostoru.

DEFINICE 2.1.1.

Eukleidovskym prostorem E,, rozumime n-rozmérny afinni prostor, v
jehoz vektorovém zaméieni V,, je definovan skaldrni soucin.

Pripomenme definici a nékteré zakladni vlastnosti skalarniho souéinu,
jakozto zobrazeni V,, x V;, — R ([, 9] — Z - ¥):
(S-1) Z-y=y- & (komutativnost),
¥ = k(& - ¥) (asociativnost skaldrniho a vnéjsiho ndsobens),
(Y+2)=2 -§+ T Z (distributivnost),
T

=0 & F=20,

Je-li =30 \wi€ay=73 | Y€, kde (€1,€é3,...,€5) je bize vektorového
prostoru V,, (tj. x = (z1,...,%n), ¥ = (y1,...,Yn) jsou piisludné souradné
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2.1. Eukleidovsky prostor

vektory), potom podle (S-2) a (S-3) plati

n n n
T-y= <Z 111'51’) : <Z yi€i> = Z TiY;j€i€j.
i=1 i=1 i,j=1
Odtud je vidét, ze k vypoctu skaldrniho sou¢inu dvou libovolnych vektoru
T,y € Vy, sta¢l znat skaldrni sou€iny kazdych dvou bazovych vektoru €; a
€55 9,7 = 1,...,n. Uvedené souciny lze zadat pomoci symetrické pozitivné
definitni matice G dané predpisem

[ O -
€1 €1, €1-E€2, €1 €En
€2 - €1, €2 - €2, €2 * En

G = (955) = : . . : : (2.1)
- . o o
€n €1, €n-€2, ... Epn-€n

Skaldrn{ soucin vektora Z, ¥, jejichz souradnice jsou vztazeny k bdzi (€;), se
tedy vypocita

n
- T
F-j= ) giyryi=x -G-y,
i,j=1
kde x, y chapeme jako sloupcové vektory.
Velikost (norma) vektoru & je definovédna vztahem
T =VZ-T= /().

Vektory &, pro néz plati || = 1, se nazyvaji jednotkové.

Dva nenulové vektory Z a ¥ oznacujeme jako kolmé (ortogondlni), pravée
kdyz plati - ¢ = 0, tj.

Zlyg < Z-y=0.
Pravouhlym (ortogondlnim) pramétem vektoru # do vektoru ¢ ro-
zumime vektor Zo takovy, ze
(i) Zo, ¥ jsou linedrné zavislé;
(ii) (Z — @) L ©.

Z podminek Ty = A\ a (£ — Zo) - ¥ = 0 vypocteme A = Z& a proto

<l
<y

1

o

Il
[STRRS
S &

Pomoci Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti |Z - 4] < |@] - |¢] snadno uréime

81
<y

—1

IIA

BN
IA
—

=
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KMA/G1 Geometrie 1

Jelikoz se hodnota prostfedniho vyrazu pohybuje v intervalu (—1;1) a vzhle-
dem k obvyklé korespondenci kolmost—odchylka 3, 1ze vyse uvedeny zlomek
ztotoznit s funkei kosinus, tj.

g

Odchylku (dhel) nenulovych vektoru # a ¥ uréime pomoci vztahu

8

cosp =

81

_,‘-

Y

- - - o

resp. ( = arccos

COSY = 55— 5 ﬁ,kd60§(p§ﬂ'.
|Z| - |91 2] - |9]

Priklad 2.1.1. Ve vektorovém prostoru V3 je skaldrni soucin zaddn matici

wi=( 3 )

a) Najdéte kosinus dhlu Z(€1, €2) bizovych vektoru €1, €s.
b) Urcete velikost vektoru @ = 2&; — 3éa.

Reseni: Snadno se pfesvédéime, ze symetrickd matice (gi;) je pozitivné defi-
nitni, a proto je pomoci ni mozné definovat skaldrni soucin.

a) Podle vzorce pro vypocet odchylky dvou thli muzeme psét

- 1 6
cos Z(€1,82) = fleQ V6
€1

Vo Vasm Bz 6

b) Podle vzorce pro vypocet velikosti vektoru muzeme psit

|T] = VT - 7= /(261 — 36,2 = /4&1&1 — 126162 + 9282 = VA2, &

Béze (€1, €3,...,6,) C V, se nazyvd ortonormadlni, jestlize jeji vektory jsou
jednotkové a po dvou na sebe kolmé. Plati tedy

—

€ - € = bij,
kde d;; je tzv. Kroneckerovo delta (pro i = j je d;; = 1, pro i # j je

0;; = 0). Jsou-li soufadnice vektori Z,y € V,, vztazeny k ortonormélni bézi,
matice (2.1) je jednotkové a pro skaldrni souéin dostdvdme

I-j=xiy +$2y2+...+mnynZZmyisz-y. (2.2)
i=1
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2.1. Eukleidovsky prostor

Pro velikost vektoru, resp. pro kolmost vektoru, resp. pro odchylku vektoru
potom plati vztahy

|i’|=\/x§+x§+.,.+x%:

n
.fl:lj &= Ty +$2y2+-~~+$nynzzxiyi:07 kdex:y#ov

i=1

R T1Y1 + T2y2 + ... + Tnyn
/ = _
cos £(%,9) Voi+ i+ 22 ity 2
i1 TiYi

= — — , kde x,y #o. (2.3)
\/Zizl i - \/Zi:l y;

Hledejme thly «;, které svird nenulovy vektor & se soufadnym vektorem e;.
S vyuzitim vztahu (2.3) dostavdme

Tq

|z

cos «; se nazyva i-ty smérovy kosinus vektoru x. Pro smérové kosiny plati
vztah

cos; =

2 2 2
cos“ay +cos“as + ...+ cos” a, = 1.

Kartézska soustava soutradnic. V kapitole 1.1 jsme zavedli zob-
razen{ S dané repérem (O; ¢;), které kazdému bodu X pfifazuje usporddanou
n-tici redlnych ¢isel x = [z1,x2,...,Zxs], a toto zobrazeni jsme nazvali sou-
stava souradnic. Na repér (O;é;) jsme pritom nekladli zddné dopliujict
pozadavky.

DEFINICE 2.1.2.

Soustava soufadnic S{O;éi,é3,...,¢6,) eukleidovského prostoru E,, kde
(&) je ortonormalni béze, se nazyva kartézska soustava soufadnic.

Uvazujme nyni repér (O;¢€;), jenz urcuje v eukleidovském prostoru E,
kartézskou soustavu soufadnic S a repér <P;d;-), jenz ve stejném euklei-
dovském prostoru definuje kartézskou soustavu soufadnic S’. Transformaén{
vztahy pro prechod od soufadnic x bodu X v kartézské soustavé souradnic S
k soufadnicim x" téhoz bodu X v kartézské soustavé soufadnic S’ jsou (1.10)

x = Ax’ + b,
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KMA/G1 Geometrie 1

kde A je tzv. matice prechodu od béze (€;) k bazi (d;) (jej sloupce tvori
soufadnice novych bazovych vektoru d; vzhledem k puvodni bazi (€;)) a b je
vektor soufadnic nového pocatku v puvodni soustavé soufadnic.

Pokud zaménime roli obou béazi, dostaneme obdobné matici prechodu B od

-

béze (d;) k bézi (€;), pficemz podle vztahu (1.8) plati
B=A""
Obé soustavy soufadnic S, S’ jsou nynf kartézské, tj. obé baze (&), (d;) jsou

navic ortonormdalni, a proto je splnéno

-

€; + € = Oik, dj~d1:5jl.

Vektory jedné baze muzeme vyjadiit pomoci baze zbyvajici, tj.
&= aén (j=1,....n); &= bud (i=1,...,n).
k=1
Po vynésobeni dostavame

n
é;,d = é; E akjé'k = Q4j5, Tresp. dj _‘7; = aj E blidl = bji,

n
k=1 =1

<

a proto vzhledem ke komutativnosti skalarniho souc¢inu plati
aijzbji (i,j:L...,n).
Odtud jiz pro matice A a B piimo plyne
B=A". (2.4)
Spojenim vztahi B = A™! a B = AT dostdvdme podminku pro matici
prechodu od ortonormdini bdze (€;) k ortonormdini bdzi {d;) a tim i od
kartézské soustavy soufadnic S ke kartézské soustavé soufadnic S’

AT =A"" (2.5)

Ctvercova matice splitujici (2.5) (tj. pro niz plati ATA = AAT = E) se nazyva
ortonormalni.

Priklad 2.1.2. Posunuti soustavy soutradnic v E2 a Es. Jestlize KSS’
vznikla z SS posunutim o vektor b, potom ma transformaéni rovnice tvar

x=x"+b. (2.6)

50



2.1. Eukleidovsky prostor

Po rozepsani a obvyklém pieznaceni x1 = x, 2 = y, 3 = z dostavame v Eg
!/ / /
r=x +bi, y=9y +b2, z=2 +bs

aVEQ

z=a + b1, =y + bo.
1 y=vy 2 0

Priklad 2.1.3. Otoéeni soustavy soutadnic kolem osy, resp. kolem
poédtku. Jestlize KSS’ vznikla z KSS otocenim kolem soutadné osy z o
orientovany dhel ¢, potom nabyvé transformaéni vztah tvaru
cosp —singp 0
x=| sing cosg 0 |-x. (2.7)
0 0 1
Po roznésobeni a obvyklém pfeznaceni 1 = x, x2 = y, r3 = z dostdvame
’

/ /. / . /
r=2x -cosp—y sing, y=x -sinp+y cosy, z==z.

Obdobné v eukleidovské roviné ziskdme vztahy pro otoceni KSS kolem

pocatku
o= (e T ) 29
sinp  cosy

neboli po roznasobeni a preznaceni x; = x, x2 = y, dostaneme

/ . / . /
=T -COS®Y —Y SMy, y=x ~Slnap+y COS .
g

Priklad 2.1.4. V kartézské soustavé souradnic XSS je ddna piimka a rovnici
z + 2y — 1 = 0. Uréete rovnici této pifmky v soustavé soufadnic KSS’,
jez vznikla z puvodni soustavy oto¢enim kolem poc¢dtku o orientovany thel
p=+3

Resent: Ve vztahu (2.8) polozime ¢ = %, ¢imz dostaneme rovnice

_ V3

y = x 5 +y 5
Ziskané transformacni vztahy dosadime do rovnice pfimky a a po upravé
obdrzime (14 2v/3)2’ + (2 — V3)y' —2=0. %

Vektorovgj soucéin. V eukleidovském prostoru E3, v némz je déna
kartézskd soustava souradnic S = (O; €1, €, €3), definujeme vedle skaldrniho
souinu jesté tzv. vektorovy soucin dvou vektoru, jakozto zobrazeni
Vs x V3 — V3 ([Z, 3] — & X ) spliujic tyto vlastnosti:
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KMA/G1 Geometrie 1

(V-1) Jsou-li vektory &, linedrné zdvislé, potom # X ¢ = 0,
(V-2) Jsou-li vektory &, ¥ linedrné nezdvislé, potom
a) IxylZadxyly,
b) |Zx g = |Z] - ] - singp, kde ¢ = ZL(Z,7);
c¢) uspofddand trojice vektoru &, ¥, & X ¥ je stejné orientovand jako
uspofddand trojice souradnicovych vektoru €4, €2, €3 (tj. deter-
minant matice pfechodu od (€;) k (Z, ¥, Z X ¢) je kladny).

V definici vektorového nésobeni se objevuje volba kartézské soustavy
soufadnic S. Aby vyse zavedeny pojem mél vibec néjaky prakticky smysl, je
nutné, aby se choval ,,rozumné* pii pfechodu od jedné kartézské soustavy k
jiné. Snadno nahlédneme, Ze vektorovy soucin se pii zméné kartézské soustavy
soufadnic sice zménit muze, ale nanejvys tak, ze zméni znaménko (V-2c).

.

Da se dale dokazat, ze vektorovy soucin spliuje nasledujici vlastnosti
e T X y=—(¢xZ) (antikomutativnost),

T x (ki) = k(Z x 3),

=T X ¥+ & x Z (distributivnost),

Podle vyse uvedenych vztahti muzeme snadno zjistit, Ze pro soufadnicové
vektory (ortonormalni béze!) (€;) C Vs plati: €1 X & = —(&1 X €2) = €&,
52 X 53 = 7(5‘3 X 52) = 51, 53 X 51 = 7(6—’1 X 53) = 52. Jsou-li souradnice
vektoru &,y € V3 vztazeny k této ortonormélni bazi, muzeme pro vektorovy

soucin psét
_ ( ) . (2.9)

Vztah pro vektorovy soucin si lze snadno zapamatovat pomoci nasledujiciho
determinantu

9o XT3
Y2 Y3

1 xr3
Y1 Y3

1 o
Y1 Y2

T X

<y

TXY=|y1 Y2 Y3| = (x2ys — x3y2)€1 + (zay1 — z1y3)€2 + (T1Y2 — T2y1)E5.
€1 ez €3
(2.10)

Vyse uvedeny zapis pouzijeme k rozsifeni vektorového sou¢inu i na eu-
kleidovské prostory E,, n =2, pro (n — 1)-tici usporfddanych vektora
T1,%2,...,Tn—1, jejichz souradnice x; jsou vztazeny k jisté ortonormalni bazi.

Ze vztahu (2.10) plyne, Ze i-t4 soufadnice w;, @ = 1,2, 3, vektorového soucinu
W = & X ¥ je rovna algebraickému dopliku i-tého prvku tretiho fddku. Ana-
logicky definujeme W = 1 X Z2 X - -+ X Tn—1, a to tak, ze pro soufadnice w;
plati

wi = (~1)" A,
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2.1. Eukleidovsky prostor

kde A; je subdeterminant prvku €; v determinantu

11 T12 e Tin
21 22 . Ton
Tn—-1,1 Tn—1,2 Tn—-1,n
~ ~ ~
€1 €2 N €En
Snadno bychom dokézali, ze pro vektor @ = Z1 X ¥2 X - -+ X Tn—1 plati:
e pii zméné kartézské soustavy souradnic zméni w nejvyse znaménko;
e W je rovno nulovému vektoru, pravé kdyz Zi,...,%n—1 jsou linedrné

zavislé vektory;

e je-li W nenulovy, pak je kolmy ke kazdému z vektoru Z; — proto se
také oznacCuje jako ortogondlni doplnék usporddané (n — 1)-tice
T1,...,%n—1 v prostoru V,,.

Priklad 2.1.5. Ve vektorovém prostoru Vi naleznéte vektor j, ktery je

kolmy na vektory @, b, ¢, jejichz soutadnice vztazené k ortonormadlni bazi
jsou (2,1,5,3), (0,1,3,7), (2,4,1,5).

Reseni: Snadno se piesvédéime, ze vektory @, g, ¢ jsou linedrné nezavislé.
Vime tedy, ze nenulovy vektor @ X b X & (a samoziejmé i kazdy jeho nenulovy
k-ndsobek) spliiuje podminky zadédni dlohy. Odtud

2 1 5 3

0 1 3 7 o o o N
9 4 1 5 = —90¢e7 + 68¢e> + 38e3 — 26¢é;.
€1 € €3 €

Hledanym vektorem w je tedy kazdy vektor, jehoz soufadnice v dané orto-
normélni bazi jsou k - (—90, 68, 38, —26), kde k # 0. &
Smiseny a vnéjsi soucin. Pro tii vektory 7,7, Z € Vs, definujeme
jesté tzv. smiSeny souéin (skaldrné vektorovy souéin)

[57:[7’51 =z (g)( 5)

Jsou-li souradnice vektoru ¥, ¥,z € V3 vztazeny k ortonormdlni bazi, pro
jejich smiSeny soucin muzeme podle (2.2) a (2.9) psét

1 T2 X3
oo oo o Y2 Ys Y1 Y3 Y1 Y2
x Zl=x- XZ)=ux1" — . +x3 - =|Y1 Y2 Y3
7,7, 2] (§xZ2) o o 2 o ||V Y2 Y
zZ1 R2 Z3

7 vlastnosti determinantu snadno odvodime nékteré vlastnosti smiSeného
soucinu
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KMA/G1 Geometrie 1

[
[

Piistup ke smiSenému soucinu t¥{ vektoru v trojrozmérném prostoru muzeme
opét zobecnit na piipad n vektoru v n-rozmérném unitarnim prostoru V,,,
jejichz soutadnice jsou vztazeny k ortonormadlni bazi. Determinant

)

1<y

Dy Ry
!

Il
o
Ny @
=
e}
Q.
—~
X

¥,2) <3 & &9, 7 jsou linedrné zdvislé,
fag] = 7[:[75'%‘75‘] = 7[57 Zag] = 7[27 gvf]

8 &

Il
=

)

Tr11 e Tin
Tnl . Tnn
nazyvame vné&jsim souéinem vektoru T, ..., &y, znaéime [T1,..., Ty

2.2 Kolmost podprostoriu

Pojem vzajemné polohy dvou podprostoru v eukleidovském prostoru E,, se
plné prendsi z prostoru afinniho — i zde tedy muzeme hovofit o podprostorech
incidentnich, rovnobéznych ruznobéznych a mimobéznych. Nové se zavadi
pojem kolmosti podprostoru.

Kolmost vektorovych podprostorii. Nejprve pripomeneme
nékteré vlastnosti kolmych a totdlné kolmych vektorovych podprostoru.

Rikdme, ze vektor @ € V,, je kolmy (ortogondlni) k podprostoru W C V,,
(piseme @ L W), pravé kdyz je kolmy na vSechny vektory podprostoru W.
Nutnou a postacujici podminkou pro ortogonalitu @ L (W = (u’iz)) je, aby
vektor ¢ byl kolmy na vSechny vektory béaze wj;.

Uvazujme W podprostor vektorového prostoru V,. Potom podprostor W+
obsahujici vsechny vektory, jez jsou kolmé na vsechny vektory z W, tj.

W ={Z€Vy; T-7=0, proVgje W}

nazyvame ortogonalni doplnék podprostoru W v prostoru V;,. Podprostory
W a W pak nazgvime totdlné kolmé.

Poznamka 2.2.1. Poznamenejme jen, ze je nutné rozliSovat mezi orto-
gondlnim doplrikem vektorového podprostoru Wy, (coz je vektorovy podprostor
Wit dimenze n— k) a ortogondlnim doplikem usporddané (n—1)-tice vektori
d1,...,0dn—1 (coz je jednoznainé dany vektor @i X ... X @n—1)-

Lze dokéazat, ze pro W C V,, plati
e Je-li (€1,...,6k,Ekt1,...,En) ortonormélni baze prostoru V,,, pficemz
(€1,...,8) je baze podprostoru W, pak (€xi1,...,En) je bize W;
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2.2. Kolmost podprostoru

e Je-li dim (W) = k, potom dim (WL) =n—k;
. (WJ‘)J' =W;
e UCW=W*cCU".

Priklad 2.2.1. Ve vektorovém prostoru Vi je dén podprostor W =
((-1,1,1,3),(0,—-2,1, —1)). Najdéte ortogonéln{ doplnek W=.

Reseni: Ortogonalni doplnék W+ obsahuje viechny vektory, jez jsou kolmé na
kazdy vektor podprostoru W (tj. nutnou a postacujici podminkou je kolmost
na oba vektory béze). Pro libovolny vektor @ = (u1,us2,us, us) € wt tedy
musi platit

L(—171,1,3) S —upt+us t+us+3ugs =0
1 (0, —2,1, —1) = —2us +us —ug = 0.

NI

Vyftesime vysSe uvedenou homogenni soustavu a ziskdme dvourozmérny pro-
stor Feseni (ui,uz,us,us) = (3t + 5r,t — r,2t,2r), kde ¢t,r € R — tj.
Wt =((3,1,2,0),(5,—1,0,2)). Pro kontrolu se mizeme snadno presvédgit,
ze kazdy z vektoru béze podprostoru W je kolmy na kazdy z bazovych vektoru
podprostoru W+, &

Jelikoz pozadavek totdlni kolmosti je v fadé béznych geometrickych situaci
prilis silny, zavadime jesté tzv. kolmost ,,bez privlastku“.

Podprostory U, W C V,, nazveme kolmé, znacime U L W, jestlize v U exis-
tuje vektor kolmy k W a ve W existuje vektor kolmy k U. Samoziejmé dva
totalné kolmé podprostory jsou soucasné i kolmé bez piivlastku — naopak
neplati.

Nésledujici véta poskytuje nutnou a postacujici podminku pro kolmost dvou
podprostoriu:

Véta 2.2.1. Nechf (€1,...,é), (d1,...,d)) jsou bdze podprostori Vi, V;".
Potom V), L V", prdvé kdyz

€1-di, ¢é1-dz, €1-d
€s - 1, €o dz, ... €a-d;

hod . . ) . < min(k,1). (2.11)
€r-di, €r-do, ... €E-d

Diikaz: Oznaéme vySe uvedenou matici G a jeji hodnost h. Z podminky h <
min(k, 1) ihned vyplyvéd, ze faddky i sloupce matice G jsou linedrné zdvislé.
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7 linedrni zdvislosti fadku plyne, ze existuje netrividlni feSeni homogenni
soustavy

1(8 - dy) 4 22(E - do) + ...+ 2@ - d) =0, i=1,... k.
Na zdkladé vlastnosti skaldrniho soucinu (S-2) a (S-3) dostdvame
e'{-(a:lcfl—kxgcfz—k —|—xldl) i=1,...,k.

Vektor Z = x1dy + zods & ... + x1d) € V" je tudiz kolmy ke viem bézovym
vektortim prostoru V}, a tedy £ 1 V). Analogicky z linedrni zavislosti sloupcti
matice G plyne existence nenulového vektoru ¢ € V) takového, ze 7 L V/.
Tedy Vi L V.

Obrécené necht Vi, L V. Existuje tedy nenulovy vektor Z = z1dy + Tody +
..+x1d; 2 V)", jenz je kolmy k V.. To nastava, pravé kdyz je vektor Z kolmy
ke viem bazovym vektortim &; prostoru V}, tj. plat{

e}-(m1czl+xch2+...+xzczl)20, i=1,...,k.
Tim jsme dostali homogenni soustavu rovnic
21(6 - dy) + a2 do)+ ...+ @ -d) =0, i=1,... k

s netrividlnim feSenim, a proto hodnost h pFislusné matice soustavy je mensi
nez k. Obdobné bychom dokazali i h < . a

Priklad 2.2.2. Urcete, zda ve vektorovém prostoru V4 jsou podprostory V =
((1,1,1,2), (0,-2,-3,1), (4,0,-2,3)), W = ((1,-3,2,0), (1,4, 3,2)) kolmé.

Resenf: V souladu se znénfm véty V.2.2.1 sestavime matici (2.11)

0 12
0 -15
0 4

Hodnost této matice je rovna 1 (tj. je mens{ nez pocet fadku i pocet sloupci),
aproto V L W. &

Kolmost eukleidovskych podprostori. Ortogonalitu libo-
volnych dvou eukleidovskych podprostort v E,, zalozime na ortogonalité jejich
vektorovych zaméfeni.

DEFINICE 2.2.1.

Dva podprostory Ej, a E; eukleidovského prostoru E, nazveme kolmé,
znaéime Ej, | E}, resp. totdlné kolmé, jestlize jsou kolm4, resp. totalné
kolm4 jejich vektorova zaméteni.

Véta 2.2.2. Je ddn bod A a podprostor F v prostoru E,,. Pak plati:
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2.2. Kolmost podprostoru

(i) Bodem A prochdzi prdvé jeden podprostor F' totdlné kolmy k F.
(ii) Podprostor B’ obsahuje vsechny primky prochdzejici bodem A a zdrover
kolmé k podprostoru F.
(ii) Primikem F NF' je bod, ktery se nazijvd pata kolmice vedené z bodu
A na podprostor F; resp. pravouhly primét bodu A na podprostor F.
|

Diikaz piimo vychdzi z vlastnosti totdlné kolmych (resp. kolmych) vekto-
rovych podprostori a z jednoznacnosti uréeni eukleidovského podprostoru
pomoci jednoho bodu a vektorového podprostoru (zaméfeni). O

Priklad 2.2.3. V eukleidovském prostoru E4 urcete patu P kolmice spusténé
z bodu M = [-9,2,1,-5] na rovinu ¢ : X = [1,2,0,0] +r(-1,1,1,3) +
$(0,-2,1,—1).

Reseni: S vyuzitim vyse uvedené véty musime nejprve najit podpro-
stor oL, ktery prochdzi bodem M a je totdlné kolmy na rovinu p (a
vzhledem k tomu, Ze plati dim(p) + dim(o™) = 4, vime navic, zZe
dim(g¢t) = 2, tj. o' je také rovina). Rovina ¢’ je uréena bodem M
a zaméfenim ((—1,1,1,3),(0,—2,1, —1))*. Vyuzijeme-li vysledka pifkladu
2.2.1, dostavame

0" X =[-9,2,1,-5] +£(3,1,2,0) + u(5,—1,0,2).

Soufadnice priiseéiku {P} = o N o najdeme fedenim soustavy 4 rovnic o 4
nezndmych (jsme v E4!)

1 -1 0 -9 3 5

2|, (O N R T O T P O Y

0 " 1 y 17| 1 2 “1' o

0 3 -1 -5 0 2
Dostdvdme r =0, s =1,¢t =0, w =2 a odtud P =[1,0,1,—1]. &

DEFINICE 2.2.2.

Bud n = {4; V,,_,} nadrovina euklidovského prostoru E,. Potom orto-
gondlni doplnék podprostoru V,,_; ve V,, je jednorozmérnym podprosto-
rem (@) ve V,. Smér () nazyvdme smér normdly nadroviny 7, kazdy
nenulovy vektor sméru normdly nazyvame normalovy vektor nadroviny

1. Kazdou piimku v E, o normélovém sméru (%) nazyvame normalou
nadroviny 7.

Snadno nahlédneme (na zdkladé véty V.1.2.4), ze plati
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Véta 2.2.3. Bud Z?:l a;x; + ao = 0 obecnd rovnice nadroviny n v euklei-
dovském prostoru E,, vzhledem k jisté kartézské soustavé soutadnic S. Potom
i = (a1,a2,...,an) je normdlovy vektor nadroviny 7. d

Necht nadrovina 1 je ddna bodem P a vektorovym zaméfenim V! ,
(1, Uz, ..., Un-1). Potom ortogondlni doplnék vektora u; je zfejmé
normélovym vektorem nadroviny 7. Pro libovolny bod X nadroviny 7 tedy
plati

A

Al (X—P), tj ii-(X—P)=0.

a dostdvame vyjadfeni nadroviny pomoci skaldrniho souc¢inu. Jsou-li n, p,
x piislusné soutradné vektory vztazené k jisté soustavé soutfadnic S, potom
muzeme snadno uré¢it obecnou rovnici nadroviny 7

n(x—p)=nx—np=a1z1 + a2x2 + ...+ anZn + ao = 0. (2.12)

Pro |n| = 1 se (2.12) nazyvd Hessova normdlni rovnice nadroviny. Pro
In| # 1 ziskdme Hessuv tvar jednoduchou dpravou

n
nX—+ao D iq @iTi+ao

In| Y al

Priklad 2.2.4. Pro kolmost ptimek p; = {A;,4;}, ¢ = 1,2 a nadrovin 7; :
(X — P;) =0,i=1,2 v E, plati:

=0. (2.13)

e pilpy & U -u2=0
e pilm & Ui =kfi, k#0 (totdlni kolmost)
e M 1 2 < ﬁ1 . ﬁg =0 O

2.3 Vzdalenosti podprostori

Vzddlenost bodii. Vzdalenosti dvou bodu A, B, resp. délkou
usecky AB rozumime velikost vektoru AB=B- A:

v(A,B) = |AB| = |B - A= |b—a| =

Z(bl — ai)z .

i=1

Jsou-li dany body A, B,C € E,,, potom plati:
e v(A,B) =v(B,A);
e v(A,B) >0, pficemz v(A,B) =0 & A=DB;
e v(A,B)+v(B,C) > v(A,C) tzv. trojihelnikovd nerovnost.
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2.3. Vzdaélenosti podprostorii

DEFINICE 2.3.1.

Vzdalenosti dvou geometrickych dtvara F,G C E, (F,G # 0) ro-
zumime infimum mnoziny viech &sel v(X,Y) = | XY |, kde X € FaY €G.

Nebot vzdy plati | XY| = 0, mnozina viech vzdalenosti | X Y| je zdola omezend
a infimum tedy vzdy existuje. Kazdé dvé neprazdné podmnoziny prostoru E,,
tudiz maji n&jakou vzdélenost.

Daéle je zfejmé, ze maji-li obé mnoziny F, G neprdzdny prinik (napf. in-
cidentni nebo ruznobézné podprostory), potom je jejich vzdalenost podle
predchozi definice rovna nule. Na druhou stranu nulova vzdalenost dvou bo-
dovych mnozin jeSté negarantuje jejich neprazdny prunik!

Vzddlenost bodu od podprostoru.

Véta 2.3.1. Necht je ddn bod A € E, a podprostor Ex, C E,. Potom
vzddlenost bodu A od podprostoru Ei je rovna vzddlenosti |AP| bodi A a
P, kde P je pata kolmice spusténé z bodu A na podprostor Ei. O

Diikaz: Podle véty V.2.2.2 je Ex NEf bod — oznaéme jej P. Nyni musfme
ukdzat, ze pro libovolny bod X € Ei je |AX| 2 |AP|. Ziejmé

A-X=(A-P)+(P-X),
odkud plyne
(A= X2 =[(A=P)+(P-X)? = (A= P)*+2(A—P)(P- X)+ (P - X)%

Jelikoz (X — P) € By a (A — P) € B, tj. (P — X) L (A — P), miizeme vyse
uvedeny vztah zjednodusit

(A= X)>=(A-P)° +(P-X)*
a odtud jiz snadno nahlédneme, ze plati (A—X)? = (A—P)? neboli |[A—X]| =
|A—P|. O

Véta 2.3.2. (Vzddlenost bodu od nadroviny)
Vzddlenost bodu M € E,, od nadroviny n =E,_; C E,, jeZ je popsdna rovnici
- (X — Q) = 0 vypocteme podle vzorce

- (M~ Q)|
G

Dukaz: Podle véty V.2.3.1 je |M,n| = |MP|, kde P je pata kolmice spusténé
z bodu M na nadrovinu 7. Bod P tedy ur¢ime jako pruse¢ik nadroviny n

|M, | = (2.14)
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a podprostoru totalné kolmého k 7 prochéazejictho bodem M, tj. normdly
n: X = M + tn. Plati

a odtud jiz snadno dostavame

(M — Q)|
i

M, 5] = [MP| = |P— M| = -

Jsou-li navic soutadnice vztazeny k jisté kartézské soustavé, tj. nadrovina n
mé obecnou rovnici

n~(x—q):nx+aozzaixi+ao:0,
=1

potom vzorec (2.14) nabyva tvaru

_Jaimi 4 ...+ anma + ao

Va2 + ... +a2

Zduraznéme jen, ze vzorec (2.14), resp. (2.15) pouzivdme v Ez pro vypocet
vzdalenosti bodu od ptrimky, v Es pro vypocet vzdalenosti bodu od roviny
atd. a

Pozndmka 2.3.1. (Vzddlenost bodu od primky)

Opét vyuzijeme algoritmus popsany vétou V.2.3.1. Bod P uréime jakozto
prusecik zadané piimky p : X = A + tid a podprostoru totdlné kolmého k
dané pfimce p, jenz prochazi danym bodem M, coz je nadrovina v o rovnici
4(X —M) = 0 (tzv. normdlova nadrovina piimky). Potom |M, p| = |[M P|.
Pochopitelné v Ez, kde je piimka nadrovinou, muzeme pouzit vzorec (2.14),
resp. (2.15). O

| M, m| (2.15)

Priklad 2.3.1. V eukleidovském prostoru E4 uréete vzdédlenost bodu M =
[-9,2,1,—5] od roviny o: X =[1,2,0,0] +r(-1,1,1,3) + s(0,—2,1, —1).
Resent: Nejprve najdeme kolmy primét P bodu M do roviny ¢ — s vyuzitim
piikladu 2.2.3 dostdvdame P = [1,0,1,—1]. Na zdkladé véty V.2.3.1 tedy
muzeme psat |M, o| = |[MP| = 2v/30. &
Priklad 2.3.2. V eukleidovském prostoru Es urcete vzdalenost bodu A =
[1,3,—5] od roviny a : X = [3,1,1] +¢(2,1,0) +r(0,1,1).
Reseni: V Es je rovina nadrovinou, a proto se nabiz{ vyuzit vzorec (2.15). K
tomu je v8ak nutné urcit obecnou rovnici roviny «
r—3 y—1 z-1
2 1 0 =x—2y+22—-3=0.
0 1 1
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2.3. Vzdaélenosti podprostorii

Po dosazeni do (2.15) dostdvédme

o 11-2-342-(=5) -3
12 + (—2)2 + 22

v=|A,q 6.

Vzddlenost dvou podprostori. Je ziejmé, ze pripad dvou in-
cidentnich, popf. riiznob&znych podprostorii mizeme vynechat, nebot jejich
vzdélenost je podle definice vzdy rovna nule. Budeme se proto vénovat jen
podprostoriim bud’to rovnobéznym, nebo mimobé&znym.

Véta 2.3.3. Bud'te E},, E/ dva podprostory eukleidovského prostoru E,,, které
nemaji Zddngj spolecnij bod. Potom vidy existuji body P € B}, a Q € E] takové,
Ze primka p = < PQ je kolmd na oba podprostory. Navic plati: VX € E},VY €
B/ je [XY| 2 |PQ). O

Diikaz: Necht jsou ddny podprostory Ej;, = {4; V/} a E/ = {B; V/"}.
Uvazujme novy podprostor F = {A; Vi,V W}, kde W = (Vv V{/") . Zejme
platf E;, C F. Oproti tomu podprostory Ej a F jsou riiznob&zné, nebot je
splnéna podminka (ii) véty V.1.3.3

A-BeVivWw VvV =WivV/ YV VvVt =V,.

Zvolme @ libovolny bod priniku E; N F. Potom podle véty V.2.2.2 existuje
pravé jeden bod P, ktery je pravoihlym primétem @ do Ej. Ziejmé < PQ L
Nyni musime dokdzat <+ PQ L E/. Plati Q € F a P € E}, C F, z &ehoz plyne
(Q—P) € (ViVW). A vzhledem k tomu, 7e (Q —P) LV} (tj. (Q—P) € V),
ziejme plat! (Q—P) € W = (Vi vV/")*. Odtud jiz pifmo plyne (Q—P) L V}”
a tedy < PQ 1 E.

Koneéné musime dokdzat, Ze pro libovolné body X € Ei, Y € E/ je |[XY| =
|PQ|. Muzeme psat

Y- X=(Y-Q)+(@Q-P)+(P-X)
a po umocnéni dostdvame
Y =X =[(Y-Q)+(P-X)*+2[(Y -Q)+(P-X)|(Q - P)+(Q - P)".

A jelikoz plati (Y — Q) € V{, (X —P) € V{ a (Q — P) € (VL V V)", 1ze vyse
uvedeny vztah jesté zjednodusit na tvar

(Y -X)=[Y -Q+P-X)+(@Q-P)"
Odtud jiz pifmo plyne (Y — X)? > (Q — P)?, pficemz rovnost nastava, pravée
kdyz (Y — X) = (Q — P). O
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7 ptedeslého dikazu je navic jasné, ze dvojic bodu P € E), Q € E] takovych,
7e pifmka PQ je kolmé na Ej, i na E; miiZe byt vice. Piikladem jsou rov-
nobézné podprostory Ej, = {A4; V/} a E = {B; V}”} eukleidovského pro-
storu E,. Bez 4jmy na obecnosti miiZzeme piedpoklddat V), C V;”. Potom
W = (V/)*, tedy F = E,, a proto E/ NF = E/. Za bod Q lze tedy zvolit
kazdy bod podprostoru E;'.

Dokézali jsme tak nésledujici vétu, kterou lze vyuzit pro urcéeni vzdalenosti
dvou libovolnych rovnobéznych podprostoru:

Véta 2.3.4. Jsou-li K}, E; dva rovnobéiné podprostory v E,, pricemz ddle
plati k < 1, potom je vzddlenost uvedeniyich rovnobéznijch podprostori rovna
vzddlenosti libovolného bodu X € Ej, od podprostoru E}'. O

V pifpadé mimobéZnych podprostori Ej, E;’ se pficka kolmd k obéma pod-
prostorum, jiz vyuzivdme pro vypocet jejich vzdalenosti, nazyvi osa mi-
mobéznych podprostoru. S vyuzitim véty V.2.3.3 pak vzddlenost mi-
mobéznych podprostoru uréime jako délku osy.

Priklad 2.3.3. Urcete vzdalenost piimky p a roviny o v eukleidovském pro-

storu E4, kde

p= {A7 ﬁ}7 A = [Oa 37 _27 _5]7 ﬂ = (_2a 07 _11 2);

0o=1{B;v,wW}, B=[-2,-4,0,4], v =(-1,-1,-2,2), W = (1,2,1,0).

Resenf: Snadno se presvédéime, ze oba poprostory jsou mimobézneé. V

souladu s vétou V.2.3.3 urc¢ime body P, @Q takové, ze P € p, Q € o,

—PQ L p, —PQ L p. Vektor P — Q lze vyjadrit ve tvaru
P—Q=(10,3,-2,-5]+4(-2,0,-1,2)) - ([-2,-4,0, 4] +r(~1,~1,-2,2)+

+s(1,2,1, 0)) = (2-2t+r—s,7+r—28, —2—t+2r—s,—9+2t—2r).

Déle musi platit P — Q L VP = (@) a P —Q L V2 = (v,d), tj.

(-=2,0,-1,2)-(2—2t+r—s,7+r—2s, —2—t+2r—s,—9+2t—2r) =0
(-1,-1,-2,2)-(2—2t+r—s,7+r—2s, —2—t+2r—s,—9+2t—2r) =0
(1,2,1,0)-(2—2t+r—s,7+r—2s, —2—t4+2r—s, —9+2t—2r) =0
Dostavame tedy soustavu ti{ rovnic o tfech nezndmych ve tvaru
9 —-8r+3s = 20
8t —10r+5s = 23
—3t+5r—6s = -—14,
jejimz feSenim je t = 1, r = —1, s = 1. Odtud uréime P = [-2,3,-3,-3],
Q:[O,—1,3,2}atedyv:\p,g\:|PQ|:9 <>
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2.4. Odchylky podprostoru

2.4 Odchylky podprostori

S vyuzitim odchylky (thlu) dvou vektoru zavedeme nejprve tzv. odchylku
(thel) sméru v eukleidovském prostoru E,,. Musime vSak ukdzat, ze takovato
definice ma vubec smysl (tj. nezévisi na vybéru generdtoria danych sméru).

Véta 2.4.1. Bud « thel (odchylka) nenulovijch vektori @, U v eukleidovském
prostoru B,,. Jestlize v = riu, v/ = sv, kde r,s # 0, potom thel (odchylka)
vektori u’, v’ je budto o, nebo T — a. O

Diikaz: Oznaéime-li 3 tihel vektori 4, ¥, potom podle definice je

g’vi _ (m’i)(sif) _ rs(z‘fﬁ)ﬁ 4 coso
o |rdllst]  rs]]dl|d]

cos 3 =
||

A jelikoz a, B € {0, 7), je zfejmé B = «, nebo S =7 — . O

DEFINICE 2.4.1.

Uhlem (odchylkou) ¢ dvou sméri (@), (7) v eukleidovském prostoru E,,
rozumime thel ¢ = min(a, 7 — &), kde « je thel vektora u, ¥.

Vyse uvedenou definici jiz muzeme pouzit k definici odchylek podprostoru
eukleidovského prostoru E,,.

DEFINICE 2.4.2.

Uhel dvou piimek a = {A; @}, b = {B; 7} v E, je tihel smért (@), (7).
Uhel piimky a = {A;@} a nadroviny 7 v E, je doplnék dhlu smér
() a normdlového sméru nadroviny 1 (tihel « je dopliikem thlu 3, jestlize
plati o+ = 7). Konecné tihlem dvou nadrovin rozumime thel sméri

jejich normal.

Odchylku (tihel) dvou libovolnych podprostort Ej, E;’ eukleidovského pro-
storu E, bychom mohli (obdobné jako u kolmosti) pfevést na odchylku (dhel)
jejich zaméfeni Vi, V/”. Uhel dvou libovolnych vektorovych podprostori viak
zavadét nebudeme — jeho zavedeni je jednak trochu komplikovanéjsi a navic
je zndmo vice pristupu, jak tento tihel definovat. Nicméné ackoliv jsou tyto
definice rozdilné, vSechny pochopitelné museji splyvat v ,,pfedstavitelnych*
eukleidovskych prostorech E,,, n = 2, 3.

Priklad 2.4.1. Uréete odchylku piimky p a roviny o v eukleidovském pro-

storu Es, jestlize p = {A; 4} a o = {B;7,w}, kde A =[3,-1,3], = (1,1,2),
B = [25 17 1]7 U= (17070)7 W= (17 15 _1)
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Reseni: V E3 je rovina nadrovinou, a proto v souladu s definici D.2.4.2 uréime
odchylku a pfimky p a roviny o jako doplnék dhlu § smérového vektoru
pifmky 4 = (1,1,2) a normélového vektoru roviny 7 = ¥ x @ = (1,0,0) x
(1,1,-1) = (0,1,1), tj.

™ . ‘(17152)(05171” 3
COS =COS| - —«| =s8s1mo = = —.
7 (2 ) ' VI+1+4-/0+1+1 2

Odchylka piimky p a roviny g je tedy rovna a = %. &

2.5 Objem rovnobéznosténu a simplexu

Obsah rovnobézZnika a objem rovnobézZnosténu. Rov-
nobéznik je ¢tyiihelnik (mnohothelnik se ¢tyfmi vrcholy) v Eo, jehoz kazdé
dvé protéjsi strany jsou rovnobézné. Snadno zjistime, ze rovnobéznik, jenz je
vymezen dvéma linedrné nezivislymi vektory a a b vychézejicimi z pocatku
O (tj. rovnobéznik s vrcholy o soufadnicich o, a, a + b, b) je popsdn rovnici

X =O0+ti@+tb, kde 0= ty,t, < 1.

V souladu s na8imi pfedchozimi znalostmi uréime obsah rovnobéznika
podle vzorce

"X .
Srovnobeznik = 2 * V= = |@| - [b] - sin ¢,

kde ¢ je tihel, jenz svirajf vektory @ a b (\l;\ -sin ¢ je velikost vysky na stranu @).
Vyuzijeme-li znalosti vektorového soucinu a vztahu pro jeho velikost, potom
snadno nahlédneme, ze plati

Srovnobeznik = @ X b]. (2.16)

Vektorovy soucin jsme zavedli pro vektory v trojrozmérném vektorovém pro-
storu, a proto bereme vrcholy rovnobéznika jakozto body eukleidovského pro-
storu E3. Chceme-li uréit obsah rovnobéznika v roviné Es, sta¢i uvazovat u
kazdého bodu tfet{ soufadnici rovnu 0. Vzorec (2.16) pak pro rovnobéznik v
eukleidovské roviné Eq ptrechazi na tvar

al az

b1 b

‘. (2.17)

Srovnobéinik,n2 = '

Pozndmka 2.5.1. Vzorec pro vypocet obsahu rovnobéznika muzeme v Es
vyuzit i pro vypoéet vzddlenosti bodu A od primky p : X = B + ti. Uréime
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2.5. Objem rovnobéznosténu a simplexu

obsah rovnobéznika vymezeného vektory A — B a 1w, vzdalenost bodu A od
piimky p pak predstavuje vysku tohoto rovnobéznika. Odtud dostdvame

(A= B) x|

A, pl= — 2.18
|4, p| B (2.18)

Rovnobéznostén v E3 je mnohostén v Es, jehoz kazda ze Sesti stén je
rovnobéznik. Rovnobéznostén, jenz je vymezen tfemi linedrné nezavislymi
vektory a, bac vychdzejicimi z pocitku O (tj. mnohostén s 8 vrcholy o
soufadnicich 0, a,a+ b, b, c,a+c,a+b+c, b+ c) je popsin rovnici

X=O+t16+t26+t3€, kd60§t1,t2,t3§1.

V souladu s naSimi pfedchozimi znalostmi vypocteme objem rov-
nobéznosténu v E3 podle vztahu

Viovnobéznostén = S * Vs

kde S je obsah rovnobéznika vymezeného vektory @, b (S = |@ x b|) a v je
vyska na tuto sténu. Vysku v ziskdme jakozto velikost pravotihlého prumétu
vektoru ¢ na vektor @ X b (nebot @ L @ xbab L axb):

-,

P2
L |@x
|@ x b
Po dosazeni pak dostavame
L - |@xb)-¢e I
Vrovnobéinostén:S'U:laXb|' T :‘(ax ) 0)7
|@ x b
tj.
al az as
Vrovnobéinostén,nzg, = ‘[67 b78]‘ =] b1 b2 bs3|]. (2.19)

C1 C2 C3
Vzorec (2.17), resp. (2.19) pfedstavuje tzv. vngjsi sou¢in v E, pro n = 2,
resp. n = 3. Vyse uvedeny piistup lze tedy piimo zobecnit pro n linedrné
nezavislych vektoru ai,ds,...,d, v n-rozmérném eukleidovském prostoru,

které vymezuji rovnobéznostén v E,, o rovnici

X:O+t1d‘1+t262+...+tna’n, kdeﬂgtl,tz,...tngl.
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Jednozna¢né urcené cislo, které ziskdme jako absolutni hodnotu z vnéjsiho

soucinu [d1, dz, . . ., dn], povazujeme za objem rovnobéznosténu s hranami
@; a velikostmi hran |@;| pro i =1,...,n, tj.

ail a2 ... Qdin

a1 a2 e a2n,

(2.20)

Vrovnobéinostén,mn =

an1 an?2 vee Qnn

Obsah trojihelnika, objem simplexu (spec. étyr-
sténu ) Simplexem v roviné Ey je trojihelnik, ktery je konvexnim oba-
lem linedrné nezavislych bodu A, B, C. Trojuhelntk ABC je polovinou
rovnobéznika vymezeného vektory B — A a C — A, a proto v souladu s
predchazejicim zjisténim pro obsah trojihelnika ABC plati

MAABC):%

(B — A) x (C — A)|. (2.21)

V prostoru E3 je simplexem ¢tyfstén, ktery je konvexnim obalem linedrné
nezévislych bodi A, B, C, D. Ctyistén ABCD je jehlan s trojihelnikovou
podstavou ABC, jejiz obsah se vypocte podle (2.21). Pro objem &tyfsténu
ABCD pak plati

1
Vetyisten = gS(AABC) -Up =

«B—Ab@C—A»(D—m

ww—quc—my

)

Wl =
N

]wapqcfm)
tj.

%Wmmf:%«B—AwdC—Aﬁ(D—A)=é[u&ﬂ®40fm4D—Aﬂ.

(2.22)

Uvedeny pfistup muzeme opét zobecnit. Ve shodé s vyse ziskanymi vysledky
nazveme objemem simplexu, ktery je konvexnim obalem n + 1 linedrné

nezavislych bodu Ao, A1, ..., A, v eukleidovském prostoru E,,, ¢islo
1
Vaimplexs, = 7| [(41 = 40), (42 = Ao, (An — Ao)] ‘ (2.23)
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2.5. Objem rovnobéznosténu a simplexu

Priklad 2.5.1. V eukleidovském prostoru E4 uréete objem rovnobéznosténu,
jenz je urcen vektory w1 = (1,0,1,0), 42 = (5,2,4,3), 4z = (-1,-3,7,0),
s = (2,2,1,-5).

Reseni: Podle vzorce (2.20) je

1 01 0
5 2 4 3

v=|l | 3 . o||=104
2 2 1 -5

Priklad 2.5.2. Urcete objem Ctyfsténu, jehoz stény lezi v rovinach a: z +
y+z—1=0,0:2—y—1=0,v:z—2—-1=0,0:2—2=0.

Reseni: Nejprve uréime soufadnice jednotlivych vrcholt étyfsténu, a to A €
BNyNd, B € anynd, C € anpBnéd, D € anfnNy — dostdvame A = [3,2, 2],
B = [3,—-4,2], C =[0,-1,2] a D = [1,0,0]. S vyuzitim vzorce (2.23) tedy
muzeme psat

1 0 -6 0
v-6‘[<B—A>,<C—A>,<D—A>]’— -3 =3 0|l=6
-2 -2 -2
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Kapitola 3

Kruznice a kulova plocha

V kapitole 4 budeme hovofit o kuZeloseckdch jako o kvadratickych kiivkach v
roviné Eq a v kapitole 5 o kvadrikdch jako o kvadratickych plochéach v prostoru
Es, z tradi¢nich divodi se vsak budeme nejprve zabyvat kruznici a kulovou
plochou (sférou). Ty samoziejmé rovnéz patii mezi vyse uvedené kvadratické
objekty, v této kapitole vSak zvolime jiny pfistup a zavedeme je jako mnoziny
bodu v roving, resp. v prostoru definované pomoci pojmu vzdélenost.

3.1 Kruznice

DEFINICE 3.1.1.

Kruznici nazyvdme mnozinu vsech bodu v roviné o, jejiz kazdy bod X
mé od pevné zvoleného bodu S € o, ktery nazyvame stied, konstantni
vzddlenost |SX| =r > 0 (tzv. polomér).

Znacime k(o, S,r), resp. jen k(S,r)v piipadé o = Es.

Jsou-li soufadnice bodu v eukleidovské roviné Eo vztazeny k jisté kartézské
soustavé soufadnic, potom muzeme kruznici k(S,r) popsat rovnici

E: (X =8 =7’ =(z1—51)> + (22 — 52)> —1r° = 0. (3.1)

Nejznaméjsi parametrizace kruznice maji tvar

k: x=x(t) = (s1 +rcost, sy +rsint), kde 0 St < 27w (3.2)
E: x=x(t)=1s —|—rﬁ s —|—7“i kdet e R (3.3)
TR T T T e T e ) ' '
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3.1. Kruznice

V druhém piipadé je kruznice popsana parametricky pomoci raciondlnich
funkci a hovoiime o tzv. racionalni parametrizaci.

Uvazujme kruznici k(S,7) : (X —S)? — 72 = 0 a libovolny bod M. Kazdému
bodu M v roviné Ey pfifadime ¢&islo, které bude vyjadfovat jeho vztah ke
kruznici k:

DEFINICE 3.1.2.

Reélné &islo pu! = |SM|? —r? = (m—s)? —r? nazfvdme mocnosti bodu
M ke kruznici k(S,7): (X —8)?—r?=(x—s)?—r?=0.

Ziejmé plati:

o ' >0 & |SM|=|m—s|>r & M lezi vné kruznice k

o uM =0 & |SM|=|m—s|=r & M leif na kruznici k

o ' <0 & |SM|=|m—s|<r & M lezi uvniti kruznice k

Navic snadno nahlédneme, Zze pro vnéjsi bod M vyjadfuje vyraz

V(m —s)2 —r2 délku tseku MT na tetné s dotykovym bodem T vedené
z bodu M ke kruznici k (podle Pythagorovy véty: |MT|* +r? = |[SM|?).

Je-li k(o, S, r) kruznice lezici v roviné o C Es o rovnici 7i- (X —S) = 0, potom
vzhledem k lokalni kartézké soustavé soufadnic (S;#, ) definované v roviné
o (tj.0: X =S +y1@ + y20; @ L @, 7)) lze kruznici k popsat vnitrni rovnict

k:yi+ys—r’=0 (3.4)
nebo parametricky
k:y=y(t)=S+rcost-d+rsint-7=

= (s1+rcost-ui +rsint-vi, s2+rcost-us + rsint - v, (3.5)

s3 +rcost-ug+rsint - vz) kde 0 £t < 2.

Otézkou zustava, jak nalezneme bédzové vektory lokalni kartézské soustavy
soutadnic (S; %, 7). Nechf A je bod kruznice k(o, S,7), potom miizeme volit

e

|

"
ER

U=——75 & U=UX

FN
|
A
=

Je zfejmé, ze pomoci transformace soustavy soufadnic, je mozné kazdou
kruznici k(o, S, r) prevést do souradné roviny ziz2 (z3 = 0), tj. bez Gjmy na
obecnosti je ddle mozné pracovat pouze s rovnicemi (3.1), (3.2) nebo (3.3).
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Priklad 3.1.1. Urcete parametrické vyjadfeni kruznice ¢, kterd lezi v roviné
a:dx — 5y + 2z — 11 = 0, m4 stfed v bodé S = [1,—1,1] a jeji polomér je
r=2.

Reseni: Nejprve musime najit bézové vektory @, ¥ lokdlni kartézské soustavy
soufadnic (S; i, ¥) roviny g, tj. libovolné dva vektory w, ¥ spliiujici podminky
4,V € V£ 4 L ¥. Zvolme libovolny bod M # S lezici v roviné ¢ — napf.
M = [3,1,2]. Potom dle vySe uvedeného postupu je

M-8 (2,2,1) 1

7= _ = (22,1
M =S| V22+22+12 3 )
i1 4,-5,2
doix B _looy W52 VB
il 3 2+ (-5)2+22 5

Vyjédfeni kruznice £ tedy v souladu s (3.5) nabyva tvaru

x(t) = (1+ %costJr %sint,flJr %cost,lJr %costf 4\5/5

sint)

Priseciky primky a kruZnice. Spolecné body piimky p: X =
A+t (t € R) a kruznice k: (X — S8)? — r? = 0 uréime fesenim kvadratické
rovnice

(A+ti—8)> —r’=[(A=S) +td* —r>=0.

Pro parametr ¢ dostavame

(S —A) + \/[ﬁ(A—S)}2 —@2[(A=25)2 —7‘2}.

w?

ti2 = (3.6)
Jestlize existuji dva realné ruzné kofeny t1, t2, kterym odpovidaji dva spole¢né
body Pi, P», potom je piimka p seCnou kruznice k; v tomto piipadé plati
IS, p| <.

Pro komplexné sdruzené parametry t1, t2 nedostdvame zadné realné pruseciky
a piimka p je vnéjsi pfimkou kruznice k; v tomto piipadé plati |S,p| > r.

Teéna a poldra kruzZnice. Pro |S,p| = r je diskriminant kvad-
ratické rovnice (3.6) roven nule (jak bychom se mohli pfesvédéit pfimym
vypoctem), a proto dostdvame dvojndsobny kofen t1 = tao(= to). Piimka p je
v tomto piripadé teénou kruznice k majici s nf spole¢ny (dvojndsobny) bod
dotyku T

T = A+ tou.
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3.1. Kruznice

Jelikoz v ptipadé tecny p plati ST L p, pro kazdy bod X € p dostdvame
0=(T-8)(X-T)=(T-8)(X-S+5-T)=(T-S8)(X-8)—(T-5)°

T €k, tj. (T—8)? = r?, a proto rovnici teény kruznice v bodé T € k mizeme
psét ve tvaru
(T—8)(X —8)—r>=0. (3.7)

Otézkou zustavé, jak nalezneme rovnici te¢ny kruznice z vnéjsiho bodu R.
Kdybychom znali dotykovy bod 7', mohli bychom podle pfedchézejicitho po-
stupu zapsat rovnici te¢ny v bodé T ve tvaru (T — S)(X — S) — r? = 0. Tato
tecna byla vedena z bodu R, a proto soufadnice bodu R museji rovnici vy-
hovovat, tj.

(T—S)YR-S)—r*=0 (3.8)
Na (3.8) se ovSem miuZzeme divat i jinym zpusobem, a to jako na vyjadreni
vztahu T € r, kde r je pfimka o rovnici

(X -S)(R-S)—r*=(R=8)(X-S)—r*=0 (3.9)

Piimka r se nazyva polara kruznice k vzhledem k pélu R. Pruseciky polary
r vnéjsiho bodu R s kruznici k jsou dle vySe uvedeného dotykovymi body
tecen vedenych z bodu R ke kruznici k.

Priklad 3.1.2. Z bodu M = [—1,6] ved'te te¢ny ke kruZnici k se stfedem
S =[-2,—1] a polomérem r = 5.

Resenf: Rovnice kruznice k je (z + 2)% + (y 4+ 1)> — 25 = 0. Jak vime, body
dotyku hledanych tecen musi lezet na polaie m pédlu M

m:(M—=8)- (X=8)—r’=(1,7)-(x+2,y+1)—25=a+ 7y — 16 =0.

Resenfm soustavy linedrni rovnice « + 7y — 16 = 0 a kvadratické rovnice
(z42)2+(y+1)2—25 = 0 uréfme priseciky mNk, tj. body dotyku Ty = [—5, 3]
a Tp = [2,2]. Odtud jiz snadno s vyuzitim vztahu (3.7) uréime rovnice obou
teCen

ty (T) = 8) - (X —=8)—r*=(-3,4)-(z+2,y+1) —25=0,
to (To —S) - (X =8)—r*=(4,3) - (z+2,y+1)—25=0
neboli t1 : 3x — 4y +27 =0, t2 : 4o+ 3y — 14 = 0. &

P'r'ﬁseéz’ky dvou kruzZnic. Dejme do rovnosti rovnice kruznic
k1(S1,71), k2(S2,7r2) a po rozepsani do soufadnic a po Gpravé dostaneme

(X—Sl)Q—rf—[(X—S2)2—r§]:2(52—sl)x+sf—s§—rf+r§:0
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Rovnice

2(52—51)x+sf—s§—rf+r§ =0 (3.10)
je pro S1 # Sa, tj. pro nesoustiedné kruznice rovnici piimky c, kterd protind
kruznici k1 (resp. k2) ve spoleénych bodech obou kruznic — pro urcenf
spoleénych bodu kruznic tak lze vyuzit jiz uvedeny algoritmus pro urceni
pruse¢iki piimky a kruznice. Navic je zFejmé, ze pfimka c¢ s rovnicf (3.10) m4a
normalovy vektor Ss — S1, a proto je kolmd na pfimku spojujici sttedy S1.55.
Je nutné zduraznit jesté jeden fakt. Vyse uvedeny rozdil rovnic kruznic ki,
k2 neboli vztah (X — S1)? —rf — [(X — S2)? — 73] = 0 lze samoziejmé rovnéz
interpretovat jako rovnost mocnosti

X X
MKy = Moy

a proto vdechny body piimky c¢ o rovnici (3.10) maji k nesoustiednym
kruznicim k1 a k2 stejnou mocnost. Pifmku ¢ nazyvdme chorddlou (po-
tenéni pfimkou) kruznic k1, k2.

Priklad 3.1.3. Jsou ddny kruznice ki : x(t) = (=2 4 4cost,3 + 4sint),
t € (0,2m) a ka(S2,72), kde S2 = [1,1], r2 = 5. Na ose y najdéte bod L, jenz
mé k obéma kruznicim stejnou mocnost. Mocnost uﬁl = u% urcete.

Reseni: Uréfme rovnice obou kruznic — ky : 22+ 3> + 4z — 6y —3 =0 a
ko @ 2?4+ 9% — 2z — 2y — 23 = 0. Body majici stejnou mocnost k obéma
kruznicim lez{ na chordéle ci2, jez ma s vyuzitim vztahu (3.10) rovnici

cro: (P 4y  +4x—6y—3) — (2® +9y* — 22 — 2y —23) =62 — 4y +20 =0

Bod L je prusetikem pifmky ci12 a osy z = 0, tj. L = [0,5]. Mocnost uﬁl,
resp. ,u£2 snadno ur¢ime ze vztahu daného definici 3.1.2

“ﬁl = |S1L‘2_T

[
&
sl
V]
|
<
NN N
[
—~
=
(V]
_|_
[N
[V
=
|
N}
ot
|
|
0.9}
<>

L
2225

Ortogondlni kruzZnice. Dvé kruznice ki, k2 nazjvame kolmé (or-
togonalni), znac¢ime k1 L ko, préavé kdyz jsou kolmé jejich teény v jednom z
pruseciku (pro oba pruseciky dostaneme shodné thly). Je zfejmé, ze potom
stfed Sikruznice ki lezi na te¢né kruznice ko sestrojené v jejich pruseciku P
a naopak. Podle Pythagorovy véty plat{ |S1S2|? = |S1P|> +|S2P|? = ri +13,
a proto muzeme psat:

k1 1 kz = (Sl — 52)2 — T% — 7‘% = 0. (3.11)

Dopliime jen, ze definujeme i Ghel (odchylku) dvou protinajicich se kruznic,
a to jako thel jejich tecen ve spole¢ném bodé.
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3.2 Kulova plocha

DEFINICE 3.2.1.

Kulovou plochou nazyvdame mnozinu v8ech bodu v prostoru Es, jejiz
kazdy bod X m& od pevné zvoleného bodu S, ktery nazyvame stied,
konstantni vzdalenost |SX| =r > 0 (tzv. polomér).

Zna&ime k(S,r).

Jsou-li soufadnice bodu v eukleidovském prostoru Esz vztazeny k jisté
kartézské soustavé soufadnic, potom muzeme kulovou plochu (S, ) popsat
rovnici

ki (X =8 —rP= (21 —51)° 4 (22— 52)° + (x5 — s3)> =12 = 0. (3.12)
Pouzijeme-li geografické souradnice u (zemépisnd délka), v (zemépisnd §irka),
potom kazdy bod X € (O, r) muzeme popsat

7 COS U COS U 0<u<2r

-3 <v< 3 (3.13)

k: x=x(u,v) = | rsinucosv |,
rsinv

(3.13) je piikladem parametrického vyjiddfeni kulové plochy se stiedem v
pocatku.

Vzhledem k libovolné kartézské soustavé soufadnic (S; €1, €z, €3) je mozné s
vyuzitim (3.13) kulovou plochu x(S,r) popsat parametricky ve tvaru

Kk(S,7r): x(u,v) =S +rcosucosv-€; +rsinucosv- € +rsinv- ez (3.14)

Stejné jako u kruznice i v piipadé kulové plochy lze najit raciondlni parame-
trizaci kulové plochy x ve tvaru

w402 -1 2u 2u )

K x(u,v)= (81+T7U2 S 1,82+T7u2 FRCa 1,33—}-7“7“2 T 1

kde u,v € R. (3.15)

Pruseciky primky s kulovou plochou. Pro hledani
spole¢nych bodu pifmky p : X = A+ td (¢t € R) a kulové plochy
K: (X—S)2 — 72 = 0 pouzijeme stejny algoritmus jako pfi hleddni spolecnich
bodii piimky a kruznice. Resenim kvadratické rovnice ziskdme hodnoty para-
metri t1, t2 (3.6), kde tentokrat bereme soufadnice s,a,u € R3.

Jestlize existuji dva ruzné realné kofeny t1, t2, kterym odpovidaji dva spole¢né
body Pi, P>, potom je piimka p seCnou kulové plochy x; v tomto ptipadé
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plati |S, p| < r. Pro komplexné sdruzené parametry ¢1, t2 nedostdvdme zadné
redlné pruseciky a piimka p je vnéjsi primkou kulové plochy x; v tomto
piipadé plati |S,p| > r. Pro |S,p| = r dostdvdme z (3.6) t1 = t2(= to)
a pifmka p je tecnou kulové plochy s majici s kulovou plochou spole¢ny
(dvojnésobny) bod dotyku T’; navic plati ST L p.

Teénd rovina kulové plochy. Pro smérovy vektor @ libovolné
teény kulové plochy & : (X —S)?—72 = 0 s bodem dotyku T plati @-(T—S) =
0, tzn. ze smérové vektory vSech tecen kulové plochy s bodem dotyku T' € &
nélezi téze normaélové roviné piimky ST sestrojené v bodé T'

T (T—S)(X —T)=0. (3.16)

Rovina 7 se nazyva te€na rovina kulové plochy x(S,r) v bodé T € k a
obdobné jako v pifpadé kruznice je mozné rovnici (3.16) prevést na tvar

(T—8)(X—-8)—r>=0 (3.17)

Vezmeme-li v rovnici (3.17) misto dotykového bodu T' € k libovolny bod R
dostdvame analogicky jako v pfipadé kruznice rovnici tzv. polarni roviny
kulové plochy k vzhledem k pélu R

(R-8)(X-8)—r’=0, (3.18)

v niz lezi dotykové body vSech te¢nych rovin vedenych z bodu R ke kulové
plose k.

Rez kulové plochy rovinou. Rovina ¢: 7 - (X — A) = nx+ao = 0
proting kulovou plochu & : (X —S)?—r? = 0 v kruznici k(g, S’, 7, prave kdyz
|S, o] < r. Jestlize S € p, potom se kruznice fezu nazyvéd hlavni kruznice;
v opa¢ném piipadé hovoiime o vedlejsich kruznicich.

Je-li k hlavni kruznice, potom S’ = S a v’ = r. Je-li k vedlejsi krusnice, potom
jeji stfed S’ snando uréime jako patu kolmice spusténé z bodu S na rovinu
0. Pro uréeni polomeéru r’ vyuzijme Pythagorovu vétu a obdrzime

/
r=/r? —d?,

kde d = |9, g| = |S5’| je vzdélenost stiedu S od roviny fezu. Rovnici kruznice
k(o,S’,r") popiSeme parametricky dle vztahu (3.5).

Prinik dvou kulovych ploch. Obdobné jako v pripadé fesent
pruniku dvou kruznic ddme do rovnosti rovnice kulovych ploch x1(S1,71),
k2(S2,72) a po tUpravé dostaneme

(X—S1)2—T%—[(X—S2)2—T§]:2(52—51)X+S§—S%—T%+T§:0

74



3.2. Kulova plocha

Rovnice

2(52—51)x+sf—s§—rf+r§ =0 (3.19)
je tentokrat pro S1 # Sz rovnici roviny x, kterd v pfipadé |r1 —ra2| < [S152| <
r1 + r2 protind kulovou plochu k1 (resp. k2) ve spolecné kruznici, a proto lze

vvvvv

Stejné jako v ptipadé kruznice v roviné FEs bychom kazdému bodu M € Eg
mohli pfifadit redlné ¢islo plf = (M — S)? — r?, tzv. mocnost bodu M ke
kulové plose x(S,r): (X —8)? —r>=0.

Plati:

o M >0 |SM|=|m—s|>r < M lezi vné kulové plochy &
o uM =04 |SM|=|m-—s|=r < M lez na kulové plose x

o M <0& |SM|=|m—s|<r < M lezi uvniti kulové plochy x

Rovina (3.19), kterd se nazyvd potenéni rovina nesoustiednych kulovych
ploch k1(S1,71), k2(S2,72), je potom mnozinou viech bodu prostoru Es, které
maji ke kulovym plochdm k1 a k2 stejnou mocnost.

Piiklad 3.2.1. Jsou dény dvé kulové plochy k1 : 2 4+y?+22—6x+4y—42—8 =
0arg:ax?+y?+22—4a+2y—32—11 = 0. Urcete jejich priiseénou kruznici.

Reseni: Vsechny spoleéné body kulovych ploch x1, ko lezi v potenéni roving
X12, jejiz rovnice je

xiz: (4’ 422 —br+4ay—4z2—8)— (2 +yP + 22 —da+ 2y —32—11) =
=-2r+2y—2+3=0.

Reseni priniku dvou kulovych ploch jsme tak pievedli na FeSeni priniku
roviny xi12 a jedné z danych kulovych ploch, napf. k1, kterd ma stfed S; =
[3,—2,2] a polomér r1 = 5.

Jelikoz plati d = |S1, x| = 3 < r1 = 5, je prunikem vedlejsi kruznice kulové
plochy k1. Jeji stied uréime jakozto pravouhly prumét bodu S; do roviny
X12 — dostdvame S’ = [1,0, 1]. Jesté vypoéteme polomér prisecné kruznice
r’ = /r2 —d? = /52 — 32 = 4. Postupem analogickym postupu v piikladu
3.1.1 je mozné urcit parametrické rovnice pruse¢né kruznice kulovych ploch
K1, k2. <>
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Kapitola 4

Kuzelosecky

4.1 Elipsa

DEFINICE 4.1.1.

Mnozinu vSech bodu v roviné Eq, které maji od dvou ruznych pevné zvo-
lenych boda Fi, F> konstantni soucet vzddlenosti 2a, nazyvame elipsa;
tj.

ke = {X cEs: |XF1| + ‘XFQ‘ = 2a = konst., 0< |F1F2| < 2(1}.

Dané pevné body F1, F> se nazyvaji ohniskal, spojnicim X F; a X F; fikdme
pruvodice. Stied S tusecky FiF> je tzv. stfed elipsy. Vzdalenost ohnisek
od stfedu se nazyv4 linedarni vystfednost (excentricita) a oznacuje se e

|SFi| = |SFy| = e.

Kdybychom v definici elipsy pfipustili i moznost, ze ohniska F, F» splynou,
potom by se mezi elipsy zafadila i kruznice jakozto specidlni piipad elipsy s
nulovou vystiednosti.

Bezprostiedné z definice vyplyva tzv. bodova konstrukce elipsy: Usetku
PQ o délce 2a rozdélime libovolnym bodem R na dvé casti s délkami r1 a
ro (tj. r1 + r2 = 2a) a sestrojime dvé dvojice kruznic ki (Fi1,71), k2(F2,72) a
k1 (F1,72), k3(F»,r1). Je zfejmé, ze kruznice k1, k2 (resp. ki, k3) se protinaji
v bodech elipsy (k1 Nk2 = {*X,2 X}, ki Nky = {*X,* X}). Riiznou volbou
bodu R ziskdvame ruzné poloméry kruznic a tim i razné body elipsy.

LE — zkr. focus, z lat. ohnisko
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4.1. Elipsa

Na zakladé bodové konstrukce snadno nahlédneme, Ze elipsa je osové
soumérnd podle ptimky FiF» i podle osy usecky FiF> a stFedové soumérnd
podle stiedu tsecky FiFb.

Body A, B, v nichz pfimka FiF> protinad elipsu, jsou tzv. hlavni vr-
choly. Piimku AB nazyvdme hlavni osa a — nemuze-li dojit k zdméné
— oznacujeme tymz ndzvem i vzddlenost |AB|. Délku |SA| = |SB| = a
nazveme hlavni poloosa. Body C, D, ve kterych osa tsecky FiF> protind
elipsu, jsou tzv. vedlejsi vrcholy. Piimku CD nazyvame vedlejsi osa a
opét — nemuze-li dojit k zdméné — oznacujeme tymz nizvem i vzdalenost
|CD|. Délku |SC| = |SD| = b nazveme vedlejsi poloosa.

Obr. 4.1.1

Pro vedlejsi vrcholy C, D nastava |F1C| = |F2C| = |FAD| = |F>D| = a.
Pravouhly trojuhelnik F;SC, resp. F;SD (i = 1,2) je tzv. charakteristicky
trojiahelnik elipsy s odvésnami b, e a pfeponou a, a proto
a® =0 + e (4.1)

Z toho plyne, ze k urcenf elipsy staci dva z prvki a, b, e (a > b, e).
Poznamenejme jesté, ze vSechny body roviny Es je mozné charakterizovat na
zékladé jejich polohy vzhledem k elipse:

a) |F1X|+ |F2X| < 2a < X je vnitini bod elipsy;

b) |Fi1X|+ |F2X| =2a & X je bod elipsy;

¢) |FAX|+|F2X| > 2a & X je vnéjsi bod elipsy.

Teéna elipsy, ohniskové vlastnosti. Piimka mize mit s elip-
sou troji moznou vzijemnou polohu. Nem4d-li s elipsou zadny spoleény bod,
nazyvd se vnéjsi primkou (vSechny body takovéto piimky jsou vnéjsimi
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KMA/G1 Geometrie 1

body elipsy). Pifmka, kterd m4 s elipsou pravé jeden spoleény bod a jejiz
v8echny ostatni body jsou vnéjsi, se nazyva teéna elipsy; spole¢ny bod
nazyvame bod dotyku. Méa-li ptimka s elipsou spole¢né dva pruseciky,
nazyvéd se se€na (specidlnimi seénami jsou tzv. praméry prochdzejici
stiedem elipsy — napf. hlavni a vedlejs{ osa)).

Obr. 4.1.2

Bud tx tecna elipsy v jejim libovolném bodé X. Ozna¢me déle G; bod
soumérné sdruzeny s ohniskem F; (i = 1,2) podle tetny t, a P; = tx N F;G;
patu kolmice spusténé z ohniska F; na teénu tx. Potom plati:

e Telna elipsy tx v jejim libovolném bodé X puli vnéjsi wihel privodicu
X aFbX?

e Bod G2 (resp. G1) soumérné sdruzeny s ohniskem F5 (resp. Fi) podle
tecny tx lez{ na kruznici g1 (F1,2a) (resp. g2(F2,2a)), kterd se nazyva
ridici kruznice elipsy.

e Paty kolmic P, resp. P2 spuSténych z ohniska Fi, resp. F> na tetnu
tx lezi na kruznici v(S,a) — tzv. vrcholové kruznici elipsy, kterd
je obrazem fidici kruznice g1, resp. g2 ve stejnolehlosti se stfedem Fb,
resp. F1 a koeficientem %

Vyse uvedené véty (tzv. ohniskové nebo fokalni véty) lze vyuzit pro fadu
konstrukei tykajicich se elipsy; napt. je mozné pomoci nich sestrojit tecnu tx
v bodé elipsy X, resp. teénu tr z vnéjsiho bodu R.

Analyticky popis elipsy. Zvolime kartézskou soustavu soutadnic s
pocatkem ve stfedu elipsy S a soufadnou osou z1 v hlavni ose elipsy AB a

2Ze ctyt ahla, které tvoif privodice bodu X elipsy, vzdy jeden obsahuje stied
elipsy — tento thel a thel s nim vrcholovy se nazyvaji vnitini tihly pruvodiéa.
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4.1. Elipsa

soufadnou osou x2 ve vedlejsi ose elipsy CD — jsou-li soufadné osy osami
soumeérnosti elipsy (tj. pocatek je soucasné stfedem elipsy), potom Fikdme, ze
elipsa je v tzv. zdkladni poloze.

Pro libovolny bod elipsy X = [z1,x2] plati | X Fi| + | X F2| = 2a, tj.

\/(e+x1)2+x§+\/(e—x1)2+x§ = 2a.
Po tpravé a umocnéni ziskdvame
e + 2exy + xf + x5 = 4a® — day/ (e — 1)? + 22 + €° — 2exy + a7 + 23,
neboli po zjednoduseni
ex1 —a® = —ay/(e — 1) + 22.
Rovnici jesté jednou umocnime a po tupravé dostaneme
(a® — €%)al + a’za = a*(a® — €%).

Dosadime (4.1) a obdrzime

b’} + a*zo = a’b’ P ﬁ+é—1 (4.2)
1+axz2a=a popr. 22 p2 L .

Nyni je jedté nutné dokdzat (coz bychom snadno provedli), ze opravdu kazdy
bod, jehoz soufadnice vyhovuji rovnici (4.2), je bod elipsy ke. Rovnice (4.2)
se nazyva stfedova rovnice elipsy.

Mozna parametricka vyjadieni elipsy jsou

x =x(p) = (acosp, bsinyp), kde 0 £ p < 27 (4.3)
nebo )
1—-1t 2t
= = e — k R4 4.4
x = x(t) (a1+t2’bl+t2>’ de t € (4.4)

V druhém piipadé je elipsa popsana parametricky pomoci raciondlnich funkci
a jde tedy o racionalni parametrizaci.

Kdybychom v definici elipsy pfipustili i moznost Fi = F> (tj. e = 0, a proto
a = b), potom bychom z (4.2), dostali zndmou rovnici kruznice a z (4.3) a
(4.4) zndm4 parametrickd vyjddfeni kruznice.

Trojihelnikovd a prouzZkovd konstrukce elipsy. Para-
metrizaci (4.3) pouzijeme ke zduvodnén{ tzv. trojihelnikové konstrukce
elipsy. Sestrojime dvé pomocné kruznice kq (S, a) a ky(S,b) a zvolime body
Xa € ka, Xp € kp oba piislusné k témuz parametru ¢ (tyto body tedy
ziskame jako pruseciky téze polopfimky vychdzejici ze stfedu elipsy S s obéma
kruznicemi)

Xo =[acosy, asing] a Xy = [becosy, bsing], kde 0 < ¢ < 27.
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Obr. 4.1.3

Bod X = [z1,z2], ktery m4 stejnou prvni soufadnici jako bod X, a stejnou
druhou soutadnici jako bod X3, tj. bod

X = [acosp, bsiny], kde 0 < p < 27

lezi na elipse se stiedem S a poloosami a, b. Konstrukci dal ndzev pravoihly
trojuhelnik X, X X, .

Z trojuhelnikové konstrukce odvodime tzv. prouzkovou konstrukci elipsy.
Bodem X vedeme rovnobézku s ptimkou S X,. Tato rovnobézka protne hlavni,
resp. vedlejsi osu v bodé H, resp. V, pficemz plati |[VX| = a, |HX| = b (rov-
nobézniky VX X,S a SHX X3). Odtud jiz plyne princip zminéné konstrukee:
Na prouzek papiru s pfimym okrajem vyznac¢ime kolinedrni body V', H a X
tak, aby platilo |VX| =a, |HX| =10 (tj. |VH| = a — b = konst.). Nyni pohy-
bujeme prouzkem papiru tak, aby bod V' lezel stédle na vedlejsi ose a soucasné
bod H na hlavni ose; potom je bod X bodem elipsy.

Oskulaéni kruzZnice el’ipsy. Pii praktickém sestrojovani elipsy ji
nahrazujeme v okoli vrcholu tzv. oskulaénimi kruznicemi, tj. kruznicemi,
které se ve vrcholech elipse co nejvice pfiblizuji.

Kazd4 kruznice, kterd se dotyka elipsy napi. ve vrcholu B, ji pfiblizné
v blizkém okoli tohoto vrcholu nahrazuje. Uvazujeme-li umisténi elipsy v
kartézské soustavé soufadnic tak, ze jeji rovnice mé tvar

x3 N x2 _
a? = b2 ’

potom rovnice takové dotykové kruznice nabyva tvaru

(1 — 53)2 —|—1:§ = (a— 53)2,
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4.1. Elipsa

kde bod [sB,0] (0 < sp < a) je jejim stfedem. Pro prvni soufadnice
spoleénych bodu kruznice a elipsy plati

(x1 —a) - [(® = a®)z1 + ab® — a® + 2a°sp] = 0. (4.5)

Spoleéné body tedy lezi jednak na pifimce 1 — a = 0 a dile na piimce
(b? — a®)x1 + ab® — a® 4 2a%sp = 0. Splynou-li i dalsf priseciky s vrcholem
B, tj. jestlize i druhd piimka bude mit rovnici 1 — a = 0, potom piislusnd
kruznice bude nejlépe nahrazovat elipsu v okoli vrcholu B.

Ptipad, Ze i rovnice druhé piimky nabude tvaru x1—a = 0, nastava praveé kdyz
sp = ; Kruznice se stfedem Sp = [ ,0] a polomérem gp = a — ; =7 je
tudiz hledanou oskula¢ni kruznici, stred S je tzv. stfed kfivosti a op tzv
polomér kfivosti elipsy ve vrcholu B. Pro piipad vrcholu A samoziejmé
dostavame tyz polomér
2
0A = 0B = E
Obdobné najdeme polomér kiivosti i ve vedlejsich vrcholech C, D; a to
2
oc = 0p = s
S vyuzitim vySe uvedeného jiz snadno odvodime konstrukce oskulacénich
kruznic ka, kg, kc a kp ve vrcholech elipsy: Necht E je priise¢ik teden elipsy
ve vrcholech B a C. Kolmice z bodu E na piimku BC protne hlavni (resp.
vedlejsi) osu ve stfedu Sp (resp. Sc¢) oskulaéni kruznice ve vrcholu B (resp.
C). Z podobnosti trojihelnikai ASgBE ~ ACSB totiz plyne

|SgB|: |BE|=|SC|:|BS|, aproto rg=|SgB|=—
Obdobné bychom zduvodnili i konstrukei stiedu Sc. Oskulaéni kruznice ka,

resp. kp je soumérné sdruzena s oskula¢ni kruznici kg, resp. k¢ podle stfedu
elipsy S.

Obr. 4.1.4
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Pti praktické konstrukei elipsy narysujeme nejprve v okoli vrcholu elipsy ob-
louky oskulaénich kruznic. Déle napf. pomoci prouzkové konstrukce najdeme
nékolik dalsich bodu elipsy a s vyuzitim kfivitka pak dokreslime oblouky
elipsy prochéazejici sestrojenymi body a dotykajici se oblouku oskula¢nich
kruznic.

Poznamenejme jesté, ze oskulaéni kruznice je samoziejmé mozné sestrojit v
kazdém bodé elipsy. Neni-li vSak tento bod vrcholem, mé oskulaéni kruznice s
elipsou spole¢ny jesté dalsi bod. Oproti tomu oskulaéni kruznice ve vrcholech
maji s elipsou spoleény vyhradné vrchol (Etyfndsobny prusecik!) — proto se
jim také 7ikd hyperoskulaéni kruznice.

Priklad 4.1.1. Z bodu R = [3, —3] ved'te te¢ny k elipse, jeZ je ddna rovnic{
4z* 4+ 9y*> — 36 = 0.

Resenf: Kazd4 pifmka prochézejici bodem R = [3,—3] mé& parametrické
vyjadieni ©z = 3 + tu1, y = —3 + tus. Tato piimka je tecnou elipsy, prave
kdyz m4 s elipsou spoleény jediny (a to dvojndsobny) redlny bod, tj. rovnice
pro hledéni spoleénych bodu

4(3 4 tur)® + 9(=3 + tuz)® — 36 = t*(4uT + 9u3) + t(24u1 — 5dus) + 81 =0

mus{ mit jediny (a to dvojndsobny) redlny kofen. To nastdvd, pravé kdyz
je jeji diskriminant D = —144w;(5u1 + 18us2) roven nule. Odtud jiz snadno
ziskdme smérové vektory tecen @ = (0,1) a u/ = (18, —5). Obecné rovnice
hledanych tecen jsou x —3 =0 a 5z 4+ 18y + 39 = 0. &

4.2 Hyperbola

Hyperbola se definuje obdobné jako elipsa a rovnéz jeji ohniskové vlastnosti
se podobaji ohniskovym vlastnostem elipsy.

DEFINICE 4.2.1.

Mnozinu vSech bodu v roviné Ez, které maji od dvou ruznych pevné zvo-
lenych bodu Fy, F» konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti 2a,
nazyvame hyperbola; tj.

k,‘h = {X e Es: | ‘XF1‘ — |XF2| | = 2a = konst., 0<2a< ‘F1F2|}

Analogicky jako u elipsy oznacujeme dané pevné body Fi, F> ohniska, spoj-
nicim X F; a X F fikdme pruvodice a stied S usecky FiF: je tzv. stied
hyperboly. Vzdalenost ohnisek od stfedu se nazyva linearni vystiednost
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4.2. Hyperbola

(excentricita) a oznacuje se e
|SFi| = |SF:| =e.

Protoze neexistuje bod, pro ktery by soucasné platilo | X Fi| — | X F2| = 2a
a | X Fy| — | X F1| = 2a, je zfejmé, ze hyperbola se skldda ze dvou &&asti, jimz
iikdme vétve hyperboly a které nemaji zddny spole¢ny bod.

R

Obr. 4.2.5

Bezprostiedné z definice vyplyva tzv. bodova konstrukce hyperboly: Na
prodlouzeni tusecky PQ o délce 2a volime za bodem @ libovolny bod R;
oznatme r1 = |PR| a r2 = |QR)| (tj. 71 — r2 = 2a). Sestrojime dvé dvojice
kruznic ki(Fi,71), k2(Fs,r2) a ki (Fi,72), ky(F2,r1). Je ziejmé, Ze kruznice
k1, k2 (vesp. ki, k%) se protinaji v bodech hyperboly (k1 Nk = {*X,2 X},
ki nky = {*X,* X}). Riiznou volbou bodu R ziskdvdme riizné poloméry
kruznic a tim i ruzné body hyperboly.

Na zdkladé bodové konstrukce snadno nahlédneme, Ze hyperbola je osové
soumérnd podle pfimky FiF» i podle osy usecky FiF> a stfedové soumeérnd
podle stiedu tsecky FiFb.

Body A, B, ve kterych pifmka FiF> protind hyperbolu, jsou tzv. (hlavni)
vrcholy. Pfimku AB nazyvame hlavni osa a — nemuze-li dojit k zdméné
— oznatujeme tymz ndzvem i vzdalenost |[AB|. Délku |[SA| = |SB| = a na-
zveme hlavni poloosa. Osa tsecky F1F5 je tzv. vedlejsi osa — ta ovsem na
rozdil od elipsy hyperbolu neprotind. Vedlejsi poloosou rozumime tisecku
o velikosti b, pro niz plati

e’ =a +b° (4.6)
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tj. k urceni hyperboly sta¢i dva z prvka a, b, e (¢ > a,b). Pravodhly
trojuhelnik s odvésnami a, b a pfeponou e (napf. ASBE) se nazyva cha-
rakteristicky trojihelnik hyperboly. V piipadé a = b hovofime o tzv.
rovnoosé hyperbole.

Vsechny body roviny E2 je mozné charakterizovat na zakladé jejich polohy
vzhledem k elipse:

a) | |[XFi|— |XFs| | > 2a < X je vnitini bod hyperboly;
b) | |[XFi| — | X Fz| | =2a < X je bod hyperboly;
¢) | | XF1| — |XF:| | < 2a < X je vnéjsi bod hyperboly.

Teéna hyperboly, ohniskové vlastnosti. Piimka, kterd ma s
hyperbolou préaveé jeden spoleény bod a jejiz viechny ostatni body jsou vnéjsi,
se nazyva teéna hyperboly; spole¢ny bod nazyvame bod dotyku. Nema-
li pfimka s hyperbolou zddny spoleény bod, nazyva se vnéjsi pfimkou (tj.
v8echny body takovéto piimky jsou vnéjsimi body hyperboly; piitkladem muze
byt vedlejsi osa hyperboly. Ostatni piimky nazyvdme se€ny (specidlnimi
seCnami jsou tzv. prameéry prochazejici stfedem hyperboly — napi. hlavni{
osa). O nékterych specidlnich piipadech tecen (asymptoty) a seten (secny
asymptotickych sméri), které do jisté miry (tj. v eukleidovské roviné bez ne-
vlastnich prvkiu) odporuji pfedchézejicim definicim, je nutné se jesté zminit.
Bud tx tecna hyperboly v jejim libovolném bodé X. Oznac¢me déle G; bod

soumérné sdruzeny s ohniskem F; (i = 1,2) podle te¢ny t, a P; = tx N F;G;
patu kolmice spusténé z ohniska F; na te¢nu tx. Potom plati:

Obr. 4.2.6
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4.2. Hyperbola

e Tetna hyperboly tx v jejim libovolném bodé X puli vnéjsi thel
pruvodic¢u F1 X a RX3

e Bod G2 (resp. G1) soumérné sdruzeny s ohniskem F5 (resp. Fi) podle
teny tx lezi na kruznici ¢g1(F1,2a) (resp. g2(F2,2a)), kterd se nazyva
ridici kruznice hyperboly.

e Paty kolmic P, resp. P> spusténych z ohniska Fi, resp. F» na te¢nu tx
lez{ na kruznici v(S,a) — tzv. vrcholové kruznici hyperboly, kterd
je obrazem fidici kruznice g1, resp. g2 ve stejnolehlosti se stfedem Fb,
resp. F1 a koeficientem %

Vyse uvedené véty (tzv. ohniskové nebo fokalni véty) lze analogicky jako
u elipsy vyuzit pro fadu konstrukei tykajicich se hyperboly.

Analyticky popis hyperboly. Zvolime kartézskou soustavu
soufadnic s po¢dtkem ve stfedu hyperboly S a soufadnou osou x1 v hlavni ose
a soufadnou osou x2 ve vedlejsi ose — jsou-li soufadné osy osami soumeérnosti
hyperboly (tj. poc¢dtek je soucasné stifedem hyperboly), potom fikdme, ze hy-
perbola je v tzv. zdkladni poloze.

Pro libovolny bod hyperboly X = [z1, z2] plati ’ IXF)| — |XF| ’ — 2a, t].

(\/(€+5€1)2+1’§ - \/(e—m1)2 +x§)2 = 4a®.

Po obdobnych uvahach jako v pfipadé elipsy obdrzime tzv. stfedovou rov-
nici hyperboly

2 2 2 2,2 x? x%
b"x] —a"x2 = a”b” popf. —Q—b—zl. (4.7)
Mozna parametricka vyjadieni hyperboly jsou napft.
x =x(¢) = (facosh p, bsinh ), kde p € R (4.8)

a kde na zdkladé definic hyperbolickych funkci plati
. 1 _ 1 _
sinhp = 5(6“’—6 ?), coshp = 5(6‘04—6 “), a proto

cosh® p — sinh? ¢ = 1;

3Ze &tyi ihld, které tvoif privodite bodu X hyperboly, vzdy jeden obsahuje stied
hyperboly — tento tihel a ihel s nim vrcholovy se nazyvaji vné&jsi ihly pravodiéua.
Uhly vedlejsi k vnitinim dhlim nazyvdme vnit¥ni dhly pravodiéi.
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nebo )
14+t 2t
x=x(t) = (am, bﬁ) , kde t € R. (4.9)

V druhém ptipadé jde o tzv. racionalni parametrizaci hyperboly.

Asymptoty hyperboly. Asymptotou rovinné krivky nazyvame tako-
vou pifmku, ze vzdalenost d libovolného bodu P na kiivce od této piimky
konverguje k nule, jestlize alesponi jedna soufadnice bodu P roste nade
vSechny meze. U kiivek y = f(x) rozeznavame tzv. nesmérnicové (vertikdini)
asymptoty rovnobézné s osou y a smérnicové asymptoty o rovnici y = kx + q,
pro néz plati

k= lim M, g= lim [f(z)— kz].

rx—+oo X r—+o0

Abychom mohli vyuzit vyse uvedené vztahy, upravime (4.7) na explicitni tvar

tj. nezkoumdme celou hyperbolu, ale jen jeji oblouk v prvnim kvadrantu.
Vypoctem limit uréime zo2 = gazl. Postup zopakujeme i pro zbyvajici kvad-
ranty — pro tieti kvadrant obdrzime stejny vysledek, ve druhém a ¢tvrtém
kvadrantu vypocteme zo = —gacl. Asymptoty hyperboly ai, a2 tedy
prochézeji jejim stfedem a maji rovnice

a12: Ta = :I:Sm, popi. bri F axa = 0. (4.10)

Asymptoty hyperboly sviraji s hlavni osou thel «, pro ktery plati tg a = g
a dhly seviené asymptotami jsou puleny osami hyperboly (tj. asymptoty hy-
perboly a1, az ziskdme jako dhlopticky obdélnika, ktery mé svij stied ve
stfedu hyperboly a jeho strany s délkami 2a a 2b jsou rovnobézné s hlavni a
vedlejsi osou hyperboly). Navic snadno nahlédneme, ze asymptoty rovnoosé

hyperboly jsou na sebe kolmé.

Zaveérem se vratime k diskuzi vzdjemné polohy piimky a hyperboly Ackoliv
nemaji v eukleidovské roviné Es asymptoty s hyperbolou zadny spole¢ny bod
(body na obou vétvich hyperboly se totiz k asymptotdm stéle vice bliz{, nikdy
je vSak neprotnou), presto se diky svym vlastnostem fad{ k tetndm hyperboly
(napf. spliiujf ohniskové véty).

Rovnéz piimky rovnobézné s jednou z asymptot, ale neprochazejici stfedem
vykazuji jisté zvlasnosti. Tyto piimky maji s hyperbolou jediny spole¢ny bod,
presto vSak nejde o te¢ny (lez{ na nich totiz jak body vnitini, tak vnéjsi).
Ptimku takovéhoto typu nazyvame secna asymptotického sméru.
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4.3. Parabola

Oskulaéni kruzZnice hyperboly. Oskulaéni kruznice ve vrcholech
hyperboly se definuji obdobné jako u elipsy a maji polomér (tzv. polomér
kfivosti hyperboly ve vrcholech)

b2
0= —.

a
Uved'me opét konstrukci oskulacnich kruznic ka, kg ve vrcholech hyperboly:
Te¢na ve vrcholu B protne asymptotu a; v bodé E, v némz vztyéime kol-
mici k asymptoté a;. Prusecik kolmice s hlavni osou je stfedem Sp oskulaéni
kruznice ve vrcholu B. Z podobnosti trojuhelniku ASpBE ~ AEBS totiz
plyne

b2

|SgB|: |[EB|=|EB|:|BS|, a proto TB:|SBB‘=;.

a,

Obr. 4.2.7

Oskulaéni kruznice ka je soumérné sdruzend s oskulaéni kruznici kg podle
stfedu elipsy S.

4.3 Parabola

Definice paraboly se ponékud odlisuje od definice elipsy a hyperboly.

DEFINICE 4.3.1.

Mnozinu vSech bodu v roviné Eq, které maji od pevného bodu F' a pevné
ptimky d, jenz timto bodem neprochazi, stejné vzdalenosti, nazyvame pa-
rabola; tj.

ky={X €Ey: |XF|=|X,d|, F&d}.
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Pevny bod F se nazyvd ohnisko a pevnd piimka d Fidici (direkéni)
piimka.? Vzdélenost ohniska od fidici piimky se zna&i p a nazyvé se pa-
rametr. Spojnice bodu s ohniskem a kolmice danym bodem k fidici pfimce
jsou pruvodice.

7 definice plyne tzv. bodova konstrukce paraboly: Z ohniska F' spustime
kolmici o na fidici piimku d a jeji patu oznac¢ime D. Stfed V tsecky DF
je evidentné bodem paraboly (|V,d| = |VD| = |V F|). Dalsi body paraboly
ziskdame tak, ze v libovolném bodé R polopiimky V F' vedeme rovnobézku s
Fidici pffmkou a najdeme jeji spoleéné body ' X, ?X s kruznici o stiedu F a
polomeéru |DR].

Na zdkladé bodové konstrukce snadno nahlédneme, ze parabola je osové
soumérnd podle piimky o (F € o a o L d).

AX,

\

Obr. 4.3.8

Osa soumérnosti o se nazyva osa paraboly, jeji prusecik V' s parabolou je
tzv. vrchol paraboly.

VsSechny body roviny Es je mozné charakterizovat na zdkladé jejich polohy
vzhledem k parabole:

a) | XF| < |X,d| < X je vnitini bod paraboly;

b) |XF|=1X,d| & X je bod paraboly;

¢) |XF|>|X,d < X je vnéjsi bod paraboly.

4d — zkr. directriz
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4.3. Parabola

Teéna paraboly, ohniskové vlastnosti. Piimka, kterd ma s
parabolou pravé jeden spoleény bod a jejiz vSechny ostatni body jsou vnéjsi,
se nazyva teéna paraboly; spoletny bod nazyvame bod dotyku. Nema-li
piimka s parabolou z4dny spoleény bod, nazyvé se vnéjsi pfimka (vSechny
jeji body jsou vnéjsimi body paraboly); pfikladem je direkéni piimka. Ostatni
piimky nazyvame se¢ny. Specidlnimi piipady secen jsou pfimky rovnobézné
s osou paraboly, které maji s parabolou jediny spole¢ny bod, pfesto se vSak
nejednd o tecny (lezf na nich totiz jak vnitini, tak vnéjsi body paraboly) —
tyto seény nazyvame pruméry paraboly.

Obr. 4.3.9

Bud tx teéna hyperboly v jejim libovolném bodé X. Oznaéme dile G bod
soumérné sdruzeny s ohniskem F' podle te¢ny t, a P = tx N F'G patu kolmice
spusténé z ohniska F' na te¢nu tx. Potom plati:
e Tetna hyperboly tx v jejim libovolném bodé X puli vnéjsi thel
privodici.’
e Bod G soumérné sdruzeny s ohniskem F' podle te¢ny tx lezi na 7idici
primce paraboly d.
e Pata kolmice P spu§téné z ohniska F' na te¢nu tx lezi na vrcholové
teéneé paraboly v, kterd je obrazem fidici pfimky d ve stejnolehlosti se
stfedem F a koeficientem 3.

Vyse uvedené véty (tzv. ohniskové nebo fokdalni véty) lze opét vyuzit pro
fadu konstrukei tykajicich se paraboly.

5Ze ¢yt whld, které tvoif privodi¢e bodu X hyperboly, vzdy jeden obsahuje bod
D = oNd — tento thel a thel s nim vrcholovy se nazyvaji vnéjsi tihly pravodicua.
Uhly vedlejsi k vnitinim dhlim nazyvdme vnit¥ni dhly pravodiéi.
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Analyticky popis paraboly. Zvolime kartézskou soustavu
soufadnic s po¢atkem ve vrcholu paraboly V' a soufadnou osou x; v ose para-
boly — je-li jedna ze soufadnych os osou paraboly a pocatek je soucasné jejim
vrcholem, potom Fikdme, Ze parabola je v tzv. zdkladni poloze. Vzhledem
ke zvolené soustavé soufadnic je F = [g, O] ad: xz1+% =0

Libovolny bod X = [z1, z2] lezi na parabole, préaveé kdyz
|XF| = /(z1 — 5)2 +22=|X,d =2+ g
Po upravé obdrzime tzv. vrcholovou rovnici paraboly
x5 — 2px1 = 0. (4.11)
Parametricka vyjadieni paraboly je napf.

2
x = x(t) = (;—p,t), kde t € R; (4.12)

jde o tzv. polynomickou parametrizaci.

Oskulaéni kruzZnice paraboly. Pii rysovani paraboly ji nahrazu-
jeme v okoli vrcholu oskulacni kruznict, jejiz stied lezi na polopfimce VF a
polomér se rovna parametru paraboly p.

d

=

Obr. 4.3.10

4.4 Spolecné vlastnosti elipsy, hyperboly a
paraboly

Elipsu, hyperbolu a parabolu budeme oznacovat souhrnnym ndzvem re-
guldrni kuzelosecky. A ackoliv je kazda z téchto kiivek zavedena specidlni
mnozinové-bodovou definici, 1ze k nim uplatnit jednotny piistup.
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4.4. Spolec¢né vlastnosti elipsy, hyperboly a paraboly

A d, “d X
2

N |

Obr. 4.4.11 Obr. 4.4.12

v

Necht jsou elipsa k., resp. hyperbola k; v zdkladni poloze vzhledem k
soufadnému systému, tj. jejich rovnice maji tvar (4.2), resp. (4.7). Pro li-
bovolny bod X = [z1,x2] € ke (resp. k) plati, ze jeho vzdélenost od ohniska
F> je

exy ‘ _|a® — e

IXFy| = ‘a—

a a

Bud ds pifmka rovnobézna s vedlejsi osou ve vzdalenosti “—62; tzv. direkéni
pfimka ohniska F5. Vzdélenost bodu X od direkéni ptimky ds je

o e

2

a
|X,d2| = ’7 — X1
e e

Odtud plyne, ze pro kazdy bod X elipsy, resp. hyperboly plati vztah

| XF>| :|X,d2] =e:a=¢e=konst. >0,

kde e je linedrni excentricita a a je hlavn{ poloosa. Cislo € se nazyvé ¢iselna
excentricita (vystfednost) elipsy, resp. hyperboly, piicemz je zfejmé, ze
pro elipsu je ¢ < 1 (nebot a > e) a pro hyperbolu je ¢ > 1 (nebot a < e).

Vzhledem k definici paraboly je |XF| = |X,d|, a proto pro kazdy bod X
paraboly dostavame

|XF2‘ . |X,d2‘ =e=1.
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Véta 4.4.1.

Vsechny body X € Eo, jejichz vzddlenosti od pevné zvoleného bodu F' a od
pevné zvolené primky d (F & d) jsou v konstantnim poméru

IXF|:|X,d| =¢ >0,

lezi ma requldrni kuZelosecce, jejimz ohniskem je bod F a jejiz direkénd
primkou prislusnou k ohnisku F' je primka d. Navic plati:

e ¢ <1< k jeelipsa

e ¢ =1 < k je parabola

e ¢ > 1 & k je hyperbola.

Obr. 4.4.13

Poznamenejme jesté, ze kdybychom uvazovali kruznici jako specidlni ptipad
elipsy (a = b, e = 0), potom by pro ni zfejmé platilo € = 0.

4.5 Rezy na kuzelové plose

Nazev kuzelosecka napovida, ze tyto kiivky je mozné ziskat jako rovinné
tezy kuzelové plochy. Snadno dokazeme, ze vSechny fezy na kuzelové plose
jsou algebraickymi krivkami 2. stupné, tj. je mozné je popsat kvadratickou
rovnic{ f(z1,z2) = 0.
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4.5. Rezy na kuzelové plose

Definujme nejprve pojem rotacni kuzelové plochy:

DEFINICE 4.5.1.

Necht je v eukleidovském prostoru E3 déan pevny bod V, pevna pifmka
o prochézejici bodem V a dhel @« = Z(0,a), kde a # o, a L o je li-
bovolnd piimka prochazejici bodem V. Rotaéni kuzelovou plochou
K(V, 0, &) rozumime mnozinu v8ech piimek (tzv. povrchovych pfimek,
resp. povrsek), které sviraji s piimkou o (tzv. osou kuzelové plochy) thel
o velikosti a. Bod V' se nazyvéa vrchol kuzelové plochy.

Je zfejmé, ze pomoci transformace soustavy soufadnic, je mozné kazdou ro-
vinu ztotoznit se soufadnou rovinou z1z2 (z3 = 0), tj. bez Wjmy na obecnosti
je mozné piedpokladat fez obecné rotaéni kuzelové plochy soufadnou rovinou
g = T1X2.

Uvazujme kuzelovou plochu K(V, 0, a). Nechf smér osy o je ddn jednotkovym
smérovym vektorem €. Bod X lezi na kuzelové plose K, pravé kdyz vektory
X — V a & maji odchylku bud'to «, anebo @ — a, @ € (0,%). S vyuzitim
skaldrniho sou¢inu muzeme tuto podminku vyjadfit ve tvaru

(X =V)-&€=+|X — V]cosq, (4.13)
tj po upravé z (4.13) dostdvdme
[(x1 —v1)er + (2 — v2)ea + (x3 — U3)63}2 —

— (@1 —vn1)* + (@2 — v2)° + (23 — v3)°] - cos” @ = 0 (4.14)

Rovnici pro fez rovinou x1z2 obdrzime z (4.14), dosadime-li 3 = 0. Vyslednd
rovnice je kvadratickou rovnici v 1, 2 a v8imneme-li si pouze kvadratickych
¢lentu, potom ma4 tvar

(e — cos® a)x} + (€5 — cos” a)xs + 2ereamim2 + ... =0 (4.15)

piicemz plati, ze alespon jeden z koeficientu u kvadratickych ¢lent je nenu-
lovy, jak lze snadno ukazat.

Déle rozlisujeme tyto dva pifpady — rovina o je vrcholova (V € o, tj. v3 = 0),
resp. rovina o nenf vrcholovd (V ¢ o, tj. v3 # 0). V prvnim piipadé dostaneme
fezem kuzelosecku, kterd se nazyva singularni, v druhém pak kuzelosecku,
kterd se nazyva reguldarni. Ozna¢ime-li 8 = Z(o,0), potom v zdvislosti na
velikostech thla a a (8 nastavaji tyto pripady:
a) Neni-li rovina o vrcholovd (tj. V & o), potom pro priseénou kiivku k
plati
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o 3> a s kje elipsa (pficemz pro 8 = % je k kruznice)
e 3=a < kje parabola

e < a< kje hyperbola.

Obr. 4.5.14 Obr. 4.5.15 Obr. 4.5.16

b) Je-li rovina o vrcholovéd (tj. V € o), potom pro pruseénou kiivku k
plati

B> a <k je bod (tj. vrchol kuzelové plochy)

B = a < k je dvojice splyvagict primek (tj. dvé splyvajici povrsky)

B < a < kje dvojice riznobéznich primek (tj. dvé rizné povrsky).

Byva vhodné provést jesté nasledujici doplinujici ivahu. Je-li vrchol kuzelové
plochy K(V, 0, ) tzv. nevlastnim bodem (bodem v nekone¢nu) osy o (tj.
soucasné a = 0), potom se plocha K stdvd rotaéni vélcovou plochou.
Stejné jako u kuzelové plochy je pro piipad 8 > a(= 0) fezem elipsa (navic
je-li 3 = %, potom je opét fezem kruznice) a pro piipad 8 = a(= 0) je
fezem bud'to dvojice spljvajicich primek nebo dvojice riznijch rovnobézek.
Mezi kuzelosecky tak fadime i dvojici rizniych rovnobéznych primek.

Jesté konkrétnéji hovoii v pripadé reguldrnich kuzelosecek tzv. Quételetova-
Dandelinova véta:
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4.6. Kuzelosecky — kvadratické krivky v Eg

Véta 4.5.1.

Rezem na rotacni kuzelové plose rovinou, kterd neni wvrcholovd je
kuZelosecka, jejimiz ohnisky jsou dotykové body kulovych ploch, které lze
vepsat do kuZelové plochy tak, Ze se dotykaji roviny rezu. JestliZe rovina
protind vsechny povrchové primky kuZelové plochy, je Tezem elipsa (je-li
rovina navic kolmd k ose plochy, potom je fezem kruznice jakoZto specidlni
pripad elipsy - dotykové body vepsanich kulovych ploch potom spljvagi); je-
li rovina Tezu rovnobézind prdvé s jednou povrskou plochy, je Tezem para-
bola (do kuzelové plochy lze vepsat jedinou kulovou plochu spliiugici dané
podminky); je-li rovina Tezu rovnobéind se dvéma povrskamsi plochy, je
rezem hyperbola a ony povrchové primky uddvaji sméry asymptot.

4.6 Kuzelosecky — kvadratické krivky v [

V minulé kapitole jsme ukdazali, ze kazdy fez rotacni kuzelové plochy je kva-
dratickou kfivkou. Pii pevné zvolené kartézské soustavé souradnic vyhovuji
tedy soufadnice x = [xl,xQ]T kazdého bodu X kuzelosecky k tzv. obecné
rovnici kuzelosecky

k: a111:§ + 2a1221%2 + azgl‘% + 2ap171 + 2a02x2 + ago = 0, (4.16)
kde a;; € R a (a11,a12,a22) # (0,0,0).

2 2 2 2
Je patrné, zZe elipsa o rovnici % + % = 1, hyperbola o rovnici Z—; - %’ =1la
parabola o rovnici 3 = 2pz; jakozto konkrétni piiklady kvadratickych kiivek
patii samoziejmé mezi kuzelosecky.

Priklad 4.6.1. Vsimnéme si dusledku, které na rovnici elipsy v zdkladn{
poloze budou mit nékteré transformace kartézské soustavy soufadnic.

Translace dané vektorem & = (m, n) m4 rovnice
z = 2 4+m
y = y+n

Piejdeme pomoci posunuti od XSS k nové KSS’ a mizeme psit:

2 2 ’ 2 / 2
r LYo (@’ +m) +(y+n) =

a? b2 a? b2

1.

Po dpravé (se soucasnym pieznacenim na ,necdrkované“ souradnice)
dostdvame rovnici

ba? + a2y2 + 26%mz + 2a2ny +b°m? +a’n® —a®b® =0,
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kterd je opét specidlnim typem kvadratické rovnice (4.16). Oproti vychozi
rovnici se v8ak pro (m,n) # (0,0) nové objevil(y) linedrn{ ¢len(y)!

Rotace kolem pocatku o orientovany thel ¢ ma rovnice
x = a'cosp—y sing
! . !
Yy = T siny-+y cosy
Piejdeme pomoci otoceni od KSS k nové KSS’ a milzeme psat:
22y 1 (2 cosp — 1y sing)? . (' sinp + 3 cos p)?

; b72 - a? b2 =1L

Po dpravé (se soucasnym pieznacenim na ,necdrkované“ souradnice)
dostdvame rovnici

(6% cos® p + a® sin® )z + 2(a® — b®) cos psin p zy +

+ (b*sin® ¢ + a® cos® @)y® — a’b* = 0,
kterd je opét specidlnim typem kvadratické rovnice (4.16). Oproti vychozi
rovnici se vak pro ¢ # k% (a pro elipsu, kterd nenf kruznicf) nové objevil
smiSeny kvadraticky ¢len! &
Obdobné jako v predchozim piikladu bychom mohli analyzovat dopad otoceni
a translace LSS i na rovnice hyperboly, resp. paraboly v zdkladni poloze.
Uvedeny piiklad je tak motivaci pro to, jak pomoci vhodné transformace
soustavy kartézskych souradnic prevést obecnou rovnici kuZelosecky (4.16) na
takovou rovnici, z niz jiz bez problému vyc¢teme jak druh kuzelosecky, tak
v8echny jeji metrické charakteristiky.

Vratme se k rovnici (4.16). Tu je moZné zapsat maticové ve tvaru

k: x"Ax+2a"x+a =0, (4.17)

a1l  a12 al ao1
A= 7& O, a= = s a = aoo;
a2 G222 az ap2

resp. ve tvaru

kde

1 = 0 (4. 18)

Matici C nazyvdme matici kuzelosecky a jeji determinant D = det(C)
diskriminant kuzeloseéky. Plati:
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e je-li D # 0, potom je k reguldrni kuzelosecka,
e je-li D =0, potom je k singularni kuZelosecka.

Ozna¢ime déle A determinant det(A), kde A je matice z rovnice (4.17). D4
se dokézat, ze jak diskriminat kuzelosecky D, tak jeho subdeterminant A
jsou tzv. ortogonalnimi invarianty, jejichz hodnota se neméni pii jakékoliv
transformaci kartézskych soutradnic.

Jak jiz bylo feceno, na$im tkolem je pomoci transformace soustavy
kartézskych souradnic pfevést rovnici kuzelosecky (4.16), (4.17) na takovou
rovnici, z niz lze snadno uréit typ kuzelosecky. Tuto transformaci ziskame
slozenim vhodného otoceni kolem pocdtku O a vhodné translace.

Pomoci otocent
R:x=Ry (RT"=R7! det(R)=1)
kolem pocétku O prejde (4.17) na tvar
k: y'By+2b¥y+a=0, kde B=RTAR, b=R"a, (4.19)

pricemz R volime tak, aby matice B byla diagonalni, t;.

(b O
5= (% )
P1i volbé matice R vyuzijeme nasledujici vétu:

Véta 4.6.1.

Ke kazdé symetrické matici A existuje ortonormdlni matice R takovd, Ze
RTAR = B je diagondini matice — prvky by na diagondle matice B jsou
vechna vlastni éisla \; matice A (poéitdna i s jejich ndsobnosti) a sloup-
cové vektory matice R jsou jednotkové vzdjemné ortogondlni vlastni vektory
matice A prislusné k vlastnim cislum X;.

Jako vlastni €isla (nebo také charakteristick4 Eisla) matice A oznacujeme
kofeny polynomu

p(A) = det(A — Al) = \* — (a11 + as2) X + det(A) = 0.

Vlastnim vektorem v; matice A ptislusnym k vlastnimu ¢islu \; rozumime
kazdy vektor, ktery je feSenim homogenni soustavy rovnic

(A—)\Zl) -V; = 0.
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V souladu s vySe uvedenou vétou volime jednotkové vlastni vektory

Vi
|vil”

e, =

Zduraznéme jesté, ze vlastni ¢isla redlnych symetrickych matic (coz matice A
je) jsou vZdy redlnd. Je-li hod(A) = 2, potom jsou obé vlastni ¢isla ruznd od

nuly B = ( )61 )E) ); je-li hod(A) = 1, potom je prévé jedno z vlastnich
2

¢isel nulové (napf. \2) a B = ( )(\)1 8 )

Pomoci oto¢en{ R : x = Ry jsme eliminovali smi§eny kvadraticky ¢len (b12 =
0), tj. soufadné osy y; jsou rovnobézné s osami kuzelosecky. V daldim kroku
pouzijeme translaci

T:y=z+t,

¢mz z rovnice (4.19) dostaneme
k: z2'Bz+2c*z+¢=0, kdec=Bt+b, c=t'Bt+2b't+a. (4.20)

Vektor t volime tak, aby se rovnice (4.20) co nejvice zjednodusila.
e Jestlize hod(B) = hod(B,b) (= 2 nebo 1), potom podle Frobeniovy
véty existuje feSeni soustavy Bt +b = o a pomoci translace 7 je tudiz
mozné z rovnice (4.20) eliminovat linearni ¢len.

— Je-li hod(B) = hod(B, b) = 2, potom

b= (b b)Yy 40 (4.21)

- Al’ )\2 ) 1, A2 . .

— Je-li hod(B) = hod(B,b) =1 (v prlpade A2 = bz = 0), potom
t= ( il 0) . M A0 (4.22)

e Jestlize hod(B) = 1 # hod(B, b) = 2 (v pfipadé A2 = 0, b2 # 0), potom
se linedrni ¢len eliminovat nepodafi. Translace (4.22) pfevede v tomto

piipadé rovnici (4.20) na tvar
2

b1
k: )\121+2b2z2+c—0 c=a— X, (4.23)
V piipadé ¢ # 0 je tudiz nutné pouzit jesté jednu f\r]anslam kartézské
soufadné soustavy
T
T :z2=72+ 0,—% ,
ktera prevede rovnici (4.23) na jednodussi tVar bez absolutniho ¢lenu

k- )\1232 + 2()22/2 =0.
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Véta 4.6.2. Rovnici kaZdé kuZelosecky lze prevést na jednu z uvedenych ka-
nonickych rovnic (A1, A2, c,ba # 0):
(Ta) Miz? + Xozs +¢c=0;
(Tb) M12f 4 Aez3 = 0;
(IT1) A1z + 2bozo = 0;
(ITa) Az +c=0;
(ITIb) A\i2% = 0.

Nésledujici tabulka udéavé prehled vSech druhu kuzelosecek v Es:

Typ A A2 bo c Druh Rovnice
2 2
la|>0 >0 0 <0 | Elipsa T+ =1
a7 az
2 2
>0 <0 0 < 0 | Hyperbola Z% — z—g =
2 2
>0 >0 0 >0 | Imagindrni % + Z—% =-1
elipsa : 2
2 2
Ib|>0 >0 0 0 | Imagindrni %JF%:O
ruznobézky ! 2
2 2
>0 <0 0 0 Riuznobézky A - =0
a7 a3
2
II | >0 0 #0 0 Parabola % —x9=0
1
2
IMa | >0 0 0 < 0 | Dvojice % =1
ruznych  rov- !
nobézek
2
>0 0 0 >0 | Dvojice ima- =1
gindrnich 1
rovnobézek
2
Imb | >0 0 0 0 | Dvojice % =0
splyvajicich !
piimek

Priklad 4.6.2. Urcete kanonickou rovnici a typ kuzelosecky, jez je ddna rov-
nici
k: 23+ dz120 + o5 + 221 + 222 + 2 = 0. (4.24)
Resent: Kuzelosecku k je mozné zapsat maticové ve tvaru
) 1 2 x1 T _
k (xl,mz) (2 1) (x2)+2 (1, 1) (x2)+ 2 =0,
———— ~— aoo

A at
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resp.
2 1 1 1
k (1, 1, xg)- 11 2|« |=o0
1 2 1 22
| ———

C
Protoze det(C) = —4 # 0, jde o reguldrni kuzelosecku.

(i) Eliminace smiSeného kvadratického élenu

7 charakteristického polynomu a charakteristické rovnice vypocteme vlastni
Cisla matice A:

1-A 2

p(/\):det(Af)\E):‘ 9 1— )\

‘:/\272/\73:0,

ti. M =3, Ao = —1.

Zjistime vlastni vektory vi, vo matice A piislusné k vlastnim &islum A1, Az,
jakozto netrividlni feSeni homogennich soustav

(A*)\iE)'VZ'ZO, tj.

1-X 2 (i _ [0,
2 11—\ 1}; B 0 ’
pro A1 = 3 volime napf. vlastni vektor vi = (1,1) a pro A2 = —1 napft. vlastni

vektor vo = (—1,1) .

Déle uréime jednotkové vlastni vektory piislusné vlastnim &islum \;

e = tj

1 |VZ‘, *
v — (V2 V2 _ (V2 V2
1= 272 ) 2 = 272 ’

jez budou tvotit sloupcové vektory matice R, tedy
vz V2
_ 2 2
(24,
p) 2

Nyni jiz muzeme pfistoupit ke vhodné transformaci kartézské soustavy
soufadnic, jez eliminuje smiSeny kvadraticky ¢len — konkrétné jde o otocent
KSS kolem pocatku dané maticovym vyjadienim

R: x=Ry, tj
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V2 V2
R : T1 _ 2 2 . Y1
"\ 2 VZoo2 y2 )’
2 2

resp. po rozepsani

= —y — — 4.2
T1 P Y1 2 Y2, ( 5)
V2 V2
T2o= it e

Dopliime jen, ze vzhledem k tomu, Zze matice otoceni KSS kolem pocatku ma

obecny tvar
cosyp —sing
sinp  cosep ’
je vidét, ze cosp = g a sing = g, a tedy thel otoceni je ¢ = 7.

Transformace (5.24) pfevede puvodni rovnici kuzelosecky na tvar

k: y'By+2bTy+aco =0, kde B:RTAR:()E)I )?),b:RTa,
2

tj.

3 0
ke (o) - (8 )2 (vaio) (2 ) 42=0,
0 —1 Y2 Y2
—— N——
B b”
resp. po roznasobeni

k: 3yt — i +2V2 +2=0. (4.26)

(i) Eliminace linedrniho élenu/linedrnich élend

Rovnici 3yi — y3 + 2v2y1 + 2 = 0 lze déle upravit na tvar
2
2 4
3(%—1—%) —y§+§:0.

Posunuti 7 kartézské soustavy soufadnic dané rovnicemi

2
21 = Y1+ % (4.27)

zZ2 = Y2

potom pievede rovnici (5.25) na kanonicky tvar

4
322 — 22 4 3 =0, (4.28)
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popf. po jednoduché tpravé
2 2
zZ1 zZ3
-4+t =1 (4.29)
9 3

. c 1 .. . _ 23 _ 2
Jde tedy o hyperbolu, jejiz metrické charakteristiky jsou a = =52, b = 3 a

e=va TR =1

Zduraznéme jesté, ze vSechny rovnice (5.23), (5.25) a (5.27, 5.28) popi-
suji tutéz kuzelosecku — ovsem vzhledem k ruznym soufadnym systémum
KSS(z1,x2), KSS'(y1,y2) a KSES" (21, 22).

Vyse uvedené transformaéni rovnice (5.24) a (5.26) lze samoziejmé vyuzit i
pro urceni dal§ich charakteristik hyperboly — napft. k uréeni soufadnic stiedu,
vrcholu a ohnisek (ale napf. i k uréen{ rovnic os a asymptot). Stied hyperboly
S mé v KS8"(z1, 22) souradnice S = [0,0]; pomoci rovnic (5.26) snadno
zjistime, ze vzhledem ke XSS’ (y1,y2) m4 soufadnice S = [—g, O]; koneé¢né
ze vztahu (5.24) plyne, ze stfed hyperboly mé v XSS(z1, z2) soufadnice S =

[—%, —%} Obdobné bychom postupovali i pfi uréovani soufadnic ostatnich

zminénych bod. &

Priklad 4.6.3. Vysetiete kuzelosecku danou rovnici
k: 4a® — 24xy + 11y° — 32z + 46y + 39 = 0.

Reseni: Kuzelosecku k zapiSeme maticové ve tvaru

ke <xy)( A 71112)»<z>+20<716, 23)«<z)+39:0,

resp.
39 —16 23 1

k:(la:y)- 16 4 -12 ||z |=0
23 —12 11 y

Protoze je diskriminant kuzelosecky roven 0, jde o kuzelosecku singuldrni
(vznikd fezem kuzelové plochy vrcholovou rovinou).
(i) Eliminace smiSeného kvadratického élenu

7 charakteristického polynomu a charakteristické rovnice vypocteme vlastni
¢isla matice A:

4-X —12

— 2_ _ —
1 1L =X 18A—100=0,

p(\) = det(A — AE) =

tj. A\ = 20, Ao = —5.
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Jednotkové vlastni vektory e; pfislusné vlastnim &islum A; jsou

(3 4 _ (43
1= 57 5 ) 2 = 575 ’

tj. otoceni KSS kolem pocéatku je dano maticovym vyjadienim

R‘(i):<§g

[SHISC RN
N——
7N
Q\ g\
N———

resp. po rozepsani

N B 4
5 577
y = _éx/_*_%y'
5 577

tihel otoceni je tedy ¢ ~ —53° 7' 48",

V nové soustavé souradnic XSS’ mé potom kuzelosecka vyjadient

o 20 0 z z _
k.(acy>~(0 _5)-(y,)+2-<—28, 1)-<y, 139 =0,
resp. po roznasobeni

k: 202"° — 5y’% — 565" + 2y’ +39 = 0.

(i) Eliminace linedrniho élenu/linedrnich élend

Rovnici 202> — 5y'% — 562’ + 2y’ + 39 = 0 upravime na tvar

2 2
7 ;1
20(2'—-) —-5(y —=) =0.
(+=5) -(v-3)
Nyni pouzijeme posunuti kartézské soustavy souradnic 7 dané rovnicemi

" /
T = T —

1 /

= y —

(SR T IEN

a dostavame vyjadieni kuzelosecky ve tvaru
202"% — 5y"2 =0, resp.
42" — "% = 0.
Snadno nahlédneme, ze jde o dvojici ruznobéziniych primek s rovnicemi p; :

2z +9y" =0apy: 22" —y"” =0.
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Nés samoziejmé zajimaji rovnice piimek pi1, p2 vztazené k puvodni
,neCarkované“ soustavé soutfadnic, a proto musime pfejit zpét nejprve od
KSS" ke KSS' a poté od KSS' ke KSS.

S vyuzitim transformaénich rovnic #” =2’ — I, 3 =y’ — 1 muizeme psat

=224y —3=0
y=22' —y — L8 =0,

5

P 21,//_’_ //:2(1:/_
2

(SRS ERGIEN
~—~

—~

<

I
SR

tj.
pr: 26 +9 —3=0  py: 102’ — 5y —13=0.

Matice otoceni R je ortonormdint, tj. plati
RT.-R=R-RT=FE;

matice transponovand k matici R je tedy soucasné i matici inverzni, a proto
plati

3./ 4,7 / 3 4
g + gy ’ g - gy7
4 ./ 3,/ / 4 3

Po dosazeni dostavame
pr: 20 +y —3=23c-2y)+ (3x+2y)—-3=20-y-3=0,
p2: 102" =5y —13=10(3z — 2y) —5(2z+ 2y) — 13 =22 — 11y — 13 = 0.

Rovnice tvoficich pfimek singuldrni kuzelosecky k tedy jsou
pr:2r—y—3=0 a p2: 2x—11ly—13=0.
Snadno se presvédéime, ze plati
k=piUpz: 2z —y—3)(2z — 11y — 13) =
= 4a® — 24zy + 11y* — 32z + 46y + 39 = 0. o
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Kapitola 5

Kvadriky

5.1 Rotaéni plochy

Rotaéni plochou rozumime takovou plochu, jez vznikne rotaci tvorici
kfivky k (ne nutné rovinné!) kolem osy rotace o. Kazdy bod tvofici kiivky
bud’to lezi na ose rotace, anebo pii rotaci opiSe v roviné kolmé na osu rotace
rovnobé&zkovou kruznici se stfedem na ose rotace. Rez rotaéni plochy rovi-
nou, kterd prochazi osou rotaéni plochy, se nazyva meridian rota¢ni plochy.

Kazdy merididn lze samozfejmé chdpat rovnéz jako tvofici kiivku. Necht
je tedy jakozto tvofici kiivka rota¢ni plochy vznikajici rotaci kolem osy z
uvazovén merididn lezici v soufadné roviné yz s vyjadienim f(y,z) =z = 0.
Potom m4 libovolny bod Y tvofic{ kiivky soufadnice [0, 7, Z], pficemz plati
f(g,2) = 0. Kazdy bod X = [z,y, 2] rota¢ni plochy lezici na stejné rov-
nobézkové kruznici jako bod Y méd od osy rotace (v tomto piipadé od
osy z) stejnou vzddlenost r — jde o polomér rotace, ktery je ddn vztahem

r?2 = 2% + 3 neboli pro body X a YV

2 2 2 2, -2
rr=z"+y =0"+9y".
Ziskidvame tak transformacni rovnice

= Vz2+y? (5.1)

= z

IS

a implicitni rovnice rotacni plochy vznikajici rotaci kolem osy z nabyva tedy

tvaru
f (\/IEQ + 2, z) =0. (5.2)

Priklad 5.1.1. Urcete rovnici anuloidu, ktery vznikd rotaci kruznice k s
rovnici (y — R)? + 2% = r?, jez lezi v roviné yz, kolem osy z.
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Reseni: Kruznice k je merididnem vznikajici rotacni plochy — anuloidu, a
proto muzeme pouzit transformaéni vztahy (5.1). Kazdy bod Y merididnu
k m4 soufadnice [0, 7, Z ’] kde ( R)? + 22 = r?. Dosadime z (5.1) do této
rovnice, tj. (v/x2 4+ y? = r2 a po upravé dostdvame hledanou
rovnici anu101du

(x2+y2+22—|—R2—r2)2—4R2(x2+y2):0. ¢

5.2 Rotacni kvadriky

Rotaéni kvadrika je rota¢ni plocha, jejiz tvofici kiivkou je kuzelosecka a
osou rotace je osa této kuzelosecky.

Rotacéni vdlcovd a kuZelovd plocha. Rotaci singuldrnich
kuZeloseéek vznikne bud’to rotaéni vdlcova plocha — nechali bychom ko-
lem osy z rotovat pfimku lezici v roviné yz o rovnici y = b a s vyuZzitim
transformacnich vztahiu (5.1) bychom dospéli k rovnici

2 2
T Yo
5 + = 1; (5.3)
anebo rotaéni kuzelova plocha — nechali bychom kolem osy z rotovat
pifmku lezici v roviné yz o rovnici z = 7y a s vyuzitim transformacnich
vztahtu (5.1) dospé&jeme k rovnici
2 2 2
LA - —) (5.4)

Protahly a zplostély rotacéni elipsoid. Rotaci elipsy kolem
jeji osy vzniké rotacni elipsoid — v pfipadé rotace kolem hlavni osy vznika
tzv. protahly elipsoid, v pfipadé rotace kolem vedlejsi osy vznikd tzv.
zplostély elipsoid.

Elipsoid v zdkladni poloze vznikne rotaci elipsy lezici v roviné yz se stfedem
v pocatku a osami v soufadnych osdch kolem osy z. Tvorici elipsa, ktera je
souCasné merididnem rotacéni plochy, je popsana rovnici

2 2

Aplikujeme postup uvedeny v kapitole (5.1) a pro rotacéni elipsoid miuzeme

psat
2 2

f(g,z):b—erc—z—l:o



5.2. Rotacni kvadriky

a po dosazeni transformaénich vztahu (5.1) obdrzime hledanou implicitni

rovnici ) ) )
T Y z

Pro b > ¢ (osa z je vedlejsi osou) dostaneme zplostély rotacni elipsoid a pro
b < ¢ (osa z je hlavn{ osou) dostaneme protdhly rotacni elipsoid. V piipadé
b = ¢ bychom dostali kulovou plochu.

Jednodilny a dvojdilny rotaéni hyperboloid. Rotaci hy-
perboly kolem jeji osy vznikd rotaéni hyperboloid — v pfipadé rotace ko-
lem hlavni osy vznika tzv. dvojdilny hyperboloid, v piipadé rotace kolem
vedlejsi osy vznika tzv. jednodilny hyperboloid.

Jednodilny hyperboloid v zdkladni poloze vznikne rotaci hyperboly lezici v
roviné yz se stfedem v pocatku a osami v soufadnych osidch kolem osy z.
Tvotici hyperbola, kterd je soucasné merididnem rotac¢ni plochy, je popsana
rovnici

g2 22

b2 2
Aplikaci postupu z kapitoly (5.1) obdrzime hledanou rovnici jednodilného
hyperboloidu

=1.

.’L'2 y2 22

Priklad 5.2.1. Je zajimavé, ze ke stejnému vysledku (tj. k jednod{lnému hy-
perboloidu) bychom dospéli, kdybychom nechali kolem osy z rotovat pfimku
o rovnici z = {y (resp. z = —7y) lezici v roviné x = b.

Je v8ak nutné upravit transformaéni vztahy (5.1), které lze pouzit jen v tom
piipadé, kdy tvofici kiivka je soucasné merididnem rotacni plochy. To vsak
neni tento pifpad, nebot tvofici pifimka a osa rotace jsou mimobézky. Snadno
nahlédneme, ze v piipadé obecné tvofici kiivky je nutné pracovat s trans-
formaé¢nimi vztahy

24y = 24y

zZ = z
Kazdy bod Y tvotici pfimky m4 soufadnice [b, 7, Z], kde 22 = £¢. Umocnime
a dosadime vy3e uvedené transformaéni vztahy, tj. 22 = Z—Q(JCZ +y? —b%). Po
tpravé dostdvame rovnici jednodilného rota¢éniho hyperboloidu (5.6). &

Obdobné pro piipad dvojdilného hyperboloidu bychom pouzili vyse uvedeny
algoritmus pouze s tim rozdilem, ze tvofici hyperbola (merididn) je popsdna
rovnici
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Implicitni rovnice dvojdilného hyperboloidu potom zni
2 2 2
T y z°
w e et (5:7)

Rotacéni paraboloid. Rotaci paraboly kolem jeji osy vznika rotaéni
paraboloid.

Paraboloid v zdkladni poloze vytvorime rotaci paraboly lezici v roviné yz s
vrcholem v pocatku a osou v soufadné ose z kolem této osy. Tvotici parabola,
kterd je soucasné merididnem rotacni plochy, je popsana rovnici

2 2
=b"z,

Obdobnym postupem jako v pfipadé elipsoidu a hyperboloidu dospéjeme k
rovnici

zzg—i—y—. (5.8)

5.3 Obecné kvadriky v zakladni poloze

U kuzelosetek rozumime zdkladni polohou takové umisténi, kdy souradné osy
jsou osami soumérnosti a pocatek je v piipadé stfedovych (resp. nestiedovych)
kuzelosecek stiedem (resp. vrcholem) kuzelosecky. Obdobné u kvadrik bu-
deme hovoiit o zdkladni poloze, jestlize soufadné roviny budou rovi-
nami soumérnosti a pocatek kartézské soustavy soutfadnic bude v ptipadé
stfedovych (resp. nestfedovych) kvadrik stfedem (resp. vrcholem) kvadriky.

Dalsi kvadriky ziskame, zobrazime-li rota¢ni kvadriky z pfedchéazejici kapitoly
v dilataci ve sméru osy x. Tato afinni transformace je ddna rovnicemi

a

= 7% a,b>0 (5.9)

=Y

= z.

Elipsoid. Nechame dilataci (5.9) pusobit na rotacni elipsoid s rovnici (5.5)
a dostavame
2 2 2 b,.7\2 /2 2 /2 /2 /2

Yy 2 (2

—+5=4+==1— = =—+ "=+ —==1.

b2+b2+ b2 +62+ +b2+c
Napiseme-li tuto rovnici opét v ,,necarkovanych souradm(:lch, potom ziskame
kanonickou rovnici tzv. trojosého elipsoidu

2 2 2
72+b72+072:1’ aZb#c#a. (5.10)
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5.3. Obecné kvadriky v zakladni poloze

Elipsoid je stfedova kvadrika (stfed je v poc¢dtku soufadné soustavy) majici
t¥i roviny soumérnosti x = 0, y = 0, z = 0, které protinaji plochu v elipsédch.
Osy soufadnic x, y, z jsou zaroven osami elipsoidu — ty protinaji plochu ve
vrcholech Ala, 0, 0], B[0,b,0], C[0,0,c|, A’'[—a,0,0], B'[0,—b,0], C’'[0,0, —¢].

Pokud je a = b, potom je dany elipsoid rota¢ni; v piipadé a = b = ¢ je dany
elipsoid kulovou plochou.

Hyperboloidy. Aplikaci afinni transformace (5.9) obdrzime z rovnice
(5.6) kanonickou rovnici trojosého jednodilného hyperboloidu

2 2 2
z y z
22 T p2 T 2

a? b2

=1, a#b#c#a. (5.11)

Jednodilny hyperboloid je stfedovéd kvadrika (stfed je v poédtku souradné
soustavy) majici tfi roviny soumérnosti x = 0, y = 0, z = 0; roviny z = 0 a
y = 0 protinaji plochu v hyperbolach, rovina z = 0 v elipse. Osy x, y protinaji
plochu ve vrcholech Ala, 0, 0], B[0,b,0], A’[—a,0,0], B'[0, —b,0].

Pokud je a = b, potom je dany jednodilny hyperboloid rotaéni.

Obdobné ziskdme z rovnice (5.7) kanonickou rovnici trojosého dvojdilného
hyperboloidu

ZCZ y2 22

_aiz_b?_FCfQ:L a#b#c#a. (5.12)

Dvojdilny hyperboloid je stfedova kvadrika (stfed je v pocatku soufadné sou-
stavy) majici t¥i roviny soumérnostiz =0,y =0, 2z =0; rovinyz =0ay =0
protinaji plochu v hyperbolach, rovina z = 0 nem4 s plochou zadny spole¢ny
bod. Osa z protind plochu ve vrcholech C/0,0,c], C’'[0,0, —].
Pokud je a = b, potom je dany dvojdilny hyperboloid rotac¢ni.
Paraboloidy. Pisobenim dilatace na rotacni paraboloid (5.8) dostaneme
elipticky paraboloid
2 2
T Y
z:?—i—b—27 a#b (5.13)

Elipticky paraboloid je nestfedova kvadrika majici dvé roviny soumeérnosti
z = 0, y = 0; ty protinaji plochu v paraboldch. Osa z je osa paraboloidu a
protind plochu ve vrcholu V10,0, 0].

Pokud je a = b, potom je dany paraboloid rotaé¢ni.

Elipticky paraboloid bychom mohli vytvorit jesté jinym zpusobem. Uvazujme
dvé paraboly se spole¢nym vrcholem lezici v navzdjem kolmych rovinach —
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napi. p1 : 22 =a’z A y=0aps: y? =b*2 A z = 0. Pfi translaénim

pohybu, pfi kterém se parabola p; svym vrcholem pohybuje po parabole po,
vzniké plocha s rovnicf (5.13).

Jiny typ plochy vytvoiime, uvazujeme-li paraboly p1 : 2> = a’z2 Ay =0aps :
y? = —b%z A = = 0. Pfi translaénim pohybu, pfi kterém se parabola p; svym
vrcholem pohybuje po parabole pz2, vznika tzv. hyperbolicky paraboloid

s rovnici
2 2

T Y

Hyperbolicky paraboloid je nestfedovd kvadrika majici dvé roviny
soumérnosti x = 0, y = 0; ty protinaji plochu v paraboldch. Osa z je osou
paraboloidu.

Vidlcové plOCh,y. Dilataci lze samoziejmé pouzit i v piipadé rotaéni
vélcové plochy (5.3) — dostaneme eliptickou vélcovou plochu

T +Y =1, a#b (5.15)

Roviny soumérnosti z = 0, y = 0 protinaji plochu ve dvojici rovnobéznych
piimek; roviny soumeérnosti z = konst. protinaji plochu ve shodnych elipsach.
Stfedem plochy je kazdy bod osy z. Pro a = b je dand valcova plocha rotacéni.

Analogicky jako o eliptické valcové plose lze hovotit i o valcové plose hyper-
bolické a parabolické.
Hyperbolicka valcova plocha je popsana kanonickou rovnici
2 2
T Y
T 1. (5.16)
Roviny soumérnosti z = 0, y = 0 protinaji plochu ve dvojici rovnobéznych
piimek; roviny soumérnosti z = konst. protinaji plochu ve shodnych hyper-
bolach. Stfedem plochy je kazdy bod osy z.
Parabolicka valcova plocha je popsédna kanonickou rovnici
* =d’y (5.17)

Rovina soumérnosti * = 0 protind plochu v pfimce, a to v ose z; roviny
soumeérnosti z = konst. protinaji plochu ve shodnych paraboléch.

Kuzelovd plocha. Aplikujeme-li dilataci (5.9) na rotaéni kuzelovou
plochu (5.4), dostaneme eliptickou kuzelovou plochu

Y 2 _0,  a#b. (5.18)



5.4. Kvadriky — kvadratické plochy v E3

Roviny soumérnosti z = 0, y = 0 protinaji plochu ve dvojici ruznobéznych
piimek; rovina soumérnosti z = 0 protind plochu v jediném bodé — stfedu
(popf. vrcholu) kuzelové plochy. Pro a = b je dand kuzelové plocha rotacni.

5.4 Kvadriky — kvadratické plochy v Ej

Kvadrikou nazyvdme mnozinu vSech bodu X v prostoru Esz, jejichz
soufadnice x = [x1, z2, £3]T vyhovuji kvadratické rovnici
K allaﬁ + a22$§ + a33x§ + 2a122122 + 20137123 + 20232223+
+ 2a0171 + 2a0272 + 2a0372 + aoo = 0, (5.19)
kde vSechna a;; jsou redlnd ¢isla a alespon jeden z koeficientu u kvadratickych
¢lenu je ruzny od nuly.

Obdobné jako v piipadé kuzelosetek lze opét kvadriku danou rovnici (5.19)
zapsat maticove

T T
k: x Ax+2a x+a=0, (5.20)
kde tentokrat
a1 aiz  ais ax ao1
A=| a2 a2 a3 | #0, a=| a2 | = a2 |, a=aoo;
ai3 G23  as3 as aos
resp.
aoo | ao1  aoz aos 1
ao1 | @11 a1z ais 1
k@ (1,21, 22,23) - . =0. (5.21)
ao2 | @12 a2 a3 T2
Qo3 | @13 a3 as3 3
Cc
Matici C nazyvdme matici kvadriky a jeji determinant D = det(C) se

nazyva diskriminant kvadriky.

e Je-li D # 0, potom hovoiime o tzv. regularnich kvadrikach.

e Je-li D =0, potom hovoiime o singularnich kvadrikéach.

Elipsoid (rota¢ni véetné kulové plochy i trojosy), jednodilny hyperboloid
(rota¢ni i trojosy), dvojdilny hyperboloid (rotacn{ i trojosy), elipticky pa-
raboloid (specidlné rota¢ni) i hyperbolicky paraboloid pati{ mezi reguldrni
kvadriky.

Eliptickd (specidlné rotacnf), hyperbolickd a parabolickd valcovd plocha a
eliptickd (specidlné rotaéni) kuzelova plocha patii mezi singuldrni kvadriky.

Samoziejmé existuji i dalsi typy kvadrik, jak uvidime.
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Stanoveni kanonickych tvard rovnic. Nasim cilem je ze
zadéni kvadriky v kartézské soustavé (O; 1, x2, z3) maticovou rovnici (5.20)
dospét k nové kartézské soustavé, v niz bude mit rovnice kvadriky kanonicky
tvar. Tento algoritmus je analogicky postupu uvedenému u kuzelosecek.

Pomoci oto¢eni
R:x=Ry (R"=R7! det(R)=1)
kolem pocdtku O prejde (5.20) na tvar
k: y'By+2bTy+a=0 kde B=RTAR,b=R"a, (5.22)

pticemz R volime tak, aby matice B byla diagonalni — prvky b;; na diagonéle
matice B jsou vSechna vlastn{ ¢isla A; matice A (poéitdna is jejich ndsobnosti)
a sloupcové vektory matice R jsou jednotkové vzajemné ortogondlni vlastni
vektory matice A piislusné k vlastnim éislum \;.

Nésledné vhodnym posunutim
y=z+t

(opét postupujme analogicky jako u kuzelosecek) prejdeme od kartézské sou-
stavy soutadnic (O;y1,y2,ys) k soustavé (P;z1, 22, 2z3), v niz bude kvadrika
vyjadfena jednou z rovnic, o nichz hovoi{ néasledujici véta.

Véta 5.4.1.

Rowvnici kazdé kvadriky v Es lze prevést na jednu z uvedenych kanonickiyjch
rovnic (A1, A2, A3, c,bs #0):M
(Ta) Mi2? 4+ Xoz3 + X325 +¢c=0;
) )\12% + )\22% + )\325 =0;
) )\12% + )\225 + 2b3z3 = 0;
) Mz 4 Xazs +c=0;
(IITb) A1z} 4+ Xaz3 = 0;
) A122 + 2bszg = 0;
) MzZ2+c=0;
) )\12% =0.

Naésledujici tabulka udava prehled vsech druhu kvadrik v Es:
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5.4. Kvadriky — kvadratické plochy v E3

Typ A1 A2 A3 b3 c Druh Rowvnice
2 2 2
la|>0 >0 >0 0 < 0 | Elipsoid L4 %I
a? " a2 " a2
2 2 2
>0 >0 <0 0 <0 | Jednodilny hy- | 2 4+ %2 -2 =1
perboloid ‘1 %2 %
2 2 2
>0 <0 <0 0 <0 | Dvojdilny hy- %7%7%:1
perboloid ! 2 3
. z z 5172 51)2 (L‘:z
>0 >0 >0 0 > 0 | Imagindrni a—§+a—§+a—§:71
elipsoid ! 2 3
2 2 2
Ib| >0 >0 >0 0 0 | Imagindrnf T+ 438 =0
kuzelova  plo- “ 2 %
cha
2 2 2
>0 >0 <0 0 0 | Kuzelovd plo- | ZL 4+ 22 %8 —9
cha ay az az
22 22
Im|{ >0 >0 0 #0 0 | Elipticky para- :—%4—2—%—903:0
boloid ! 2
2 2
>0 <0 0 #0 0 Hyperbolicky Z—% - Z—% —x3=0
paraboloid B 2
2 2
Illa | >0 >0 0 0 < 0 | Eliptickd %+%:1
vélcova plocha 1 2
2 2
>0 <0 0 0 <0 | Hyperbolickd H-% -1
valcova plocha 1 2
o2 22
>0 >0 0 0 >0 | Imagindrni %+%:—1
valcova plocha ! 2
2 2
b | >0 >0 0 0 0 | Dvojice ima- d+% =0
gindrnich 1 2
ruznobéznych
rovin
2 2
>0 <0 0 0 0 | Dvojice %—%:o
ruznobéznych B 2
rovin
2
IV|>0 0 0 #0 0 | Parabolicks 2 —22=0
vélcova plocha !
2
Va | >0 0 0 0 <0 | Dvojice =1
ruznych  rov- !
nobéznych
rovin
2
>0 0 0 0 >0 | Dvojice ima- =1
gindrnich !
rovnobéznych
rovin rovin
2
Vb | >0 0 0 0 0 vojice =0
splyvajicich !
rovin
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Priklad 5.4.1. Urcete kanonickou rovnici a typ kvadriky uréené rovnici

Q: 42® +5y* +52° 4+ 8yz + 8z — 12y — 62 — 47 = 0. (5.23)

Reseni: Kvadriku Q je mozné zapsat maticové ve tvaru

4 0 0 x T
0 (xyz) 05 4 ||y +2-<4,—6,—3)- y | —47=0,
0 4 5 z | z o
arT 00
A
resp.
—47 4 -6 -3 1
4 4 0 0 T
Q (Lx’y’Z) 6 0 5 4 y | =Y
-3 0 4 5 z
C
Protoze det(C) = —2160 # 0, jde o reguldrni kvadriku.
(i) Eliminace smiSeného kvadratického élenu
7 charakteristické rovnice vypocteme vlastni ¢isla matice A:
4—) 0 0
AN =det(A—XE)=| 0 5-X 4 |=X>—14\% + 49X — 36,
0 4 5—A

tj. A1 =4, A2 =09, A3 =1.
Uréime jednotkové vlastni vektory ei, ez, es matice A piislusné k vlastnim

éislum A1, A2, As, tj.

e; = (1,0,0), ez = (0,?,?), es = (O,—§,§)7

jez tvori sloupcové vektory transformaéni matice R

1 0 0
_ N
R=10 %5 —%
Vi VB

0 %

Nyni jiz muzeme pfistoupit ke vhodné transformaci kartézské soustavy
soufadnic, jez eliminuje smiSené kvadratické ¢leny (zde pouze jeden smiSeny
kvadraticky ¢len) a jez je ddna maticovym vyjaddfenim

R: x=Rx, tj. (5.24)
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5.4. Kvadriky — kvadratické plochy v E3

T 1 0 0 !
R : y =10 g —@ y
) \eg o2 ) s

Transformace (5.24) pfevede ptuvodni rovnici kvadriky Q na tvar

Q: (x')TBx' +2bTx" + ago = 0, kde

4
B=R'AR=| 0
0

o © o

0 9 ~ 3
0 |, b=R%a= (4, —=V2, fx/i),
2 2
1
tj. po roznésobeni
Q: 42”7 + 9y + 27 + 82" — 9V2y +3vV2 — 47 =0. (5.25)

(#i) Eliminace linedrnich ¢élend

Rovnici 4z"> + 9y/2 + 22 + 8z’ — 9\/§y' + 3422 — 47 = 0 lze déle upravit

2 2
4(x/+1)2+9(y'7§) +(z’+¥) -60=0

Posunuti 7 kartézské soustavy soufadnic dané rovnicemi

' = 2 +1 (5.26)
" — ’ _ @

Yy v -3
" ! 3\/5

z = + 5

potom pfevede rovnici (5.25) na kanonicky tvar

"2 "2

42" + 9y + 2> —60 =0, (5.27)

popf. po jednoduché tupravé

1’”2 y//2 Z//2
— 4+ 5=+ ——=1. 5.28
5 T TG (5.28)

Jde tedy o trojosy elipsoid.

Zduraznéme, ze vSechny rovnice (5.23), (5.25) a (5.27, 5.28) popisuji tutéz
kvadriku — ovSem vzhledem k ruznym soufadnym systémum KSS(z,y, z),
KSS(z',y',2") a KSS(z",y",2").
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