KoMuTuJjici A KONJUGOVANA SLOVA

Véta. Necht u,v € . Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(a) uv = vu,
(b) u® = v’ pro né&jaka i,j € N,
(c) u=t"awv =t prongjaké t € £+ a néjakd k,¢ € N.

Diikaz. (a) = (c). Pokud |u| = |v|, jet = v = v a k = £ = 1. Postupujme
nyni indukei podle |uv|. Je-li |uv| = 2, je |u| = |v| = 1 a jsme hotovi. BUNO
piedpokladejme, 7e |u| < |v|, a necht w = u~1v. Pak uuw = uwu, a tedy uw = wu.
Podle indukéniho piedpokladu tedy u = tF a w = ¢ pro néjaké ¢ a néjakd k, £’ € N.
Pak v = uw = tF+¢,

(¢) = (b). Staci volit i = ¢ a j = k.

(b) = (a). Pokud |u| = |v], je také u = v a uv = vu. Opét BUNO predpokladejme,
7e |u| < |v] a v = vw. Pak v/ = (uw)’ = v’ = u~tuiu = (wu)?, a tedy uw = wu.
Pak také vu = vwu = uuw = uv. O

Dusledek. Kazdé neprazdné slovo w je mocninou jediného primitivniho slova ¢.

Slovo t z pfedchoziho tvrzeni se nazyva primitioni koren slova w. Vétu lze
vyrazné zesilit pomoci nésledujictho lemmatu. Symbolem u A v znac¢ime nejdelsi
spoleény prefix slov u a v.

Lemma. Necht uv # vu. Oznacme z = uv A vu. Pak z = uw; A vwsy pro libovolna
slova wy, we € (u,v) takovd, ze |uwy| > |z| a [vwa| > |2].

Diikaz. Necht za < uv a zb < vu, kde a, b jsou pismena. Staéi ukdzat, ze za < u'v
a zb < v'u pro kazdé i € N. Pro i = 1 to je ziejmé a dale postupujme indukei. Slovo
w1y mé podle indukéniho piedpokladu prefix uz, coz je také prefix uvu. Viechna
tii slova maji tedy stejny prefix délky |z| + 1, tedy za, jak je vidét na slové uvu.
Podobné ukdzeme, ze zb < v'u. O

Priklad. Nechf uw = aaba a v = aab. Pak z = uv A vu = aabaa. Vidime tedy, Ze z
muze byt delsi obé slova u a v.

Dusledek. Pokud slova u a v spliiuji netrividlni relaci, pak komutuji.

Netrividln{ relaci v pfedchozim dusledku formdalné minime dvojici (U, V) po-
sloupnosti U = (uy, ug,...,un) a V = (v1,v,...,0y) takovych, ze U # V, a pfesto
ULUQ * +*Up = V1V * - Up-

Mnozina slov, ktera zadnou netrivialni relaci nespliuje, se nazyva kdd. Kazdé
slovo generované kédem lze totiz jednoznacéné ,dekddovat® do posloupnosti ge-
nerdtoru. Dusledek vyse tedy k&, ze dvé slova tvoii kéd pravé kdyz nekomutuji.

Pro tii slova zddné omezeni na délku spoleéného netrividlni rovnosti neexistuje.
Uvazme napt. slova x = ab, y = aba a z = baa, pro kterd plati zy* = yz*.
Vsimnéme si navic, ze x,y, z tvori kéd. Slova, kterd nespliiuji zddnou kone¢nou
relaci, tedy mohou spliiovat relaci nekone¢nou. Takova relace je vSak pro tii slova
nejvyse jedna, jak lze ukazat.

Muzeme si také vSimnout, ze konjugovand slova x,y spliuji ,oboustranné ne-
koneénou* relaci: #Z a y% jsou az na posunuti stejnd oboustranné nekoneéns slova.

Jesté jind situace nastava pro slova x = aba a y = b: slovo (zy)? je rovno samo
sobé pii netrividlnim posunu o dvé pismena.
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Definice. Rekneme, ze neprazdna slova x a y jsou konjugovana, pokud existuji slova
u a v takova, ze x = uv a y = vu.

Vsimnéme si, ze konjugovand slova z definice spliiuji rovnost zz = zy, kde z =
u. Toto pozorovani lze obrétit na nasledujici feseni jednoduché rovnice o tfech
neznamych.

Véta. Pro slova x, y a z, kde x je neprazdné, plati zz = zy, pravé kdyz existuji
slova u a v a pfirozené ¢&islo i takové, ze x = uv, y = vu a z = (uv)*u.

Diikaz. Necht xz = zy. Pokud je z kratsi nez x, existuje v takové, Zze x = 2v a
y = vz, a tvrzeni plati pro u = z a ¢ = 0. Je-li naopak z (ostie) krats{ z, mame
z = xz' a xz’ = 2’y a indukel podle |z| dostdvame slova u a v a éislo j spliujict
r=uv,y=vu a2z = (uw)’u. Nyni staé uvazit, ze z = (uv)’tu.

Obrécend implikace je ziejma. O

Nésledujici véta uptesnuje vlastnosti konjugovanych slov.

Véta. Necht jsou slova x a y konjugovan4.
(a) Slovo z je primitivni, pravé kdyz je y primitivni.
(b) Slova z a y maji konjugované primitivni kofeny.
(c) Existuje pravé jedna dvojice slov (t1,t2) € T x X* takovd, Ze t1ta je
primitivn{ kofen x a tot; je primitivni kofen y.

Diikaz. Necht x = wv = %, kde ¢ je primitivni kofen wv a y = vu. Pak existuje
neprazdny prefix ¢; slova t a exponent 0 < j < i takové, ze u = t/t; a v = tot' 71,
kde ty = tl_lu. Pak y = (t2t1)". Podobné dostaneme, 7e x = (5251)1", kde s = 5159
je primitivni kofen y a y = st Z véty o komutujicich slovech dostdvdme i = i’ a
s = toty, ¢imz je dokdzano @ a

Necht nyni t = tt) a s = tht!. BUNO predpokladejme, ze |t;| < |t}|. Pak
t) = tir a ty = rth, pro né&jaké r. Dostdvame rs = rtht] = tot] = totyr = sr.
Protoze r je kratsi nez primitivni slovo s a komutuje s nim, musi byt prazdné, coz
ukazuje (]

Nasledujici véta davé ekvivalentni charakteristiku konjugovanosti.

Véta. Pro slova x,y, z plati zax = yz, pravé kdyz jsou = a y konjugovana a z €
ta(t1ta)*, kde (t1,12) € BT x ¥* je takova dvojice, Ze tits je primitivni kofen slova
T a tot1 je primitivni kofen slova y.

Diikaz. Piimou implikaci dokdzeme indukei podle délky z. Predpokladejme nejprve
0 < |z| < |y|. Pak y = 22/, kde z = to(t1t2)7 a 2/ = (t1t5)7't; pro néjaké 0 < j a
néjaky neprazdny sufix ¢; primitivniho kofene ¢ = tot; slova y. Pak zz = 22'2 = yz
ax =2z = (t1t5)7+t7'+1, Podle predchozi véty je tit, primitivni kofen z.

Je-li |z| > |y, pak z = y2’ = 2’z pro 2’ = y~'z. Podle indukéntho piedpokladu
plati 2’ € ta(t1t2)*, kde = € (t1t2)*, a tedy také z = 2’z € ta(t1t2)*.

Obracenou implikaci snadno ovérime. ([l
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