SLOVA A VOLNA POLOGRUPA

Necht ¥ je néjaké mnozina symbolii, kterou budeme nazyvat abeceda a jeji prvky
pismena. Posloupnost symbolu z abecedy nazyvame slovo a namisto (a1, as,. .., a,)
piSeme prosté ajas---ay,. Je dobré si vSimnout, ze timto zapisem ztotoznujeme
pismena, napf. a, a slova délky jedna, napf. (a). Mnozinu vSech neprézdnych slov
oznaéujeme LT, piiddnim prdzdného slova dostdvdme mnozinu oznacovanou X*.
Na slovech je prirozené definovana operace zretézeni, kterd napi. ze slov ab, ba
vytvoii slovo abba. Zietézeni je natolik samoziejmou operaci, Zze muze zakryvat
néktera zakladni fakta. Pokud si operaci zietézeni neoznac¢ime zadnym symbolem,
neni napf. mozné srozumitelné a kratce zapsat vztah mezi slovy ab, ba a abba
vyjadieny v pfedchozi vété. Pokud to bude vhodné, budeme proto zietézeni znacit
znakem nasobeni. Pak muzeme napsat ab - ba = abba. Znak néasobeni se podobné
jako v aritmetice ¢asto vynechava. V nasem piipade sta¢i znak vynechat, abychom
dostali vysledek. Slovo abba 1ze chapat jako vysledek zietézeni jinych slov nékolika
ruznymi zpusoby, fikdme, ze ho lze ruznym zpusobem faktorizovat. Nejzéakladnéjsi
je faktorizace do pismen (resp. slov délky jedna). Ta je jednoznacnd, coz je sa-
motnd definice slova: dvé riuzné posloupnosti pismen jsou ruzné. Déle si v§imnéme,
Ze operace zietézeni je asociativni: (a-b)-a = a- (b-a). Algebraicky Feceno je tedy
YT s operaci zetézeni pologrupa (struktura s jednou asociativni operaci), kterd je
volné generovand slovy délky jedna (kazdé slovo lze jednoznacné vyjadiit pomoct
pismen). Rikdme, Ze je to volnd pologrupa nad abecedou X, coz je jeji mnozina
volngjch generdtoru. Pripomenme jesté jednou, ze predchozi véta je form&lné ne-
spravna. Spravné musime iici, Ze ¥ je pologrupa slov nad abecedou X, kterd je
volné generovand slovy délky jedna. Opatrnost ve formulaci je dilezita proto, Ze
napt. mnozina M vsech slov nad abecedou {a, b} zacinajicich na a také tvoif vol-
nou pologrupu, ktera je ovSsem nekonecné generovand, jeji volnou bazi je mnozina
B = {ab' | i € N}. Tato pologrupa je tedy isomorfn{ volné pologrupé BT nad abece-
dou B, je ale rozdil mezi posloupnosti (a, b, a) € {a,b}" a posloupnosti (ab,a) € B™.
Mnozinu M, chdpanou jako mnozina slov nad {a, b} budeme proto radéji znacit (B).

Poznamenejme, ze v teorii automati a reguldrnich vyrazu se Kleeneovo plus
pouzivé pravé ve smyslu generovani mnoziny a mezi BT a (B) se nerozlisuje.
To je umoznéno tim, ze ,abecedou“ se (Casto bez vétsi reflexe) rozumi mnozina
generdtoru. Dusledkem takového piistupu ovSem je, Zze formédlné neni mozné
chépat slova jako posloupnosti pismen.

Prazdné slovo, které budeme znacit € (nékdy se v literatufe pouziva \), funguje
jako jednicka, tedy neutralni prvek zietézeni. Pologrupa s jednotkou se nazyva mo-
noid a X% je volny monoid nad X. Vsimnéme si, ze prazdné slovo neni pismeno.
Vztahy jako a-e-b = ¢-a-b tedy nejsou v rozporu s volnost{ (jednoznacénosti
rozkladu), stejné jako s ni nejsou v rozporu vztahy asociativity. Prdzdné slovo
zpusobuje formulaéni nepohodli, protoZe je obvykle nutné ho zminit zvlast (viz
napf. tvrzeni, ze délka zetézeni dvou slov je dels{ nez libovolny z faktoru). Casto
budeme proto pracovat pouze v ©7 a jednoduché modifikace nutné pro £* nebu-
deme vyslovné zminovat.
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