
Slova a volná pologrupa

Necht’ Σ je nějaká množina symbol̊u, kterou budeme nazývat abeceda a jej́ı prvky
ṕısmena. Posloupnost symbol̊u z abecedy nazýváme slovo a namı́sto (a1, a2, . . . , an)
ṕı̌seme prostě a1a2 · · · an. Je dobré si všimnout, že t́ımto zápisem ztotožňujeme
ṕısmena, např. a, a slova délky jedna, např. (a). Množinu všech neprázdných slov
označujeme Σ+, přidáńım prázdného slova dostáváme množinu označovanou Σ∗.
Na slovech je přirozeně definována operace zřetězeńı, která např. ze slov ab, ba
vytvoř́ı slovo abba. Zřetězeńı je natolik samozřejmou operaćı, že může zakrývat
některá základńı fakta. Pokud si operaci zřetězeńı neoznač́ıme žádným symbolem,
neńı např. možné srozumitelně a krátce zapsat vztah mezi slovy ab, ba a abba
vyjádřený v předchoźı větě. Pokud to bude vhodné, budeme proto zřetězeńı značit
znakem násobeńı. Pak můžeme napsat ab · ba = abba. Znak násobeńı se podobně
jako v aritmetice často vynechává. V našem př́ıpade stač́ı znak vynechat, abychom
dostali výsledek. Slovo abba lze chápat jako výsledek zřetězeńı jiných slov několika
r̊uznými zp̊usoby, ř́ıkáme, že ho lze r̊uzným zp̊usobem faktorizovat. Nejzákladněǰśı
je faktorizace do ṕısmen (resp. slov délky jedna). Ta je jednoznačná, což je sa-
motná definice slova: dvě r̊uzné posloupnosti ṕısmen jsou r̊uzné. Dále si všimněme,
že operace zřetězeńı je asociativńı: (a · b) · a = a · (b · a). Algebraicky řečeno je tedy
Σ+ s operaćı zřetězeńı pologrupa (struktura s jednou asociativńı operaćı), která je
volně generovaná slovy délky jedna (každé slovo lze jednoznačně vyjádřit pomoćı
ṕısmen). Ř́ıkáme, že je to volná pologrupa nad abecedou Σ, což je jej́ı množina
volných generátoru. Připomeňme ještě jednou, že předchoźı věta je formálně ne-
správná. Správně muśıme ř́ıci, že Σ+ je pologrupa slov nad abecedou Σ, která je
volně generovaná slovy délky jedna. Opatrnost ve formulaci je d̊uležitá proto, že
např. množina M všech slov nad abecedou {a, b} zač́ınaj́ıćıch na a také tvoř́ı vol-
nou pologrupu, která je ovšem nekonečně generovaná, jej́ı volnou baźı je množina
B = {abi | i ∈ N}. Tato pologrupa je tedy isomorfńı volné pologrupě B+ nad abece-
dou B, je ale rozd́ıl mezi posloupnost́ı (a, b, a) ∈ {a, b}+ a posloupnost́ı (ab, a) ∈ B+.
Množinu M , chápanou jako množina slov nad {a, b} budeme proto raději značit 〈B〉.

Poznamenejme, že v teorii automat̊u a regulárńıch výraz̊u se Kleeneovo plus
použ́ıvá právě ve smyslu generováńı množiny a mezi B+ a 〈B〉 se nerozlǐsuje.
To je umožněno t́ım, že

”
abecedou“ se (často bez větš́ı reflexe) rozumı́ množina

generátor̊u. Důsledkem takového př́ıstupu ovšem je, že formálně neńı možné
chápat slova jako posloupnosti ṕısmen.

Prázdné slovo, které budeme značit ε (někdy se v literatuře použ́ıvá λ), funguje
jako jednička, tedy neutrálńı prvek zřetězeńı. Pologrupa s jednotkou se nazývá mo-
noid a Σ∗ je volný monoid nad Σ. Všimněme si, že prázdné slovo neńı ṕısmeno.
Vztahy jako a · ε · b = ε · a · b tedy nejsou v rozporu s volnost́ı (jednoznačnost́ı
rozkladu), stejně jako s ńı nejsou v rozporu vztahy asociativity. Prázdné slovo
zp̊usobuje formulačńı nepohodĺı, protože je obvykle nutné ho zmı́nit zvlášt’ (viz
např. tvrzeńı, že délka zřetězeńı dvou slov je deľśı než libovolný z faktor̊u). Často
budeme proto pracovat pouze v Σ+ a jednoduché modifikace nutné pro Σ∗ nebu-
deme výslovně zmiňovat.
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