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Organizace prednasky

» Prednasky v Zoomu, dokud to bude potfeba (mozna cely
semestr!). Pfednaska ma svoiji stranku v Moodle (odkaz v
SISu). Tam bude v&echno.

» Nedojde-li k technickym komplikacim, bude video
prednasky dostupné (po pfihlaseni do SISu).

» Kdyby vam vadilo byt nahrani, mazete vypnout svoiji
kameru, pfipadné dotazy klast v chatu.

» Pouzivejte téz funkce Zoomu — prihlasit se,
zpomalit-zrychlit, atd.

» Béhem prednasky budeme pouzivat kratké ankety.

» Pdf verze ,tabule” bude téz k dispozici — uz pred
prednaskou.

» ZkouSka bude v idedlnim pfipadé prezenéni pisemka
s moznosti Ustniho dozkousSeni.



Organizace cviceni

» Téz setkani v Zoomu, z rozhodnuti fakulty se bude
nahravat.

» Kdyby to nékomu vadilo, ozvéte se, mizeme mit napf.
jedno cviceni nahravané a druhé ne.
Nicméné budu vyzadovat aktivni G¢ast, analogickou /é
pritomnosti na normalnim cvic¢eni. Pokud tomu u nékoho
brani technické Ci jiné duvody, ozvéte se.

» ) Pravidelné domaci ukoly (jedno kratké cviceni). (s
Odevzdavani v Moodlu. Idealné pdf (sken papiru, nebo c
,sken“ pomoci vhodné mobilni aplikace).

») Zapoctova pisemka cca v poloviné semestru (z /?
pravdépodobnostni Casti prednasky). P
Zapodtova prace — pro statistickou &ast prednagky, 2° A
zpracovana pomoci programu v jazyce R (pfip. Python).

» V Moodlu je také prostor pro diskuzi, jak (ne)funguje
technologie. Pfipadné se ozvéte emailem.



Plan pfednasky

?‘a"déPOdOb”%r

Modely nahody Pozorovana data




Prehled

Pravdépodobnost — tvod



Pravdépodobnost — intuice, definice
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Davody:
» fyzikalni vlastnost pfirody?
» komplikovany proces (pocasi, medicina, molekuly plynu)
» neznamé vlivy (plsobeni dalSich lidi, programd, ...)
» randomizované algoritmy (test prvocCiselnosti, quicksort)
» nahodné grafy (odhady Ramseyovych Cisel)

Pro popis pomoci teorie pravdépodobnosti napred vybereme
mnoZinu elementarnich jevd (sample space@



Prostor jevl
Déle vybereme prostor jevu (event space) F C P(Q2), u kterych
budeme méfit jejich pravdépodobnost.
Casto to je mozné vzdy, kdyz  je spodetna. Ale
napr. pro Q = R to uz nejde. O =1{57]

Definice

F C P(Q) je prostor jevu (teZO' -algebra), pokud
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Axiomy pravdépodobnosti

Definice
P F — [0,1] se nazyva pravdépodobnost (probability), pokud

> P((Z)):O P(Q):1 a
> P( U A) = Z P(A;), pro libovolnou posloupnost po dvou
d/S/unktn/ch jevu Ay, A, ... € F.

Definice
Pravdépodobnostni prostor (probability space) je trojice
(Q, F, P) takova, Ze

» Q +# 0 je libovolna mnoZina,
» F C P(Q) je prostor jevu, a
» P je pravdépodobnost.



Néazvoslovi Fmoéfa/oém{
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» Sance (0dds) jevu A je O(A) = P((Af‘c)) Napt. Sance na
vyhru je 1 ku 2 znamen4, ze pravdépodobnost vyhry je
1/3; Sance, Ze na kostce padne Sestka je 1/5.

> Aje jisty jev* znamend P(A) = 1. Takeé se fika, Zze A
nastava skoro jisté (almost sure/ zkracené s.j. (a.s.).
» ,Aje nemozny jev* znamena < A= Q§
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Zakladni vilastnosti

Véta A// /42/.. ~ . € '7:
V pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) plati pro A,B €¢ F

1. P(A) + P(A°) =1 (A°=Q\ A)
— 2. ACB= P(A) < P(B) -/
3. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) (A /'{o;';‘%_/z
4. P(AyUA U... V<Y ; P(A) (subaditivita, Booleova nerovnost)
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Priklady pravdépodobnostnich prostoru 1

» Konecny s uniformni pravdépodobnosti

Q je libovoln& kone¢na mnozina, F = P(Q), L
P(A) = |Al/I9. 4%7‘”;}.2':‘ 4?/
> Diskrétni Gl

Q = {wy,ws,... } je libovolna §pocetria mnozina. Jsou
dany py, p2,--- € [0, 1] se soudtem 1. 2@‘2 /
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Priklady pravdépodobnostnich prostort 2

> Spojity
Q C R pro vhodné d (Q napk. uzaviena nebo oteviend)
F vhodné (obsahuje napr. vSechny oteviené mnoziny)
P(A) = Va(A)/ Va(9),
kde Vd(A fA1 je d-rozmérny objem A.
» Bernoulliho krychle nekonec¢né opakovani
Q = SN, kde S je diskrétni s psti Q,
F vhodna (obsahuje napf. vSechny mnoziny tvaru
A M—Ak X Sx8Ex---
P(A) = Q(A1) --- Q(A«)

Pr.: {O 1} nekone¢né hazeni minci
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Neptriklady

» Nahodné prirozené ¢islo mizeme vybrat mnoha
zpusoby. V prednasce pozname geometrické a Poissonovo
rozdéleni. NemuUzeme ale pozadovat, aby v§echna
prirozend Cisla méla stejnou pravdépodobnost. (Proc?)
,Nahodné pfirozené Cislo je sudé s pravd. 1/2.“ ???

» Nahodné realné cCislo Opét neni Zadny preferovany
zpUsob, jak definovat pravdépodobnost pro Q = R.

Typicky bude kazdé realné Cislo mit pravdepodobnost 0! f
Navic nejde definovat pravdépodobnost tak, aby o
nezéleZela na posunu, tj. P([0,1]) = P([1,2]) =

» Nahodna tétiva kruznice — Bertrandtiv paradox
Vybereme nahodnou tétivu zadané kruznice. Jaka je
pravdépodobnost, Ze jeji délka je vétsi, nez strana
vepsaného rovnostranného trojuhelniku?
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Podminéna pravdépodobnost



Podminéna pravdépodobnost

Definice
Pokud A, B € F a/P(B) > 0, pak definujeme podminénou
pravdépodobnost A pri B (probability of A given B) jako

A a3
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> Q(A) := P(A| B). Pak (Q, 7, Q) je pravdeé obnostm
prostor. ?Aj %3




Zretézené podminovani
> P(ANB)=P(B)P(A|B) -~ - (sldel éZb

Véta
Pokud Ay, ..., Ane FaPAin---NnAp >0, tak

P(A1N AN Ag) =

P(A1)P(A2 | A1)P(A3 | Ay N Az). An\ﬂA)
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Rozbor vSech moznosti

Definice
Spocetny systém mnoZin By, Bo, . .. € F je rozklad (partition) ,

pokud el
> BmB,_Q)prOI;é/a
> U/Bl—Q

Véta
Pokud By, Bs, ... je rozklad Q a A € F, tak

P(A) =3 P(A| B)P(B)
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(scn‘ez’ s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).
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Rozbor vSech moznosti
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Bayesova véta c K
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Véta @ P&, /A =7 £

Pokud By, Bo, ... je rozkladQ2, A€ F a P(A),P(B;) >0,
P(A| B)P /5)@ .
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Nezavislost jevu

Definice
Jevy A B e ]-" jSOU nezavislé (independent) pokud
P(AN B) = P(A)P(B).

> Pak také P(A | B) = P(A), pokud P(B) > 0.
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Nezévislostvicejiyﬁ s o A

Definice
Jevy {A; : i € I} jsou (vzajemné) nezavislé, pokud pro kaZdou
konec¢nou mnozinu J C |

P((A) =[] P(A).

ied ied

Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoZiny J,
nazyvame jevy {A;} po dvou nezavislé (pairwise independent).

A/@/C 2 M“@’é“é!?g ?4_[
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Spojitost pravdépodobnosti

Véta
Necht pro mnoZiny z prostoru jevu plati

Al CACA3C---
aA=UX,A;. Pak plati
P(A) = lim P(A)).

I—00

> A, C {P,O}Y, A, = mezi prvnimi n hody pad| aspon
jednou orel.



Borel-Cantelliho lemma

Véta
Necht jevy A1, A, ... spinuji P(A;) = p; > 0 pro kaZdé i.
Oznacme Nic jev ,nenastal Zadny z jevi {A;} “ a Inf jev
,hastalo nekonecné mnoho z jevi {A;} "

1. Pokud); pj < oo, tak P(Inf) = 0.

2. Pokud jsou jevy A1, Ao, ... nezavislé a); p; = oo, tak
P(Nic) =0, P(Inf) = 1.
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