
Blokové kódy a konvolu£ní kódy

Lineární blokové kódování je lineární zobrazení ϕ : Fb → Fc. Blokový kód C
s parametry (b, c) je potom mnoºina v²ech kódových slov, tedy p°íslu²ný obraz
Fb, který je b-dimenzionálním podprostorem Fc. Kód C sám o sob¥ ur£uje n¥které
vlastnosti kódování, ale samoz°ejm¥ nede�nuje kódovací zobrazení ϕ, které m·ºeme
nejlépe zadat generující maticí G, jejíº °ádky {g1, g2, . . . , gb} tvo°í n¥jaká báze kódu.
Volba báze tedy p°i°azuje danému kódu ur£ité kódování ϕ de�nované hodnotami
ϕ(ei) = gi a pro libovolné u ∈ Fb spl¬ující ϕ(u) = uG.

Pozn.: Parametry kódu se obvykle zna£í písmeny (n, k). V t¥chto p°edná²kách
budeme pouºívat (b, c) a písmena n a k u²et°íme pro jiné ú£ely.

Kódovaná zpráva je typicky del²í neº jeden blok, skládá se z více blok·. Zprávu
tedy m·ºeme povaºovat za nekone£nou posloupnost blok· u0, u1, . . . (v p°ípad¥
kone£né zprávy s kone£ným po£tem nenulových blok·), která je zobrazena na
posloupnost v0, v1, . . . , kde vi = uiG. Je uºite£né dovolit, aby byla zpráva indexována
po£ínaje libovolným celým £íslem z. To odpovídá situaci, kdy zpráva za£íná jindy
neº v £ase nula. Proto se z nazývá zpoºd¥ní zprávy. Zpráva za£ínající záporným
£íslem má �záporné zpoºd¥ní� , má za£átek v minulosti. Zpráva ov²em musí mít
za£átek vºdy, zprávy p°icházející z �nekone£né minulosti� neuvaºujeme.

Klí£ovým krokem je reprezentace posloupnosti u = (ui)
∞
i=z, z ∈ Z, pomocí její

generující °ady, tedy formální °ady u(D) =
∑∞

i=z uiD
i. Pozd¥ji budeme automaticky

p°edpokládat, ºe zpráva je dána svou °adou, a budeme proto °adu zjednodu²en¥
zna£it jako u, namísto u(D). Tato reprezentace poskytuje celou °adu uºite£ných
nástroj· pro manipulaci s danou posloupností. Nejjednodu²²ím z nich je fakt, ºe
posloupnost za£ínající o jeden £asový interval pozd¥ji neº u, je dána °adou u(D)D.

Pozn.: To také vysv¥tluje, pro£ se v teorii kód· pouºívá formální prom¥nná
D (na rozdíl od v algeb°e obvyklej²ího x): prom¥nnou D lze totiº chápat jako
�operátor zpoºd¥ní� , anglicky delay. My²lenka reprezentace posloupnosti °adou
se n¥kdy v literatu°e nazývá �Hu�manova D-transformace� .

�ady, které jsme de�novali, se nazývají formální Laurentovy °ady. Takové °ady
s indexy z mnoºiny R a s formální prom¥nnou D se zna£í R((D)). Na²e °ada u(D)
je tedy prvkem Fb((D)), indexy jsou b-tice. M·ºeme ji ale také chápat jako b-tici
prvk· F((D)), tedy jako prvek F((D))b. Základní výhoda tohoto chápání spo£ívá v
tom, ºe F((D)) je t¥leso a celá (i nekone£ná) zpráva se tak stává prvkem kone£n¥
dimenzionálního vektorového prostoru, stejn¥ jako jeden blok blokového kódu.

∗

T¥leso F((D)) zast°e²uje struktury, se kterými budeme pracovat:

• Formální Laurentovy °ady (nad t¥lesem F a s prom¥nnou D), tvo°í t¥leso,
které zna£íme F((D)), s b¥ºným násobením, které odpovídá konvoluci posloupností
prvk· F:

(u ? v)k =
∑
i∈Z

ui · vk−i.

Uvedená suma je pro kaºdé k dob°e de�novaná, protoºe díky kone£nému
zpoºd¥ní obsahuje jen kone£ný po£et nenulových £len·. Inverzní prvek lze
v t¥lese F((D)) najít pomocí postupu známého jako �dlouhé d¥lení� .
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• T¥leso Laurentových formálních °ad obsahuje podokruh formálních mocninných
°ad F[[D]], jehoº prvky mají nezáporné zpoºd¥ní. Odpovídající posloupnosti
se také nazývají kauzální. Invertibilní jsou v F[[D]] práv¥ °ady s nulovým
zpoºd¥ním. (Dokaºte.)

• V podokruhu F[D] polynom· jsou invertibilní pouze nenulové prvky t¥lesa
F. (Dokaºte.)

• Laurentovy °ady s kone£ným po£tem nenulových koe�cient· se nazývají
Laurentovy polynomy nebo °ady kone£né váhy a zna£í se F[D,D−1]. Invertibilní
jsou zde práv¥ v²echny (nenulové) monomy. (Dokaºte.)

• Podobn¥ zna£íme °ady, které neobsahují ºádné nenulové koe�cienty s kladným
indexem (a kone£ný po£et nenulových koe�cient· s indexem men²ím nebo
rovným nule) symbolem F[D−1]. I tyto �záporné polynomy� tvo°í podokruh.

• V²imn¥te si, ºe analogické struktury F[[D−1]] a F((D−1)), tedy °ady tvaru∑∞
i=z uiD

−i, nejsou podmnoºinou F((D)).
• D·leºitým podt¥lesem je t¥leso F(D) racionálních funkcí, tedy Laurentovy
°ady, které lze napsat jako podíl polynom·:

F(D) =

{
p

q

∣∣∣∣ p ∈ F[D], 0 6= q ∈ F[D]

}
• Racionální funkce, které jsou sou£asn¥ formálními °adami, se nazývají realizovatelné.
To jsou práv¥ ty funkce (ukaºte!), které lze zapsat jako podíl polynom· p/q,
kde absolutní £len polynomu q je nenulový.

Název �realizovatelné funkce� a jejich význam pro konvolu£ní kódy spo£ívá
v tom, ºe násobení °ady realizovatelnou funkcí lze fyzicky realizovat obvodem
podobným lineárnímu posuvnému registru se zp¥tnou vazbou (známým jako LFSR
z ang. Linear Feedback Shift Register).

∗

Vra´me se k na²í generující matici blokového kódu G. Tato matice (tvaru b× c)
de�nuje nejen lineární zobrazení Fb → Fc, ale také lineární zobrazení F((D))b →
F((D))c. Zavedené struktury tedy umoº¬ují vyjád°it zakódování celé zprávy �na-
jednou� . To samoz°ejm¥ není pro blokový kód p°íli² zajímavé, je to jen jiné (a asi
zbyte£n¥ sloºité) vyjád°ení faktu, ºe se zpráva d¥lí na bloky a ty se kódují jeden po
druhém. M·ºeme v²ak nyní snadno de�novat konvolu£ní kód a konvolu£ní kódování
jako zobecn¥ní kódování blokového.

De�nice. • Konvolu£ním kódem s parametry (b, c) rozumíme podprostor C ⊆
F((D))c dimenze b, který má n¥jakou bázi v F(D)c.

• Matici G, jejíº v²echny indexy jsou realizovatelné funkce a jejiº °ádky tvo°í
bázi C, nazýváme generující maticí konvolu£ního kódu C.

• Generující matice de�nuje vztahem ϕ(u) = uG konvolu£ní kódování, coº
je lineární zobrazení ϕ : F((D))b → F((D))c.

Poznámka ke zna£ení: Spodní indexy budeme jako vý²e pouºívat k ozna£ení
£asu (po°adového £ísla vstupu). Chceme-li zd·raznit, ºe vstup ui není prvek F ale
prvek Fb, budeme psát

⇀
u i. Pro j-tou sloºku

⇀
u∈ Fb budeme pouºívat zna£ení u(j).

Pro generující °ady posloupností a pro odpovídající matice budeme pouºívat tu£né
písmo. Vid¥li jsme, ºe °adu u m·ºeme chápat bu¤ jako prvek Fb((D)), nebo jako



prvek F((D))b. První p°ípad odpovídá v na²em zna£ení zápisu

u =

∞∑
i=z

⇀
u i D

i,

v druhém p°ípad¥ je u =
(
u(1),u(2), . . . ,u(b)

)
, kde

u(j) =

∞∑
i=z

u
(j)
i Di.
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