BLOKOVE KODY A KONVOLUCNI KODY

Linedrni blokové kédovdni je linearni zobrazeni ¢ : F® — F°. Blokovy kid C
s parametry (b,c) je potom mnozina vSech kédovych slov, tedy pfislusny obraz
F®, ktery je b-dimenzionalnim podprostorem F¢. Kéd C sdm o sobé ur¢uje nékteré
vlastnosti kodovani, ale samoziejmé nedefinuje kdédovaci zobrazeni o, které muzeme
nejlépe zadat generujici matici G, jejiz fadky {g1, g2, - - ., g» } tvori néjaka baze kodu.
Volba baze tedy pfifazuje danému kodu urcité kddovéani ¢ definované hodnotami
¢(ei) = gi a pro libovolné u € F® spliwjici ¢(u) = uG.

Pozn.: Parametry kodu se obvykle znad¢i pismeny (n, k). V téchto pfednaskach
budeme pouzivat (b,c) a pismena n a k uSet¥ime pro jiné ucely.

Kodovana zpréva je typicky delsi nez jeden blok, sklada se z vice bloki. Zpravu
tedy muZeme povazovat za nekonetnou posloupnost bloka wg,uy,... (v p¥ipadé
kone¢né zpravy s konenym poctem nenulovych blokd), kterd je zobrazena na
posloupnost vg, vy, . . ., kde v; = u;G. Je uziteéné dovolit, aby byla zprava indexovéna
pocinaje libovolnym celym ¢islem z. To odpovida situaci, kdy zpréva zacina jindy
nez v Case nula. Proto se z nazyva zpoZdéni zpravy. Zpréva zacinajici zdpornym
¢islem ma ,,zadporné zpozdéni“, ma zacitek v minulosti. Zprava oviem musi mit
zacatek vzdy, zpravy prichazejici z ,,nekone¢né minulosti neuvazujeme.

Kli¢ovym krokem je reprezentace posloupnosti u = (u;)$2

X ., # € Z, pomoci jeji
generugici fady, tedy formalni fady u(D) = Y .2 u;D". Pozdgji budeme automaticky
predpokladat, Ze zprava je dana svou fadou, a budeme proto fadu zjednodusené
znalit jako u, namisto u(D). Tato reprezentace poskytuje celou fadu uZite¢nych
néstroju pro manipulaci s danou posloupnosti. Nejjednodussim z nich je fakt, ze

posloupnost za¢inajici o jeden Casovy interval pozdé&ji nez u, je dana fadou u(D)D.

Pozn.: To také vysvétluje, pro¢ se v teorii kodi pouZiva forméalni proménna
D (na rozdil od v algebfe obvyklejsiho z): proménnou D lze totiz chapat jako
yoperator zpozdéni“, anglicky delay. MyS§lenka reprezentace posloupnosti fadou
se nékdy v literatufe nazyva ,Huffmanova D-transformace”.

ﬁady, které jsme definovali, se nazyvaji formdalni Laurentovy fady. Takové fady
s indexy z mnoziny R a s formélni proménnou D se zna¢i R((D)). Nage fada u(D)
je tedy prvkem F°((D)), indexy jsou b-tice. MuZeme ji ale také chapat jako b-tici
prvki F((D)), tedy jako prvek F((D))’. Zékladni vyhoda tohoto chapani spociva v
tom, Ze F((D)) je t&leso a cela (i nekone¢nd) zpréava se tak stava prvkem kone¢né
dimenzionélniho vektorového prostoru, stejné jako jeden blok blokového kédu.

*

Téleso F((D)) zastfesuje struktury, se kterymi budeme pracovat:

e Formalni Laurentovy fady (nad t&lesem F a s proménnou D), tvoii téleso,

které znacime F((D)), s b&znym nasobenim, které odpovida konvoluci posloupnosti

prvka F:
(uxv) = Zul “Ug—i
€L
Uvedené suma je pro kazdé k dobie definovana, protoze diky kone¢nému
zpozdéni obsahuje jen kone¢ny pocet nenulovych ¢lent. Inverzni prvek lze
v télese F((D)) najit pomoci postupu zndmého jako ,,dlouhé déleni“.
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e Téleso Laurentovych formalnich fad obsahuje podokruh forméalnich mocninnych

fad F[[D]], jehoZz prvky maji nezaporné zpozdéni. Odpovidajici posloupnosti
se také nazyvaji kauzdlni. Invertibilni jsou v F[[D]] pravé fady s nulovym
zpozdénim. (Dokazte.)

e V podokruhu F[D] polynomu jsou invertibilni pouze nenulové prvky t&lesa
F. (Dokazte.)

e Laurentovy fady s koneénym poc¢tem nenulovych koeficientt se nazyvaji

Laurentovy polynomy nebo Fady konecné vihy a znaci se F[D, D~1]. Invertibilni

jsou zde pravé viechny (nenulové) monomy. (Dokazte.)
e Podobné znacime rady, které neobsahuji Zadné nenulové koeficienty s kladnym
indexem (a kone¢ny pocet nenulovych koeficientii s indexem mensim nebo
rovnym nule) symbolem F[D~1]. I tyto ,,zaporné polynomy* tvoif podokruh.
e Vsimnéte si, ze analogické struktury F[[D~1]] a F((D~1)), tedy fady tvaru
o2 u;D™*, nejsou podmnozinou F((D)).
e Dilezitym podtélesem je t&leso F(D) raciondlnich funkei, tedy Laurentovy
tady, které 1ze napsat jako podil polynomii:

F(D) = { 2 ] p € FIDL0 # q € FID)}

e Racionalni funkce, které jsou soucasné formalnimi fadami, se nazyvaji realizovatelné.

To jsou prave ty funkce (ukazte!), které lze zapsat jako podil polynomt p/q,
kde absolutni ¢len polynomu q je nenulovy.

Nézev ,realizovatelné funkce“ a jejich vyznam pro konvoluéni koédy spociva
v tom, ze nasobeni fady realizovatelnou funkci lze fyzicky realizovat obvodem
podobnym linedrnimu posuvnému registru se zp&tnou vazbou (zndmym jako LFSR
z ang. Linear Feedback Shift Register).

*

Vratme se k nasi generujici matici blokového kodu G. Tato matice (tvaru b X c)
definuje nejen linearni zobrazeni F* — F¢, ale také linearni zobrazeni F((D))* —
F((D))c. Zavedené struktury tedy umoziuji vyjadrit zakédovani celé zpravy ,na-
jednou“. To samoziFejmé neni pro blokovy kod pfili§ zajimavé, je to jen jiné (a asi
zbytecneé slozité) vyjadieni faktu, Ze se zprava déli na bloky a ty se koduji jeden po
druhém. MuZeme v8ak nyni snadno definovat konvoluéni koéd a konvoluéni kédovani
jako zobecnéni kédovéani blokového.

Definice. o Konvoluc¢nim kédem s parametry (b, ¢) rozumime podprostor C C
F((D))¢ dimenze b, ktery ma né&jakou bazi v F(D)°.
e Matici G, jejiz v8echny indexy jsou realizovatelné funkce a jejiz fadky tvori
bazi C, nazyvame generujici matici konvolu¢niho kédu C.
e Generujici matice definuje vztahem ¢(u) = uG konvolucéni kédovdni, coz
je linedrni zobrazeni ¢ : F((D))” — F((D))°.

Poznamka ke znaceni: Spodni indexy budeme jako vySe pouzivat k oznaceni
¢asu (poradového &sla vstupu). Cheeme-li zdiraznit, Ze vstup w; neni prvek F ale
prvek Fb, budeme psat ;. Pro j-tou slozku ue F® budeme pouzivat znaceni u@).
Pro generujici fady posloupnosti a pro odpovidajici matice budeme pouzivat tuéné
pismo. Vidéli jsme, Ze fadu u mizeme chépat bud jako prvek F°((D)), nebo jako



prvek F((D))b. Prvni piipad odpovidé v na§em znaceni zapisu

[e%S)
u = E Uy DZ,
1=z

v druhém piipads je u = (u(l), u®, .. u®), kde

ul) = Zugj)Di.
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