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Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina
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Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+1Iy...algebraicky tvar z,
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Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+1Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz
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Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+1Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp+isiny)

elv
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

zeC = z=|z|e¥
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina
zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz
zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z
el

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z
¢ ...argument z (arg 2)
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina
zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz
zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z
el

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z

¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z
¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+Ily = Z=x-—1y,
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z
¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=x+ly = Z=x-1ly, |2] = V/X*+ )~
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z
¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+1ly = Z=x-1ly, |zl =\/X2+ Y3 |z?P=2-Z

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné



3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z

¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+ly = Z=x—ly,|z| = /X2 y2 |zP=2-Z
Moivreova véta:
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z

¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+ly = Z=x—ly,|z| = /X2 y2 |zP=2-Z
Moivreova véta: (cos ¢ + ising)" = cos(ny) + isin(ny)

-

'

~
(eitp )n eine
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z

¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+ly = Z=x—ly,|z| = /X2 y2 |zP=2-Z
Moivreova véta: (cos ¢ + ising)" = cos(ny) + isin(ny)

-

'

~
(eitp )n eine

= |27
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina

zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z

elv

ze€C = z=|z|€...exponenciani tvar z

¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+ly = Z=x—ly,|z| = /X2 y2 |zP=2-Z
Moivreova véta: (cos ¢ + ising)" = cos(ny) + isin(ny)

-

'

~
(eitp )n eine

= |27 =[(|z|e*)"]
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina
zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z
N———
. el'kp

zeC = z=|z|€¥...exponenciani tvar z

¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+1ly = Z=x-1ly, |zl =\/X2+ Y3 |z?P=2-Z
Moivreova véta: (cos ¢ + isin )" = cos(ny) + isin(ny)

-

vV vV
(eitp )n eine

= |27 =|(1z|€"¥)"] = |2|"|€"]
~——

=1
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina
zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z
N———
. el'kp

zeC = z=|z|€¥...exponenciani tvar z

¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+1ly = Z=x-1ly, |zl =\/X2+ Y3 |z?P=2-Z
Moivreova véta: (cos ¢ + isin )" = cos(ny) + isin(ny)

-

vV vV
(eitp )n eine

= |27 =|(z|€¥)"| = |2|"|€"™] =|2I"
~——

=1
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3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina
zeC = z=x+Iy...algebraicky tvar z,
x=Rez,y=Imz

zeC = z=|z|(cosp + isinyp) ...goniometricky tvar z
N———
. el'kp

zeC = z=|z|€¥...exponenciani tvar z

¢ ...argument z (arg z) (neni urCen jednoznacné!)
Z=X+1ly = Z=x-1ly, |zl =\/X2+ Y3 |z?P=2-Z
Moivreova véta: (cos ¢ + isin )" = cos(ny) + isin(ny)

-

'

(el::)n . eine
= |2 = [(|z|€"%)"] = |2|"|&"™| = |z|"
——

=1
‘ez| — ‘ex . e/y| — ‘ex| — eRez
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RozsSifena komplexni rovina = sféra:

C* :=CU{o0}
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RozsSifena komplexni rovina = sféra:

Zavadime jediné komplexni nekonecno.

C* :=CU{o0}
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RozsSifena komplexni rovina = sféra:
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
B Z, > 00 < |Z;| = +o0o,

C* :=CU{o0}
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RozsSifena komplexni rovina = sféra:

Zavadime jediné komplexni nekonecno.

B Z, > 00 < |Z;| = +o0o,

C* :=CU{o0}

Zp— o0 <= 1/z,—0
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.

W Z,— 00 < [Zp| &> 400, Zy—> 00 < 1/2,—0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.

W Z,— 00 < [Zp| &> 400, Zy—> 00 < 1/2,—0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.

W Z,— 00 < [Zp| &> 400, Zy—> 00 < 1/2,—0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ, > 00 < |Z| > 400, Zp— 00 <= 1/2,—=0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:
m f(x) = fi(x) + if(x), )|(ILT1a f(x) = )|(ILT1a fi(x) + /)I(lg]a f>(x)
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ, > 00 < |Z| > 400, Zp— 00 <= 1/2,—=0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:
m f(x) = fi(x) + i(x), Iim f(x) = Iim fi(x)+i Iim f>(x)

m f(x) = f{(x) + if(x ff dx_ff1 dx+/ff2 dx
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ, > 00 < |Z| > 400, Zp— 00 <= 1/2,—=0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:
m f(x) = fi(x) + i(x), Iim f(x) = Iim fi(x)+i Iim f>(x)

m f(x) = f{(x) + if(x ff dx_ff1 dx+/ff2 dx

Komplexni funkce komplexni proménné, tj. f : C — C:
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ, > 00 < |Z| > 400, Zp— 00 <= 1/2,—=0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:
m f(x) = fi(x) + i(x), Iim f(x) = Iim fi(x)+i Iim f>(x)

m f(x) = f{(x) + if(x ff dx_ff1 dx+/ff2 dx

Komplexni funkce komplexni proménné, tj. f : C — C:
mf(2) =fi(z)+ if(2), z=x+y,
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.

W Z,— 00 < [Zp| &> 400, Zy—> 00 < 1/2,—0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:
m f(x) = fi(x) + i(x), Iim f(x) = Iim fi(x)+i Iim fg(X)
m f'(x) = f{(x) + ify(x ff dx_ff1 dx+/ff2
Komplexni funkce komplexni proménné, tj. f : C — C:
mf(z)=H(2)+ik(2),z=x+1y, f(2) = fi(x,y) + it(X,y)
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ, > 00 < |Z| > 400, Zp— 00 <= 1/2,—=0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:

Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:
m f(x) = fi(x) + i(x), Iim f(x) = Iim fi(x)+i Iim fg(X)
m f'(x) = f{(x) + ify(x ff dx_ff1 dx+/ff2

Komplexni funkce komplexni proménné, tj. f : C — C:
mf(z)=H(2)+ik(2),z=x+1y, f(2) = fi(x,y) + it(X,y)

m Jaky je vztah (napfiklad) mezi f(z) a 3¢, 9, S&, Zk?
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Roz8ifend komplexni rovina = sféra: C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ, > 00 < |Z| > 400, Zp— 00 <= 1/2,—=0
BmZ,=X,t+iyp—~a+ibeC <= x,—a& y,—b

Pozor na zasadni rozdil:

Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:
m f(x) = fi(x) + i(x), Iim f(x) = Iim fi(x)+i Iim fg(X)
m f'(x) = f{(x) + ify(x ff dx_ff1 dx+/ff2

Komplexni funkce komplexni proménné, tj. f : C — C:
mf(z)=H(2)+ik(2), z=x+1y, f(2) = fi(x,y) + ik(x,y)
m Jaky je vztah (napfiklad) mezi f(z) a 5t 9, S, %22 A co

integral? dz = d(x + iy)?
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(Konec opakovani.)

«AO>» «Fr «=)r «E» DA



(Konec opakovani.)

Necht pro w € C je funkce f : C — C definovana alespon na
néjakém okoli U°(w) := {z € C,|z — w| < §}.




3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

(Konec opakovani.)

Definice
Necht pro w € C je funkce f : C — C definovana alespon na
néjakém okoli U°(w) := {z € C,|z — w| < ¢}. Pokud existuje
(vlastni) limita
im f(z) — f(w)
zZ—w zZ— W
fikdme, Ze f ma v bodé w (komplexni) derivaci A. Znacime

9 (w) nebo f'(w).

=AeC,

(1)
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

(Konec opakovani.)

Definice

Necht pro w € C je funkce f : C — C definovana alespon na
néjakém okoli U°(w) := {z € C,|z — w| < ¢}. Pokud existuje
(vlastni) limita

im f(z) — f(w)

zZ—w zZ— W

fikdme, Ze f ma v bodé w (komplexni) derivaci A. Znacime

9 (w) nebo f'(w).

=AeC,

(1)

Pozn. Komplexni derivace je komplexni Cislo.
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

(Konec opakovani.)

Definice
Necht pro w € C je funkce f : C — C definovana alespon na
néjakém okoli U°(w) := {z € C,|z — w| < ¢}. Pokud existuje
(vlastni) limita
im f(z) — f(w)
zZ—w zZ— W
fikdme, Ze f ma v bodé w (komplexni) derivaci A. Znacime

9 (w) nebo f'(w).

=AecC, (1)

Pozn. Komplexni derivace je komplexni Cislo. Nekone¢nou
derivaci nedefinujeme, v C uvazujeme pouze konecné derivace.
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m Necht existuje f'(z), z=x + iy, f = f; + ifo.




m Necht existuje f'(z), z = x + iy, f = f; + if,. Potom
vz =[x, y] plati tzv. C-R podminky:

ofy of

8f2
V)=

of
2(x,y), —

dy 3y oY) =

KXV @




3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Véta 3.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky)
m Necht existuje f'(z), z = x + iy, f = f; + if,. Potom
v z =[x, y] plati tzv. C-R podminKy:

of

o
8X(X7.y) — 9.,

oy

of

8y(xvy):__(x7y)' (2)

(x,¥),

m Bud'te fi(x, y), f(x, y) funkce tfidy C' v bodé [x, y], splriujici
v tomto bodé C-R podminky (2).
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Véta 3.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky)

m Necht existuje f'(z), z = x + iy, f = f; + if,. Potom
v z =[x, y] plati tzv. C-R podminKy:

o, o

o
8X(X7.y)__ 8}/

8}/ (va):__(x7y)' (2)

(x,¥),

m Bud'te fi(x, y), f(x, y) funkce tfidy C' v bodé [x, y], splriujici
v tomto bodé C-R podminky (2). Potom funkce
f(z) .= fi(x,y)+ ik(x,y) ma v bodé z = x + iy komplexni
derivaci a plati

_of of,

f/(Z) 8X(X7y)_I@(X7y)

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné




3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Véta 3.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky)

m Necht existuje f'(z), z = x + iy, f = f; + if,. Potom
v z =[x, y] plati tzv. C-R podminKy:

o, o

o
8X(X7.y)__ 8}/

8}/ (va):__(x7y)' (2)

(x,¥),

m Bud'te fi(x, y), f(x, y) funkce tfidy C' v bodé [x, y], splriujici
v tomto bodé C-R podminky (2). Potom funkce
f(z) .= fi(x,y)+ ik(x,y) ma v bodé z = x + iy komplexni
derivaci a plati

o
- Ox

o, oh oy
(X7y) - I_(X7y) - @(Xny)—i_la_x(xvy)' (3)

f'(2) oy
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je holomorfni
(fikame téz analyticka) v bodé z € C, pokud existuje okoli
U(z) bodu z takové, ze f ma komplexni derivaci pro
vSechna w € U(z).
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je holomorfni
(fikame téz analyticka) v bodé z € C, pokud existuje okoli
U(z) bodu z takové, ze f ma komplexni derivaci pro
vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze funkce
f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f holomorfni v
kazdém bodeé Q.
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je holomorfni
(fikame téz analyticka) v bodé z € C, pokud existuje okoli
U(z) bodu z takové, ze f ma komplexni derivaci pro
vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze funkce
f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f holomorfni v
kazdém bodé Q. V takovém pfipadé piSeme f € H(Q).
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je holomorfni
(fikame téz analyticka) v bodé z € C, pokud existuje okoli
U(z) bodu z takové, ze f ma komplexni derivaci pro
vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze funkce
f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f holomorfni v
kazdém bodé Q. V takovém pfipadé piSeme f € H(Q).

m Bud M c C jakakoli mnozina.
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je holomorfni
(fikame téz analyticka) v bodé z € C, pokud existuje okoli
U(z) bodu z takové, ze f ma komplexni derivaci pro
vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze funkce
f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f holomorfni v
kazdém bodé Q. V takovém pfipadé piSeme f € H(Q).

m Bud M c C jakékoli mnozina. Reknu, Ze funkce f je
holomorfni (analyticka) na M (f € H(M)),
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je holomorfni
(fikame téz analyticka) v bodé z € C, pokud existuje okoli
U(z) bodu z takové, ze f ma komplexni derivaci pro
vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze funkce
f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f holomorfni v
kazdém bodé Q. V takovém pfipadé piSeme f € H(Q).

m Bud M c C jakékoli mnozina. Reknu, Ze funkce f je
holomorfni (analyticka) na M (f € H(M)), pokud existuje
oteviend mnoZina Q D M takova, ze f € H(Q).
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je holomorfni
(fikame téz analyticka) v bodé z € C, pokud existuje okoli
U(z) bodu z takové, ze f ma komplexni derivaci pro
vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze funkce
f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f holomorfni v
kazdém bodé Q. V takovém pfipadé piSeme f € H(Q).

m Bud M c C jakékoli mnozina. Reknu, Ze funkce f je
holomorfni (analyticka) na M (f € H(M)), pokud existuje
oteviend mnoZina Q D M takova, ze f € H(Q).

m Je-li f € H(C), fikame, ze f je cela funkce.
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m Necht f € H(U(2)),z=x+ iy, f=f + if,,




m Necht f € H(U(2)),z=x+ iy, f=f + if,,
fi, o € C3(U(X, ¥))-




m Necht f € H(U(2)),z=x+ iy, f=f + if,,
fi, f, € C3(U(x,y)). Potom

Aff =0, AhL=0 vlU(x,y),

ij. fi a f, jsou harmonické v (x,y).




3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Lemma 3.2 (souvislost holomorfnich a harmonickych funkci)

m Necht'f e H(U(z2)), z=x+iy, f=fi +ib,
fi, &, € C3(U(x,y)). Potom

Aff =0, AhL=0 vU(x,y),

ij. fi a f, jsou harmonické v (x,y).
m Necht' f € C3(U(x,y)), Af =0 vU(x,y).
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Lemma 3.2 (souvislost holomorfnich a harmonickych funkci)

m Necht'f e H(U(z2)), z=x+iy, f=fi +ib,
fi, &, € C3(U(x,y)). Potom

Aff =0, AhL=0 vU(x,y),

ij. fi a f, jsou harmonické v (x,y).

m Necht f € C3(U(x, y)), Af = 0 vU(x, y). Potom existuji
funkce g, h € C2(U(x, y)) takové, Ze Ag =0 = Ah vU(x,y),
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3.1 Holomorfni funkce (pokraz)

Lemma 3.2 (souvislost holomorfnich a harmonickych funkci)

m Necht'f e H(U(z2)), z=x+iy, f=fi +ib,
fi, &, € C3(U(x,y)). Potom

Aff =0, AhL=0 vU(x,y),

ij. fi a f, jsou harmonické v (x,y).

m Necht f € C3(U(x, y)), Af = 0 vU(x, y). Potom existuji
funkce g, h € C2(U(x, y)) takové, Ze Ag =0 = Ah vU(x,y),
pricemz funkce f + ig, h+ if € H(U(z)), z=x+ iy.
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Cestou nebo téz po ¢astech hladkou kfivkou v C rozumime
spojité zobrazeni ¢ : (a, b) — C, pro které existuje déleni
a=xg <Xy <---<Xp=Db,pficemz prokazdé j=1,...,nje
funkce ¢ tfidy C' na (x;_1, X;).




3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téz po ¢astech hladkou krivkou v C rozumime
spojité zobrazeni ¢ : (a, b) — C, pro které existuje déleni
a=Xg <Xy <---<Xp=Db,pfiCemzprokazdé j=1,...,nje
funkce ¢ tfidy C' na (x_1, X;).

Poznamka
Podobné jako v definici kfivky v R” definujeme pojmy
geometricky obraz krivky (),
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téz po ¢astech hladkou krivkou v C rozumime
spojité zobrazeni ¢ : (a, b) — C, pro které existuje déleni
a=Xg <Xy <---<Xp=Db,pfiCemzprokazdé j=1,...,nje
funkce ¢ tfidy C' na (x_1, X;).

Poznamka
Podobné jako v definici kfivky v R” definujeme pojmy
geometricky obraz krivky (), po¢atecni bod krivky ¢(a),
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téz po ¢astech hladkou krivkou v C rozumime
spojité zobrazeni ¢ : (a, b) — C, pro které existuje déleni
a=Xg <Xy <---<Xp=Db,pfiCemzprokazdé j=1,...,nje
funkce ¢ tfidy C' na (x_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R” definujeme pojmy
geometricky obraz krivky (), po¢atecni bod krivky ¢(a),
koncovy bod kfivky ¢(b),
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téz po ¢astech hladkou krivkou v C rozumime
spojité zobrazeni ¢ : (a, b) — C, pro které existuje déleni
a=Xg <Xy <---<Xp=Db,pfiCemzprokazdé j=1,...,nje
funkce ¢ tfidy C' na (x_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R” definujeme pojmy
geometricky obraz krivky (), po¢atecni bod krivky ¢(a),
koncovy bod krivky ¢(b), uzaviena krivka (¢(a) = (b)),
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téz po ¢astech hladkou krivkou v C rozumime
spojité zobrazeni ¢ : (a, b) — C, pro které existuje déleni
a=Xg <Xy <---<Xp=Db,pfiCemzprokazdé j=1,...,nje
funkce ¢ tfidy C' na (x_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R” definujeme pojmy
geometricky obraz krivky (), po¢atecni bod krivky ¢(a),
koncovy bod krivky ¢(b), uzaviena krivka (¢(a) = (b)),
opacna krivka co,
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téz po ¢astech hladkou krivkou v C rozumime
spojité zobrazeni ¢ : (a, b) — C, pro které existuje déleni
a=Xg <Xy <---<Xp=Db,pfiCemzprokazdé j=1,...,nje
funkce ¢ tfidy C' na (x_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R” definujeme pojmy
geometricky obraz krivky (), po¢atecni bod krivky ¢(a),
koncovy bod kfivky (b), uzaviena krivka (p(a) = (b)),
opacna krivka ©p, soucet krivek ¢ & 1.
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nazyvame Krivku

Kladné orientovanou kruZnici o stredu w a poloméru r

«O>» «F>» « =

2L N4



Kladné orientovanou kruZnici o stfedu w a poloméru r
nazyvame kfivku o(t) = w + re, t € (0, 2x).

«O>» «F>» « =

2L N4



3.2 KFivkovy integral a primitivni funkce (okras,)

Priklad 1

Kladné orientovanou kruznici o stredu w a poloméru r
nazyvame krivku o(t) = w + re", t € (0, 2r). Orientovanou
useckou (w, z), w, z € C, nazyvame kfivku
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3.2 KFivkovy integral a primitivni funkce (okras,)

Priklad 1

Kladné orientovanou kruznici o stredu w a poloméru r
nazyvame kfivku ¢(t) = w + re, t € (0,2r). Orientovanou
useckou (w, z), w, z € C, nazyvame kfivku
o(t)=w+tz—w), te(0,1).
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Priklad 1

Kladné orientovanou kruznici o stredu w a poloméru r
nazyvame kfivku o(t) = w + re, t € (0,2r). Orientovanou
useckou (w, z), w, z € C, nazyvame kfivku
o(t)=w+tz—w), te(0,1).

Definice

Retézcem v C nazyvame vyraz tvaru o1 @ - - @ ¢p, kde ¢,
j=1,...,n,jsou cesty v C.
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Priklad 1

Kladné orientovanou kruznici o stredu w a poloméru r
nazyvame kfivku o(t) = w + re, t € (0,2r). Orientovanou
useckou (w, z), w, z € C, nazyvame kfivku
o(t)=w+tz—w), te(0,1).

Definice
Retézcem v C nazyvame vyraz tvaru o1 @ - - - @ @, kde ¢,

j=1,...,n,jsou cesty v C. Jsou-li vSechny cesty ¢;, j =1,...

uzavfené, nazyvame fetézec o1 @ - - - ® o, cyklem v C.
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Definice (kfivkovy integral v C)
Je-lipcestavCaf: (p) — C spojita funkce, definujeme
(krivkovy) integral funkce f podél ¢ predpisem

Lf:[pf(z) dz = /abf(w(t))w/(t) dt,

pokud integral vpravo existuje (napf. jako Lebesguelv).
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Definice (kfivkovy integral v C)
Je-lipcestavCaf: (p) — C spojita funkce, definujeme
(kfivkovy) integral funkce f podél ¢ predpisem
b
/ fo / f(2) dz = / F(o() /(1) dt, @)
® ® a

pokud integral vpravo existuje (napf. jako Lebesgueuv). Pro
fetézec resp. cykl definujeme kfivkovy integral jako soucet
integrall pres jednotlivé cesty, které fetézec resp. cykl tvori,
ma-li tento soucet smysl.
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m Je-lipcestav C,je L(p) := f: |©(t)| dt Ciselné rovna jeji
délce.




3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Poznamka

m Je-lipcestavC,je L(p f |©'(t)| dt Ciselné rovna jeji
délce.

m Hodnota kfivkového integralu v C je komplexni Cislo. Je-li ¢
cestav C,af: (p) — C spojita funkce, plati

‘/f‘ < L(p) - max [f(2)].
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Poznamka

m Je-lipcestavC,je L(p f |©'(t)| dt Ciselné rovna jeji
délce.

m Hodnota kfivkového integralu v C je komplexni Cislo. Je-li ¢
cestav C,af: (p) — C spojita funkce, plati

‘/ﬂ<L -max [1(2).

m Jsou-li nize uvedené integraly definovany, plati:

f:—/ﬁ /)f:/7+/f
Op ¥ POy @ P
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Je-li G C C oteviena mnozina a f : G — C je funkce. Funkci
F : G — C nazvu primitivni funkci k f na G, pokud plati
F'(z) = f(z) pro v8echna z € G. (Zde F’ znacCi komplexni
derivaci F).




3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Definice

Je-li G C C oteviend mnozina a f : G — C je funkce. Funkci
F : G — C nazvu primitivni funkci k f na G, pokud plati
F'(z) = f(z) pro vS8echna z € G. (Zde F’ znac¢i komplexni
derivaci F).

Lemma 3.3

Je-li G ¢ C oteviena mnozina, f : G — C spojita funkce a F je
primitivni funkce k f na G, pak pro kaZdou cestu ¢ : (a,b) — G
plati

[ 7= Fle0) ~Flo(a).

Specialné, je-li ¢ uzaviena cesta (resp. cykl), je fw f=0.
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3.2 KFivkovy integral a primitivni funkce (okras,)

Véta 3.4 (primitivni funkce a kfivkovy integral)
Necht' QQ C C je oblastvC a f: Q — C je spojita funkce. Pak
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

m Existuje primitivni funkce k f v celé oblasti 2.
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Véta 3.4 (primitivni funkce a kfivkovy integral)
Necht' QQ C C je oblastvC a f: Q — C je spojita funkce. Pak
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

m Existuje primitivni funkce k f v celé oblasti 2.

m Krivkovy integral z f v QQ nezavisi na ceste, tj. kdykoli jsou
v:(ab) - Qavy:(c d) — Q dve cesty takové, Ze
p(a) = y(c), p(b) = ¥(d), pak [ f= [, f.
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3.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (pokrac)

Véta 3.4 (primitivni funkce a kfivkovy integral)
Necht' QQ C C je oblastvC a f: Q — C je spojita funkce. Pak
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
m Existuje primitivni funkce k f v celé oblasti 2.
m Krivkovy integral z f v QQ nezavisi na ceste, tj. kdykoli jsou
v:(ab) - Qavy:(c d) — Q dve cesty takové, Ze
p(a) = y(c), p(b) = ¥(d), pak [ f= [, f.
m Pro kaZdou uzavienou cestu ¢ v 1 je fg) f=0.
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Rekneme, Zze mnozina M c C je hvézdovita, pokud existuje
takovy bod z € M, Ze pro kazdé w € M je UsecCka (z, w)
obsazena cela v M.




3.3 Cauchyova véta a Cauchylv vzorec

Definice

Rekneme, e mnozina M c C je hvézdovita, pokud existuje
takovy bod z € M, Ze pro kazdé w € M je Usecka (z, w)
obsazena celd v M.

Véta 3.5 (Cauchyova véta (pro hvézdovitou mnozinu))
Necht Q c C je oteviena hvézdovita mnoZina a ¢ uzaviena
cesta v Q. Je-li f € H(Q), pak [ f =0, atedy f ma primitivni
funkci v Q.
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Bud K/ (zy) .= {z € C,|z — 20| < r} kruh v komplexni roviné a
oznacéme v, () := 2o + re, t € (0, 2r) jeho kladné orientovany
obvod.




3.3 Cauchyova véta a Cauchyllv vzorec (pokras)

Véta 3.6 (Cauchyuv vzorec)
Bud' Ki(z0) :={z € C, |z — zy| < r} kruh v komplexni rovine a
oznacme v, (t) := zo + re", t € (0,2r) jeho kladné orientovany

obvod. Necht f € H(K;(2o)) (1. je holomorfni na otevieném okoli
tohoto kruhu).
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3.3 Cauchyova véta a Cauchyllv vzorec (pokras)

Véta 3.6 (Cauchyuv vzorec)

Bud K.(zy) :={z € C,|z — z| < r} kruh v komplexni roviné a
oznacme vz, ((t) := zp + re', t € (0,27) jeho kladné orientovany
obvod. Necht f € H(K;(2o)) (1j. je holomorfni na otevieném okoli

tohoto kruhu). Potom f ma v K(z,) derivace vdech radu, a pro
kazdé n € N a z € K/(z,) plati

| f
£n)(2) = 2% l # dw . (5)
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady

Véta 3.7 (mocninna fada v C)

Budte z,zy € C,a, € C,n=0,1,.... Potom existuje
R € (0, +o00) takoveé, Ze komplexni mocninna rada
> o @n(Z — 20)"
m absolutne konverguje k holomorfni funkci f uvniti kruhu
Kr(20) ={z € C,|z— 2| < R};
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady

Véta 3.7 (mocninna fada v C)

Budte z,zy € C,a, € C,n=0,1,.... Potom existuje
R € (0, +o00) takoveé, Ze komplexni mocninna rada
> o @n(Z — 20)"
m absolutne konverguje k holomorfni funkci f uvniti kruhu
Kr(20) ={z € C,|z— 2| < R};
m diverguje vné kruhu Kg(2o).
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady

Véta 3.7 (mocninna fada v C)
Budte z,zy € C,a, € C,n=0,1,.... Potom existuje
R € (0, +o00) takoveé, Ze komplexni mocninna rada
> o @n(Z — 20)"
m absolutne konverguje k holomorfni funkci f uvniti kruhu
Kr(20) ={z € C,|z— 2| < R};
m diverguje vné kruhu Kg(2o).
Pritom fadu "> , an(z — 20)" Ize uvniti Kr(2o) libovolnékrat
derivovat c¢len po Clenu a plati

fO(2) = f: apn(n—1)---(n—k+1)(z — 20)"* v Kg(2).
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Bud f € H(Kg(2)) pro R > 0.




Bud f € H(Kg(z)) pro R > 0. Potom existuji a, € C, Ze
f(2) =) an(z—2)", z¢c Ka(z), (6)
n=0

prficemZ fada v (6) absolutné konverguje v Kg(2o).




3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Véta 3.8 (Taylorova fada v C)
Bud f € H(Kg(2)) pro R > 0. Potom existuji a, € C, Ze

f(2) =) an(z—2)", z¢c Ka(z),
n=0
pricemz fada v (6) absolutné konverguje v Kr(2). Navic je

f(”)(zo)
@ =

, n=0,1,...

a tedy rada (6) je Taylorovou fadou funkce f na kruhu Kg(z).
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o



mProze€C,a,cC,n=-1,-2,...,definujme
—1
n=—oo

—1

n=—N

D an(z—2)" = Jim > an(z - z0)"

pro vS8echna z € C, pro které existuje limita vpravo.

«O>» «F>» « =

2L N4




3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Definice
mProzeC,a,eC,n=-1,-2,..., definujme

—1 —1

n._ L n
Z an(z — 20)" := A}@w Z an(z — 2o)
Nn=—o00 n=—N

pro vS8echna z € C, pro které existuje limita vpravo.

m Pro z, € C, a, € C, n € Z, definujme zobecnénou
mochninnou fadu

(o9 —1

Z an(z—2))" = Z an(z —20)" + i an(z — 20)"

n=—oo n=—oo n=0

pro vS8echna z € C, pro které ma soucet vpravo smysl.
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (pokrac)

Definice

Budte 20 € C,a, € C,ne Z,abud > ° _ a,(z— z)"
zobecnéna mocninna fada. Radu Z;;_Oo an(z — zp)" nazyvame
hlavni ¢ast, afadu > ”, a,(z — z)" nazyvame regularni ¢ast

zobecnéné mocninné fady > 7 an(z — 2p)".
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Véta 3.9 (zobecnéna mocninna fada v C)

Bud'te z,zy € C, a, € C, n € Z. Potom existuji r, R € (0, +0),
takova, Ze zobecnéna mocninnd fada > an(z — Z)"

nN=—oo
m absolutné konverguje k holomorfni funkci f uvnitf
mezikruZi K, g(20) = {z € C,r < |z— 2| < R};
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Véta 3.9 (zobecnéna mocninna fada v C)

Bud'te z,zy € C, a, € C, n € Z. Potom existuji r, R € (0, +0),
takova, Ze zobecnéna mocninnd fada > an(z — Z)"

nN=—oo
m absolutné konverguje k holomorfni funkci f uvnitf
mezikruZi K, g(20) = {z € C,r < |z— 2| < R};

m diverguje vné mezikruZi K, g(2o).
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Véta 3.9 (zobecnéna mocninna fada v C)
Bud'te z,zy € C, a, € C, n € Z. Potom existuji r, R € (0, +0),
takova, Ze zobecnéna mocninnd fada > an(z — Z)"

nN=—oo
m absolutné konverguje k holomorfni funkci f uvnitf
mezikruZi K, g(20) = {z € C,r < |z— 2| < R};
m diverguje vné mezikruZi K, g(2o).
Pritom fadu )" an(z — zo)" Ize uvnitf mezikruZi K. r(zp)
libovolnékrat derivovat ¢len po cClenu a plati

(e}

fN(2)= > amn(n-1)---(n—k+1)(z2 — 20)"* v K, a(20).

n=—oo
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Bud'f € H(K; r(20)) pro R >r > 0.




3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (pokrac)

Véta 3.10 (Laurentova fada v C)
Bud' f € H(K; r(2)) pro R > r > 0. Potom existuji a, € C, Ze

o0

f(z)= > anz—2)", z€Kna(z) (8)

n=—oo

pricemz rada vpravo absolutne konverguje v mezikruZi K; gr(zp).
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Véta 3.10 (Laurentova fada v C)
Bud' f € H(K; r(2)) pro R > r > 0. Potom existuji a, € C, Ze

o0

f(z)= > anz—2)", z€Kna(z) (8)

n=—oo

pricemz rada vpravo absolutné konverguje v mezikruzi K; g(zo).
Navic je
1 f(w)
_ _ W)
an= 5 /vzw ( 20 aw VneZ, (9)

kde vz, ,(t) = zo + o€, t € (0,27) je obvod kruhu o poloméru
o € (r.R).
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Véta 3.10 (Laurentova fada v C)
Bud' f € H(K; r(2)) pro R > r > 0. Potom existuji a, € C, Ze

o0

f(z)= > anz—2)", z€Kna(z) (8)

n=—oo

pricemz rada vpravo absolutné konverguje v mezikruzi K; g(zo).
Navic je

_ f(w)
an—%/yzgmdw VnEZ, (9)

kde vz, ,(t) = zo + o€, t € (0,27) je obvod kruhu o poloméru
€ (r, R). Radu (8) nazyvame Laurentovou Fadou funkce f na
meZ/kru 2( K- r(2 )
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3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Poznamka
Porovnanim Cauchyova vzorce (5) pro zp a v, ., 1.

n! f(w)
f(n)(Zo):%L (e g W neNU{o),
20,0

a vzorce pro Laurentovy koeficienty (9). tj.

a 2”i /’YZO’Q (”’ ZO)n 1 dW’ e ’

dostaneme
B f(n)( z)

=" ne NU{0}.
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Specialnim pripadem mezikruzi je prstencové okoli bodu:
Pr(a)=Kor(a)={zeC;0<|z—a <r}.




Specialnim pFipadem mezikruzi je prstencové okoli bodu:

Pr(a) = Kor(a) ={z€C;0<|z—al <r}. Je-litedy

f € H(P(a)), Ize ji podle pfedchozi véty rozvinout do Laurentovy
fady na P(a).




3.4 Taylorovy a Laurentovy fady (eokrac)

Poznamka

Specialnim pripadem mezikruzi je prstencové okoli bodu:

P'(a) = Kos(@) ={z€C; 0<|z—a <r}. Je-litedy

f € H(P(a)), Ize ji podle pfedchozi véty rozvinout do Laurentovy
fady na P(a). Této situaci tzv. izolované singularity se budeme
vénovat v nasledujicim paragrafu podrobné;ji.

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné




Bod a € C nazvu izolovanou singularitou funkce f, pokud
f € H(P(a)).




Bod a € C nazvu izolovanou singularitou funkce f, pokud
f € H(P(a)).

Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu




Bod a € C nazvu izolovanou singularitou funkce f, pokud
f € H(P(a)).

Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu

m odstranitelnou singularitou, pokud existuje
lim,_,,f(2) € C;




3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta

Definice

Bod a € C nazvu izolovanou singularitou funkce f, pokud
f e H(P(a)).

Definice
Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu

m odstranitelnou singularitou, pokud existuje
lim,_,,f(z) € C;
m polem, pokud existuje lim,_,, f(z) = oo;
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta

Definice

Bod a € C nazvu izolovanou singularitou funkce f, pokud
f e H(P(a)).

Definice
Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu

m odstranitelnou singularitou, pokud existuje
lim,_,,f(z) € C;

m polem, pokud existuje lim,_,, f(z) = oo;

m podstatnou singularitou, pokud neexistuje lim,_,, f(2).
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Véta 3.11 (o odstranitelné singularité)

Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
je ekvivalentni:

@ a < C je odstranitelnou singularitou funkce f;
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.11 (o odstranitelné singularité)

Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
je ekvivalentni:

@ a < C je odstranitelnou singularitou funkce f;
@ f je omezena na neéjakém prstencovém okoli bodu a c C;
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.11 (o odstranitelné singularité)

Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
je ekvivalentni:

@ a < C je odstranitelnou singularitou funkce f;
@ f je omezena na neéjakém prstencovém okoli bodu a c C;

© [ Ize spojité dodefinovat v bodé a € C (limitou), a poté je f
holomorni v a;
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.11 (o odstranitelné singularité)

Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
je ekvivalentni:

@ a < C je odstranitelnou singularitou funkce f;
@ f je omezena na neéjakém prstencovém okoli bodu a c C;

© [ Ize spojité dodefinovat v bodé a € C (limitou), a poté je f
holomorni v a;

© Laurentova rada funkce f v P(a) ma prdzdnou hlavni ¢ast,
je to tedy Taylorova fada, tj. pro z € U(a) Ize psat

f(z)=ao+ai(z—a)+a(z—a®+-
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Bud' a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
je ekvivalentni:

@ ac C je polem funkce f;




3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Véta 3.12 (o pdlech)

Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
Jje ekvivalentni:

@ ac C je pdlem funkce f;
Q existuje n € N takové, Ze lim, ,,f(z)(z — a)" € C, a pfitom
lim,_,f(z)(z - a)"" = oo;
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.12 (o pdlech)
Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
Jje ekvivalentni:
@ ac C je pdlem funkce f;
©Q existuje n € N takové, Zelim,_.,f(z)(z — a)" € C, a pfitom
lim,_,f(z)(z - a)"" = oo;
© je-li Laurentova fada funkce f v P(a) s koeficienty ay, pak
existuje n € N takové, Ze a_, # 0 a pritom a_x = 0 pro
véechna k > n.
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.12 (o pdlech)
Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
Jje ekvivalentni:
@ ac C je pdlem funkce f;
Q existuje n € N takové, Zelim,_,,f(z)(z — a)" € C, a pfitom
lim,_,f(z)(z - a)"" = oo;
© je-li Laurentova fada funkce f v P(a) s koeficienty ay, pak
existuje n € N takové, Ze a_, # 0 a pritom a_x = 0 pro
vSéechna k > n. Hlavni Cast této Laurentovy fady ma tedy
jen konecny pocet nenulovych ¢&lend, tj. pro z € P(a) Ize
psat

afn 871
f(z)= —— ... a a(z— a
() (z—a)"+ +z—a+ o + 1( )+
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Poznamka

m Hodnota Cisla n € N z druhého o tretiho bodu pfedchozi
véty je tataz — tj. je-li n € N, pro ktery je (jako v bodu 2)
lim,_,,f(z)(z— a)" € C, a ptitom lim,_,, f(z)(z — a)" " = ,
pak a_, je i (jako v bodu 3) "posledni nenulovy koeficient v
hlavni ¢asti Laurentovy fady f v P(a)", a naopak.
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Poznamka
m Hodnota Cisla n € N z druhého o tretiho bodu pfedchozi
véty je tataz — tj. je-li n € N, pro ktery je (jako v bodu 2)
lim,_,,f(z)(z— a)" € C, a ptitom lim,_,, f(z)(z — a)" " = ,
pak a_, je i (jako v bodu 3) "posledni nenulovy koeficient v
hlavni ¢asti Laurentovy fady f v P(a)", a naopak.

m V této situaci fikdme, ze f ma v a pol nasobnosti n.
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Poznamka

m Hodnota Cisla n € N z druhého o tretiho bodu pfedchozi
vety je tataz —ij. je-li n € N, pro ktery je (jako v bodu 2)
lim,_,,f(z)(z— a)" € C, a ptitom lim,_,, f(z)(z — a)" " = ,
pak a_, je i (jako v bodu 3) "posledni nenulovy koeficient v
hlavni ¢asti Laurentovy fady f v P(a)", a naopak.

m V této situaci fikdme, ze f ma v a pol nasobnosti n.

m Pfedchozi véta tedy mimo jiné fika, Zze kazdy pol ma
néjakou nasobnost.

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné




3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Véta 3.13 (o podstatné singularité)

Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
je ekvivalentni:

@ a c C je podstatnou singularitou funkce f;
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.13 (o podstatné singularité)

Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
je ekvivalentni:

@ a c C je podstatnou singularitou funkce f;

© pro vsechna w € C U {oo} existuje posloupnost z, — a
takova, Ze lim,_,, f(zn) = w;
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.13 (o podstatné singularité)

Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom nasledujici
je ekvivalentni:
@ a c C je podstatnou singularitou funkce f;
© pro vsechna w € C U {oo} existuje posloupnost z, — a
takova, Ze lim,_,, f(zn) = w;
© je-li Laurentova fada funkce f v P(a) s koeficienty ay, pak
jeji hlavni ¢ast obsahuje nekonecné mnoho nenulovych
clenu, tj. pro z € P(a) Ize psat
a_n

a_
f(Z):"'+m+"‘+r1a+ao+a1(z—a)+"‘-

o
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Implikace "(1) = (2)" z predchozi véty se nazyva véta
Casorati-Weierstrassova.




Bud a € C izolovana singularita funkce f, a bud

o

f(z)= ) anz—a) (10)

nN=—oo

rozvoj f do Laurentovy fady na P(a).




3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Definice (reziduum)
Bud' a € C izolovana singularita funkce f, a bud

o0

f(z)= ) anz—a) (10)

n=—oo

rozvoj f do Laurentovy fady na P(a). Koeficient a_; této fady
nazveme reziduem funkce f v bodé a,
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Definice (reziduum)
Bud' a € C izolovana singularita funkce f, a bud

o0

f(z)= ) anz—a) (10)

n=—oo

rozvoj f do Laurentovy fady na P(a). Koeficient a_; této fady
nazveme reziduem funkce f v bodé a, piSeme

Res . f(2). (11)
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@ Je-li a odstranitelnou singularitou f, je|Res ,f(z) = 0.




3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Véta 3.14 (pravidla pro vypocet rezidui)

@ Je-li a odstranitelnou singularitou f, je

Res ,f(z) = 0.

@ Ma-li f v a pdl nasobnosti 1, a g je holomorfni v a, je

Res .(f(2)g(2)) = g(a) Res 5 f(2).
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.14 (pravidla pro vypocet rezidui)

@ Je-li a odstranitelnou singularitou f, je|Res ,f(z) = 0.

@ Ma-li f v a pdl nasobnosti 1, a g je holomorfni v a, je
Res .(f(2)g(2)) = g(a) Res 5 f(2).
© Jsou-li f i g holomorfni v a, g(a) = 0, g'(a) # 0, pak
f(z) f(a)

eSa @) ~ 9@
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.14 (pravidla pro vypocet rezidui)

@ Je-li a odstranitelnou singularitou f, je|Res ,f(z) = 0.

@ Ma-li f v a pdl nasobnosti 1, a g je holomorfni v a, je
Res .(f(2)g(2)) = g(a) Res 5 f(2).
© Jsou-li f i g holomorfni v a, g(a) = 0, g'(a) # 0, pak
f(z) f(a)

eSa @) ~ 9@

©Q Ma-li f v a pdl ndsobnosti k € N, je

Res . f(z) = ﬁ lim (f(z)(z — a)")(k_n :

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné



3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Véta 3.15 (reziduova veta)

Bud’ ¢ jednoducha uzavrena krivka v C, ktera je orientovana
kladné vuci svému vnittku Intp. Bud' f € H(Q\ {z1, ..., 2,}), kde
Q c C je oblast obsahujici Int o U (). Necht’ pFitom
{21,...,2,7}0 <(,0> = (Z)
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Véta 3.15 (reziduova véta)

Bud’ ¢ jednoducha uzavrena krivka v C, ktera je orientovana
kladné vuci svému vnittku Intp. Bud' f € H(Q\ {z1, ..., 2,}), kde
Q c C je oblast obsahujici Int o U (). Necht’ pfitom

{zi,...,za} N {p) = 0. Potom

/ f(z)dz=2ri 3 Res, f(z). (12)

Zx€lntp
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.15 (reziduova véta)

Bud’ ¢ jednoducha uzavrena krivka v C, ktera je orientovana
kladné vuci svému vnittku Intp. Bud' f € H(Q\ {z1, ..., 2,}), kde
Q c C je oblast obsahujici Int o U (). Necht’ pfitom

{zi,...,za} N {p) = 0. Potom

/ f(z)dz=2ri 3 Res, f(z). (12)

Zx€lntp

Pozn. Kfivka je orientovana kladné vuci Int o, pokud pfi "pohybu
po krivce" lezi oblast Inty "po levé ruce".
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okraz,)

Véta 3.15 (reziduova véta)

Bud’ ¢ jednoducha uzavrena krivka v C, ktera je orientovana
kladné vuci svému vnittku Intp. Bud' f € H(Q\ {z1, ..., 2,}), kde
Q c C je oblast obsahujici Int o U (). Necht’ pfitom

{zi,...,za} N {p) = 0. Potom

/ f(z)dz=2ri 3 Res, f(z). (12)

Zx€lntp

Pozn. Kfivka je orientovana kladné vuci Int o, pokud pfi "pohybu
po krivce" lezi oblast Int ¢ "po levé ruce". V pripadé opacné
orientované krivky je pred sumou na pravé strané (12)
znameénko minus.

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné




3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Reziduova véta je jednim z velmi silnych prostfedku pro vypocet
mnoha typu reélnych urCitych integrall. Viz bonusovy material
"Pouziti reziduové véty k vypoctim".
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Reziduova véta je jednim z velmi silnych prostfedku pro vypocet
mnoha typu reélnych urCitych integrall. Viz bonusovy material
"Pouziti reziduové véty k vypoctim".

Pro vypocty pomoci reziduové véty se hodi nasledujici dvé
lemmata.
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Necht' 0 < o < 8 <, anecht f € C(Ag), kde
Agr:={z€C,; argz € (o, ), |z| > R} pro néjaké R > 0.




Necht' 0 < o < 8 <, anecht f € C(Ag), kde
Agr:={z€C,; argz € (o, ), |z| > R} pro néjaké R > 0. Necht
déle platilima,s, f(z) = 0.




3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Lemma 3.16 (lemma o velkych obloucich, Jordanovo lemma)
Necht' 0 < o < 8 < m, anecht f € C(Ag), kde

Ag:={z€C; argz € (o, ), |z| > R} pro néjaké R > 0. Necht’
dale platilima.s; .. f(2) = 0. Je-li o (t) := re", t € («a, 3), oblouk
kruZnice o poloméru r > 0, pak

Jim / f(z)e“dz=0. (13)
o ©or
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Lemma 3.17 (lemma o malych obloucich)

Necht a € C a necht f je holomorfni na néjakém prstencovém
okoli bodu a, pficemZ v bodé a ma f nejvyse pdol nasobnosti 1.
Necht dale 0 < a < 3 < 2m, a necht ¢, (t) := a+re', t € (o, B),
je oblouk kruzZnice o poloméru r > 0.
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3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okras)

Lemma 3.17 (lemma o malych obloucich)

Necht a € C a necht f je holomorfni na néjakém prstencovém
okoli bodu a, pficemZ v bodé a ma f nejvyse pdol nasobnosti 1.
Necht dale 0 < o < 3 < 2, a necht ¢,(t) := a+ re', t € (a, 3),
je oblouk kruznice o poloméru r > 0. Pak

lim /f i(—a)Res o f. (14)

r—0+

-
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Bud' f,g € H(Q2), kde Q C C je oblast. Bud’
A:={zeQ, f(z) =9g(2)}. Pokud A ma hromadny bod v (, je
f(z) = g(z) pro véechna z € Q.




Bud' f,g € H(Q2), kde Q C C je oblast. Bud’
A:={zeQ, f(z) =9g(2)}. Pokud A ma hromadny bod v (, je
f(z) = g(z) pro véechna z € Q.

Bud'f,g € H(C\ {z,...,2,}). Bud f = g na neprazdném
intervalu (a, b) C R. Potom f(z) = g(z) pro véechna
zeC\{z,...,z,}.




m Provsechnay € R jecosy = 1(e¥ + e™¥).

«O>» «F>» « =

2L N4




m Provsechnay € R jecosy = 1(e¥ + e™¥). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)
cos(iy) = 1(e™¥ + &) = cosh y pro vSechna y € R.




3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m Provsechnay € R jecosy = 1(e¥ + e ¥). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)
cos(iy) = 3(e™” + &) = cosh y pro vsechna y € R.
Podobné sin(iy) = isinh y pro vsechna y € R.
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)
m Provsechnay € R jecosy = 1(e¥ + e ¥). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)
cos(iy) = 3(e™” + &) = cosh y pro vsechna y € R.
Podobné sin(iy) = isinh y pro vsechna y € R.
m Provsechnax,y € R je

sin(x + y) =sinxcosy + cosxsiny.
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m Provsechnay € R jecosy = 1(e¥ + e ¥). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)
cos(iy) = 3(e™” + &) = cosh y pro vsechna y € R.
Podobné sin(iy) = isinh y pro vsechna y € R.

m Provsechnax,y € R je
sin(x + y) = sinxcosy + cos xsiny. Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)

sin(x + w) = sin x cos w + cos x sin w pro vsechna x € R,
w e C.
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m Provsechnay € R jecosy = 1(e¥ + e ¥). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)
cos(iy) = 3(e™” + &) = cosh y pro vsechna y € R.
Podobné sin(iy) = isinh y pro vsechna y € R.

m Provsechnax,y € R je
sin(x + y) = sinxcosy + cos xsiny. Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)
sin(x + w) = sin x cos w + cos x sin w pro vsechna x € R,
w e C. Prow =y, y € R, dostaneme
sinz = sin(x + iy) = sin x cos(iy) + cos x sin(iy).
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m Provsechnay € R jecosy = 1(e¥ + e ¥). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)
cos(iy) = 3(e™” + &) = cosh y pro vsechna y € R.
Podobné sin(iy) = isinh y pro vsechna y € R.
m Provsechnax,y € R je
sin(x + y) = sinxcosy + cos xsiny. Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdivodnéte)
sin(x + w) = sin x cos w + cos x sin w pro vsechna x € R,
w e C. Prow =y, y € R, dostaneme
sinz = sin(x + iy) = sin x cos(iy) + cos x sin(iy). S vyuZitim
predchoziho bodu dostaneme
sin(x + iy) = sinxcosh y + icos x sinh y,
a podobné
cos(x + iy) = cos xcosh y —isinxsinh y.
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Pro z = |z|€/39% mame In z = In(|z|€'39%) = In|z| + iarg z.

2L N4



3.6 Véta o jednoznacnosti pokras)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné



Pro z = |z|€/39% mame In z = In(|z|€'39%) = In|z| + iarg z.
ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i
komplexni logaritmus viceznacna funkce:

Inz=1In|z|+i(p+2kn), (¢+2km =arg2z).
m/—1

«O>» «F>» « =




3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

m V-1 =exp(}In(-1))

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné



3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + i + 2k7i)
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kri) =
exp(i5 + Kmi)
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(iz + ki) = i(—1), ke Z.
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(is + kri) = i(—1)¢, k€ Z.
m/
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Pfiklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(is + ki) = i(—1)k, k€ Z.
m /" = exp(iIn(i))
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(is + ki) = i(—1)k, k€ Z.
m /' = exp(iIn(i)) = exp(i(In 1 + i§ + 2ki)
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(it + ki) = i(—1), k€ Z.

m /' = exp(iIn(i)) = exp(i(In1 + i§ + 2kni) = exp(—5 — 2kn),
k € Z.
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(it + ki) = i(—1), k€ Z.

m /' = exp(iIn(i)) = exp(i(In1 + i§ + 2kni) = exp(—5 — 2kn),
k € Z.

m i
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(is + ki) = i(—1)k, k€ Z.
m /' = exp(iIn(i)) = exp(i(In1 + i§ + 2kni) = exp(—5 — 2kn),
k € Z.

m Vi = exp(In(i))

NMAF074 3. Funkce komplexni proménné



3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(is + ki) = i(—1)k, k€ Z.
m /' = exp(iIn(i)) = exp(i(In1 + i§ + 2kni) = exp(—5 — 2kn),
k € Z.
m Vi=exp(}In(i)) = exp(1(In 1+ i% + 2kmi)

I
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3.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|€'39% mame Inz = In(|z|€'39%) = In|z| + i arg z.

ProtoZe argument (arg z) neni jednoznacna funkce, je i

komplexni logaritmus viceznacna funkce:
Inz=In|z|+i(¢ + 2kn), (¢+2km =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
m V-1 =exp(3In(—1)) = exp(3(In1 + ir + 2kxi) =
exp(is + ki) = i(—1)k, k€ Z.
m /' = exp(iIn(i)) = exp(i(In1 + i§ + 2kni) = exp(—5 — 2kn),
k € Z.
m Vi=exp(}In(i)) = exp(3(In1+ i + 2kri) = exp(% + 2kn),
k € Z.
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