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Uvod

Na&s vyklad zahajime kratkou ivahou o postupu feseni typického technického, ekonomic-
kého, fyzikalniho & jiného problému realného svéta za pomoci pocitace.

Pfedeviim potiebujeme problém popsat prostfedky daného oboru. Vysledkem je vét-
Sinou zjednoduseny matematicky model. Zjednoduseni znamena vylouceni nepodstatnych
zévislosti a umozhuje sestavit model tak, aby s nim bylo moZné déle pracovat. Dopoustime
se tim oviem prvni ze série chyb & nepfesnosti, feknéme chyby modelu, protoZe skutec-
nost neni popsiana modelem pfesné, ale jen pfiblizné. Analyzou matematického modelu
ziskame zakladni informace o hledaném feSeni, jeho existenci, jednoznaénosti a dalsich
vlastnostech. Velmi z¥idka jsme vSak schopni fefeni analytickymi prostfedky také nalézt.
Jsou-li napfiklad k vytvofeni modelu pouzity diferencialni & integrodiferencialni rovnice
a feleni je prvkem nekoneéné dimenzionalnich prostori funkci, je jeho analytické uréeni
mozné jen ve velmi jednoduchych ¢ specialnich pfipadech.

Vime-li, Ze feSeni existuje, muZeme se pokusit nalézt jeho numerickou aprozimaci.
Zékladnim krokem je vétSinou diskretizace nekoneéné dimenzionalniho problému a jeho
prevedeni na algebraickou, koneéné dimenzionélni Glohu. Proces diskretizace a s nim spo-
jené chyba diskretizace je pfedmétem podstatné ¢asti numerické analyzy. Na zavér zbyva
numerické feSeni koneéné dimenzionalni algebraické ilohy. Pokud jde o ilohu nelinearni, je
obvykle tim & onim zpilisobem linearizovana (opét s jistou chybou) a v poslednim kroku je
numericky feSena linedrni algebraickd tiloha. Stejné jako u kazdého predchazejiciho kroku
nés musi zajimat nejen vypoétena aproximace fedeni, ale i pfislusna numerickd chyba.

Ulohy linearni algebry lze pfirozenym zpusobem formulovat pomoci matic. Zjednodu-
Sené feceno, predmétem numerické linedrni algebry je numerické feSeni soustav linearnich
rovnic, vypoéet vlastnich &isel matic, feSeni problému nejmensich étverca a hledani roz-
kladdi matic. Ne viechny tyto tlohy lze fesit pfesné (piikladem je uréovani vlastnich ¢isel
matic s dimenzi vétsi nez étyfi). Navic, ¢asto je vyhodné hledat pouze vhodnou aproxi-
maci FeSeni (napfiklad iteraénim postupem). V této souvislosti hovoiime o chybé metody.
Vypoéty provadime na poéitadi s kone¢nou aritmetikou, coZ pfinasi zaokrouhlovaci chyby.
Studium jejich vlivu pfi feSeni tiloh linearni algebry je obsahem nasledujiciho textu.

Méme-li FeSit nékterou z filoh numerické linearni algebry, chceme zajisté vybrat co
nejlepsi metodu. Musi nés pfitom zajimat nejen rychlost (pocet provadénych operaci),
ale i odolnost jednotlivich metod vii&i Sifeni zaokrouhlovacich chyb. V této souvislosti
mluvime o numerick€ stabilité metody. Jak uvidime v nasledujicich kapitolach, lze k urceni
chyb feseni zplisobenych zaokrouhlovanim s vyhodou pouZit poznatku o citlivosti resené
tlohy vzhledem k malym zménam vstupnich dat. '

V predloZeném textu jsme se pokusili vyloZit vznik zaokrouhlovacich chyb v numeric-
kych vypoétech, ukazat jejich nebezpeéi a naznacit zpusob, jakym lze jejich vliv popsat.
0Od pocatku je potfebné mit na paméti, Ze cilem analyzy citlivosti a analyzy zaokrouhlo-
vacich chyb je rozpoznat, ktera filoha je snadno a ktera je obtiZzné numericky fesitelna a
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porozumét numerickému chovani jednotlivych metod (zde se vSak stabilitou jednotlivych
metod nebudeme zabyvat). V kone¢ném disledku ndm to nejen umozni vybrat vhodnou
metodu, ale i uréit, jak daleko je nami vypoctené numerické feseni od feSeni hledaného.

Tato prace predstavuje prvni ze zamyslené série uéebnich texti. To, Ze zaliname se
zaokrouhlovacimi chybami, je dano jednak snahou po zdiraznéni této mnohdy opomijené
soucasti numerickych vypoétu, jednak snahou po zaplnéni mezery v snadno dostupné
literatufe. V dnesni dobé se ¢asto muZeme setkat s bezhlavym pouZivanim pocita¢ového
programového vybaveni (véetné numerického software) a s jistym trendem k povrchnimu
a plytkému posuzovani tspénosti. Chyby nam v tomto kontextu pfipadaji jako vhodné
téma pro zacatek. Dalsi ¢asti ucebnich text budou nasledovat v intervalech urcenych
zajmem, ediénimi a Casovymi moznostmi.

Pokud bude pfedloZeny text shledan dobrym a uZite¢nym, je to zasluhou literatury,
ze které jsme &erpali. Zdrojem informaci nam byly zejména naledujici knihy:

[FMC] Watkins, D.S. : Fundamentals of Matrix Computations, J. Willey, N.Y., 1991,

[MPT] Stewart, G.W., Sun, J. : Matrix Perturbation Theory, Academic Press, Boston,
1990,

[ASNA] Higham, N.J. : Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, SIAM,
Philadelphia, 1996.

Z toho Highamova kniha vysla bohuZel az v dobé, kdy byl text ze zna¢né miry hotov.
Je vhodné zminit se, Ze v nejblizsi dobé (zalatkem roku 1997) vyjde dali monografie

[NLA] Demmel, J.W. : Numerical Linear Algebra, SIAM, Philadelphia, 1997.

Podstatné informace o otédzkéch linearni algebry a numerickych metodéach nalezne ¢tenar
v uéebnich textech:

[LA] Pytlicek, J. : Linearni algebra, FJFI CVUT, Praha (v pfipravé),
[NM] Humbhal, E. : Numerickd matematika I, FJFI CVUT, Praha, 1989.

Jako zakladni knihy pro dal#i studium souvisejicich otazek teorie matic a metod numerické
linearni algebry doporucujeme:

[SM] Fiedler, M. : Specialni matice a jejich pouZiti v numerické matematice, SNTL,
Praha, 1981,

[MC] Golub, G.H., van Loan, C.F. : Matrix Computations (Second Edition), The Johns
Hopkins Univ. Press, Baltimore, 1989,



[MA1] Horn, A.G., Johnson, C.R. : Matrix Analysis, Cambridge University Press,
Cambridge, 1985,

[MA2] Horn, A.G., Johnson, C.R. : Topics in Matrix Analysis, Cambridge University
Press, Cambridge, 1991,

[AEP] Wilkinson, J.H. : Algebraic Eigenvalue Problem, Oxford University Press,
London, 1965.

Za peélivé precteni rukopisu dékujeme doc. RNDr. Emilu Humhalovi, CSc. a ing.
Miroslavu Rozloznikovi. Jejich poznamky a cenné pfipominky pfispély ke zlepseni textu.

Za chyby a nedostatky pfedloZeného ucebniho textu odpovidaji plné jeho autofi. Bu-
deme vdé¢ni za jakékoli poznamky a pfipominky. Internetové adresy autoru jsou
jitka@uivt.cas.cz, strakosQuivt.cas.cz.



Kapitola 1

Citlivost ulohy

UvaZujme nékterou z tiloh numerické linearni algebry, naptiklad feSeni soustavy linearnich
algebraickych rovnic & vypodet vlastnich ¢isel matice. Uloha je zadana vstupnimi daty, tj.
hodnotami jednotlivych prvki matice, pfipadné hodnotami prvki pravé strany. Vstupni
data byvaji vétSinou zatiZena chybami (napf. chybami méfeni nebo nékterymi z chyb
zminénych v ivodu) a nade tuloha se tedy vétsinou lidi od té, kterou bychom skuteénd
chtéli fesit. I kdyZ ji vyfe$ime pfesné, je nase feseni odlisné od feSeni skuteéné hledaného.
Pfedpokladejme, Ze chyba vstupnich dat neni velka. Je rozumné poloZit si otézku, jak
se chyba ve vstupnich datech promitne do chyby v feSeni. Jinymi slovy, ptame se, jak je
tiloha citlivd na malé zmény vstupnich dat. Citlivosti ilohy budeme tedy rozumét vlastnost
uréujici vliv malych zmén (perturbaci) vstupnich dat na zménu feSeni ulohy.

V dalsich kapitolach ukaZeme, jak lze citlivost popsat a jak se analyza citlivosti feSené
tlohy uziva pfi odhadech velikosti chyby aproximace feSeni zpusobené zaokrouhlovianim
pfi vypoétech v koneéné aritmetice (tj. na poéitaéi).

Ozna¢me U(z1,...,2,) ptesné feSeni tlohy U se vstupnimi daty (zy,...,2,). Uloha
nebude citliva na zmény vstupnich dat, pokud zména

U(Z],..-,zm) = U(E],,Em)

bude prfimérfena vzdalenosti vstupnich dat

(21,...,2,“)'— (21,...,§m).

V tomto pfipadé se fika, ze tloha je dobfe podminénd. Dale se nauc¢ime charakterizovat
podminénost tiloh kvantitativné, tj. velikosti k tomu urfenych parametrii. Umyslné zde
nezavadime presny formalni popis, nebot nam jde o pochopeni smyslu jednotlivych pojmi.
Formalni popis byva zavisly na tloze a ¢asto obsahuje detaily, které zde nejsou nutné.

Podminénost tlohy je dana jeji zakladni (napf. fyzikalni) formulaci a matematickym
modelem, procesem diskretizace atd. Jak uvidime déle, pro $patné podminénou tilohu
(problém je citlivy na malé perturbace vstupnich dat) muZeme i pfi pouZiti velmi kvalit-
niho algoritmu, omezujictho v maximalni mozné mife vliv zaokrouhlovacich chyb, dostat
velkou chybu aproximace feSeni. V takovém pfipadé neni selhani numerického vypoétu
zpusobeno Spatnou volbou metody (a z toho vyplyvajicim zni¢ujicim vlivem zaokrouhlo-
vacich chyb). Problém je v samotné formulaci Glohy. Spatné podminéné tilohy neumime
casto vibec uspokojivé fesit. Nazornou ukazkou §patné podminéné tlohy je nésledujici
priklad.
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Priklad 1.1 Soustava

2r+6y = 8
2z 4+ 6.00001y = 8.00001

md Fedeni * =1 a y = 1, soustava s malou relativni zménou v prvku as; a by

2r+6y = 8
2z 4 5.99999y = 8.00002

md Tesent = 10 a y = —2. Matice puvodni soustavy

2 6
2 6.00001

ma témér linedrné zdvislé sloupce (éi vidky) a velké cislo podminénosti (prvky matice
inverzni jsou fddu 10°), proto i mald zména vstupnich dat zpusobila velky rozdil v Feseni.

V kapitolach 3 a 4 budeme studovat, jak jsou vlastni ¢isla ¢tvercové matice citliva
na zmény jednotlivych prvki matice a jak je feSeni soustavy linearnich algebraickych
rovnic citlivé na zmény prvki matice, ¢i zmény prvki pravé strany. V pristi kapitole
popiseme vznik zaokrouhlovacich chyb a ukaZeme jejich elementarni vlastnosti. Zejména
vsak ukazeme souvislost mezi analyzou citlivosti a analyzou numerické stability.



Kapitola 2

Numericka stabilita metody
(algoritmu)

V této kapitole se budeme zabyvat vlivem zaokrouhlovacich chyb, které vznikaji pfi nume-
rickych vypoctech provadénych na pocitaci v aritmetice s konecnou pfesnosti. Bude nas
zajimat, zda je algoritmus stabilni vici zaokrouhlovacim chybdam, tj. zda je vysledek vy-
poétu ,dostateéné pfesna“ aproximace feseni. Nejprve popiseme vznik zaokrouhlovacich
chyb a jejich Sifeni pfi provadéni elementarnich aritmetickych operaci.

2.1 Aritmetika s pohyblivou radovou ¢arkou

Cislo je v pocitaci zobrazeno jako posloupnost biti (kazdy s éiselnym obsahem 0 nebo 1)
kone¢né délky. Tato délka je pevné stanovena (napf. 16, 32, 64 ¢i 128 bitd). Pocitaé vét-
$inou umoziuje nékolik typt zobrazeni ¢isel, jimz odpovida nékolik velikosti pamétovych
mist. Nas pfedevsim zajima, jak jsou v pocitaci zobrazena realna &isla.

Je zfejmé, Ze pfi zvoleném typu zobrazeni a predepsané délce paméfového mista je
mozno v pocitadi zobrazit pouze konetny pocet ¢isel. Proto Casto hovofime o konecné
aritmetice ¢i aritmetice s konecnou presnosti. Mnozina realnych éisel je v poéitadi re-
prezentovana svoji kone¢nou podmnozinou F C R, kterou nazyvame soustavou cisel s
pohyblivou tddovou ¢drkou (floating point number system). Jeji prvky lze zapsat ve tvaru

y=tmx g, (2.1)

kde celé &islo B (obvykle B = 2) je nazyvano zdkladem, celé ¢islo t uréuje presnost, celé
¢islo m pohybujici se v rozsahu 0 < m < f' — 1 je nazyvano mantisou a celoéiselny
parametr e ezponentem. MnoZina F je plné uréena parametry 3, t a horni resp. dolni
mezi celodiselného exponentu, €pin < € < €max-

Vztah (2.1) miiZeme pfepsat do nazornéjsiho tvaru

d d d
y:iﬁf(—1+~3+...+—‘

ﬁ ﬂ2 ﬁt) = :l:ﬂg x 0.d1dg . .dg " (2.2)



kde kazda &islice d; le#i v intervalu 0 < d; < B—1, tj. 0.dyds . .. d; predstavuje Eislo zapsané
v &selné soustavé se zakladem f. Je vyhodné uvazovat m 2> Bt pro y # 0; pak zfejmé
dy # 0. Systém dodrzujici tuto konvenci nazyvame normalizovany. I kdyZ se v minulosti
pouzivaly riizné zéklady J (do dneéni doby jsou rozsifeny zéklady # = 2 a f = 16) a
stale se miizeme setkat s rozliénymi hodnotami ¢, €min & €max; vyvoj spéje k vieobecnému
uznéni tzv. IEEE standardni aritmetiky. Strucné ji vyloZime a dal§i vlastnosti aritmetiky
s pohyblivou fadovou &arkou budeme popisovat na tomto pfikladu.

IEEE aritmetika pou#iva f = 2 a rozlifuje dva zékladni forméty é&isel v pohyblivé
t4dové carce: &isla s jednoduchou a dvojitou piesnosti. V prvém piipadé je k uloZeni ¢isla
pouZito 32, ve druhém 64 biti. Ulozeni jednotlivych parametri je patrné z nasledujicicho
schematu:

jednoducha pfesnost

4| exponent
—| (g1..-9s)

0 8 31

mantisa (dz . .. d24)

dvojita presnost

* exponent,

- (g1 .--g11) mantisa (d; . . .ds3)

V piipadé jednoduché piesnosti je na exponent vyhrazeno 8 biti, do kterych je mozno
dogit celé &slo v rozmezi 0 az 255. Retézce (0000 0000); = 0 & (1111 1111); = 255
maji viak specialni vyznam, ktery bude popsan nize. Zbyla ¢isla 1 az 254 urcuji hodnotu
veli¢iny

e+ 126,
tj. hodnota exponentu e se pohybuje v rozmezi

emn = —125 < € £ 128 = enax.

Na mantisu je vyhrazeno zbyvajicich 23 bitd, pfi¢em? se standardné vyuziva normalizace;
cifra d; = 1 se pfitom nezapisuje. UloZené nenulové &slo v pohyblivé fadové ¢arce miizeme
tedy zapsat ve tvaru

y= :‘:2(’1"'“}2-128 X (01d2d3 — dgq )2, (23)

z ¢ehoz vyplyva
2—126 S |yl < (1 ¥ 2—24)2128 W 1038'

('isla v pohyblivé Fadové Earce nejsou vzhledem k R rovnomérné rozlozena (viz cviceni
1). Maji-li dvé ¢isla yi, y2 ve vyjadfeni (2.3) shodny exponent e a jedna-li se o dvé po
sobé jdouci &sla mnoZiny F, y2 > 1, pak

Y == il 2-24.
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RozloZeni ¢isel mnoZiny F je charakterizovano pomoci strojové piesnosti epr, coz je vzda-
lenost ¢isla 1.0 od nejblizsiho vyssiho ¢isla v pohyblivé fadové Carce. Ziejmé plati ey =
2! x 272 = 972 Snadno lze ukazat, Ze vzdalenost libovolného normalizovaného &isla
z € F od svych sousedil je nejméné epr|z|/2 a nejvyse ep|z| (cvideni 2).

Pokud by mnozina F obsahovala pouze normalizovana ¢isla popsana (2.3), doslo by
k nepfijemnému jevu - zatimco éisla blizka 27'%¢ zprava by byla aproximovana s chybou
odpovidajici poétu bitii mantisy, nejblizsi &islo mensi nez 27?6 definované (2.3) je —271%6
(dojde k tzv. mezete v okoli nuly). K odstranéni této anomalie obsahuje v IEEE aritme-
tice mnoZina F rovnéz tzv. isla subnormadlnt, coz jsou nenulova nenormalizovana ¢isla s
exponentem (0000 0000), = 0, definovana vztahem

y=1km x =t 0<m< Y

neboli

y=4+mx21 0<m<28

Je-li fetézec mantisy i exponentu nulovy, ((dads...dzs) = (0...0),(g1...98) = (0...0)),
dostaneme reprezentaci ¢isel £0 (+0 ma odliSnou reprezentaci nez —0, aviak samozfejmé
je zaji§téno, Ze pfi srovnani +0 = —0). Je-li Fetézec exponentu roven (1111 1111), = 255
a mantisa je nulova, pak zobrazené ¢islo je definovano jako oo. Je-li fetézec exponentu
roven (1111 1111), = 255 a fetézec mantisy je nenulovy (jeho hodnota je libovolna), pak je
obsah interpretovan jako NaN (Not a Number). Shrnuti je uvedeno v nasledujici tabulce:

Tabulka 2.1 IEEE jednoducha pfesnost

retézec exponentu je: numericka hodnota uloZeného éisla
(0000 0000)2 = (0)10 +(0.0dad3 . . . dayg)z x 271%°
(0000 0001)2 = (1)10 i(o.ldgd;:, o .du)g X 2-125
1 l
(0111 1110)p = (126)40 +(0.1dds . . . daq)2 ¥ 2
(0111 1111)2 = (127)10 :t(gldgd;; i .d24)2 X 21
! l
(llll 1110)2 = (254)10 :t(ﬂldgdg, . .du)g X 2128
(1111 1111); = (255)10 | oo pokud dz = d3 = ... = dyq = 0, NaN jinak

Zbyvaji dvé otazky: jaka je pfesnost zobrazeni realného éisla v mnoZiné F a jaka je
presnost provadéni elementarnich aritmetickych operaci 4+, —, *, /. Presnost aproximace
je charakterizovana zaokrouhlovaci jednotkou u = (1/2)8'"* = (1/2)2% = 2%, Dilkaz
nasledujici véty (ktera je formulovana obecné) ponechame do cviéeni:

Véta 2.1 Necht z € R lezi mezi nejmensim a nejvétsim cislem mnoZiny F. Oznacdime-li
fl zobrazeni z R do F, pak plati

 fl(z) =2(1+6), [b]<u, (2.4)

kde u je zaokrouhlovaci jednotka.



Aritmetické operace +, —, *, / se v IEEE aritmetice v obvyklych pfipadech provadéji
tak, jako kdyby byly nejprve provedeny prfesné (s nekoneénou pfesnosti) a pak vysledek
zaokrouhlen na nejbliZsi éislo z F (v pfipadé nerozhodnosti se zaokrouhluje dold). Jsou-li
z,y € F, pak plati

fllzxy)=(zxy)1+6) [6]<u

fllz*xy)=(z*y)(1+62) |62 Sw (2.5)
fi(z/y) = (e/y)Q +63) |6] <u

Analogicky vztah se obvykle pfedpoklada i pro operaci odmocnéni. Nastane-li vyjime€ny
ptipad, je vysledek generovan podle tabulky 2.2

Tabulka 2.2 Vyjimky v IEEE aritmetice

typ vyjimky priklad vysledek
nedefinované operace 0/0, 0 x oo, v/—1 | NaN

preteceni +o00

déleni nenulového ¢isla nulou +oo

podteceni subnormalni éisla

Pretedenim rozumime pfipad, kdy je pfesny vysledek operace v absolutni hodnoté vétsi,
nez nejvétsi &islo z F. Podtecenim rozumime pfipad, kdy je pfesny vysledek operace v
absolutni hodnoté mensi, nez nejmensi kladné normalizované éislo.

Vlastnosti aritmetiky s pohyblivou fadovou ¢arkou jsme vylozZili na pfikladu IEEE
aritmetiky s jednoduchou presnosti. Je zfejmé, jak postupovat pfi odvozeni charakteristik
aritmetiky zaloZené na jiné hodnoté parametri. Pro doplnéni uvadime porovnani IEEE
aritmetiky s jednoduchou a dvojitou presnosti.

Tabulka 2.3 IEEE aritmetika s pohyblivou fadovou &arkou

presnost pocet bitd | mantisa | exponent | zaokrouhlovaci rozsah
celkové jednotka u

jednoducha 32 23(+1) 8 27 U596 x 10-° | 1058 |

dvojita 64 52(+1) 11 2753 ~ 1.11 x 10716 | 10*308
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Cviceni

1.

Vypoététe a graficky znézornéte na &iselné ose prvky mnoZiny Cisel s pohyblivou
tadovou Earkou pro f =2, t =3, émin = —1 a €max = 3.

UkaZte, Ze vzdalenost libovolného normalizovaného &isla  z mnoZiny F od jeho
nejbliziitho souseda je nejméné ear|z|/2 a nejvyse enrlz|.

Dokazte vétu 2.1.

Odvodte parametry IEEE aritmetiky s pohyblivou fadovou ¢arkou, dvojitou pies-
nosti.

Ktery z nasledujicich vyrokii je pravdivy v IEEE aritmetice, pfedpokladame-li, Ze a,
b jsou normalizovana &isla v pohyblivé fadové Earce a Ze nenastane Zadna vyjimecna
situace?

a) fllaopb) = fl(bopa) op=+.*
b) fl(b—a)=—fl(a—-b)
c) flla+a)= fl(2*a)
d) f1(0.5*a)= fl(a/2)

(e) fl((a+b)+c)= flla+(b+c))

(f) jelia < b, pak a < fl((a+b)/2) < b

P e T —
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2.2 Zaokrouhlovaci chyby v aritmetice s kone¢nou
pFesnosti

Pfi povrchnim pohledu na vztahy (2.4) a (2.5) by se mohlo zdat, Ze zaokrouhlovaci chyby
jsou velmi malé a jejich vliv p¥i provadéni numerickych vypoétii nebude velky (snad
s vyjimkou velkého po¢tu operaci s néjakymi extrémnimi &isly). Ukazeme na nékolika
piikladech, Ze tento ukvapeny zaver je zcela mylny.

Prvnim piikladem je tzv. kracen (cancellation), které nastavé, odecitame-li dvé témér
shodna d¢isla.

Piiklad 2.1 Uvazujeme funkei f(z) = (1 — cosz)/z? poufitou v [ASNA]. Proz = 1.2 X
10~ je hodnota cos zaokrouhlend na 10 desetinnjch mist rovna ¢ = 0.9999 9999 99,
takse vyéislenim hodnoty f(1.2 x 107°) dostaneme

(1—c)/a? =107"°/(1.44 x 107°) = 0.6944...,

co? je uplné Spatné, nebot 0 < f(z) < 1/2 proz # 0. Vidime, Ze prestoZe hodnota cosx
byla aprozimovdna s piesnosti na 10 desetinnych mist, vysledek vypoctu f(x) neaprorimuje
sprévnou hodnotu ani s piesnosti jednoho desetinného mista! Je dilezité si uvédomit, Ze
problém neni zpisoben vlastnim odectenim 1—c, to bylo provedeno presné. Problém spocivd
v tom, Ze sama hodnota ¢ byla uréena nepfesné a vysledek presncho vypocétu 1 — c je diky
kriceni platnych cifer stejného ¥ddu, jako je chyba obsaZend v c. Tim se vyznamnost
nepatrné chyby hodnoty c posunula o 10 ¥idi a katastrofdln€é ovlivnila cely dalsi vypocet,
byt byl proveden sebepiesnéji (Casto se proto hovoit v této souvislosti o tzv. katastrofickém
krdcent).

Pokusime se kraceni popsat pomoci vztaht (2.4) a (2.5). Necht & a § jsou dvé gisla
zatiZena jistou chybou, tj. & = (1 + Az), § = y(1 + Ay). Pfedpokladejme, Ze chyby
Az resp. Ay jsou malé vzhledem k velikosti z resp. y; miZe jit o chyby zptisobené pred-
chézejicim vypoétem nebo t¥eba o zaokrouhlovaci chyby pfi uloZeni dat do potitace (pak
3= fl(z), § = fl(y) a |Az| < u, |Ay| < u). Provedme presny soucet éisel & a g (Cisla
mohou mit opa¢na znaménka, piiklad zahrnuje i odecitani):

§=2+9 = z(1+Az)+y(l1+Ay)
= z+y+zAz+yAy
= (z+y)(1+As),

kde

T Y
As x+y&m+ $+yAy.
Je ziejmé, 7e i kdyZz hodnoty Az a Ay jsou malé, neni zarueno, Ze hodnota As bude
rovnés mala. Pokud bude z 3> (z +y) a zaroveii Az # 0, nebo y > (z +y) a zéroveh
Ay # 0, bude chyba As relativné velka. Znovu vidime, Ze kraceni neni nebezpe¢né samo
o sob& (dojde-li ke kraceni pfi odecteni dvou pfesnjch hodnot, Zadné ztrata presnosti
nenastane), ale je nebezpeéné tim, Ze zesiluje vliv pfedchozich chyb obsaenych v datech.
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Druhy ptiklad ukazuje, Ze i bez kraceni, popsaného vyse, miZe dojit pfi provedeni
jednoduchého vypoétu k velké chybé.

Priklad 2.2 Predpoklidejme, Ze chceme nalézt dobrou numerickou aprorimaci hodnoty
e s pouzitim vztahu e = nlLrEno(l +1/n)", kde limitu nahradime prostiym vijpoctem hodnoty
f(n) = (1 4+ 1/n)* pro dostatecné velké n. Pro n = 10 dostaneme v piipad€ vipocétu v
IEEE aritmetice s jednoduchou piesnosti lepsi aprozimaci ¢isla e neZ pron = 107 (viz
cviceni 2)! Priéina je ndsledugici. S¢éitame-li 1 +1/n pron > 1, obsahuje vijsledek souctu
stale méné a méné informace o cisle n (nebot 1 > 1/n). I kdyZ provedeme ndsledné
umocnéni presné, vysledek je zatizen velkou chybou.

Poslednim pfikladem je s¢itani fad s kladnymi ¢leny.

Priklad 2.3 Z teorie Fourierovijch tad je zndmo, Ze

= =]

Skt =

k=),
Predpoklidejme, Ze tuto identitu nezndme a chceme vypoditat soucet fady numericky séi-
tanim

(A +27H+3)+4724 .. )+m™?),

kde m uréime jako nejmensi cel€ cislo, jehoZ zahrnuti do vypoctu jiZ nezméni vypocteny

soucet. Vysledek vypocétu bude prekvapivé nepresny (viz cviceni 3). Pricina je opét ziejmd:

rada konverguje velmi pomalu a nds vypocet je provadén tak, e hodnota pficéitanijch proki
m—=1

se stale zmensuje. Pro jisté m je vypoéteny édstecny soucet Y. k=2 takovy, Ze pricteni
k=1

=2 nezméni jeho hodnotu; zbytek E 1/k* je vsak stdle prilis velky. Jak piekonat po-

m

psanou obtizZ? Proni ndpad miZe byt Tménit potadi scitani (scitat od nejmensiho prvku
k nejvétsimu). Problém oviem je, Ze nevime, kterym prokem zacit. Navic, uspordddni
s¢itanci je obecné drahd operace a nelze ji v praktickych vypoctech pouzit. Univerzdlnim
resenim je pouZiti specidlnich technik zvysujicich presnost (samozieymé na ikor rychlosti).
Zvidavého étendre odkazujeme na [ASNA], kapitolu 4. Jingm resenim mize byt pouZiti
vhodné€ identity a Fady konvergujici podstatné rychleji, viz cviceni 5. V kaidém pripadé
je vhodné zamyslet se nad konvergenci séitané rady. Odstms’ujz’cim pripadem budiz vSem

~

eventudlni pokus nalézt vyse popsanym postupem soucet vady Z
k=1 *
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Cviceni

[Sv]
H

. Ukaite. jak je potfeba piepsat uvedené vyrazy, aby byl omezen vliv kraceni platnych

cifer

(a) vVZ+1-1proz~0

(b) smr—sinyproz~Yy

(c) F—y'proz~y

(d) (1 —cosz)/sinz proz ~ 0

Vypoététe hodnotu vyrazu (1+1/n)" pron = 10',102,...,107 a srovnejte vysledky
s hodnotou e. :

Vypoététe aproximaci souctu nekoneéné fady 2 k=% podle pfikladu v piedchazeji-
cim paragrafu. Urete chybu a udejte, kolik clenu fady jste pouzili.

Vypoctéte }: —' s presnosti vét3i nez 1579,

K uréeni poctu &lentt m pouZijte [ —T_ﬁ

. Vypoctéte Z — s plesnosti vEt3i nez 1078,

Nescitejte puvodm fadu, ale pouZijte identit
2

<o | m i |
Ya= Lw o

K uréeni poétu ¢lent pouzijte metodu analogickou cviéeni 4. S¢itani provadéjte od
nejmensich ¢lend k nejvétSim.

ol“
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2.3 Prima a zpétna stabilita

Vratme se k tloze U se vstupnimi daty (z1,...,2m) z kapitoly 1. Necht C oznacuje al-
goritmus pro fefeni této lohy. Ozna¢me C(z,...,z,) vystup algoritmu C pouZitého na
vstupni data (21, ..., 2zn) pfi (hypotetickém) vypoétu v pfesné aritmetice, pfedpokladame
C(z1y...y2m) = U(z1,...,2m). Vysledek odpovidajictho vypoctu v koneéné aritmetice
oznaéime jako fl1(C(z1,...,%m)). Zajiméa nis chyba vypoétu zpiisobena zaokrouhlovanim
v aritmetice s koneénou pfesnosti, tj. rozdil

FUC(z1s- s 2m)) = Clziy .y 2m)- (2.6)

Pfi analyze chyb miiZeme postupovat dvéma zpiisoby.

e Piimd analijza chyb. Postupujeme algoritmem a snazime se odhadnout §ifeni elemen-
tarnich zaokrouhlovacich chyb a na zakladé toho odhadnout pfimo velikost vysledné
chyby (2.6). Pfimé uréeni odhadu chyby je viak mozné jen ziidka (v ptipadé jedno-
duchych vypoétii jako je napf. skalarni soucin vektorti, nasobeni matice vektorem,
apod.).

o Zpétnd analyza chyb. Hledame néjaka data (Z,...,%n,) tak, aby aproximace feseni
pivodni tlohy U(z1,...,2n) ziskana algoritmem C' v kone¢né aritmetice byla to-
tozna s feSenim tlohy U(Z,...,2n) ziskanym algoritmem C pfi vypoétu v piesné
aritmetice. Jinak fe¢eno: chceme uréit vstupni data (Zy,..., Z,) takova, Ze plati

FIC(z1y ... 2m)) = ClE1,- ., Em).

Cilem zpétné analyzy je interpretovat zaokrouhlovaci chyby vzniklé pfi vypoétu v
koneéné presnosti pomoci zmén vstupnich dat.

Piiklad 2.4 Predpoklidejme, Ze disla x, y, z jsou zobrazena v konecné aritmetice
piesné. Pro soucet v aritmetice s pohyblivou vadovou cdrkou pak plati

fi(fllz+y)+2) = [(e+y)(1+68)+2](1+6)
= (z4y)(1+8)+2(1+8)

kde jsme polozili
(14 63) = (1 4+ &2)(1 + 61),

|51| S u < 1, |62| S u < 1. Zf‘e]mé' fEdy 163l ~ [61' + I(Sgl < laz= :c(l +63),
§ = y(1 +6&3), 2 = 2(1 + 6) jsou blizké hodnoté z, y a 2. Vidime, Ze vysledek
souctu cisel z, y a z v koneéné aritmetice je identicky s vysledkem piesného souctu
perturbovanych dat Z, i a Z.
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Zpétna analyza chyb umoziiuje redukovat otazku odhadu chyby feSeni na otazku ana-
lyzy citlivosti dané tlohy. Pokud je vysledkem zpétné analyzy tloha s perturbovanymi
daty, pak pro vysledny odhad chyby feSeni stali pouZit vysledek analyzy citlivosti ilohy
U na zmény vstupnich dat. Formalné zapsano

fI(C(zl,...,zm))--C(zl,...,zm) s C(E],...,%m)—0(21,...,2,“)
= U(Z1,..012m) = U(21y..+4%m)

Uvédomme si, 7e jde o velmi podstatnou véc. Lze totiZ oddélit popis chovani algoritmu
vzhledem k zaokrouhlovacim chybam (popis numerické stability algoritmu) od popisu
citlivosti FeSené filohy. Studium zpé&tné stability umoziuje poznat, kdy za velkou chybu
feSeni odpovida $patna volba algoritmu (jeho nestabilita), a kdy je chyba jen nevyhnutel-
nym diisledkem 3patnych vlastnosti samotné tlohy. Kapitolu ukonéime zavedenim pojmu
zpétné stability.

Definice 2.1 Algoritmus C pro fedeni tlohy U(z1,...,2m) nazveme zpétné stabilnim,
pokud existuji data (Z1,...,%n) tak, Ze plati
ff(c(zla sy zm)) = C(Eh seey Em)

a data (..., %n) jsou v jistém smyslu blizkd pivodnim datim (zy,...,2m). Jinymi slovy,
algoritmus je zpétné stabilni, jestlize se chyby vypoctu zpisobené zaokrouhlovdnim v pri-
béhu algoritmu promitnou do malych zmén vstupnich dat.
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Kapitola 3

Citlivost vlastnich ¢isel matic

Pijde nam o nasledujici otazku: necht A = (a;); j=1,.. .~ je ¢tvercova komplexni matice a
E je &tvercova matice stejného radu, jejiz prvky jsou (v jistém smyslu) malé ve srovnani s
prvky matice A. Matici F nazveme malou zménou (perturbact) matice A. Ptame se, jaky
je vztah mezi spektrem matice A a spektrem perturbovan€ matice A + E. Jak uvidime,
odpovéd zavisi na vlastnostech matice A. Nejdrive proto popiSeme vlastnosti nékterych
tfid matic a uvedeme tvrzeni, ktera budeme pfi studiu citlivosti vlastnich ¢isel potfebovat.
Budeme pouzivat nasledujici oznaceni.

Oznadeni 3.1 Pokud nebude uvedeno jinak, bude pro z € CN symbol || z || oznacovat
euklidovskou normu vektoru

.
lzll=llzl= (Z lif?)3,

generovanou skaldrnim soucinem
N
(z,y)=yc =) =y, =zyeCV.
=1
Pro spektralni polomér matice A € CNN budeme pouivat symbolu

A= A
PAY= e 1N,

kde o(A) je spektrum (1j. mnoZina vsech vlastnich ¢isel) matice A. Spektralni normu
(generovanou euklidovskou normou vektoru) pak oznacime symbolem || A ||. Plati pro ni

HAll= maxfAz)={Ala= (p(A7A4))2.

Symbolu A* pouzivime pro matici hermitovsky sdruZenou (konjugovanou) s matici
A, )
At = A",

Cislo podminé&nosti regulirni matice A € CNN je definovino vztahem

s(A)= [l Al A
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3.1 Schurova dekompozice, spektralni rozklad a Jor-
danuv kanonicky tvar

DiileZitym néstrojem pfi studiu vlastnich &isel obecné matice jsou podobnostni transfor-

mace, tj. transformace typu
A— B=H"'AH,

kde H je regularni matice stejného fadu jako matice A a H™' oznafuje matici inverzni
k matici H. Podobnostni transformace zachovava vlastni &isla; cilem je pfitom prevést
piivodni matici na tvar, z ného# lze vlastni &isla snadno ziskat (v kterém jsou napiiklad
toto#na s diagonalnimi prvky). Vysledny tvar matice B je zavisly na vlastnostech piivodni
matice A a miize byt pro riizné tfidy matic rizny. Vlastnosti matice A také charakterizuji
matici H, ktera realizuje p¥islu$nou podobnostni transformaci. '

UvaZujme piipad, kdy matice A je zatiZena chybami, ve skute¢nosti tedy prevadime
podobnostni transformaci matice A + E, kde E oznatuje matici chyb. Co se stane s
velikosti chyb pfi podobnostni transformaci? S pouZitim odhadu

| H'AH - H ™ (A+E)H || = ||HEH |
< k(H) | E]

vidime, Ze je-li hodnota k(H) velka, miZe podobnostni transformace velmi podstatné
zvét§it chyby obsaZené ve vstupnich datech. Idealni by proto bylo pouZivat pouze ty
podobnostni tranformace, které nam velikost chyb nezvétsi. Pfikladem jsou transformace
unitarni.

Definice 3.1 Rekneme, Ze matice U € C™V je unitarni, jestliZe
U =UU" =],

kde I je jednotkovd matice.

Poznamka 3.1 Viimnéme si, e euklidovskd norma vektoru a spektrdlni norma matice
jsou invariantni vzhledem k unitdrnim transformacim. Pro obecnou matici A € G,
unitdrni matici U € CNN a vektor z € CN plati

[U=Av| = |A]
U] = Il

Omezme se na chvili pouze na unitarni podobnostni transformace. Cilem podobnostni
transformace by méla byt matice v co nejjednodus$im tvaru - matice diagonélni. BohuZzel,
ne kazdou matici lze unitarni podobnostni transformaci pfevést na matici diagonalni.
Ka?dou matici v8ak lze uZitim unitarnich podobnostnich transformaci pfevést na matici
horni trojthelnikovou.
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V&ta 3.1 (Schur) Pro libovolnou matici A € CN'N existuje unitérni matice U € CNV
tak, Ze matice R = U* AU je horni trojihelnikovd. Matice U miiZe byt zvolena tak, aby
diagondla matice R obsahovala vlastni ¢isla matice A v libovolném predepsaném portadi.

Diikaz: Dikaz provedeme indukci podle fadu matice A. Pro matice fadu 1 je platnost
tvrzeni zfejma. Predpokladejme, Ze tvrzeni véty plati pro vSechny matice az do fadu n
véetné. Nechf A € C"t1"+! necht je dano uspofadani vlastnich ¢isel matice A. Oznaéme
A prvni vlastni &slo v tomto usporadéani. Bez jmy obecnosti pfedpokladejme, Ze ptislusny
vlastni vektor je normovany. Tedy plati

Az =)z, |z||=1.
Definujme &tvercovou unitarni matici H € C™*1"*+! nasledujicim zptlisobem
H=(z X),
kde z € C™*! a X € O™, Pro matici A € C"*1™+! pak plati
e [ zAz zAX )\ (A b
HAH_(X%xX%X)_(OM)’

nebot X*Az je nulovy vektor.

H*AH je horni blokové trojihelnikova matice se ¢tvercovymi diagonalnimi bloky, tedy
mno%ina jejich vlastnich ¢isel je rovna sjednoceni mnoZin vlastnich &isel téchto bloki.
(cviceni 9). Tudiz o(M) = o(A)\{A}. Podle indukéniho pfedpokladu existuje unitarni
matice V takova, ze V*MV je horni trojithelnikova s vlastnimi &isly v pfedepsaném poradi.
PoloZime-li

U=(z Xv),
pak
e (A BV
R“UAU‘(O‘WMV)

je hledany rozklad.
(m

Definice 3.2 Rozklad A = URU* z véty 3.1 budeme nazyvat Schurovym rozkladem
(dekompozici) matice A, matici R nazveme vysledkem Schurovy transformace ma-
tice A.

Schurova véta je nejen velice silnym teoretickym nastrojem, ale ma zasadni vyznam i
pii praktickém feSeni problému vlastnich ¢isel. Uréeni Schurova rozkladu je cilem QR al-
goritmu (krasny vyklad QR algoritmu nalezne tenat v [FMC]).

Uvedeme nékolik diileZitych diisledkii Schurovy véty. Nejprve pfipomeneme definici
normalni matice.

Definice 3.3 Rekneme, e matice A € CV'V je normalni, plati-li A*A = AA*, tj. matice
komutuje se svoji matici hermitovsky sdruZenou.
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Véta 3.2 Necht matice A € CNV je normdlni. Pak vyjsledkem jeji Schurovy transformace
je diagondlni matice.

Dikaz: Tvrzeni dokazeme opét indukci podle fadu matice A. Pro n = 1 je platnost
tvrzeni zfejma. Nechf tvrzeni plati a% do n véetnd. Pro A € C"*'""*! oznaéme vysledek
Schurovy transformace

0 Ry

kde p € C', r € C™ a R, € C™" je horni trojihelnikova matice. Z definice normalni
matice pak s pouzitim U*U = UU* = I dostaneme

R=U%U=(Prry (3.1)

R = RR,

tedy R je rovnéz normalni matice. Dosazenim z vyrazu (3.1) muZeme psat
p 0 p T\ _(p oT p 0
I 0 R, ) \0 R F R )

lol* = |p|? + r"F, (3.2)
z ¢ehoz plyne r = 0. V dusledku toho plati

Tedy musi platit

RiR, = R\ R;. (3.3)
Z rovnice (3.3) vyplyva, ze R; je normalni matice. R; je pfitom Schurovou dekompozici
sebe sama. S pouZitim indukéniho pfedpokladu je R; a tedy i matice R diagonalni.
O
Pro vlastni vektory normalni matice plati nasledujici dilezita véta.

Véta 3.3 Normalizované vlastni vektory normdlni matice A € C™MV tvofi ortonormdlni
bazi prostoru CN.

Diikaz: Schurovu dekompozici normalni matice lze zapsat ve tvaru-
U*AU = A = diag(M, ..., AN).
Protoze U je unitarni, je tento zapis ekvivalentni formulaci
AU =UA. (3.4)
Oznacime-li u,,...,uy sloupce matice U, U = (uy,...uyn), dostavame z rovnice (3.4)
Avy=Xt; §=10..N

neboli uy,...,uy jsou vlastni vektory a Aq,..., Ay jsou pfislusna vlastni &isla matice A.
a



Poznamka 3.2 Zrejmé kazda matice A = U diag(Ay,...,An) U*, UU* = UU* = I, je
matici normdlni.

DileZitou tfidou normalnich matic jsou matice hermitovské.

Definice 3.4 Rekneme, Ze matice A € C™V je hermitovska, jestlize plati A* = A.

Véta 3.4 Matice A € OV je unitdrni tehdy a jen tehdy, je-li normdlni a jeji vlastni
Cisla lezi na jednotkové kruznici. Matice A € CNN je hermitovskd tehdy a jen tehdy, je-li
normdlni a vsechna jeji vlastni éisla jsou redlnd.

Dikaz: Unitarni matice je zfejmé normalni. Necht A je vlastni €islo unitarni matice A
a z je prislusny vlastni vektor. Pak plati

| z [1*=|| Az ||*= (Az)*(Az) = (A)*(Az) = ]A[* || = ||,
z ¢ehoz plyne |\| = 1.
Predpokladejme nyni, Ze A je normalni s vlastnimi ¢isly na jednotkové kruZnici. UZitim
véty 3.2 pak dostaneme:
A"A =UANUUAU* =1 =UAUUAU" = AA®.

Hermitovska matice je zfejmé normalni. Necht A je vlastni ¢islo hermitovské matice A a
z je prislusny vlastni vektor

AMz|P=2z"Az = (Az)'z =X | z |?, \

tedy A musi byt realné ¢islo.
Predpokladejme nyni, Ze A je normélni a ma realna vlastni &isla. Pak plati:

A*=UANU*=UAU" = A.

Poznamka 3.3 (Spektralni rozklad) Pro hermitovskou matici A € CN'N plati
N
A=UAU" =) Nuul,
1=1

kde \; € 0(A) auy,...,uyn jsou sloupce unitdrni matice U € CN'N sestaven€ z normalizo-
vanych vlastnich vektori matice A. Tento zdpis umoziiuje zavést pojem funkce hermitovské
matice.

21



Definice 3.5 Necht A € CNN je hermitovskd matice, \y,...,An jeji viastni cisla a
Ui, ..., uyn odpovidajici normalizované vlastni vektory. Je-li ® redlnd funkce redlné pro-
ménné€, definujeme funkci ®(A) vztahem

o(A) Y qu»(,\.-)u,-u;f. (3.5)

1=1

Piiklad 3.1 Pro hermitovskou pozitivné semidefinitni matici A € CNN mizeme psdt

[S1

N
A S abyur = UARD.
i=1

Pro obecnéjii zavedeni funkce matice odkazujeme na literaturu popsanou v vodu.

Vidéli jsme, Ze t¥ida normalnich matic je totoZna s tfidou vech matic, které lze uni-
tarni podobnostni transformaci prevést na diagonélni tvar. Nepozadujeme-li, aby matice
realizujici podobnostni transformaci byla unitarni, dostaneme t¥idu diagonalizovatelnych
matic.

Definice 3.6 Matici A € CN'N nazveme diagonalizovatelnou, jestliZe existuje regu-
lairni matice X € CNN takovd, 7e X 'AX = diag(Ay,...,AN).

Bohuzel, ne kazd4 Etvercova matice je diagonalizovatelna. Je-li matice diagonalizovatelna,
pak jeji vlastni vektory tvoii bazi prostoru CV. Tato baze viak miZe mit Spatné nu-
merické vlastnosti, nebot odpovidajici matice X mfize byt $patné podminéna (tj. ¢islo
£(X) =|| X |||l X~ || mize byt velké). Neni-li matice diagonalizovatelna, znamena to,
%e nema dost vlastnich vektorii k vytvofeni baze celého prostoru CV. Jak uvidime, tento
defekt miZe hrat velmi podstatnou roli. Proto se matice, které nejsou diagonalizovatelné,
nékdy nazyvaji defektnimi (defective), zatimco matice diagonalizovatelné se nazyvaji jed-
noduchymi (simple). MiiZeme se ptat, lze-li kaZzdou matici alespon aproximovat pomoci
matic diagonalizovatelnych. Odpovéd dava nasledujici véta, ktera fika, ze tfida diagona-
lizovatelnych matic je hustd v CV'N.

Véta 3.5 Necht A € NN, Pro kazdé € > 0 existuje diagonalizovatelnd matice A, € CN\N
tak, Ze | A— A, ||< €.

Diikaz: UvaZujme Schurovu dekompozici matice A, A = URU*. Neni-li matice A dia-
gonalizovatelnd, musi mit alespofi jedno nasobné vlastni &islo (vlastni vektory pfislu$né
riznym vlastnim &sliim jsou linedrné nezéavislé). Vlastni &isla matice A lezi na diago-
nale matice R. Sta&i tedy nalézt takovou diagonalni matici D,, aby vlastni ¢isla matice
R, = R+ D, byla navzajem riizna a || D, ||< €. To je zfejmé vzdy moZné.

O

Na zékladé véty 3.5 bychom mohli uéinit néasledujici avahu: pfi analyze citlivosti se
sta&f omezit pouze na tfidu diagonalizovatelnych matic, nebot kazdou matici vné této tridy

&
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umime libovolné pfesné aproximovat matici diagonalizovatelnou. Tato tivaha je viak, jak
uvidime dale, nespravna. Existuji totiz matice, u nichZ i nepatrnd zména jejich prvki
muze vyvolat velmi podstatnou zménu vlastnich &isel a vlastnich vektort.

Pro dplnost zbyva uvést, do jakého tvaru (co nejbliziiho matici diagonalni) lze po-
dobnostni transformaci pfevést obecnou matici. Vétu uvadime bez dikazu (zvidavého a
trpélivého ¢étenare odkazujeme na [MA]).

Véta 3.6 (Jordan) Pro kazdou matici A € CNV'V existuje requldrni matice X € CN'N tak,
Ze plati

X AX = diag(Jny (M), Jng(Ma)y - -5 I (A1) (3.6)

kde matice na pravé strané je blokové diagondlni a J,, (\¢) € C™™ je Jordaniv blok
tvaru ;
A 1
Ay
Tua (M) = o ;
T |
Ak

explicitné neuvedené prvky matice jsou nulové, ny+nz+...4+n; = N. Pravd strana vyrazu
(3.6) je nazyvina Jordanovym kanonickym tvarem matice A. Je jednoznacéné urcena
aZ na uspordddni bloku. Vlastni éisla A\g, k =1,...,l nemusi byl navzdjem riznd.

Prace s Jordanovym kanonickym tvarem je obtizna z nékolika diivodii (napiiklad libo-
volné malé perturbace mohou zcela zménit strukturu Jordanovych blokit). Véimnéme si,
ze jednicky na vedlejsi diagonale pfedstavuji vlastné vysledek jisté normalizace. Napfiklad
transformace jednoduchého bloku

6 Al ) A b
6? Al 6* = A b
&8 A & A

vynasobi vedlejsi diagonalu hodnotou é. Pokud é — 0, stava se transformace velmi §patné
podminénou.

-1

Cviceni

1. Ukazte, Ze podobnostni transformace zachovava vlastni ¢isla. Co plati pro vlastni
vektory podobnych matic?

2. Dokazte, ze pro unitarni matici U € C™VV a euklidovskou resp. spektralni normu
plati
Uzl =]=]|
resp.
| U*AU || =] A,

kde z € C¥, A€ CNV,



10.
11,

Uvédomte si, jaké vztahy plati mezi t¥idami diagonalizovatelnych, normalnich, uni-
tarnich a hermitovskych matic.

Pro¢ sloupce unitarni matice fadu N tvofi ortonormalni bazi v CN:N?

Necht || z ||o znadi libovolnou normu vektoru z € CV. Chapeme-li matici A € CNV
jako operator z CN do CV, zavedeme operatorovou normu

Ala= max || Az ||, .
| Alla= max, || Az |

Uvedte priklady takto definovanych norem v MV odlisnych od || . |[s.
Lze kazdou maticovou normu v CMN definovat jako operatorovou normu? UvaZte

1/2

N

priklad Frobeniovy normy || A ||r = ( ¥ |a§_,-|2) a volte vhodnou matici A.
4

“Jm

Maticova norma se nazyva konzistentni, pokud | AB ||l < || 4 |la]l B ||« pro
libovolné dvé matice A, B € C™'N. Jaké konzistentni maticové normy znate?

Dokazte, Ze pro libovolnou A € CN'N a pro spektralni normu plati
p(A)<|IA]l. (3.7)
Plati vztah (3.7) i pro jiné maticové normy?

UkaZte, Ze spektrum blokové trojihelnikové matice je sjednocenim spekter diago-
nalnich bloki.

Jak vypadaji matice, které s¢itime ve vyraze (3.5)?

Schurovu dekompozici nelze obecné nalézt Zadnym koneénym algoritmem (napf.
typu Gaussovy eliminace ¢ QR rozkladu). Proé?
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3.2 Citlivost vlastnich ¢isel obecnych matic

Zaéneme ptikladem ukazujicim vyznam vlastnosti matic v teorii citlivosti vlastnich ¢&isel.

Piiklad 3.2 Budeme vysetrovat dvé ndsledujici matice Ag, Ay, které maji totoiné spek-
trum o(Ao) = o(A;) = {0},

Ag =

cooo
=~ )
cocoo
cooc o

-

I
cocooco
oo o~
co~o
oo o

Uvazujme perturbaci E

E=

mn oo

0
0
0
0

oo o o
s T e [ e QR e

kde € je malé kladné€ éislo. Vlastni éisla matice Ag + E se nelisi od vlastnich cisel matice
Ao. Snadno vypoéteme spektrum matice Ay+ E, o(Ay+ E) = {€t, —€i,iet, —iei }. Zvolme
nyni € = 1078, Zatimco vlastni ¢isla matice Ap se od vlastnich ¢isel perturbované matice
Ao + E nelisi, u vlastnich éisel matice A, zpiusobi stejna perturbace odchylku vlastnich
¢isel Fddu 1072,

V celém zbytku kapitoly 3 budeme pouzivat nasledujici oznaceni.

Oznadeni 3.2 Necht matice A € CNN. Jeji malou zménu (perturbaci) oznaéme E,
E € CNVN, perturbovanou matici budeme znacit A, A = A+ E. Vlastni cisla matice
A pak budeme oznacovat Ay, ..., AN, vlastni éisla perturbované matice A budeme oznaco-
vat Ay, ..., AN, prislusné chamktenstzcke polynomy @ 4(A), resp. ¢ ;(A).



3.2.1 Spojitost vlastnich ¢isel

Nejprve ukaZeme, Ze vlastni &isla jsou spojitou funkei prvki matice.

Véta 3.7 Necht matice A € CNVN, X je jeji viastni cislo s algebraickou ndsobnosti m.
Pak pro kazdé dostateéné malé € > 0 ezxistuje & > 0 tak, Ze pokud je || E || < 8, pak kruh

D(M\e)={C€C;|¢ - Al <€}

obsahuje pravé m vlastnich cisel matice A=A+E.

Diikaz: Zvolme € > 0 tak, aby D(),¢€) neobsahoval zadné dalsi vlastni ¢islo matice
A. Oznaéme 3(¢) = ¢;(¢) — @a(¢). Hranice kruhu D(),€) je kompaktni mnoZina v C,
oznaéime ji OD. Charakteristicky polynom je spojitou funkci prvki matice; proto funkce
n(¢) konverguje k nule na kompaktu dD pro A — A. Zaroven ¢4(¢) # 0 pro V¢ € aD;
jisté tedy existuje takové &islo 6 > 0, Ze pro || £ ||< § plati

In(¢) < lpa(¢)l V¢ € aD. | (3.8)

Nyni pouzijeme Rouchéovu vétu ve tvaru, ktery je uveden napf. v [MPT], str. 167. Funkce
@4 a7 jsou analytické v celé mnoZiné C. Pak z (3.8) vyplyva, Ze p4 a p; =+ @4 maji
v kruhu D(A, €) stejny pocet nulovych bodu.

a

Poznamka 3.4 Uvédomme si, Ze véta 3.7 ndm neddvd Zddny kvantitetivni odhad pro
zménu vlastnich cisel. Véta 3.7 neiikd ani to, Ze mald perturbace prvki matice zpusobi
malou perturbaci vlastnich cisel!



3.2.2 Elsnerova a Ostrowského-Elsnerova véia

Diive nez zformulujeme zdkladni véty teorie citlivosti vlastnich ¢isel pro obecné matice,
musime umét popsat vzajemnou polohu spekter matic A a A.

Definice 3.7 Necht A € CNV, E € CNN, A= A+E. Spektralni variaci matice A
vzhledem k matici A nazveme

sva(A) 24 m:_'a.x(ngjn X = Aj)).

Obr. 3.1: Spektralni variace svs(A) a sv;(A)

Poznamka 3.5 Vsimnéme si, jaky ma spektrdlni variace geometricky vijznam. Definujeme-
li totiz ) )
Di = {G ¢ = Aif < sva(A)}
prot=1,...,N, pak
N
O'(A) C U D;.
=1

Tedy vechna vlastni ¢isla matice A lei ve sjednoceni kruhi se stredy ve viastnich cislech

matice A a polomérem sva(A).

Spektralni variace mé4 velmi nepiijemnou vlastnost. Neni symetricka (sv4(A) # svz(A))
a neni tudiZ metrikou. Obrazek 3.1 je piikladem rozloZeni spekter matic A a A fadu 3,
kdy je sv;(A) > sva(A). Vlastni &sla matice A jsou oznaena k¥izky, vlastni &sla matice
A krouzky. '

Definice 3.8 Necht A € CNN E € CVN, A = A+ E. Hausdorffovou vzdalenosti
spekter matic A a A nazveme

hd(A, A) E max(sva(A), svz(A)).



Hausdorffova vzdélenost jiz definuje metriku v CM¥| stéle viak ndm nedava nazorny
pojem vzdalenosti vlastnich &sel matic A a A. Proto je vyhodné pouivat nasledujici
definici.

Definice 3.9 Necht A€ CVN, E € CN'N, A= A+ E. Pérovou (optimalni) vzdale-
nosti spekter matic A a A nazveme

~. def - -

md(A, A) = min(max A — Xi),
kde = probihd vsechny permutace mnoziny {1,...,N}.
Podafi-li se nam ukazat, Ze parova vzdélenost matic md(A,fi) je mala, znamena to, Ze
vlastni ¢isla matic A a A jsou usporadana v parech tvofenych blizkymi vlastnimi &isly.
To nam dovoluje nazorné si predstavit zmény jednotlivych vlastnich &isel. Mezi pojmy
definovanymi vySe plati nasledujici vztah:

sva(A) < hd(A, A) < md(A, A).

Piiklad 3.3 Situace, kdy hd(A, A) < md(A, A) je zndzornéna na obrdzku 3.2.

Obr. 3.2: Hausdorffova a optimaélni vzdélenost spekter matic A a A

Diive nez uvedeme Elsnerovu vétu, ktera dava odhad velikosti Hausdorffovy vzdale-
nosti spekter matic A a A, dokdZeme pomocné tvrzeni.
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Lemma 3.1 (Hadamard) Oznaéme a,,...,an sloupce matice A € CNN. Pak plati
|det(A)| < T, || a; |

a rovnost nastivd pravé kdyZ A ma nulovy sloupec nebo jeji sloupce jsou navzdjem orto-
gondlni.

Dikaz: Podle véty o QR rozkladu (viz napf. [FMC]) vime, Ze kaZdou komplexni matici
1ze rozloZit na soudin matice unitarni a matice horni trojihelnikové. Tedy plati

A=UR; U*A=R, (3.9)

kde U*U = UU* = I a R je horni trojihelnikova. Oznaéme ry,...,rN sloupce matice R
a pu,...,pnn jeji diagonalni prvky. Pro determinant matice A plati

|det(A)| = |det(UR)| = |det(R)|.
Pro determinant matice R dal$imi Gpravami dostavame

|det(R)| = T}, |ps;| STLL, || rj ll= 1L, || Uaj ll= THL, || a; || (3.10)
(bylo pouzito vyjadfeni (3.9) pro matici R a invariance euklidovské normy vzhledem k
nasobeni unitarni matici).

Diikaz druhé ¢asti tvrzeni vyplyva pfimo ze vztahi (3.10). Pokud ma A nulovy sloupec,
ma nulovy determinant. ProtoZe posledni vyraz v (3.10) je roven nule, zfejmé nastava
rovnost. Ma-li matice A navzajem ortogonalni sloupce, musi byt matice R diagonalni a v
(3.10) opét nastava rovnost. Opacné, aby platila mezi vztahy v (3.10) rovnost, musi byt
splnéno '

T lpsil =L, Il rs | -
To zfejmé nastane, je-li bud néjaky sloupec r; nulovy (pak je nulovy i j-ty sloupec matice
A), nebo pokud je |pj;| = || r; || pro vSechna j = 1,...,N (sloupce matice A jsou
ortogonalni). '
]

Véta 3.8 (Elsner) Necht A € CNN, E € CNN a A = A+ E. Pak pro Hausdorffovu
vzddlenost spekter matic A, A plati

hd(A, A) S (| All+ | ADF | E ¥ . (3.11)

Diikaz: JelikoZ prava strana nerovnosti (3.11) je symetricka v A, A, sta& dokazat, Ze
odhad plati pro sva(A).

Piedpokladejme, Ze A je to vlastni ¢islo, které realizuje maximum v definici spektralni
variace A vzhledem k A. Vezméme pfislu$ny normovany vlastni vektor z; matice A a
dopliime ho dalsimi vektory z3,...,2zn tak, aby vyslednd matice X = (zi,...,2n) byla
unitarni. Pro N-tou mocninu spektralni variace A vzhledem k A pak plati

(sva(A)Y < TR — A = |det(A— AI)| = |det[(A - XI)X]|
< 1Y, | (A= ADw || = | (A= KDy || T, | (A= XD || - (3.12)

— =
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Posledni nerovnost ve vyraze (3.12) jsme dostali uZitim Hadamardova lemmatu. Protoze
A= A+ E, X je vlastni ¢islo matice A piislusné vlastnimu vektoru z; a || z, ||= 1, plati

I(A=X)z | S| E|l-
Ostatni €leny v soudinu na pravé strané vyrazu (3.12) odhadneme nésledujicim zpusobem:
[(A=ADzi | S| A=MSAN+ A < AI+]Al

(pfi odhadech jsme vyuZili nerovnosti p(A) < || A ||). Dosazenim do (3.12) ziskime
hledany odhad i .
(sva(AY <N EN AN+ APY.

O

_ Elsnerova véta dava odhad pro Hausdorffovu vzdalenost spekter matic A a A. Obdobny
odhad odvodime i pro parovou vzdalenost. Jeji hodnota vypovida totiz o vzajemné poloze
spekter matic A a A nejvice. I kdyZ znéni véty bude a# na nésobek &lenem nezavislym na
A, E stejné jako u Elsnerovy véty, diikaz je mnohem naro¢néjsi. Prejit od Hausdorffovy
k parové vzdéalenosti neni snadné.

Pouzijeme nasledujici uZiteénou techniku. Necht A € CVVN, E € CMV jsou dané
matice, A = A + E. Budeme se zabyvat vlastnostmi matice A+ 7E, kde 0 < 7 < 1.
Oznadime s :

p (@ max | A+TEI)Y, y=u| E|N.

Pak zfejmé plati p > (|| A || + || A ||)'=% a z Elsnerovy véty plyne sv4(A) < 7. Spektrum
matice A jisté lezi ve sjednoceni kruht D; = {( € C;|( — Xi| <4}, i=1,...,N;

N
o(A) c | D
s=1
Dale plati
IA+7E|=|A+7(A-A) < QA=) A +r A <AL+ Al,

z ¢ehoz plyne

)1-1/N

~ - ~ \1-1/N
p<2(l AN+ Al , v<28, §=8AA)= A+ Al NEMN.

P¥i odhadu optimélni vzdalenosti spekter matic A a A vyuZijeme nasledujici diilezité
tvrzeni.
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Lemma 3.2 Necht libovolné sjednoceni m vyse popsanych kruhi D; md s ostanimi“kruhy
prazdny prinik. Pak toto sjednocent obsahuje pravé m vlastnich ¢isel matice A.

Diikaz: Bez tjmy obecnosti predpokladejme, ze U, D; méa s kruhy Dp4q,...,Dn
prazdny prunik. ProtoZe U, D; je uzaviena mnoZina, je

m N
c\UD;:\ U D
=1 i=m+1
oteviena mnoZina a tudiz /L, D; je od ostatnich disku izolovana. Oznaéme
~.,.=Tfi+(1 —17)A=A+71E,

kde 7 €< 0,1 >,
DI ={CeC;|C—N|<pu|TE|¥}.

POUElt]’m EISDEI'OV v vety dostévéme
- ! 1
SUA(A.T)<#”TE” —‘}’I]i.

Dale vime, Ze

) N
o(A,) c | DI.

se=1

Podle predpokladu je
U =) p;
=1 i=1
izolovana od ostatnich N —m kruhi. Funkce -y'rlb je pro T €< 0,1 > monotonné rostouci.

Tedy
U D; (3.13)
=1

je izolovana od ostatnich diski pro kazdé T €< 0,1 >. Sjednoceni UL, D obsahuje pravé
m vlastnich éisel matice Ag = A. Zkonstruujme posloupnost matic Ag, Ary. ..y Arpye -
kdeD < <... €70 € ... <1 tak, aby :

lim A, = A;.

1—00

ProtoZe vlastni ¢isla jsou spojitou funkei prvki matice, konverguji i pfislu$na vlastni &isla

lim \j(A:) = \i(A4) pro j=1,...,m.

1—+00

A tato limita musi vzhledem k izolovanosti (3.13) lezet v U~ D!.

=1

Koneéné jsme pripraveni vyslovit a dokazat slibenou vétu.
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Véta 3.9 (Ostrowski,Elsner) Necht A€ CVN, E € CN'N a A= A+ E. Pak pro pdrovou
vzddlenost spekter matic A, A plati

md(A,A) < 2N =1)(|A ||+ | A% | E|*. (3.14)

Dukaz: Pouzijeme pfedchoziho oznaceni. Necht Cy, (5, ..., C, jsou souvislé navzajem
disjunktni komponenty sjednoceni UY., D;. Podle lemmatu 3.2 obsahuje kazda kompo-
nenta C; pravé tolik vlastnich cisel matice A, kolik obsahuje vlastnich ¢isel matice A.

Pérova vzdalenost je definovana jako maximum ze vzdalenosti [Ax;) — A;| pfi optimal-
nim sparovani. Proto staéi uvaZovat jen takové permutace 7 na mnoziné {1,..., N}, které
kazdému vlastnimu é&islu \; € C) pfitadi vlastni &islo A.(;) € Ci, tedy pary jsou vytvafeny
jen uvnitf jednotlivych komponent, nikoliv mezi ¢isly v riznych komponentach. Bezijmy
obecnosti se nase dalsi ivahy budou tykat pouze nejvétsi souvislé komponenty oznaéené
jako C', o niz budeme predpokladat, Ze je sjednocenim kruhi se stfedy ve vlastnich éislech
b TR

m
¢ =) Di
Pokusime se nalézt takové rozlozeni vlastnich &isel matic A a A v 4, které je nejhorsi
mozné, tj. kdy nabyva parova vzdalenost na C; svého maxima. Snadno nahlédneme, Ze
nejméné pfiznivy pfipad pro vzajemnou polohu vlastnich ¢éisel A,..., A\, a ,\,,m, )«,(m}
nastava, pokud jsou Ay,..., A, rozloZeny na pfimce (nikoliv nezbytne na rea.lne ose) a
vzdalenost |A; — Ai—;| = 2y < 46. Pak je totiz velikost C; maximalni, jak je naznaceno na
obrazku 3.3.

Obr. 3.3: Nejhorsi mozné rozlozeni vlastnich ¢isel matice A takové, aby C; méla maximalni
velikost

Uvazujme nyni vzajemnou polohu éisel A; a :\,,{.-). Z Elsnerovy véty vime, 7e hd(A, A) <
., neboli

§
6. (3.15)

sva(A) <
svi(4) <
To znamena, Ze sjednoceni kruhi se stfedy v A; a polomérem § musi obsahovat viechna
vlastni ¢isla /\,(.) a zaroven sjednoceni kruht se stredy v ,\,(,) a polomérem & musi obsaho-
vat vSechna vlastni ¢isla A;. Z hlediska parové vzdalenosti nastane nejhorsi pfipad zjevné
tehdy, kdyZ rozloZeni vlastnich ¢&isel )\,( ) bude ,nejméné rovnomérné“(viz obrazek 3.4).
Optiméalni sparovani je pro takto rozloZena vlastni éisla znazornéno na obrazku 3.5.
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Obr. 3.4: Nejhor$i mozné rozloZeni spekter matic A a A na komponenté C;, dovolené
Elsnerovou vétou

Obr. 3.5: Optimélni sparovani pfi nejhor$i moZné vzéjemné poloze vlastnich &isel A; a
A‘N‘{f} |

Pfi tomto sparovani musi jedno z vlastnich ¢isel A, znazornénych na pravém okraji
posledniho disku tvofit par s Ak, kde k = 2L je-li m liché éislo, k = 7 +1 je-li m sudé
&islo. V kazdém pfipadé plati pro vzdalenost Ay od A, odhad

: —1
e = Aegy] < [—”‘Q—J % +6 < (2m = 1),

kde symbolem |.| zna¢ime celou ¢ast pfislusného racionalntho ¢isla. Snadno nahlédneme,
7e uvedeny odhad je hornim odhadem pro maximalni vzdalenost &isel v paru pfi libovolné
permutaci,

.....

0

Zékladem diikazu véty 3.9 byl neklesajici odhad pro spektralni variaci sva(A+7FE). Vétu
je proto moZno formulovat obecné&ji (ditkaz jen sleduje pfedchozi postup a ponechame jej
¢tenafi jako cviceni).

Véta 3.10 Necht A € CNN, E € CVNN a A = A + E. Predpoklidejme ddle, Ze B(t) je
pro 7 > 0 neklesajici odhad spektrdlni variace svs(A + TE). Pak pro pdrovou vzddlenost

spekter matic A a A plati: i
md(A, A) < (2N —1)4(1). (3.16)

Pro tiplnost uvadime, Ze faktor (2N — 1) neni optimélni a je moZné jej nahradit mensi
hodnotou. Velikost faktoru vsak pro nas neni dilezita. Co je vSak velmi dileZité je fakt,
ze ziskané odhady jsou tmérné hodnoté

TS
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Po obtizné praci je vysledkem depresivné slaby (a ¢asto velmi pesimisticky) odhad. Je-
li napfiklad N = 107 (v praxi se &asto fe$i problémy pro N ~ 10% aZ 10°),a || E ||= 10717,
je vysledny odhad zmény vlastnich &isel pfi takto malé perturbaci tmérny 10=1/19 || A ||
a jeho prakticky vyznam je nepatrny.

Cviceni

1. Uka#te, 7e hd(A, A) definuje metriku v CVV,

]

. Jaka je tiloha souvislych komponent C; v dikaze Ostrowského - Elsnerovy véty?
3. Pro¢ jsou v dikaze pouzivany kruhy o poloméru 26?7
4. K &emu je potieba neklesajici odhad pro sv4(A,)?

5. Dokazte vétu 3.10.
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3.2.3 Bauerova-Fikeho a Henriciho véta

Radi bychom dospéli k odhadiim citlivosti vlastnich &isel, které jsou amérné nikoliv
| E ||VN, ale pouze || E ||. Neni to mo#né vidy, chceme proto nalézt charakteristiku
matice, ktera bude rozhodujicim zptisobem ovliviiovat kvalitu odhadu. Touto charakte-
ristikou bude odchylka od normality, studovana v tomto odstavci.

Dalsi véta ma pro nas pouze pomocny charakter, je to vSak obecna véta velkého
vyznamu.

Véta 3.11 (Bauer-Fike) Necht Q@ € CN'N je requlirni matice, A = A+ E, kde E €
CNN . Predpoklidejme, Ze A je vlastni éislo matice A, které neni vlastnim éislem matice
A € CNN, Pak plati

Q@ (A-ADT'Q'< I Q'EQ]. (3.17)
Diikaz: Za predpokladi véty plati
QN A-ANQ = Q7'(A-AI)+EIQ )
= QA=A +[Q7(A-ADTQIQTEQ]}.  (3.18)

Protoze Q~1(A— AI)Q je singuldrni matice a Q~'(A — A)Q je regularni matice, musi byt
matice i
I1+[Q7'(A-A)"QIQ™EQ]
singularni. Musi tedy platit
1< || [@7MA-ADTQIQTEQ] || - (3.19)

S vyuZitim konzistence maticové normy dostaneme tvrzeni véty.

O
Poznamka 3.6 Dohodneme-li se na oznaceni
QM A-ANTQ £ 0 pokud 1€ a(A),
pak lze znéni Bauer-Fikeho véty formdlné rozsivit na vSechna vlastni éisla matice A.
Poznamka 3.7 Bauer-Fikeho véta plati i v piipadé libovolné maticové normy || . ||a,

ktera spliuje podminku konzistence, 1j. pro niz plati
| AB |l < || Allall B lla 5

kde A,B € CNN. V dikaze se vyuZije faktu, Ze je-li matice I + F singuldrni, pak pro
libovolnou konzistentni normu plati

| F |l 2 1.

Dikaz ponechame jako cvicent.
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Pfipomeiime, %e vysledkem Schurovy transformace normalni matice je diagonalni ma-
tice. Vysledkem Schurovy transformace obecné matice je horni trojihelnikova matice R,
pfi¢em? R neni uréena jednoznaéné. Odchylku od normality definujeme nésledujicim zpi-
sobem.

Definice 3.10 Necht || . || je norma v CNN, A € CNN, Oznaéme U mnofinu viech
unitdrnich matic takovych, Ze matice U*AU je horni trojihelnikovd. Pro kazdé U € U
zapisme U"AU = Ay + Ry, kde Ay je diagondlni matice, Ry je horni trojithelnikovd s
nulami na diagondle. Jako a-odchylku od normality matice A pak definujeme cislo

a(A) < min || Ru lla

Vyipoéet odchylky od normality v obecné normé je ziejmé velice obtiZny, protoZe Schurova
dekompozice neni jednozna¢na. Na druhé strané, provadime-li vypocet ve Frobeniové
normé, lze s vyhodou vyuZit toho, Ze tato norma je invariantni vzhledem k unitarnim
transformacim.

Véta 3.12 Pro libovolnou matici A € CNN s vlastnimi éisly Ay, A, ..., An plati
N 1
sr(A) = (Il AllF = 22 1Ml (3.20)
=1
Diikaz: ProtoZe Frobeniova norma
N N )
I Alle= (23 laiil®)?
=1 =1
je invariantni vzhledem k unitarnim transformacim, s pouzitim pfedchoziho oznaceni plati
; N
| Al = |U"AU ||} = || Au + Ru |IF = 2 [\P+ || Ro ||,
§=1

kde U je libovolna unitarni matice z mnoZiny U.
a

Koneéné miizeme vyslovit a dokazat Henriciho vétu. Z formalnich divodi budeme ve
zbytku ¢asti 3.2.3 predpokladat, Ze pro danou matici A je §,(A) # 0.
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Véta 3.13 (Henrici) Nechi || . ||« je norma v CNN takovd, Ze || B ||« = || B || pro kazdou

matici B € CN'N. Necht A € CN, polozme A= A+E, kde E € CNN. Necht §,(A) # 0.
Pak pro kazdé vlastni &islo A matice A ezistuje vlastni éislo \ matice A tak, Ze

. N
A=A
(54) 1E|

<
x N—1—6GA'
v (B) o (B W

(3.21)

Diikaz: UvaZujme libovolné vlastni &slo A matice ﬁ Pokud je A zéroveh vlastnim &slem
matice A, je tvrzeni trivialné splnéno. Uvazujme A ¢ o(A). Necht UAU = A + R je
vysledek Schurovy transformace matice A pro néjakou U € U, matice A je diagonélni a
R horni trojihelnikovéa s nulovou diagonalou. Z Bauerovy-Fikeho véty (pro @ “ Yy ) pak
mame

IA=AT+RT TS| Bl (3.22)
Matici (A — A + R)™! lze upravit nasledujicim zptisobem

(A=XM+R)™ = {(A=XD[I-(A=XI)"(-R)]}™
= [I—(A=AI)'=R)™A =A™

Spektralni polomér matice (A — M )~'(=R) je roven nule. To znamena, %e rozvoj matice
[I = (A —=AI)"'(=R)]™" do Neumannovy fady je konvergentni. Navic plati, ze R’ = 0 pro
j > N, rozvoj je tedy koneény,

[B=(A = D (=R =4 = (A =AD"B+ ... + (=) A~-AD2RM.

Oznaéme

w= min |A— )|
AEa(A)

a odhadnéme velikost normy matice (A — AT + R)™! nésledujicim zptisobem

HA=M+RT < (ITI+ 1A= DT IRl +...4+
+HA=ADT N RN A= ADT

Z definice odchylky od normality a vztahu mezi spektralni normou a normou || . ||, mame
H(A =M 4+ RB)? || w1 +w6:(A4) + ..o+ w28 (A)V1). (3.23)

Tvrzeni véty dostaneme kombinaci vztahl (3.22), (3.23) a algebraickou Gpravou.
O

Henriciho véta popisuje spojity pfechod mezi dvéma extrémnimi pfipady, které mo-
hou pro odhad citlivosti vlastnich ¢isel vzhledem k perturbacim matice nastat. V prvnim
pfipadé je tento odhad imérny N-té odmocniné normy matice F, ve druhém pouze veli-
kosti normy matice E. Abychom to nahlédli, budeme se zabyvat vlastnostmi realné funkce
realné proménné ¥(n) definované vztahem

N

' def n |
1] = > 0. .24
(n) P T———_ =0 (3.24)
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Pak pro % ﬁ{;j} plati podle Henriciho véty odhad

£

¥(n) < 5-(A)

Viimnéme si nyni, jak vypada ¥(n) pro mezni hodnoty 7. Je-li  malé, je jmenovatel ve
vyraze (3.24) blizky jedné, tudiz ¥(n) =~ n" a tedy asymptoticky odhad pro spektralni

variaci je
sva(A) _ (n B u)*
ba(A) ~ \6a(4)) ~

S

Je-li naopak 7 velké, pak je V! nejvyznaénéjsim Elenem ve jmenovateli vyrazu (3.24) a
tudiz ¥(n) ~ 5. Asymptoticky odhad pro spektralni variaci ma pak tvar

~

sua(d) _ I E |
5alA) = 8.(A)

Formulujeme-li pfedchozi tivahy pfesné, dostavame nasledujici disledek véty 3.13.

Véta 3.14 S pouzitim zavedeného oznaceni a za predpokladi véty 3.13 plati.
Je-li i{%% < %, pak

swa(A) _ 1 (I EINT

A ST (w)) | (3.25)
Je-li i%% > 1, pak )

sv4(A) < || E || + 6a(A). (3.26)

Ditikaz: Pro funkci ¥ definovanou vyrazem (3.24) plati

1
] — 4
(n)<N=>n<1

Z ptredpokladu i]%]')' < 4 dostavime ¥(n) < & a tedy n < 1. A protoZe pro n < 1 je

zfejmé splnéno
N

1+4...49N-1’

i
N

IN

dostaneme

v () = () <

Pokud je n > 1, plati pro funkci W

Ul ol
1 = > n(l — =np—-1. 3.27
(n) 1+q—l+...+q-(”-ll—”( nT) =1 (3.27)

Vyrazu (3.27) budeme chtit pouZit pro proménnou

¢=0? (%) (3.28)
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(vimnéme si, ze inverzni funkce k funkci W existuje a je monotonni). Nejprve je t¥eba
ovéfit, ze takto definované ( je vétsi nez jedna. PouZijeme dalsi vlastnosti funkce ¥, a to
U(¢) > 1= ¢ > 1. ProtoZe z (3.28) a podle pfedpokladu

¥ = 1>,

je i ¢ definované vyrazem (3.28) vétsi neZ jedna, tedy z (3.27) mame

a(1LE] a(IEI
v (i) <o (7 (i) + .
Z Henriciho véty pak plati ) Y
sva(4)\ _ I E ]
*(30) < i .

Aplikujeme-li na obé strany vyrazu (3.30) funkci ¥~*, pak spolu s uZzitim (3.29), dostaneme

sva(A) < gt (II EII) <IE]

5a(A) 5a(A)) S saa) T

&m3 je dokézano (3.26).
|

Protoze ¥ je neklesajici funkce, je neklesajicii W='. Tedy lze formulovat disledky véty
(3.10) a (3.13) v nasledujicim tvaru.

Véta 3.15 Necht matice A€ CNN, A= A+ E, kde E € C¥V a funkce ¥ je definovina
vyrazem (3.24), 6o(A) # 0. Pak plati

md(A, A) < (2N —1)6,(A)¥™? (%) ;

Diikaz: Podle véty (3.13) plati

sald) _ . (L E
5a(A) =V (

a tedy i

sva(A+7E) < 85(A) T ('L:(i)”) ,

a protoze tento odhad je pro 7 €< 0,1 > neklesajici, lze pfimo pouzit vétu 3.10.
O

Stejné jako v Elsnerové a Ostrowského-Elsnerové vété, tak i v Henriciho vété dostavame
pro obecny problém dimenze N odhady, v nichZ vystupuje N-ta odmocnina normy matice
perturbaci || E ||. V dalsi vété ukaZeme, Ze tento odhad lze zlepsit v pfipadé, kdy nejvétsi
Jordaniv blok matice A ma rad m, kde m < N.
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Véta 3.16 Nech? matice A € CNN, A = A+ E, kde E € C¥V 4 oznaéme Jordaniv
kanonicky tvar této matice J = Q7' AQ. Necht m je velikost nejvétsiho Jordanova bloku
v J. Pak pro kazdé X € o(A) existuje A € o(A) takové, Ze

A=A
Ll = A b sonb [A = A=

_<|QTEQ]. (3.31)

Diikaz: Tvrzeni se dokazuje zcela analogicky jako Henriciho véta, proto zde dikaz jen
naznac¢ime. Bauerovu-Fikeho vétu pouzijeme v nasledujicim znéni

QM A=ANTQ|T'SIQEQ] .

Pak mame

QM (A=-ADTQ

QMA-ANQ) ' =(J-AD)T"=(A-X+R)™
{I-(A=AD"R+
+ oo + (DA =ADTRP YA - ADL (3.32)

Matice R je horni trojihelnikova ¢ast Jordanova kanonického tvaru J s vynulovanou
diagonalou. Na jeji vedlejsi diagonale leZi bud jednicky nebo nuly a v3ude jinde jsou
nulové prvky. Zfejmé je | R || = 1. Navic nejdelsi ,souvisly pas“ nenulovych prvki se
sklada z m—1 jednicek. Proto ve vyraze (3.32) budou vSechny ¢leny, v nichZ se R vyskytuje
v mocninach vétsich nebo rovnych m nulové.

a

Cvicéeni

1. Proé je pro horni trojithelnikovou matici R € CNN s nulovou diagonalou R = 0
pro j > N?

2. Dokazte, zZe je-li ¥(n) < 1 pak je n < 1.
3. Dokazte, Ze funkce ¥ definovana vztahem (3.24) je monotonni.
4. Dokazte vétu 3.11 pro libovolnou konzistentni maticovou normu | . ||..

5. Necht || . ||, je libovolna konzistentni norma v CV'N. Pak existuje vektorova norma
.|l vCN tak, e || Az ||, < || Allu|| z |l plati VA € CNV, ¥z € CV. Dokaste.
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3.3 Citlivost jednoduchého vlastniho ¢isla

Poznali jsme, Ze vlastni &isla matice mohou byt velmi citliva na malé zmény prvkii matice.
Je pfirozené ptat se, zda viechna vlastni ¢isla dané matice jsou stejné citliva a ¢im je zména
jednotlivych vlastnich &isel podminéna. V tomto odstavci se budeme zabyvat podminénosti
jednoduchého vlastniho ¢isla obecné matice. Nejdfive uvedeme a dokazeme GerSgorinovu
vétu, kterd ma pifi zkoumani citlivosti jednoduchého vlastniho ¢isla klicové postaveni.
Gersgorinova véta fika, ze vlastni ¢isla dané matice lezi ve sjednoceni kruhi, které
jsou popsany pomoci prvki této matice. Tedy neni v pravém slova smyslu vétou z teorie
citlivosti (¥4dnéd matice perturbaci zde nevystupuje). Pfi vhodném uZiti Gergorinovy
véty viak lze ziskat velmi dobré odhady polohy vlastnich &isel perturbované matice.

Véta 3.17 (Gersgorin) Necht A € CN'N. Oznaéme soucet absolutnich hodnot proki v
i-tém tddku s vynechdnim proku na hlavni diagondle a;, «; « v et =100,
a

GI(A) = {C (= C; IC - aill .<_ C!i]'-
Pak plati

tj. spektrum matice A leZi ve sjednoceni Gersgorinovych kruhi se stiedy v diagondlnich
pruvcich a poloméry a;. Pokud je m kruhi G;(A) izolovino od ostatnich N —m kruhi, pak
jejich sjednoceni obsahuje prdavé m vlastnich éisel matice A.

Diikaz: PouZijeme vztah (3.19) z dikazu Bauerovy-Fikeho véty pro specialni volbu
pfislusnych matic a maximovou normu || . ||, ktera je definovana vztahem || B |[o=
maxi<icn Ty [bis], B = (bij)ij=1,...n € CMVN. V nerovnosti

1< Q7B - ANTQIQEQ)] |leo (3.33)
poloZime
Q <1
B & diag(ayyy...,ann)
B+E ® A (tj. E= A—diag(an,...,ann))
A E ),

kde ) je libovolné vlastni &islo matice A, pro které plati A # a;; pro i =1,..., N (jinak
je znéni véty trivialni). Vysledkem je nerovnost

1 < | [diag(an,. . .,ann) = M]7' A = diag(an, . .., ann)] e,

kterou z definice maximové normy zapiSeme ve tvaru
N
i=1,j#i |ai;]
I i it
L] |ﬂ“,' = Al
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Necht i) je ten fadkovy index, v némZ se nabyva maxima, tedy plati

N
Yo laigl 2 laii, — Al

J=l rj#il

coz dokazuje prvni ¢ast véty. Diikaz druhé ¢asti Ize snadno ziskat pomoci techniky pouZité
pfi ditkazu lemmatu 3.2 a je ponechan ctenafi jako cvideni.
O

Nasledujici piiklady jsou ukazkami toho, jak miZe pouZiti GerSgorinovy véty zlepsit
odhady polohy vlastnich &isel perturbované matice. Umysiné volime elementérni piiklad
matice fadu dvé, nebot ndm to umozni nazorné vysvétlit dilezitou techniku vyuZitou dale
v textu.

= G 3 w 10 oy ; 0 107t
Priklad 3.4 UvaZujme matici A = 0 9 | e perturbaci £ = 104 0 ;

Perturbovand matice A= A+ E je pak ve tvaru

3 1 1074
A=(10-4 2 )

Jednoduchym vijpoétem uréime spektrum matice A, o(A) = {~ 1 —1078,~ 2 + 10-8}.
Spektrum matice A je ziejmé o(A) = {1,2}. UkdZeme, jak se lisi odhad vzdjemné polohy
vlastnich cisel matic A a A ziskany z Elsnerovy a Gersgorinovy véty.

Nejprve pouzijeme Elsnerovu vétu. Ziejmé je || A || =2 a || Al =~ 2+1078, tedy pro
Hausdorffovu vzddlenost plati hd(A,A) < (|| A|| + || A )% || E ||¥ ~ 2 x 102, Tedy
podle Elsnerovy véty je zména vlastnich cisel omezena hodnotou Fddu 1072. Na druhé
strané polomér obou kruhi G; (A) z Gerdgorinovy véty je 10~*. Tento odhad je o dva Fdidy
lepsi neZ odhad pro polohu AI,Az z Elsnerovy véty, ani on vsak nent dostatecné presny,
nebot skutecnd vlastni ¢isla matice A maji hodnotu ~ 1 — 1078, ~ 2 4+ 10~%.

V dalsim prikladé ukaZeme, jak lze odhad polohy vlastnich ¢&isel z piikladu 3.4 zlepsit.

Piiklad 3.5 Uvazujme matice A a E z prikladu 3.4. Technika pro ziskdni dobrého odhadu
polohy vlastnich cisel matice
% ( 1 107 )
T N107¢ 2

je zaloZena na Gersgorinové vété a vychdzi z elementdrniho poznatku, Ze podobnostni
transformace zachovdva vlastni cisla matice. Budeme hledat takovou podobnostni trans-
formaci, aby Gerigorinovy kruhy zistaly disjunktni a alespori jeden z nich mél pro trans-
formovanou matici vyrazné mensi polomér nez pro matici pivodni.

Provedme podobnostni transformaci matice A ndsledujicim zpiisobem

A= 0 1 104\ [at 0) 1 al0
W=re 1 107 2 0 1) \at0¢ 2 )’
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kde o je kladné redln€ éislo. UkdzZeme, jak lze vhodnou volbou parametru a ziskat do-
statecné jemny odhad pro vlastni ¢islo matice A leZici v kruhu se stiedem v 1. Podle
Gersgorinovy véty lezi toti vlastni éisla matice A(a) ve sjednoceni intervali

(1-al07*1+al0"*)U(2—a'107%,24+a71107*).

Gersgorinova véta navic ¥ikd, Ze pokud se tyto dva intervaly neprotnou, obsahuje kazdy z
nich prdvé jedno vlastni ¢islo matice A(a). Zvolime-li tedy o dostatecné malé, ale zdroven
tak velké, aby se oba intervaly neprotly (napf. a = 1.01 x 10~*), dostaneme velmi dobry
odhad pro vlastni ¢islo v intervalu (1 — al07*,1 + a107).

NeZ zformulujeme vétu o citlivosti jednoduchého vlastniho ¢isla vzhledem k malym
zménam prvkl matice, pfipomeneme pojmy levy a pravy vlastni vektor a provedeme
nékteré pomocné uvahy, které pfi ditkazu véty budeme potfebovat. Necht A je vlastni ¢islo
matice A € CV'N. Pak existuje nenulovy vektor z € CV tak, ze Az = Az. Z vlastnosti

determinantu vime, Ze
det(A — AI) = det(A* — AI),

a protoze det(A — AI) = 0, je matice A* — M singularni. Existuje tedy nenulovy vektor
y € CN tak, 7e (A* — M)y = 0, neboli

y" A=Ayt

Definice 3.11 P7i vyse pouZitém oznaceni nazyvdme vektor z pravym a vektor y levym
vlastnim vektorem matice A prislusnym vlastnimu éislu .

Je-li vlastni ¢islo A jednoduché (tj. neni nasobnym kofenem charakteristické rovnice),
pak levy a pravy vlastni vektor nemohou byt vzajemné ortogonalni. Pfi vhodném nor-
movani je jejich skalarni sou¢in rovny jedné. UkdZeme to nasledujicim zpisobem. Pfed-
pokladejme, Ze A € CN'V a necht J = W~AW je jeji Jordantiv kanonicky tvar. Necht
Jordanovy bloky jsou uspofadany tak, Ze na prvnim misté je Jordantiv blok obsahujici

jednoduché vlastni ¢islo A,
A

J
J= " : (3.34)

Jk

kde Ja,...,Ji jsou Jordanovy bloky prislusné ostatnim vlastnim &islim (nevyznacené
prvky matice jsou nulové). PiepiSeme-li Jordantv rozklad do tvaru

AW =WJ (3.35)
a oznacime-li sloupce matice W jako wy,...,wy, pak pro prvni sloupec w; dostaneme
Aw, = Awl.
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Pro matici J* pak plati
J"' = WzA—(W-l)n s o ,

neboli
A;(w—l)* = (Wr)-lJt-
PouZijeme-li vztah (W~1)* = (W*)~! a oznaéime-li sloupce matice (W*)~* jako y1,...,yn,

opét musi platit )
A‘y-[ - ’\yl-

Navic je pro vektory w;, y; splnéno

yyw = 1.

Nasleduje hlavni véta casti 3.3.

Véta 3.18 Necht \ je jednoduché vlastni cislo matice A € CNN |y je piislusng levy a
z pravy vlastni vektor. UvaZujme A=A+ E, E € CNN. Je-li perturbace E dostatecné
mald, pak existuje pravé jedno vlasini c¢islo matice A takové, které lze vyjddrit ve tvaru

‘E
= ,\+“’y “+o(IE ), (3.36)

kde O(|| E ||?) vyjadiuje cleny, které lze omezit odhadem c || E ||?, ¢ je konstanta nezdvisld
na E.

Diikaz: Zakladem diikazu je technika vysvétlena v pfikladu 3.5; je zde vSak nutné byt
pozorny pii urleni velikosti parametru a podobnostni transformace.

Necht 6 > 0 je vzdalenost jednoduchého vlastniho éisla A od ostatnich vlastnich &isel
matice A. PouZijeme piedchazejiciho oznaeni, tj. J = W~1AW, J uvaZzujeme ve tvaru
(3.34). Navic pfedpokladejme, Ze viechny nenulové prvky Jordanovy matice J na vedlejsi
diagonéale jsou rovny /3 (toho lze vzdy dosahnout vhodnym normovanim sloupcii matice

W). Polozme Y~ o W= X = “/ W a ozname prvni sloupec matice X jako z a prvni
sloupec matice Y jako y. Pfi takto zavedeném oznaceni je x pravy a y levy vlastni vektor
piisluiny vlastnimu &slu A a plati y*z = 1. Viimnéme si, Ze pfi takto normalizovanych
vlastnich vektorech miize byt napf. hodnota || y || znaéné velka.

Uvazujme nyni, jak vypadaji prvky matice J = Y*(A+ E)X = Y*"AX + Y*EX,

[ A+y*Ex ¢ €
€ g P € v €
J= .
€
‘r
\ € € K/
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kde symbolem ¢ jsou oznaleny prvky, jejichZ absolutni hodnota neptesahne

NY |l ||| X || =«&(X)] E |, symbolem yu jsou oznaceny diagonalni prvky jiné nez
A+y"Ez a symbolem 7 jsou oznaleny prvky omezené v absolutni hodnoté &islem §/3+ |e|.
Polohu vlastniho ¢isla leZiciho v prvnim GerSgorinové kruhu se stfedem v z\+y“Em budeme
odhadovat uZitim Gersgorinovy véty. Pfesnost tohoto odhadu zfejmé zvisi na hodnoté
prvkii v prvnim fadku matice J. Proto se budeme snait nalézt podobnostni transformaci
tak, aby prvni Gersgoriniiv kruh byl co moZna nejmensi pii zaruéeni jeho disjunktnosti
s ostatnimi kruhy. PouZijeme podobnostni transformaci charakterizovanou kladnym reél-
nym parametrem a

=1

« a
1 - 1 -
J _ = J(a).
1 /|
Matice j(a) se od J lisi pouze tim, Ze v prvm'rn fadku ma ve sloupcich 2,..., N prvky ae
a v prvnim sloupci v fadcich 2,..., N prvky a'e. Vlastni &sla matice J (a) jsou totoZna

s vlastnimi &sly matice J. Podle Gersgonnovy véty je

N
o(J(a)) C |J G,
=1
kde G, ma stfed v A+ y*Ez a polomér nepfesahujici hodnotu (N — 1)ale|. Ostatni kruhy
Ga,...,GN maji stfedy v prvcich oznafenych jako p a poloméry nepfesahujici hodnotu
"|e| +6/3 + |e| + (N — 3)|e|. Abychom pro odhad vlastniho &sla matice J, které lezi
v kruhu Gy mohli pouzit GerSgorinovu vétu, je tfeba zaruéit, Ze se kruh Gy neprotne s
zadnym jinym (pak je zaruceno, Ze v G leii pravé jedno vla.stni &islo matice J(a)).
Vzdalenost stiedu kruhu G, od stfedu libovolného jiného kruhu je v nejhor$im p¥ipadé
6 — 2|e|. Tudiz, aby se kruh Gy neprotl s Zddnym jinym, musi byt splnéno

(N =1)ale] + a'|e| + g: + |e| + (N —3)|e| < &6 —2|¢|,
coz je po jednoduché Gipravé
(N—lmm+a4kHJWd<§6. (3.37)
Budeme hledat takové podminky pro parametry |¢| a a, aby bylo splnéno (3.37), hodnota

le| byla co moZna nejvétsi a hodnota ale| pfitom co moZna nejmensi. Parametr |e| je
omezen hodnotou k(X) || £ ||. Necht je perturbace E matice A tak mali, Ze plati

2 5
s>z (3.38)

Pak postacujici podminkou pro splnéni (3.37) je

(N = 1)ale] + a7 e| < g ‘
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Nahradime-li pro zjednoduseni hodnotu N —1 hodnotou N, pak parametr a musi spliiovat
a"lle| 4+ Nale| < g- . (3.39)
Vynasobenim parametrem « dostaneme kvadratickou nerovnost
No|e| - ga + le] <0,

ktera bude jisté splnéna, volime-li

a= il;—' (340)
a perturbace E je tak mala, Ze
3
16N |€] _9le[+ el <0,
62
neboli
lel . 1

> 3.41
< (3.41)
Dokazali jsme, Ze pokud je splnéno (3.40) a (3.41), plati i (3.37) a tedy kruh G, se
stfedem v A + y*Ez je disjunktni s ostatnimi kruhy. Polomér kruhu G, je pfitom omezen

odhadem ANIe?
(N = 1)ale < 21"

o(ll E [I*)
Kruh G obsahuje tedy pravé jedno vlastni c1slo matice J, oznaéme ho A, a plati

A=A+y"Ez+O(]| E ||»).

O

Poznamka 3.8 Vsimnéme si, kdy bude clen O(|| E ||*) v diikaze prededlé véty nevy-
znamny ve srovndni s ostatnimi éleny. Bude to tehdy, je-li |€¢|/é6 dostateéné malé. Pokud
je 8 malé éislo (tj. jednoduché vlastni cislo A je Spainé separované od ostatnich), bude
mnozina matic perturbaci, pro néz je odhad (3.36) platny znacéné omezena (odhad plati
Jjen pro velmi malé perturbace). Velikost citatele |¢| nezdvisi jen na || E ||, ale také na ve-
likosti k(X). Pokud je k(X) > 1, opét jsou dovoleny jen velmi malé perturbace E. Navic,
mald hodnota é vede asto k velmi Spatné podminéné matici transformace na Jordaniv
kanonicky tvar.

Poznamka 3.9 Vyraz (3.36) lze napsat i v jiném tvaru, a to
y*(A + E)z
y*z

A= +O(| E |I).
Vyraz
A+ E)e
y*x
pripomind zobeenéni Rayleighova kvocientu. Véta 3.18 pak tikd, Ze pro dostateéné malé
perturbace je vztah (3.42) aprozimaci pruniho ¥ddu pro perturbact jednoduchého vlastniho
cisla.

(3.42)
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Odhadnéme ze vztahu (3.36) vzdalenost vlastnich &isel X a ),

|1~Msﬂ%%fﬂuﬂn+owEn%

Vidime, %e zména |A — A| je tmérna hodnoté || E ||, tato imérnost je viak podminéna

velikosti nasobitele
_llylle]

] (3.43)

Definice 3.12 Necht A je jednoduch€ vlastni éislo matice A € CNN | y resp.  je pFislusny
levy resp. pravy vlastni vektor. Pak cislo v definovan€ vztahem (3.43) nazyvime &islem
podminénosti vlastniho ¢isla A.

Vsimnéme si, Ze v je secans uhlu, ktery sviraji vektory z a y. Plati totiz

vz =] z [[ll y | cos

asecyp = mlw. Tedy v = 1 pokud z a y sviraji nulovy tihel a hodnota v roste se zvétSovanim

uhlu mezi z a y.

Piimym disledkem véty 3.18 je diferencovatelnost jednoduchého vlastniho é&isla podle
prvki matice.

Véta 3.19 Necht A je jednoduché vlastni ¢islo matice A = (ai;)ij=1..n € CVV, y je
prislusny levy a = pravy vlastni vektor. Pak A je diferencovatelnou funkci proki matice a
plati

9 _ (y7ei)(ejz)

8(1,'3' y*r :

(3.44)
kde e je k-ty vektor standardni euklidovské baze.

Diikaz: Oznacme (1);; matici z prostoru CV'N, jejim# jedingm nenulovym prvkem je

jednicka na misté (z,7), (1);; = e,'e:;". Pak z definice derivace a s pouZitim véty 3.18 plati

0N _ i AA+9(1s) = NA) _ gDz

— =i

aa,-j =0 ¥ y*r

0

Obecné viak vlastni éisla nejsou diferencovatelnymi funkcemi prvki matice, viz cviéeni 4.
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Cviceni
1. Dokonéete dikaz véty 3.17.

2. Ukazte bez vyuZiti faktu symetrie, Ze vlastni ¢isla matice A v piikladu 3.4 jsou
realna.

3. V ptikladu 3.5 odvodte odhad polohy vétsiho vlastniho Eisla.
4, UvaZujte pro malé € > 0 a N > 2 matici
01
0 1
J(E) e N N ’
€ 0

kde vSechny nevyznadené prvky jsou nulové.

(a) Uréete vSechna vlastni ¢isla matice J(¢).

(b) S pouzitim vysledku ¢asti 4a ukaZte, ze vlastni ¢isla matice J(0) nejsou dife-
rencovatelnymi funkcemi prvku (J(0))n:.

(c) Ukazte, Ze vlastni &isla matice J(0) nemaji kone¢na é&isla podminénosti, tj.
neexistuje koneéné ¢&islo & takové, Ze pro libovolné vlastni ¢islo A(J(€)) plati

A(J(€)) = AMJ(0)| < ke

pro viechna dostatecné mala e > 0.
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3.4 Citlivost vlastnich disel diagonalizovatelnych a
normalnich matic

7, predchazejictho textu je ziejmé, Ze citlivost vlastnich Cisel vzhledem k perturbacim
matice je silné zavisla na vlastnostech piivodni matice. V této asti ukazeme, jak vypadaji
odhady polohy vlastnich &sel perturbované matice v ptipadé, kdy pivodni matice je
diagonalizovatelna nebo normélni. Uvidime, Ze v téchto odhadech se jiZz neobjevuje N-ta
odmocnina normy matice E, jako tomu bylo v pfipadé obecné matice.

Néasledujici véta dava odhad velikosti spektralni variace a parové vzdalenosti pro dia-
gonalizovatelnou matici.

Véta 3.20 Necht A € CNVN je diagonalizovatelnd matice, tj. existuje reguldrni matice
) ]

X € NV tak, 7e X~*AX = A = diag(\y,..., \n). Necht A= A+ E, kde E € CNV,

| . |la je libovolnd konzistentni maticovd norma, pro kterou plati || diag(B,...,Bn) lla =

max; |3;|. Pak plati

suA(A) || X'EX [la < Ka(X) | E Jla » (3.45)

md(A,A) S @N =1) | XEX la S@N -1) ka(X) | Ela - (3.46)

Dukaz: UvaZujme libovolné vlastni €islo \ matice A, které neni vlastnim éslem matice
A (jinak nastane trivialni pfipad). Z Bauerovy-Fikeho véty pro @ “ x pak dostavame

| X" HA=M)TX |G < || XTEX la -

VyuZijeme-li toho, Ze X~ AX = A, dostaneme s pouZitim pfedpokladii véty

. 1 N
A=A = —————=min|l;—A| < “2EX 1.
Il ( =ik —rven u,-l-AI mjml i=A S| XTIEX ||ay

a protoze A bylo libovolné vlastni ¢islo matice A, plati

max min Ai = M| S| XTEX la < £e(X) || E la -

Odhad (3.46) pro parovou vzdalenost vyplyva z véty 3.10.
O

Je-li matice A normalni, je ¢islo podminénosti kazdého vlastniho é&isla rovno jedné

a miZzeme tedy ocekavat, Ze vlastni ¢isla nejsou citliva vzhledem k perturbacim matice.
Nasledujici odhad je pfimym dusledkem predchéazejici véty.
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V&ta 3.21 Necht A € CNN je normdini matice. Polome A = A + E, kde E € CNV,
Pak pro pdarovou vzddlenost spekter matic A a A plati

md(4,A) < @N-1) | E|.

Je na misté poznamenat, Ze faktor (2N — 1) neni ani v tomto pfipadé optimalni a lze
jej zmensit. Pro nas jsou vSak uvedené vysledky dostacujici. Také se nebudeme specialnd
vénovat maticim hermitovskym. Do skript jsme nezafadili ani studium citlivosti vlastnich
vektort, jde o naro¢né téma, které by neimérné rozsifilo rozsah textu. Zvidavého étenéfe
odkazujeme na [MPT].

Cviceni

1. Matice X neni pro diagonalizovatelnou matici A uréena jednozna¢né. Otéazkou je,
jak normovat sloupce matice X, aby x(X) bylo minimalni. Tento velmi obtiZny
problém se zjednodusi, uvazujeme-li podminénost matice mérenou ve Frobeniové

normé kp(X) =|| X ||r|| X~ ||r. Pak plati tvrzeni:

Necht X € CVV je regularni a necht Y = (X~1)*, tj. plati Y*X = I. Pak

N
kp(X) 2D [y lll =i I, (3.47)

t=x]

kde xy,...,2nN resp. y1,...,yn oznacuji sloupce matic X resp. Y. Rovnost nastava
tehdy a jen tehdy, existuje-li konstanta a # 0 tak, ze

lyill=allzl, i=1,...,N.

Dokaizte.

2. Necht A je matice s navzajem ruznymi vlastnimi éisly, a tudiZ diagonalizovatelna,
X-TAX = A, Y = (X7')". Ukaite, ze optimalni hodnota kr(X), pro kterou plati
rovnost ve vztahu (3.47), je rovna souétu individualnich podminénosti jednotlivych
vlastnich ¢isel matice A. Z toho vyplyva, Ze je-li xp(X) velké (podstatné vétsi nez
N), musi byt alespofi jedno vlastni éislo §patné podminéno (véta 3.20 mé rozumny
smysl).
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3.5 Priklady

Jak jsme vidéli, ma v teorii citlivosti vlastnich ¢isel matic dileZity vyznam to, jak velka
je pro danou matici odchylka od normality. Pro normalni matice davaji odhady polohy
vlastnich &isel perturbované matice velmi ptiznivé vysledky. Horsi vysledky dostavame pro
diagonalizovatelné matice, u nichZ jsou analogické odhady zavislé na vlastnich vektorech
dané matice. Nejhorsi je situace pro obecnou matici, kdy ani pfi malé perturbaci prvki
nejsme obecné schopni o zméné polohy vlastnich ¢isel fici (z praktického hlediska) nic
rozumného.

Pro geometrické zobrazeni citlivosti vlastnich &isel (a popsani vlivu odchylky od nor-
mality) je velice uZiteény pojem pseudospektra matice, viz [T1], [T2].

Definice 8.13 Necht A € CNN a polosme A = A+ E, kde E € CMN. Proe > 0
definujeme e-pseudospektrum matice A jako

o(A) = { X €C; X je vlastni ¢islo matice A= A+ E, | E||[<e}. (3.48)
Fkvivalentni definice pseudospekira mize vypadat napriklad takto
o (A)={AeC; || AI-A)" |2}, (3.49)

kde pro A € o(A) definujeme || (A — A)™* | € oo.
Diitkaz ekvivalence vyrazi (3.48) a (3.49) ponechavame ¢étenafi jako cvideni.

Poznamka 3.10 Vsimnéme si, jak vypada e-pseudospektrum pro normdlni matici. Je-li
A normadlni matice s vlastnimi ¢isly X\;, 1 = 1,..., N, plati

1

M= AN e s,
|G = A = e

(3.50)

Pseudospektrum o.(A) je pak rovno sjednocent kruhi o poloméru € se stiedy ve vlastnich
c¢islech matice A.

Pro obecnou matici je situace mnohem komplikovanéjsi. Neplati Zddnyj vztah podobny
(3.50). A jak wvidime v ndsledujicich piikladech, mize éislo || (A — A)™ || dosahovat
velkijeh hodnot i pro X vzddlend od spektra matice A.

Uvedeme nékolik piikladi pfevzatych z [T1]. Viechny matice, jejichz pseudospektra bu-
deme studovat jsou fadu N = 32. Pro kaZdou matici uvedeme obrazek se dvéma &astmi.
V prvni z nich bude zobrazeno 3200 vlastnich ¢&isel pro 100 matic, z nichz kazda je ve
tvaru A = A+ E, kde E je ndhodné generované a || E || = 1073. Matice FE je generovéna
nasledujicim zpiisobem. Nejprve je zkonstruovana husta matice E, jejimiz prvky jsou na-
hodné veli¢iny s komplexnim normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou 0 a standardnim
rozptylem 1. Pak je vypoitena norma || E || a E je definovana jako E wf 103E/ || E |
Druha éast obrazku zachycuje kfivky, které tvoii hranice pro e-pseudospektra o.(A), kde
za € jsou postupné dosazovany hodnoty 107%,1073,...,107%. Pferufovana Cara (nékdy
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mimo méfitko obrazku a tudiZ nezobrazena) je hranici pole hodnot matice A (field of
values) definovaného vztahem

FA)Y {24z, ||z | =1}

Vlastni &sla matice A jsou oznadena vyraznymi body. Zpisob vypoétu zobrazenych hod-
not je popsan v [T1]. Grafické zobrazeni je provedeno pomoci MATLABu.

1. Jordaniv blok
Asi nejznaméjiim ptikladem matice jejiz vlastni ¢isla jsou citliva vzhledem ke zménam
prvki, je nasledujici Jordaniv blok

Ay

Viechna vlastni &sla matic A; + E le# v kruhu o stfedu 0 a poloméru (10-3)3 ~ 0.8.
Viimnéme si, Ze vétdina z nich je umisténa velmi blizko hranici pseudospektra oy9-3(Ay).
Je to diisledek citlivosti vlastnich &sel matice A; vzhledem k perturbacim prvkia. Hra-
nice pseudospekter o (A;) tvofi soustfedné kruhy se stfedem v pocatku, jak je patrné z
obrazku 3.6.

2. Modifikovany Jordaniiv blok

Hranice pseudospekter matic mohou byt tvoreny kfivkami velmi odlinymi od sou-
stfednych kruhti. Pfikladem je matice A,

/01 1 \
01 1
Aa %
! 0 1 1
0 1
\ 0)

Prislusna pseudospektra jsou zobrazena na obrazku 3.7.

3. Wilkinsonova matice
Tretim prikladem je tzv. Wilkinsonova matice, ktera ma tvar
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Tato matice ma rizné vlastni ¢isla, tedy je pfikladem diagonalizovatelné matice. Spek-
trum Wilkinsonovy matice o(A3) je tvofeno jejimi diagonalnimi prvky, tedy je realné.
Na druhé strané, oy-3(A3) obsahuje velké mnozstvi ¢isel s vyraznou imaginarni slozkou.
Podminénost matice vlastnich vektorti je fadu 10?2, Srovnejte obrazek (3.8) s odhadem
ve vété 3.20.

4. Frankova matice

Frankova matice je typickym piikladem matice, jejiZ néktera vlastni ¢isla jsou Spatné
podminéna.

/32 31 30 29 ... 2 1)
31 31 30 29 ... 21
30 30 29 2 1
A4= ‘ "
2 2 1
\ 11/

Vlastni éisla Frankovy matice opét lezi na realné ose. Wilkinson ukéazal [AEP], Ze mala
vlastni &isla matice A4 maji velka &isla podminénosti, tudiz lze oéekéavat, Ze budou citliva
vzhledem k perturbacim prvka matice. Tato vlastnost se vyrazné projevuje na tvarech
pfislusnych pseudospekter (viz obrazek 3.9). Srovnejte tyto obrazky s poznamkami za
vétou 3.18.

5. Nahodnéa matice

Matice Ag je ndhodné generovana matice, jejiz prvky jsou nahodné veli¢iny s komplex-
nim normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou 0 a standardni odchylkou N~=%. Obrazek
pro pseudospektrum oy-3(As) je zcela odlisny od prislusnych obrazki ve viech zatim uve-
denych piikladech (viz obrazek 3.10). Misto 3200 bodt je zachyceno pouhych 32. Kazdy
z nich totiz pfedstavuje svou stonasobnou kopii. To znamena, Ze perturbace E s normou
fadu 10™2 nezméni polohu vlastnich ¢&isel matice Ag. Také obrazek hraniénich kfivek pro
vybrana pseudospektra se li§i od pfislusnych obrazka z minulych piikladi. Vechna zob-
razena pseudospektra jsou totiz relativné mala. Tedy vlastni éisla ndhodné generované
matice nejsou citlivda vzhledem k perturbacim prvki matice. Tento zavér ovSem nema
tak optimistické diisledky, jak by se mohlo na prvni pohled zdat. Matice, se kterymi se
setkdvame pfi skuteénych vypoétech nejsou nahodné. V aplikacich ¢asto vznikaji matice,
které maji velkou odchylku od normality a tudiz jejich vlastni &isla jsou citliva vzhledem
k perturbacim.

6. Ndhodna horni trojihelnikova matice

Necht matice A7 je totoZna s matici Ag s tim rozdilem, Ze vSechny poddiagonalni
prvky byly nahrazeny nulami. Tato zména ma za nasledek velmi vyrazné zvétSeni citlivosti
vlastnich ¢isel. Pfislusna pseudospektra jsou zachycena na obrazku 3.11.
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Cviceni
1. DokaZte ekvivalenci definic (3.48) a (3.49).

2. S pouZitim vhodného programového vybaveni (napf. MATLABu) vypoctéte a gra-
ficky znézornéte vzorky pseudospekter matic A; a% Ag. Rad matic a hodnotu e volte
podle potfeby.
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Obr. 3.6: Pseudospektra pro Jordantiv blok
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Obr. 3.7: Pseudospektra pro modifikovany Jordantiv blok
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Obr. 3.8: Pseudospektra pro Wilkinsonovu matici
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Obr. 3.9: Pseudospektra pro Frankovu matici
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Obr. 3.10: Pseudospektra pro nahodnou matici
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Kapitola 4

Citlivost resSeni soustav linearnich
rovnic

Mame fesit soustavu Az = b, A € CVV, b e CN, A je regularni matice. Budeme
vySetfovat, jak je feSeni & = z + éz soustavy s perturbovanymi vstupnimi daty vzdéleno
od feSeni z plivodni soustavy. Budeme se postupné zabyvat tfemi moZnymi p¥ipady: v
prvém je perturbovana jen prava strana soustavy, ve druhém je perturbovéna jen matice
soustavy a ve tfetim je perturbovana jak prava strana, tak matice soustavy.

Véta 4.1 Necht A € CNN je regulirni, be CN, b#0, 8be CN a plati Az = b,
A(z + 6z) = b+ 6b. Pak )
Il oz ||

Il |l

< w(a)l o0l (4.1)

Dukaz: 7 rovnosti Az + A éz = b+ b dostaneme snadnou tipravou
[z ] < A7 Il 8o .
Z rovnice Az = b je ihned zfejmé
A Ql=zl=1leo].

Vydélenim obou nerovnosti dostaneme tvrzeni véty.

Poznamka 4.1 Spektrdlni norma matice je generovina euklidovskou normou vektoru,
tedy existuje xq takové, Ze || A | = maz)=1 || Az || = || Azo ||. Pro zo nastdvd ve vijraze
| Az || < || A |||| || rovnost. Rikime, e tento odhad je ostry. Protose jsme v dikaze
véty 4.1 nepouzili jin€é nerovnosti, je odhad (4.1) rovnéz ostry.

Z odhadu (4.1) vyplyva, %e pokud je k(A) > 1 (matice je $patné podminén), pak ani
pfi malé perturbaci pravé strany neni zaruéeno, Ze fefeni & = z + 6z bude blizké z.
Rozhodujicim faktorem je ¢islo podminénosti matice.
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Obr. 4.1: Vliv perturbace pravé strany na zménu feseni je-li k(A) > 1

Piiklad 4.1 Méjme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:
anzy + a12z2 = b
anzy + anz: = b

Je-li rc(A) > 1, jsou vektory (a11,a12) a (az1,az) téméF linedrné zdvislé, tedy piimky jimi
uréen€ jsou skoro rovnobéiné. Proto napriklad mald perturbace hodnoty b, "pusabz sice
maly posun proni primky, ale ve svém disledku to znamend velky posun fesent (&,%;)
vzhledem k (x1,x2) (viz obrdzek 4.1).

Uvazujme, Ze je perturbovana jen matice soustavy. Nejprve je tfeba nalézt podminky,
za kterych ma (A + 6 A )& = b jednoznatné feseni.

Véta 4.2 Je-li A € CNN reguldrni, §A € CN'N a plati

| sA] _ 1
Al ~(4)

pak je A + 6A také reguldrni.
Dikaz: Podminku

| 64 || " 1 1

Al ~ &(4) [AlIA]
Ize vyjadfit ve tvaru || A= || || 64 || < 1. Tvrzeni véty budeme dokazovat sporem. Je-
li A+ 6A singularni, pak existuje nenulovy vektor z takovy, 7e (A + 6A)z = 0, tedy
2 = —A~15Az. Odhadem velikosti norem dostaneme

|z]l =]l A7'6Az || < || A7 Il 6A[l[ = |l

a vydélenim nerovnosti hodnotou || z || dostaneme spor.



Poznamka 4.2 Vsimnéme si, jak souvisi k(A) se vzddlenosti A od nejblizsi singuldrni
matice: je-li A+ 8A singuldrni, je | §A || / || A|| > 1/x(A). Jingmi slovy, je-li matice A
blizkd matici singuldrni, je $patné€ podminénd.

Poznamka 4.3 Zdvér ucinény v pozndmce 4.2 je mozné zesilit. Plati totiZ ndsledujici
turzent.
Je-li A € CNN reguldrni, pak ezistuje matice SA € CN'N tak, Ze A+ A je singuldrni a

IlsA] _ 1
TAT = %A

Vidime, %e hodnota 1/k(A) ndm urcuje vzddlenost matice A od mnoZiny singuldrnich
matic. Dikaz wvedeného tvrzeni je mimo rdmec naseho textu, étends jej miZe nalézt napfr.

v [FMC].

Véta 4.3 Méjme A € CNN reguldrni, 6A € CNN be CN, b#0 a necht je splnéno

l6a| 1
AR

Necht Az = b, (A + §A)(z + éz) = b. Pak plati

|| 6 | | 64|
I Al

Diikaz: Z rovnice (A + 6A)(z + 6z) = b vyjadiime éz a odhadneme velikost jeho normy

(= n(A)-h-ff—”")-{. (4.2)

< x(A)

bz = —A"'6A(z + bz),

|6z || < | A7 ||l 6A(z + 8z) || < [T AT I 6AN (I = [I + |I é= ).

Snadnou upravou dostaneme

| 6A |l
Al

6z 1< w(ayLeAly -y, (43)

L e T4l

1—x(A)||6A]|/||Al| je podle pfedpokladu kladné, tedy jim muZeme celou nerovnost vydélit.
a

Poznamka 4.4 P#i odvozovdni odhadu (4.2) byla pouZita trojihelnikovd nerovnost

| z+6z || < ||z || + | 6z ||. Tento odhad ziejmé neni (aZ na trividlni pripady) ostry,
nebof 6z je ddno perturbaci §A a neni zaruéeno, Ze je kolinedrni s z. Odhad (4.2) neni
proto obecné ostry.
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7 véty 4.3 je zfejmé, ze pokud je A dobfe podminénd a || A || / || A || je dostateéné malé,
pak je k(A) || A ]| / || A || €1 a tudiZ jmenovatel v (4.2) je blizky jedné, takze

lézll /=l S (A) I 6AN /1 All-

Pokud je oviem A 3patné podminéna, je | A || / || A || < 1/x(A) splnéna pouze pro
velmi mala §A. Neni-li navic || A || / || 4 || € 1/k(A), nedostaneme Zadny rozumny
odhad pro chybu aproximace fefeni, protoze jmenovatel v (4.2) miZe byt blizky nule.

Piiklad 4.2 Méjme matici A € CNN s cislem podminénosti k(A) = 10° a vezméme
takovou jeji perturbaci, pro niz || SA || /|| Al =2x1077. Tedy || 6A || /|| A || =
1/(5 k(A)) a odhad pro normu chyby vedeni (podle véty 4.3) je || bz || / || z || £ 1/4.
Navic, tento odhad neni ostry. Nezarucuje eristenci takové perturbace 6A, pro nif je
| 6z || / || = || = 1/4. Je varovdnim, Ze by v nepfiznivém piipadé k tak velké chybé mohlo
dojit.

Véta 4.4 Méjme A € CNN regularni, SA € CNN, be CN, b+#0, 6b€ CN a necht plati

l6al 1
TAN < =@y
Necht Az = b, (A + 8§A)(z + éz) = b+ 6b. Pak
| 6z | LAl Nsbl 84N
Tzl = @O e A5 (44)

Diikaz: Z rovnice (A + 6A)(z + éz) = b+ 6b ziskime odhad
Iz | <l A I 8b I+ L AT I SAT (= | + Il 6= []).

Po vynasobeni pravé strany nerovnosti podilem || A || / || A ||, dostaneme

o2 < s L2 + bl e .

Odhad ||Al||lz]| > ||b|| 1ze upravit do tvaru || z || / || b || = 1/ || A ||. Dosazenim a
jednoduchou tpravou ziskame tvrzeni véty.
a

Viimnéme si diileZitého poznatku. Zhruba fe€eno, jsou-li relativni chyby ve vstupnich
datech fadu 10~ a vime-li, Ze podminénost matice je fadu 10°, miZeme odekavat relativni
chybu fefeni fadu 10~2+#, Takova ivaha by méla vZdy pfedchazet snaze o numerické fedeni
problému. Nemé-li fefeni rozumny smysl z hlediska primarniho problému (fyzikalniho,
technického, atd.), je tfeba hledat chybu ve formulaci lohy.

Mnohé metody pro feSeni linearnich soustav davaji extrémné mala rezidua, ¢asto na
arovni strojové presnosti. UkdZeme, jak je moZné ziskat odhad chyby feSeni z vypocteného
rezidua. Nechf & je aproximace fefeni soustavy Az = b. Oznaéme & = z + 6z. Potom

r=b— Az =b— A(z + éz) = A bz,
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neboli §z = A~'r. Snadnou tpravou dostaneme

Il 6z || I~ |l [l

= £ K(A)7r < x(A) . 4.5

E TAM =1 10 al
Vidime, Ze malé reziduum nezarucuje malou chybu feSeni. DileZitym faktorem je zde
opét ¢islo podminénosti matice. V nasledujici kapitole uvedeme vysledek umoziujici jiny
(a ponékud silnéjsi) odhad velikosti chyby na zakladé spocteného rezidua.

Cviceni

1. Nechf A € CMV je regularni matice. DokaZte

_ maz mag(A) def MaX||z||=1 | Az ||

K : = — .
( minmag(A)  miny= || Az ||
2. Necht A € CVV je regularni matice, ay, as, ..., ay jsou jeji sloupce. DokaZte, Ze pro
libovolné 1 < 4,5 < N plati
R(A)z ” a; ]I
Il a; |l

3. Necht A € CNV je regularni matice. Oznaéme oy > 03 > ... > oy > 0 vlastni ¢isla
matic A*A, AA*. Dokazte
k(A) = o1/onN.
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Kapitola 5

Odhady chyb a zpétna stabilita

Chceme-li odhadovat chyby zptisobené zaokrouhlovanim (af uz pfimo chyby feSeni nebo
zpétné chyby) a usuzovat z nich na numerickou stabilitu bez znalosti konkrétnich vstup-
nich dat (tj. pouze na zakladé znalosti algoritmu), musime uvaZovat u kazdé jednotlivé
operace ten nejhorsi mozny pfipad (nejvétsi moznou chybu) a rovnéz ten nejhorsi mozny
pfipad vzajemné kombinace jednotlivych chyb. Pfi skute¢ném vypoétu dochazi ¢asto pfi
vzniku a §ifeni zaokrouhlovacich chyb k pfiznivéjsi situaci - chyby ¢asto ptisobi proti sobé
a vysledna chyba byva mnohem mensi nez a-priori (bez uvazeni vlivu skutecnych dat)
ziskany odhad. Rikame, Ze a-priori odhady chyb jsou zpravidla velmi nadhodoceny.

Bylo by proto vyhodné ziskat informaci o chybach az v pribéhu ¢i po skonceni skutec-
ného vypoétu, tj. a-posteriori. Vzhledem k neznalosti feSeni ztézi uréime z vypoctenych
hodnot pfimo chybu ziskané aproximace. Casto viak lze uréit z vypoétenych hodnot zpét-
nou chybu ziskaného feSeni a rovnéz ziskat vérohodnou informaci o podminénosti lohy;
s pouZitim teorie citlivosti nakonec i odhad pro chybu aproximace feseni.

V této kapitole ukazeme, jak lze pomoci rezidua spocitat zpétnou chybu (a tedy ana-
lyzovat zpétnou stabilitu) aproximace feSeni pfi vypoctu vlastnich ¢isel matic a pfi feSeni
soustavy linearnich rovnic.
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5.1 Vlastni ¢éisla

Zaténeme vyslovenim obecné véty, kterou lze snadno dokazat pfimym vypoctem.

Véta 5.1 Necht A € CNVN, X € CN*, M € C??, p < N. Oznaéme R rezidudlni matici
R= AX — XM. Necht Y™ € CPV je matice takovd, 7e Y*X = I. Oznacime-li

A=A-RY", (5.1)

pak plati
AX = XM. (5.2)

A je tato véta jednoducha, jeji vyznam je podstatny. Uvazujme p = 1. Pak lze znéni
véty formulovat nasledovné. Je-li z € CV, || z || = 1 a A je libovolné komplexni &islo,
vypoéteme reziduum r = Az — Az. Volime-li y = z, pak matice

A=A-rz*

ma vlastni &islo A pfislusné vlastnimu vektoru z. Neboli, nalezli jsme takovou matici A,
pro kterou je ,ziskana“ aproximace {A,z} pfesnym vlastnim éislem a pfesnym vlastnim
vektorem.

Jaky je vyznam véty 5.1 pro p > 1?7 Pohledme nyni na matici A jako na linearni
operator z CN do CV. Oznaéme X vlastni &slo a # vlastni vektor operatoru A, ktery je
zG%enim operatoru A na podprostor generovany sloupci matice X. Z podminky Y*X = J
vyplyva, Ze matice X i Y maji linearné nezavislé sloupce. PouZijeme-li substituci z = Xy,
y € C?, dostaneme jednoduchymi ipravami s uvazenim (5.2)

Xy = Az = A7 = AXy = XMy.

Srovnanim prvniho a posledniho ¢lenu a pouZitim linearni nezavislosti sloupcii matice X
dostaneme

My = Xy,

&li A je vlastni &slo matice M. Je-li p € N, lze tedy p vlastnich &isel matice A uréit
s vyhodou jako vlastni ¢isla mnohem mensi matice M. Generuji-li sloupce matice X
invariantni podprostor matice A, tj. plati-li

AX = XM,

lze uvedeny postup pouZzit pfimo na matici A.
V zéavéru této asti uvedeme vétu, ktera umozni odhad chyby aproximace vlastniho
&isla v pfipadé diagonalizovatelné matice.
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Véta 5.2 Necht A € CNV je diagonalizovatelnd matice, X" AX = A = diag()y,...,An).
Necht u je aprozimace vlastniho ¢isla a y aprozimace odpovidajiciho vlastniho vektoru ma-
tice A, || y ||= 1. Potom ezistuje \; € o(A) takové, Ze plati

|Ai = ul < &(X) [ ]l, r=Ay— py. (5.3)

Ditikaz: Je-li pu vlastnim &islem matice A, je tvrzeni trivialni. V opaéném pfipadé s
pouZitim Bauerovy-Fikeho véty dostaneme

| X7 (A=p)' X |7 < | XTEX |,
kde E=A—A=ry, |E|l=lrllly* =l 7| . Uvazime-li

| XM A=) X T = | X A=pDX]T T = (A=pD)7 |7 = ymin A —ul,

dostaneme pouZitim konzistence spektralni normy tvrzeni véty.
O

Je-li matice A normalni, je k(X) = 1 a odhad chyby aproximace vlastniho &isla je dan
pfimo normou rezidua.

Cviceni

1. Dokazte vétu 5.1.
2. Odvodte tvrzeni analogické vété 5.2 s pouzitim véty 5.1 a vysledki teorie citlivosti.

3. Necht A € CNVN je normalni, y € CV, || y ||= 1. Zvolte u = y* Ay, vyslovte vétu
analogickou vété 5.2 a dokazte ji bez pouziti véty 5.1.
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5.2 Soustavy linearnich rovnic

V minulé kapitole jsme ukazali, jak je tuloha FeSeni soustavy Az = b citliva vzhledem
k perturbacim vstupnich dat. K tomu, abychom byli schopni uréit odhad chyby spo¢tené
aproximace fefeni 7, musime tedy nalézt perturbace vstupnich dat 6 A, 6b tak, aby platilo
(A+0A)z = b+ 6b. Checeme nalézt co nejmensi perturbace a vyuZit k tomu vypoétenych
hodnot. To umoZiiuje nasledujici véta.

Véta 5.8 (Rigal,Gaches) Necht A € CNN je requlirni, b€ CN. Uvazujme soustavu
Az = b, b # 0. Aprozimact jejiho Teseni oznacme &. Pak ezistuji takové perturbace §A,
§b, pro které je & teSenim perturbované soustavy

(A+ 6A)F = b+ 6b

a plati
; | 6A | l| 86 || |b—Az| 4y .
min{ v ; < V; <v}= - = daialE). 5.4
W <% e S Taman ey - @ G4
Diikaz: Oznaémer = b— AZ a zvolme
| Al |l ri*
A = - —, 5.9
TAMZ I+ TeT 1217 (5.5)
Nejdfive ukdZeme, Ze pro takto definované §A plati
(A+ 6A)E = b+ 8b. (5.6)
Dosazenim za § A mame
2 . A |l |l 4 | b |
A+6A)z=Az+ - r=AZ4r-— - 3
i TANZ]+ 1067 EYNIHEON
Polozime-li 15
6b = — B r, 5.7
TATNZ N+ 151 &1
dostaneme (5.6). Zfejmé || éb || / || b || = Vmi(Z). UkdZeme, Ze pro relativni normu

perturbace matice || A || / || A || plati totéZz. ProtoZe ra* je matice N x N, plati pro jeji

normu :
ri" | = max || rz°2 || = || r || max |Z*2

a1 = max ) v | = I v ) pua e,

kde jsme pouzili zakladni vlastnosti normy vektoru a faktu, Ze z*z je skalar. Ze vztahu
maxj;=1 |&*z| = ||Z|| konetné dostaneme

[6—Az]|

S e VYN Ty

|I|A||-

Nyni zbyvé ukazat, Ze takto definované perturbace jsou skute¢né minimalni. Dikaz
provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuji takové perturbace vstupnich dat 6 A, db,
pro néz je
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(A+8A)e=b+8b, |6A] /]I All < vauin(®), 18611/ 1101 £ Vimin(E)

a alespoii v jednom piipadé nastane ostra nerovnost. Pro vmin(Z) pak mame:

i) b=AEl_ _BAz—db] _|8A]]
minl®) = T 2N+ 060 TATNZN+160 - TAN

< Umjn(.'f?),

EELY
HEID

COZ je spor.
a

VEimnéme si, Ze hodnotu vmn(#) lze snadno urcit. Vyznam véty 5.3 je podstatny.
Aproximace Z je uréena zpétné stabilnim zptisobem tehdy a jen tehdy, je-li hodnota vuyin(Z)
mala.

Nékdy je vihodné ptat se, jak se zpétna chyba projevi perturbaci jednotlivych proki
matice a pravé strany. Jsou-li napiiklad n&které prvky matice & pravé strany nulové, chtéli
bychom, aby odpovidajici prvky byly nulové i u perturbované matice & pravé strany
(dovolujeme zmény pouze nékterych prvki). Analogii véty 5.3 uvazujici perturbace po
prvcich je nasledujici vysledek.

Véta 5.4 (Oettli, Prager) Necht A € CNV je regulirni, b € CN, Az = b a & je apro-
rimace Fedeni této soustavy. Méjme ddle redlnou nezdpornou matici E = (e;;) fddu N
(e;; > 0 proi,j =1,...,N) a redlny nezdporny vektor f = (f;) dimenze N (f; 2 0 pro
t=1,...,N). Oznaéme

.\ def |7:]
omial®) = X TR+ )7

kde r = (r1,...,r8)T = b— A%, |&] = (|%1],-..,|Z~])T a a/0 interpretujeme jako 0 pro
a = 0 a jako oo ve viech ostatnich pripadech. Je-li wmin(E) # oo, pak ezistuji takové
perturbace §A = (8a;;), 6b = (8b;), pro které je

(A+6A) =b+6b (5.8)

a plati
min{ w ; |éa;;| < w e, |6bi) € w fi, 3,5 =1,...,N } =),

Diikaz: Z definice wmin(Z) plati pro kazdou slozku rezidua r = b — Az:
Ir;| < wmin(Z) (E|Z| + )iy i=1,...,N.
Tedy r lze vyjadrit jako
r = D(E|%|+ f), D =diag(dy,...,dnn),

kde pro diagonalni matici D plati
|D| € Wmin(#) I, neboli |di| < Wmin(Z) proi=1,...,N.
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Zvolime perturbace § A, éb nasledujicim zpiisobem

. Ty TN
8A = D E diag(—,...,—
g(lzll’ la:nl)
b = —Df,

kde z; je é&islo komplexné sdruZené k ¢&islu #;. Dosazenim zjistime, Ze pro takto zvolené
perturbace je Z feSenim (5.8). Je také zfejmé, Ze pro tyto perturbace plati odhady |6a;;| <
wmm(i:) €ij, |5b,| < w!mn(i) fl's 3!3 = 11 sy N.

Zbyvé dokazat, Ze wmin(Z) je optimalni. Nechf pro néjaké perturbace 84, 6b a kladné
realné &islo w je splnéno

(A+8A) = b+ b

bai;| <w e |86l <w fi pro i,5=1,...,N.
Pro vektor rezidua potom plati
Ir| = [b— Az| = |84z — 6b| < |6A||z| + |8b] < w(E|Z| + f), (5.9)
kde nerovnosti jsou uvazovany po prvcich. Z (5.9) ihned dostavame

max _l'"gl___ N (.-)
™ Yoy (Elﬂ + f), = Wmin\T ).

w

Poznamka 5.1 Zvolime-li E = |A|, tj. e;; = |aijl, 1,7 = 1,...,N, f = |b|, dostaneme
velikost relativni zpétné chyby po sloZkdch.

Kombinaci véty 5.3 a pfislusného odhadu z teorie citlivosti dostaneme odhad pro chybu
spoctené aproximace FeSeni | z — Z ||. V nasem textu jsme pfi popisu citlivosti linearnich
soustav neuvazovali v dokdzanych tvrzenich vliv jednotlivych prvkd matice a pravé strany
(k vété 5.4 chybi odpovidajici véta popisujici citlivost). Ctenare odkazujeme na [MPT).

Cvicéeni

1. Odvodte s pouzitim véty 5.3 odhad pro chybu feSeni ||  — & || a stovnejte vysledek
s odhadem v zavéru kapitoly 4.
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Z.avér

Je paradoxem, e s pokrokem technickych i programovych prostfedki roste i tendence
k povrchnosti pfi jejich vyuZivani. V pfipadé numerickych vypoéth to znamena pfilisné
spoléhani se na ,schopnosti politaée“. V naSem textu jsme se pokusili naznaéit nékteré
diilezité zasady, které by nikdy nemély byt opomenuty. Pfedevsim, chceme-li numericky
hledat fefeni n&jaké iilohy, méli bychom pfedem védét, zda tato iloha ma matematicky
smysl a zda je moZné numerickym vypoctem dospét k rozumnému fedeni. Provadime-li
vlastni numericky vypocet, musi nas zajimat nejen vysledek, ale stejné tak i jeho chyba,
lépe feceno jeji co nejlepsi odhad.

Otézka numerické stability a odhadovani chyb je velmi sloZita a neexistuji zde snadné
a jednoduché navody. Vzdy je viak dobré dodrZovat pfi vybéru algoritmu a vytvareni
programu nasledujici zasady:

1. Vyhybejte se odeéitani hodnot zatiZenych chybami.

2. Minimalizujte hodnoty mezivysledkii ve srovnani s hodnotou oéekavaného vysledku.
Velké mezivysledky vzdy hrozi ztratou pfesnosti.

3. Pamatujte, e matematicky ekvivalentni algoritmy nejsou zpravidla numericky ekvi-
valentni. Hledejte vzdy stabilni zpisoby feSeni a cesty, jak zvysit pfesnost ziskané
aproximace feSeni (napiiklad metodou itera¢niho zpfesnéni).

4. Transformujete-li ilohu, vyhybejte se ¥patné podminénym transformacim. Kde je
to mozné, uzivejte unitarni transformace.

Vzdy si budte védomi nebezpeéi zaokrouhlovacich chyb a numerické nestability. Honba
za co nejmensim poétem aritmetickych operaci a co nejrychlejsi paralelni implementaci
ztrati smysl, produkuje-li nd$ ,superrychly“ algoritmus nesmysly.

Resime-li problém vlastnich &isel, musime mit na paméti, Ze se snazime spocitat néco,
co v principu nelze koneénym postupem pfesné uréit. Navic, mame-li pocitac charakteri-
zovany zaokrouhlovaci jednotkou u, pak v nejlep§im piipadé urcime vlastni Eisla matice
A+ E, kde velikost perturbace je ¥adu u. Vysledek naseho vypoétu je tedy v nejlepsim pii-
padé vzorek z u-pseudospektra matice A. Je-li matice A normalni, je tento vzorek blizky
vlastnim &sléim matice A. Je-li viak odchylka od normality matice A velké, jen Bih vi, co
jsme vlastné spocitali. S problémy se miizeme setkat i pii feSeni soustav linearnich rovnic.

Dobra metoda nam zaru& malou zpétnou chybu. Da-li ndm rovnéZ dostatecné piesnou
aproximaci feSeni, to zavisi na podminénosti iilohy. V kaZdém piipadé je velmi Zadouci
vyuzivat a-posteriori odhadfi chyb vZdy, kdy nelze zaruéit kvalitu ziskané aproximace
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Tedeni jinym zptsobem. Vzorovou ukazku profesionalniho a pouéeného pfistupu k feSeni
nékterych loh numerické lineérni algebry miiZe ¢tenéf nalézt v [LAP].

Otézce numerického programového vybaveni a stabilité jednotlivych numerickych me-
tod se, jak doufame, budeme vénovat v nékterém z daldich uéebnich textd.
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