Uplna soustava Maxwellovych rovnic

1 2
divD = p, I'OtH:j—F%,

3rotE:—@

Ot

" Rovnice 1, 2 - prvni série Maxwellovych rovnic

" Udavaji vzajemny vztah mezi vektory el.-mg. pole, objemovou hustotou volnych
naboju p a hustotou volnych proudd j .

TdivB=0.

el

" Rovnice 3,4 - druha série Maxwellovych rovnic.

" Vyznacuji obecné platné vlastnosti vektoru intenzity elektrického pole E a
magnetické indukce B .

" Pro vektory D a H takovéto obecné vlastnosti formulovat nelze!!!



Potencialy elektromagnetického pole

" Obecné elektromagnetické pole neni potencialni.
" Vektorové pole B (které je svazano s elektrickym polem E) je solenoidalni.

" MuZeme tedy zavést vektorovy potencial A vztahem B=rotA.
" Vektorovy potencial je nestacionarni vektorové pole A(r, t).
oB
rot E=— —
Ot
OA
rot  E+—|=0
ot

= | kdyzZ elektrické pole E neni potencidlni, ukazuje se byt potencidlnim pole (E + 0A/dt).
" MuazZeme zavést nestacionarni skalarni potencial ¢(r, t):

oA
E + — =—_orad
Py & @

" 2.série M. r. je pro dané potencialy A(r, t), @(r, t) splnéna automaticky.
" Staci vyresit 1. sérii s dosazenymi potencialy.



Potencialy elektromagnetického pole

: . oD
" Dosazeni do 1. série: divD = 2, rotH = J+ 5
" pp., Ze mezi vektory D a E, B a H plati linearni materialové vztahy.
D-c-E, B=uH
. OA
dw[gmdgp + _J __Fr ?
ot g

rotrot A=ujf— ¢ E[ ad +%J
H] #atgf @ Py

" upravime pomoci vzorcl vektorové analyzy: ****

p 0 .
Ap=—-"——-—divA,
7 g Ot

o*A : . o
AA— ¢ = — +orad| div A+ su—L— |.
#632 HITE [ #ar]




Potencialy elektromagnetického pole
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" Elektromagnetické potencidly nejsou urceny jednoznacné, a mizeme je proto
nahradit:

" Lorentzova kalibracni podminka: divA+ gu——

oA
@ = @_E A=A+ grad 4,

" tzv. kalibracni transformace - neméni se méritelné veliciny E a B.

DA o4\ A 8
E' =—orady — — =—grad¢e + grad ad /1
gradg’ —— grqvg[aJ — 5 (erad )
oA
——gradp— —=E |,
gradg — —

B =10t A =rotA+rotgradd=rot A=8B.

" El-mg. pole je kalibra¢né invariantni.



Potencialy elektromagnetického pole

" Lorentzova kalibra¢ni podminka na ¢’ , A”:

, 2
divA’ + E;.{taw =divA + divgradAJrEﬂa—gp— E;.{Ia A =0.

o a ot

" Musi tedy existovat feSeni nehomogenni vinové rovnice pro A :
%A : %,

Ad—g—=—| divA + Eﬂ—w .

ot ot

" V matematické fyzice se ukazuje, zZe tato rovnice ma dokonce nekone¢né mnoho
fesSeni, a tak je mozné vidy prislusnou funkci A zvolit a Lorentzovu podminku
pouzit.

" Lorentzova podm. prejde ve stacionarnim pripadé na div A = 0.



Potencialy elektromagnetického pole

ke ;ﬁgp:—g—&de
AA — g 22; =—uf+ grad[dw A+ iﬂ
" s Lorentzovou podminkou
Ap— Sﬂzsz =— §=
M—s/uif}w.

® 4 nehomogenni vinové rovnice (jedna rovnice skaldrni a jedna vektorova).
" Metody reSeni téchto rovnic jsou podrobné studovany matematickou fyzikou.



Potencialy elektromagnetického pole

" Jsou-li v néjaké oblasti prostoru hustota volnych ndbojl a hustota volnych proudd
nulové, prejde soustava rovnic na rovnice homogenni.

oatry
Ap—cgu——=0,
@ #ﬁrz

2
AA—gyaAzoj

ot*

" Zobecnéni Laplaceovych rovnic na nestacionarni pripad.
" Popisuji Sireni elektromagnetickych vin v prostoru.



Energie elektromagnetického pole

Pp., Ze v prostoru je urcitym zplsobem rozloZzen volny elektricky ndboj s objemovou
hustotou p(r, t), jehoZ pohyb je popsan polem rychlosti v(r, t).

Uréime energii, kterou el.-mg pole doda tomuto naboji.

Hustota sily f, kterou el.-mg. pole pUsobi na takto rozloZzeny prostorovy naboj
(LorentzGv vzorec):

f = p(E +vxB)

Vykon n dodavany el.-mg. polem do jednotkového objemu:

n=fv=pVvE)+tpv(vxB)=jE

(druhy ¢len = 0)
z 2. M. r. dosadime za j:

n= j.E:E.th—E.%

3. M.r. vynasobena H:

H.rotE + H.@ =0

ot

Pridame se zapornym znaménkem do rce pro n.



Energie elektromagnetického pole

n=jE=(ErotH—-HrotE)- [E@ + H§]
Ot ot

" Plati: div(ExH)=H rotE — E .1otH

" Takze:

j.E=—div(ExH)- [E.@ + H.@].
or ot

" |eva strana - hustota vykonu el. pole
" duasledek obecnych M. r. - obecna platnost pro el.-mg. pole

" Pp. prostredi, pro které plati linearni materialové vztahy:

P pB_ g% gH_2 P(E.D " H.B)}

ot ot ot o ot 2



Energie elektromagnetického pole

P nB_g% ,ygH_ 5{1(5.9+H.B)}
ot ot or or ot 2

® (Oznacime:

W= %(E.D +HB), S=ExH

Takde | E_ dws- 2
ot

" w - hustota energie el. a mg. pole
" S - hustota toku energie J.m=2.s1 - Poyntinglv vektor

" v Casti prostoru bez volnych naboji = j = 0:

. 0
d1VS+—w:O,
ot

" Rovnice kontinuity - dif. forma zakona zachovani energie (v prost. bez naboju).



Energie elektromagnetického pole

" Pp.: plati Ohmav zakon: Jj= ;/(E + E*).

‘2

" vyndsobime j: jE= S _ JE*
4
= Potom j_E:—divS—@-
ot
.




Energie elektromagnetického pole

E j=,+

2 5

Y o divS
y O

" Zvolme objem V, ohranieny uzavienou plochou 2, jiz nemohou pronikat ¢astice.
" Objemova integrace = energeticka bilance objemu V (Poyntingova véta):

o
jEfﬁﬂ%iPLdV+§JMﬂV+JHWSdV
[ V:V dr I

I

jEfjdV:
A

j° d
I—Mﬁ%iPMV+¢SdE
V;V dr N

| vV /

/

/

vykon dodavany do objemu
V vtisténymi intenzitami E *

energie el.-mg.
pole v objemu V

tok vektoru § plochou 2 =
energie vytékajici z V

Jouleovo teplo




Energie elektromagnetického pole

" Zakon zachovani energie v objemu V:

" VWykon dodany do objemu vtisténymi intenzitami se spotrebuje jednak na Jouleovo
teplo a na zménu energie elektromagnetického pole, jednak cdast tohoto vykonu
vytece plochou 2 ohranicujici objem V. (J. H. Poynting)

" Experimentdlné ovéreno.

Vakuum:
Hustota energie pole:

2 2
w:l g.;;.EEJrB = L [E +sz
2 I 24\ C?
Hustota toku energie:

S:L(EKB).
Ho

[S] =).m2.s?



Energie elektromagnetického pole

" Pp. uzavieny objem 2:

.
02
IE* jdv = f®djde+¢su
¥ ds
¥ ' ¥
__—
ow,, ,
—=n=§J.E
ot n=4

" Bilance vykonu, w hustota energie pole a w, hustota energie castic (integralni tvar):

I dj(w+w dv = <j'>sc12
dt  dt

" odpovida diferencialnimu tvaru:

jE——de—@
ot




Hybnost elektromagnetického pole

Pp.: objemovd hustota hybnosti elektromagnetického pole g, hustota hybnosti ¢astic
v jednotkovém objemu p , celkova hybnost v objemu V - [T a tok hybnosti
elektromagnetického pole plochou 2 jako =.

d/7 d
e |(g+p) IV =F
e dri(g P)

Hustota toku vektorové veliCiny ma pak charakter tenzoru, tedy veliCiny urcené
dvéma indexy i, k, kde hodnoty 1, 2, 3 téchto index( odpovidaji slozkam ve sméru os

X,V Z
i-ta slozku toku hybnosti elektromagnetického pole plochou J :
E_f = (ﬁﬁ'ﬁ{ dE;C

z

0, predstavuje takzvany tenzor napéti a v integralu se rozumi scitani pres index k od |
do 3 (Einsteinova sumacni konvence).

Slozky tenzoru napéti maji fyzikalni rozmeér objemové hustoty energie, ktery je tyz
jako rozmeér tlaku ¢i mechanického napéti, tj. N.m=2.

z mechaniky kontinua: sila pUsobici na jednotku plochy - tlakovou, tahovou nebo
smykovou



Hybnost elektromagnetického pole

" PlosSny integral na pravé strané lze pomoci véty tenzorového poctu analogické k vété
Gaussoveé prevest :

(ﬁ@’ﬁc dZ;C = al’j-;‘ dV
¥ Eh%

=

0oy 0Oocy 0oy 0Oy
= - -
O o oy oz

" Vyraz mUzeme povazovat za i-tou slozku vektoru, ktery ma charakter divergence ten-
zorové veliCiny o ;,

" Bilanci i-té slozky hybnosti mizeme tedy podle (5.59) az (5.61) vyjadfit v integralnim

tvaru
_ELJip:dj;;:.__§Ljigjdpf__J‘aCﬂk(jpr
dt ds ox 1
¥ ' '

" avdiferencidlnimtvaru:  dp;  Og; Ooy
ot or  ox




Hybnost elektromagnetického pole

" Podle Newtonova zakona sily bude pro hustotu sily f

F-®P_ E. jB

ot

"z Maxwellovych rovnic:

f:EdiVD—l—[I'OtH—@]XB

Of
" K pravé strané pricteme nulové vektory
. oB
HdavB=0 , [rotE+§JxD:0

" hustotu sily

f - Z—‘? _ % (D x B)+ [EdivD + HdivB — DxrotE — BxrotH]

Op: 08 Ooy
ot or  ox

" porovname se slozkovou rovnici:




Hybnost elektromagnetického pole

f - % - % (D« B)+ [EdivD + HdivB — DxrotE — BxrotH]

Op; _  0g; Ooy
ot or  Ox

" Rovnice si budou odpovidat pri splnéni dvou podminek:
1. Objemova hustota hybnosti el.-mg pole bude rovna:

g=DxB=cuExH




Hybnost elektromagnetického pole

2. vyraz v hranaté zavorce upravit na pravé strané na tvar 00,/0x,.
Maxwelliv tenzor napéti (5, je KroneckerGv symbol rovny nule pfi i # k a rovny jedné
prii= k).

1
O = 56_&?{ (ED =+ I'I.B)—E:;jij',gc —H;'Bk: W(S;'k —E;'Dk —}T_jr_;',B,gc

= Ve vakuu: 1
e vakuu g-couExH=-18

CE

" Hustota hybnosti souvisi tedy jednoduchym vztahem s hustotou toku energie.

" El.-mg. poli Ize prirfadit obvyklé vlastnosti hmotnych téles v¢. napf. momentu
hybnosti.
Je to tedy hmotny objekt, stejné jako latkova télesa.



Postupna vina

I' x
[ Typicka hmotna Castice

provazu se pii prichodu

B viny pohybuje nepre-

I AT x

| /] trzit€ stiidaveé nahoru
] a dolu.

Vyslani spojité sinusové viny podél provazu. Libovolnda hmotna castice provazu (na
obrazku znazornéna teckou) kmita ve sméru kolmém ke sméru Sifeni viny. Vina je
tedy pricna (transverzalni).

Pohyb zmény tvaru provazu (v pohybu pulzu) podél provazu urcitou rychlosti v.
Pohybujeme rukou harmonicky nahoru a dol(, jeji pohyb je popsan funkci sinus.

MulzZeme také sledovat pohyb pevné zvolené Castice provazu, tj. sledovat jeji kmitani
nahoru a doll pfi prichodu viny.

Vychylka kazdé Castice provazu je kolma ke sméru Sireni viny.

Zde se zabyvame jen linearné polarizovanou vinou, jejiz vychylka ma staly smér
(neorientovany).



Postupna vina

Pricna vychylka urcité castice struny jako funkce ¢asu t a polohy x této Castice podél
struny.
y(x,t) = ymsin(kx — wt).

"y, je amplituda viny; Amplituda viny udava velikost maximalni vychylky libovolné
Castice struny.

" Veli¢ina kx — wt se nazyva faze viny.

" VSechny jiné tvary vin — pocitaje v to i pulz — Ize vytvorit sCitanim sinusovych vin.



Postupna vina

v y(x,1) = Yym Sin(kx — wt).

l_ by - v(x,0) = ym sinkx

VYm Sin(kxy) = ymsin(k(x; + 1)) =
= Vm Sin(kx; + kA).

VInova délka: je to podélna vzdalenost mezi dvéma nejblize po sobé nasledujicimi

casticemi struny, v nichZ se situace opakuje (stejna pricna vychylka ve stejné ¢asti
krivky). 5
T

Uhlovy vinoéet: k==

[k] = rad/m



Postupna vina

y y(x,1) = Yym Sin(kx — wt).

Ym

il ———
 J
Tt

y(0,1) = ym sin(—wt) =

= —ymsinwt (x = 0).

" Typicka perioda T : je to doba mezi nejdrive po sobé nasledujicimi okamziky, ve
kterych je stav Castice shodny.

= —Vm Rin((ﬂl] + (UT).

IZU=?

" vztah uhlové frekvence o periody T.
" Funkce ma dvé nezavisle proménné (souradnici x a Cas t).



Postupna vina

y vina v éase r =0
’J" //vlna v Caset’' = At
A_‘o .

-— — — — — — — — —\— X

2 snimky viny v okamzZicich t a t’.

Celd krivka se posune of Ax za €as At.

Pri postupu viny na obr. 17.5 si zachovava kazdy bod na kfivce (jako napriklad bod A)
svou vychylku y. (nehovofrime nyni o ,,¢asticich vlakna®) .

Argument sinove funkce - faze musi byt konstantni: 7. . Lonet

Po derivaci: ka —w=0
dx w
— =V = —.
dr k



Postupna rovinna vina

Tato vilna popisuje takovy stav neomezeného spojitého prostredi, kdy hodnota urcité
veliCiny f, vyjadrtujici lokalni vlastnosti tohoto prostredi, zavisi na Case t a poloze r
podle funkce typu

f(&)=f(s.r-vt)

s je jednotkovy vektor stalého smeéru a v znadi realny parametr. Z tvaru funkce
vyplyva, Ze v daném okamziku t ma veli¢ina f stejnou hodnotu ve vSech bodech roviny
it kolmé k vektoru s a dané rovnici

£ =8.r —vt=konst.

Rovina konstantni faze (rovinnou vinoplochou); faze £ je argument funkce f(§).
Parametr v ma rozmeér rychlosti a nazyva se fdzovou rychlosti viny.
vzdalenost | téchto dvou rovin pro dvé rizné konstantni faze rr; a rr, odpovidaji dvéma

Camikam b ot
oramAtimta g s.(r-n)=v(t-h)

Rovinna postupna vina Sifici se ve sméru vektoru s rychlosti v




