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Nikdo nds nebude moci vyhnat z rdje, ktery pro nds vytvoFil Cantor.
David Hilbert

Aktudlni nekonecno neexistuje! Cantor a jeho ndsledovnici na to zapomnéli
a dostali se do rozport.
Henri Poincaré



Predmluva

Teorie mnozin ma dnes v matematice své pevné misto. Ziskala je v prvnim, dnes
uz klasickém obdobi, které vyvrcholilo ve tficatych letech. Mnohem méné je znamo,
Ze zhruba od konce padesatych let zacalo nové, stejné plodné obdobi teorie mnozin.
V této knize chceme predstavit teorii mnoZzin jako Zivou disciplinu, ktera Gzce
souvisi s daldimi obory soufasné matematiky. Kniha je uréena studentim mate-
matiky a odbornikim, ktefi se zajimaji o pouZiti teorie mnoZin ve svém oboru.
Vyklad se soustfeduje na teorii mnozin s axiomem vybéru, jejiz vysledky dnes na-
chézeji nejsirsi pouZiti v matematice. Klasické vysledky jsou podany ze soucasného
pohledu. Z velkého mnoZstvi novych vysledki jsme vybirali tak, abychom predvedli
hlavni typy metod, které se dnes pouzivaji v teorii mnoZin. Kde to bylo mozné,
sledovali jsme vyvoj az do soucasnosti.

Problematikou teorie mnoZin se soustavné zabyval seminaf, ktery v roce 1963
zalozil P. Vopénka. Dvé desetileti, ktera uplynula od vzniku seminate, byla jednim
z podnétd napsani této knihy.

K jejimu obsahu se vyjadiovali nasi spolupracovnici P. Simon, J. Pelant, M. Husek,
J. Negettil, J. Tima a J. Fried, se kterymi jsme Casto diskutovali o vybéru materialu
a jeho podani. Jsme také zavazani K. Cudovi, P. Kalaskovi, J. MIckovi, Z. Rencovi
a P. Vojtasovi, jejichz ptipominky ptispély ke zlepseni textu. Povzbuzenim pti psani
knihy byly pro nas zajem a podpora docenta P. Vopénky a profesora J. Kurzweila.
Za cenné rady vdécime védeckému redaktorovi a recenzentovi. Radi bychom po-
dékovali pani J. Frankové za ochotu a trpélivost pii pfipravé rukopisu a pani
E. Brunhoferové, ktera nakreslila obrazky. Za sestaveni rejstiiku dékujeme J. Mens-
dorffovi a P. Stépanové.

Autofti

Praha, cerven 1984



Predmluva ke druhému vydani

Predkldddme Ctendfi opravené a doplnéné vydani Teorie mnoZin. Opravili jsme
chyby, které se vloudily do prvniho vyddni, a doplnili jsme text o dva dodatky
vénované novym vysledkdm v nekone¢né kombinatorice a kardindln{ aritmetice,
které vznikly pfevazné v dobé od prvniho vydani{ knihy. Doplnili jsme také citace
za pomoc pii pfipravé druhého vydani.

Oba dodatky, stejné jako dodatek k seznamu literatury, byly vysdzeny pogitaco-
vou sazbou programem TgX.

Autofti
Praha, prosinec 2000
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Romance matematické analyzy a teorie mnozin

S rozvojem novovéké védy zaCind matematika studovat stale $irsi tiidu objektd.
Vedle tradinich pojmu aritmetiky a geometrie, jako jsou pfirozena, racionalni
a realna ¢isla, body, pfimky, roviny a kuzelosecky, za¢ina pracovat i s novymi pojmy.
Z nich zejména pojmy promeénna veliCina, relace a funkce rozhodujicim zpiisobem
ovlivnily jeji vyvoj. Pfitom se postupné rozdifoval i samotny obsah téchto pojmi:
vedle piivodné jednoduchych ptedpisii pro funkcee, jako jsou y = x" nebo y = sin x,
kterym odpovida nazorné grafické zobrazeni, byly pozdéji pod pojem funkce za-
hrnuty i ptredpisy dané mocninnymi nebo trigonometrickymi fadami, pro které
vhodné znizorn&ni nelze viibec sestrojit — napfiklad funkce, které v zadném bodé
nemaji derivaci.

I kdy?Z je mezi uvedenymi piiklady veliky rozdil, jedno maji spole¢né: funkce je
dana jedinym predpisem. Daldim krokem ke zobecnéni pojmu funkce byla moznost
definovat funkci po &astech pomoci nékolika predpisd pro rlizné hodnoty pro-
ménnych. Jednoduchym piikladem takové definice je funkce signum, definovana

1, jeli x>0,
sgn (x) = 0, jeli x=0,
“1, jelix<0.

Tato funkce je prili§ vSedni na to, abychom si uvédomili rozdil, ktery je mezi
plvodni definici funkce jednim ptedpisem a definici po ¢astech. Lépe nam poslouzi
takzvana Dirichletova funkce, ktera ptifazuje hodnotu jedna kazdému racionélnimu
¢islu a hodnotu nula kazdému iracionalnimu ¢islu, tedy

{l , je-li x racionalni,

™ =10. je-li x iracionalni.

Je-li dano né&jaké realné cislo x, viibec nemusi byt jasné, podle kterého pfedpisu
mame uréit hodnotu d(x). Princip definice po &astech je doveden do dasledku v sou-
dobé definici zobrazeni: Funkce f (zobrazeni) je mnoZina uspofadanych dvojic
{x,y), ktera spliiuje tuto podminku jednozna¢nosti: Ke kazdému x existuje nej-
vySe jedno y takové, ze dvojice {x, y) je prvkem f. Kazdou uspofadanou dvojici,
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ktera je prvkem f, mizZeme chapat jako predpis piifazujici funkéni hodnotu jed-
nomu argumentu.

Je nepochybné, ze matematicka analyza méla ve vyvoji moderni matematiky
velmi dilezitou roli. Ale jesté v prvni poloviné devatenactého stoleti se opirala o ,,na-
zorné" geometrické ptredstavy o realnych ¢islech. Korektni teorie realnych &isel ne-
existovala. Ptitom se studovaly stale sloZit&jsi ¢asti realné ptimky (obory spojitosti,
obory konvergence posloupnosti funkci). Z hlediska pozdgjsiho vyvoje zbyvalo jiz
jen ,rozbit* realnou ptimku na univerzum realnych &isel a pracovat se soubory
jeho prvkdt — s mnoZinami realnych ¢isel. Takovy krok by pozdéji zahrnul i vytvo-
feni nové teorie realnych &isel, jejiz potieba byla pocitovana. Pribyvalo téch, ktefi
se nechtéll smifit se skuteCnosti, Ze tehdejsi dikazy zakladnich vét analyzy se od-
volavaji na geometrickou nazornost.

Prvni vazny pokus v tomto sméru podnikl Bernard Bolzano (1781-1848), ktery
zavedl pojem mnoZiny a zevrubné prozkoumal vlastnosti nekoneé¢nych mnozin.
Problém nekoneéna jako ,,aktualni* a absolutni velikosti se objevil v raném stadiu
katolické teologie a filozofie u Augustina a Tomase Akvinského. Ve filozofii se
problémem nekonecna zabyvali Aristoteles, Lukrecius, Descartes, Spinoza, Leibnitz,
Locke, Kant a dalsi. Néktefi byli ochotni pfijmout nekoneéno jako aktualni entitu,
jini je horlivé zamitali.

V matematice Bolzanovy doby se viak nekonedno objevovalo jen ve své ,,poten-
cialni* podobé. Byla to reakce na volné pouZivani ,,nekoneéné velkych* a ,,nekoneéné
malych* veli¢in, které v pocatcich infinitezimalniho poétu vedlo i k odvozeni nékte-
rych nespravnych tvrzeni. Skute¢nost, Ze se nepodafilo formulovat korektni pra-
vidla pro ,,nekonec¢né velké" a ,,nekone¢né malé" veliCiny, zptsobila, Ze tato forma
nekoneéna byla z analyzy vylougena. K. F. Gauss (1777-1855) pie v jednom z do-
pisti: , Nekoneéno nelze v matematice pouzit jako néco definitivniho, je to jen
zpusob vyjadieni, ktery oznacuje jistou hranici, k niz se mohou nékteré veliciny
libovolné blizit, pokud jiné veli¢iny rostou neomezené.*

Nekone¢né mnoZiny viak nelze vtésnat do takto vymezeného ramce, protoze
piedstavuji jinou, ,,aktualni* podobu nekone¢na. Snad proto se Bolzano ve své knize
Paradoxy nekonetna omezil jen na shrnuti vysledki o paradoxnich vlastnostech
nekone¢nych mnozin (nékterych si poviiml jiz Galileo Galilei (1564-1642)), aniz by
vytvoril ucelenou teorii nekoneénych mnozin. Bolzano psal svou knihu na samém
sklonku zivota a kniha byla vydana az roku 1851, po Bolzanové smrti, jednim z jeho
zakd. Vyzkumy ze dvacatych let naseho stoleti ukazaly, ze vydavatel provedl o své
4jmé zasahy do Bolzanova rukopisu, aby odstranil jeho ,,nedostatky“. Dnes nelze
s urcitosti fici, Ze se definitivni podoba shoduje s Bolzanovym zamérem. Nikdo
z Bolzanovych zaka na jeho vysledky nenavazal. Az v roce 1873 se podobnymi
problémy zac¢al zabyvat Georg Cantor (1845-1918).

Mezitim v 3edesatych letech minulého stoleti byla zasluhou K. Weierstrasse
(1815-1897), G. Cantora a H. C. Méraye {1835-1911) vybudovana aritmeticka
teorie iracionalnich a realnych ¢isel. Nova teorie se jiZ neopirala o nazorné geo-
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metrické pfedstavy a k jejimu rozvinuti postacila vieobecné ptijimana potencionalni
forma nekonecna. Analyza vSak jiz byla blizko okamziku, kdy bylo nutné pracovat
s nekoneénymi soubory realnych &isel. .

Aktualni nekone¢no zavedl do matematiky se vii daslednosti G. Cantor, kdyz
v letech 1873-1897 publikoval sérii praci, ve kterych soustavné rozvinul matematické
prostiedky ke studiu nekonec¢nych mnozin. Stal se zakladatelem nové matema-
tické discipliny — teorie mnozin. Cantor puvodné vysel od problémi teorie realnych
funkci. Zabyval se reprezentaci funkci trigonometrickymi fadami a problém jedno-
znalnosti takové reprezentace ho pfivedl k otazce, zda ma funkce koneny nebo ne-
konedny pocet singularnich bodli. Zkoumal vzajemné jednoznaéna zobrazeni
mezi mnozinami a v jedné z prvnich praci si poloZil otazku, zda je mozné vzajemné
jednoznacné zobrazit mnozinu piirozenych ¢isel na mnoZzinu realnych &isel. Ukazal,
7e takové zobrazeni neexistuje. Nekone¢né mnoziny se tedy rozpadaji do dvou ttid,
na spoCetné a nespocetné, podle toho, zda existuje vzajemné jednoznalné zobrazeni
mnozZiny ptirozenych Cisel na danou mnozinu ¢i ne. Mnozina vsech ptirozenych
Cisel je spocetna a mnozina viech realnych Cisel je nespocetna. To je velmi zajimavy
a neCekany vysledek. Pozornost si zasluhuje i takzvana diagonalni metoda dikazu,
ktera je v mnoha obménach pouzivana v teorii mnozin, v logice i jinde.

Diagonalni metodou ukaZzeme, ze hodnoty zadného zobrazeni mnoziny ptiroze-
nych Cisel nemohou vy€erpat viechna realna &isla. Stagi, kdyz stejné tvrzeni dokaze-
me pro interval (0, 1) vSech realnych &isel x, 0 < x < 1. VyuZijeme fakt, Ze kazdé
takové &islo lze jedinym zpisobem vyjadfit pomoci nekoneéného desitkového roz-
voje ve tvaru

0,c0¢1Cy . Culpsy-ons

kde pro kazd¢ prirozené &islo n je ¢, néktera z &islic 0, 1,2, ...,9. Ma-li ngjaké &islo
i konegny rozvoj — napftiklad 1 lze vyjadtit jako 0,5 — uvazujeme odpovidajici ne-
kone&ny rozvoj, pro 3 je to 0,499 999 .... Je-li dano néjaké zobrazeni mnoZiny viech
ptirozenych &isel do intervalu (0, 1), jehoZ hodnoty tvofi posloupnost

(1) Qs Ayy Qs ey Ay Gy g oo s

pak desitkové rozvoje jejich ¢lent lze vyjadrit néasledujicim zplisobem:

(2) ap = 0Ocoo co1 €02 Co3 oo,
~
ap = 0co €1y € 3 -,
N
a; = 00y a1 €y €3 ey
N
ay = Oc3 €3 €32 €33 .o,

Nyni sestrojime realné &islo z intervalu (0, 1), které je rizné od viech ¢lend posloup-
nosti (1). Hledané &islo ma nekoneény desitkovy rozvoj tvaru
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d = 0dyd,dydy...dd ..,

jehoZ n-ta cifra d, je dana pfedpisem

L, jelic, +1,
) " {2, je-lic,, = 1.

Cislo d je razné od kaZdého a,, protoZe desitkové rozvoje obou Cisel se lisi v n-té
ciffe. Podle (3) je d, * c,, Ukazali jsme, Ze neexistuje zobrazeni mnoZiny pfiro-
zenych &isel na interval (0, 1), a tedy ani na mnozinu viech realnych ¢isel. MnozZina
viech realnych &isel a interval (0, 1) jsou nespocetné mnoziny. Uloha, jakou hraly
diagonalni prvky c,, ve schématu (2) pfi definici &isla d, vysvétluje privlastek ,,diago-
nalni“, kterym je tato metoda oznacovana.

Cantor zkoumal vlastnosti nekoneCnych mnozin a vyznam své teorie dolozil
originalnim prispévkem k problému transcendentnich &isel. Jde o realna ¢isla, kteréd
nejsou feSenim Zadné rovnice

(4) X" +ax" '+ . +a_x+a =0,
kde
() g, Ay, Ay, - 4,

jsou cela ¢isla a a, # 0. Realna ¢&isla, ktera jsou feSenim néjaké rovnice tvaru (4),
se nazyvaji algebraicka. Je§té v poloviné minulého stoleti nebylo znamo jediné
transcendentni &islo. Teprve v roce 1851 popsal J. Liouville (1809-1882) konstrukcl,
jak transcendentni &isla sestrojit. Obtiznost dikazu vzbuzovala dojem, Ze trans-
cendentni ¢isla jsou mezi realnymi ¢isly vyjimkou. V roce 1874 Cantor ukazal, Ze
transcendentnich &isel je v jistém smyslu vice nez algebraickych, aniz by né&jaké
dalsi transcendentni ¢islo sestrojil. To vyvolalo velké prekvapeni.

Naznaéme kratce hlavni body jeho dikazu. Kazdi rovnice (4) je jednozna&né
uréena kone¢nou posloupnosti celych &isel (5). Cantor ukazal, ¢ mnozina viech
konecnych posloupnosti celych Cisel je spo¢etna. Vzhledem k tomu, ze kazda rovni-
ce (4) m4 jen konedn& mnoho kotent, lze ukazat, 7e viechna algebraick4 &isla tvoti
jednu spocetnou mnozinu. Ctenaf sim nahlédne, Ze nespocetnou mnoZinu nelze
rozlozit na dvé spofetné nebo konetné mnoziny. MnozZina viech &isel, ktera nejsou
algebraicka, to jest mnozina vSech transcendentnich Cisel, musi byt nespocetna,
protoze mnozina viech realnych ¢isel je nespocetnd. Neobvykla metoda dtkazu
byla nékterymi piijimana s rezervou a bylo i mnoho téch, ktefi ji odmitali.

Daldi podrobné zkoumani vzijemné jednozna¢nych zobrazeni vedlo k definici
pojmu mohutnost mnoziny a kardinalni ¢islo. Rikame, Ze dvé mnoziny maji
stejnou mohutnost, jestlize existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni jedné mnoziny
na druhou. Cantor definoval abstrakci kardinalni ¢islo jako vlastnost, ktera je spo-
le¢na viem prvkim néjaké tfidy mnozin, z nichz kazdé dvé lze na sebe vzijemne
jednoznagné zobrazit. Tuto vlastnost nazval mohutnost. Pozdéji ukazal, Ze ke kazde
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nekoneéné mnoziné existuje mnozina vétsi mohutnosti. Tim dosel k ptekvapivému
vysledku, ze 3kala nekoneénych mohutnosti je nekonetna a neni shora omezena.
Vzhledem k tomu, ze ptirozena &isla vyjadiuji poéty prvkd konenych mnozin,
kardinalni ¢isla lze chapat jako rozsifeni pfirozenych ¢isel: kardinalni &isla vy-
jadtuji ,,pocet prvkd*“ — mohutnost — nekonetnych i konenych mnozin. Jinym
zobecnénim ptirozenych Eisel jsou ordinalni ¢isla. Od vlastnosti, které mé uspofadani
ptirozenych ¢&isel podle velikosti, dospél Cantor k pojmu dobré uspotradani a abstrak-
ci zavedl ordinalni ¢isla jako typy dobfe uspotadanych mnozin. Podrobné také vy-
Setfoval vlastnosti mnozin realnych ¢isel.

Kdyz vyjasnil vztah mezi mohutnosti mnoziny viech algebraickych realnych Cisel
a mnoziny viech realnych Cisel, poloZil si Cantor otazku, zda je mozné vzajemng
jednozna&n€ zobrazit rovinu na pfimku, pfipadné ¢tverec na usecku. Pii pouziti
kartézskych soutadnic jde vlastné o problém, zda je mozné vzajemné jednoznaéné
zobrazit mnoZinu vsech usporadanych dvojic reilnych Cisel na mnozinu viech real-
nych &isel, pfipadné zda je mozné vzajemné jednoznatné zobrazit mnozinu viech
usporadanych dvojic &isel z n&jakého intervalu na mnoZinu viech &isel z téhoz
intervalu. Vzajemné jednoznaéna zobrazeni budeme kratce nazyvat prosta zobra-
zeni.

O svém problému Cantor napsal R. Dedekindovi (1831-1916), ktery m&l po ruce
pohotovou odpoved: takové zobrazeni neexistuje, protoze ,je zfejmé, ze dvé ne-
zavisle proménné veli¢iny nelze pfevést na jedinou®. V té dobé byl bézné ptijiman
ptedpoklad, Ze mezi geometrickymi Gtvary rlznych dimenzi neexistuje vzajemné
jednozna¢né zobrazeni. Tuto ,samoziejmost® se Cantor snazil dokazat, ale bez
uspéchu. Nakonec dokazal, ze existuje prosté zobrazeni ¢tverce na Usecku. Jeho
prvni dikaz byl jednoduchy, ale nepliny.

Ozna¢me [ interval {0, 1] viech realnych ¢isel x, 0 < x <1 a | x | mnoZinu
vSech uspotadanych dvojic &isel z intervalu [. Jiz vime, Ze s vyjimkou nuly ma kazdé
Cislo z intervalu [ jednoznaéné ureny nekoneény desetinny rozvoj. Jsou-li a, b
dveé Cisla z intervalu [ a

(6) a=0,a,a,a5....
b = 0b,bybs...

jsou jejich nekone¢né rozvoje, uspofadané dvojici <{a, b) piifadime Cislo ¢ tvaru

¢ =0,aba,b,...ab,...
Ziejmé 0 < ¢ < 1 a z ¢&isla ¢ lze urdit obé ¢isla g, b. Definovali jsme prosté zobra-
zeni ¢tverce | x [ do intervalu . Teprve Dedekind si povsiml, Ze hodnoty zobrazeni

nevyCerpaji cely interval 1. Uvazoval Cislo ¢ tvaru

¢ = 0,a,7a,3a;00,0...4,0...
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které ma na sudych mistech za desetinnou te€kou od $est¢ho mista pocinaje samé
nuly. Podle definice zobrazeni by &islu ¢ odpovidala dvojice {a,b), kde &islo

b = 0,730000 ...

neni v pozadovaném tvaru. Pfitom nekonetny desetinny rozvoj Cisla b neod-
povida &islu ¢. Jinymi slovy, ¢ neni pfifazeno zadné dvojici z 1 x [. Je zfejmg,
7e v intervalu [ je takovych &isel nekone¢ng mnoho. V odpovédi Dedekindovi Cantor
sestrojil jiné — uZ ne tak jednoduché — prosté zobrazeni &tverce I x § na l. Po-
uzijeme-li Cantorovy a Bernsteinovy véty, ktera byla dokazana az o deset let pozdgji,
dokaZeme existenci prostého zobrazeni § x I do [ a neni t&zke sestrojit prosté
zobrazeni | do [ x 1. Podle citované véty pak existuje vzajemné jednoznalné
zobrazeni | x | na I. Dimenze tedy neni invariantni vzhledem ke viem prostym
zobrazenim.

Cantor si uvédomil, Ze tento vysledek je vaznou vyhradou proti tehdej§imu pojeti
dimenze. V fadé dopisti mezi nim a Dedekindem postupné vykrystalizoval probléem
invariantnosti dimenze. Slo o to dokazat, 7e dimenze je invariantni vzhledem k jistym
spojitym zobrazenim. Cantor publikoval své vysledky v roce 1878 a v kratké dobe
se pokusilo n&kolik matematik{l invariantnost dimenze dokazat. Ukazalo se, Ze je
to velmi obtizny problém. Do konce devadesatych let byly podany uspokojivé da-
kazy invariantnosti dimenzi vzhledem ke spojitym a prostym zobrazenim jen pro
dimenze mensi nez &tyfi. Zadny dikaz viak nedaval vyhlidky na obecné feSeni

problému.
\ { / | \ } /—_l—\ L /
-2 =1 0 1 2

Obr 01

V roce 1890 ukazal Giuseppe Peano (1858-1932), ze samotné spojitost zobrazeni
k invariantnosti dimenze nestaci. Sestrojil spojité zobrazeni intervalu [ na Ctverec
I x 0. Misto pavodni Peanovy konstrukce popiseme jinou, jednodussi. Jde o to
sestrojit dvé spojité funkce x(t), y{t) na intervalu 0 tak, aby uspofadané dvojice
(x(t), Me)y pro tel vyplnily &tverec | x [. Nejprve definujeme pomocnou realnou
funkci f. Jeji hodnoty v intervalu 1 jsou dany predpisem

0 pro 0 <u<4i,
fluy=1{ 3u—1 pro§<u<i,
1 pro 3 <u <l
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a ostatni hodnoty f(u) definujeme tak, aby f byla suda periodicka funkce s perio-
dou 2. To znamena, e pro &islou, —1 < u < 0 je f(u) dano vztahem f(u) = f(—u)
a ostatni hodnoty jsou dany periodicitou funkce. Grafem funkce f je lomena Cara
na obr. 0.1. Funkce f je spojita a pro kazdé u plati 0 < f(u) < 1.

Pro libovolné ¢ z intervalu [ definujemte

© 1
) =5 % 5/,
W) =3 5 5.

Neni tezké dokazat, ze x(t), y{t) jsou spojité funkce s hodnotami v I. Jsou-li g, b libo-
volna &isla z | a (6) jsou jejich vyjadieni ve dvojkové soustavg, da se ukazat, Ze
existuje &islo ¢ v intervalu [ takové, Ze

(7) f(3%),

a, =
b, = 4310

plati pro kazdé ptirozené n. To znamena, Ze ¢ je vzorem dvojice {g, b) a Ze popsané
zobrazeni spojité zobrazuje interval | na Ctverec I x I. Sestrojené zobrazeni neni
prosté, dvéma riiznym dvojkovym rozvojim téhoz &isla, naptiklad

0,100...,
0011L...,

odpovidaji podle (7) dva riizné vzory ¢ a mohou existovat i dalsi, protoze k odvozeni
vztahtl (7) se pouzivaji jen intervaly, kde funkce f nabyva hodnot nula nebo jedna.
Neni t€zké dokazat, Ze zadné spojité zobrazeni intervalu § na ¢tverec | x | nemize
byt prosté. Podobnym zplsobem lze sestrojit zobrazeni realné pfimky R na ro-
vinu R x R.

Peanovo zobrazeni odpovida definici kfivky, kterou nékolik let ptedtim vyslovil
Camille Jordan (1838-1922), kdy# studoval moznosti zobecnéni znamé Cauchyho
véty o funkcich komplexni proménné. Jordan tenkrat dokazoval jiné , samozfejmé*
tvrzeni, ze jednoducha uzavieni kfivka v roving, tedy k¥ivka podobna kruZnici,
rozdéluje rovinu na dvé souvislé asti, na vng&jsi a vnitini. Matematicky zcela ptesny
dikaz tohoto tvrzeni, znamého dnes jako Jordanova véta, byl podan az pozdéji.
Po Peanové objevu se zdalo, Ze je setien rozdil mezi ktivkou a plochou, plochou
a télesem. Kdo by povaZoval ¢tverec za kiivku!

Regeni problému dimenze prinesla topologie, ktera se koncem stoleti vydélila
jako samostatna matematicka disciplina z analyzy a geometrie. Jeji vyvoj byl velmi
vyznamné ovliviiovan mnozinovym piistupem, zejména teorii bodovych mnozin
— jak se tehdy fikalo studiu mnozin realnych &isel a mnoZin bodt v obecnych eukli-
dovskych a metrickych prostorech. Nékteré pojmy mnozinové topologie, mezi nimi
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pojem uzaviena mnozina, fidkad a perfektni mnoZina, byly zavedeny Cantorem.
Klasickym ptikladem Fidké a perfektni mnoziny realnych ¢isel je Cantorovo diskon-
tinuum. Setkame se s nim pozdé&ji jesté v jinych souvislostech. Topologie nabidla
nové prostfedky pro detailni studium funkci a matematické analyza z nich dovedla
pohotové t&zit. Vyvoj teorie realnych a komplexnich funkeci se zrychlil v obdobi po
zvefejnéni hlavnich Cantorovych praci. Jen o malo pozdgji se prosazuje mnoZinovy
pfistup i k nékterym zakladnim otazkam geometrie. Do druhého vydani svého
Kursu analysy v roce 1893 zafadil Jordan vedle nového ditkazu své véty o uzavie-
nych kiivkach i samostatny oddil o Cantorové teorii mnozin. Obecny dikaz in-
variantnosti dimenze podal L. E. J. Brouwer (1881-1966) a7 v roce 1910. Dnes je
teorie dimenze soucasti topologie stejné jako topologicka teorie k¥ivek.

Ackoliv byly dokazany obecné véty o mnoZinach, samotny pojem mnoZina byl
pouZivan jen intuitivné nebo, v lepsim pfipadg, byl odvozovan od filozofickych pojmu
tfida nebo totalita. Svéd¢i o tom i toto Cantorovo vymezeni: ,,MnoZinou rozumime
kazdé shrnuti urcitych a navzajem riznych pfedmétd m naseho nazirani nebo mysle-
ni (které nazyvame prvky) do jediného celku ,M*.

Pojem mnoZiny je zde opsan pomoci slov ,souhrn® a ,celek”, ktera sama nejsou
o nic jasngjsi. Presnéji jsou popsany vlastnosti prvkid mnoziny. Jsou navzajem
L[Uzné", to znamena, ze zadny objekt nemuze byt opakované prvkem téZe mnoziny.
Prvky mnoZiny maji byt ,urité", to znamen4, ze ma-li byt dina né&jaka mnozina,
ptedpoklada to, aby pro kazdy objekt bylo mozné uréit, zda je ¢i neni jejim prvkem.
V jednotlivych pfipadech miZze byt takové urCeni velmi obtizné, napriklad o nékte-
rych realnych ¢&islech neni dosud znamo, zda jsou transcendentni &i algebraicka.
Predpoklada se, ze takové ureni je mozné alespon v principu.

Je uZ jasné, Ze takové vymezeni pojmu mnoziny neni definice v pravém smyslu.
Jde spiSe o intuitivni vyjadfeni toho, co by mnoZiny mély byt. I tak se novy pojem
stal vychodiskem k rozvinuti teorie mnozin a spolu s jejimi G¢innymi metodami
rychle pronikal do mnoha odvétvi matematiky. Jesté pred koncem stoleti poukazal
A. Hurwitz (1859-1919) v jedné z hlavnich prednasek na I. mezinarodnim matema-
tickém kongresu v Curychu (1897) na vyznam teorie mnozin a z ni odvozenych metod
topologie pro teorii realnych a komplexnich funkci.

O tti roky pozdé€ji na II. mezinarodnim matematickém kongresu v Patizi konsta-
tuje H. Poincaré (1854-1912): ,,... v analyze ziistavaji jen ptirozena &isla a konecné
nebo nekone¢né soubory pfirozenych &isel ... MiZeme dnes Fici, Ze jiz bylo dosazeno
absolutni presnosti“. Tento optimisticky nazor ptedpokladal, Ze absolutni presnosti
bylo dosazeno i v teorii ,nekone¢nych soubort pfirozenych cisel”, tedy v teorii
mnozin. Brzy se mélo ukazat, Ze takovy predpoklad nebyl opravnény.

V teorii mnozZin se objevily rozpory — antinomie, pro které nebylo uspokojivé
feSeni. Nejprve jen v pokrocilych partiich, tykajicich se ordinalnich a kardinalnich
gisel. Cantor a nezavisle C. Burali-Forti (1861-1931) ukazali, 7¢ ,,mnozina“ viech
ordinalnich ¢isel je dobfe uspotfadana. Typem jejiho uspofadani by mélo byt také
ordinalni ¢islo, ale vétsi nez vSechna ordinalni ¢isla. Tento vysledek publikoval
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Burali-Forti v roce 1897. O dva roky pozdéji narazil Cantor na jiny rozpor, tykajici
se mohutnosti ,mnoziny* viech mnoZin. Ukazal, Ze pro libovolnou mnozinu m
mnoZina #(m) viech podmnoZzin mnoZziny m ma vétsi mohutnost nez m. Uvazujeme-li
mnozinu U viech mnnozin, potom mnozina 2(U) by méla mit vétsi mohutnost
nez U!

Cela véc se zpocatku nebrala moc vazné. Svédéi o tom i pouzité terminologické
odstiny. I kdyZ kazdy z uvedenych vysledki je sporem v teorii mnozin, vzily se pro
né nazvy paradox Burali-Fortiho a paradox Cantorfiv. Ztejmé se ptedpokladalo,
7e paradoxy budou odstranény zpfesnénim dikazli nékterych vét o ordinalnich
a kardinalnich ¢éislech.

Duavérou v teorii mnoZin otfasl az ‘v roce 1902 Bertrand Russell (1872-1970),
kdyz nalezl spor v teorii mnoZin pomoci jejich nejelementarnéjsich prostfedki.
Jadro sporu, ktery byl nazvan Russelliiv paradox, je v nasledujici Gvaze: je-li soubor
véech objekti, které maji urCitou vlastnost, mnozina, uvazujme mnozinu viech mno-
7in, které nejsou obsazeny samy v sobé jako prvek. Pro vét3i nazornost vyjadtime
takovou mnozZinu zapisem

x={yyé¢,

kde vyraz y ¢y chapeme jako formalni zapis vyroku ,,mnoZina y neni prvkem mno-
Ziny y** a zavorku {y:...} chipeme jako oznaceni mnoZiny vSech y, které maji vlast-
nost ,,...“. Nyni se miZzeme ptat, je-li mnozina x sama svym prvkem &i ne. Rozebere-
me oba ptipady:
(a) Je-li x prvkem x (piseme x € x), potom x musi mit vlastnost, ktera definuje
prvky mnoziny x. To znamena, Ze musi platit x¢ x. Tedy z xex plyne x¢x.
(b) Neni-li x prvkem x, potom mnozina x ma vlastnost x ¢ x, ktera urCuje prvky
mnoziny x. To znamen4, Ze musi platit x ex. Tedy z x¢ x plyne xex.
Rozborem obou ptipadd jsme ukazali, Ze x € x plati, pravé kdyZ x ¢ x. Existence
mnoziny x vyplyva z principd Cantorovy teorie mnozin, ale vede ke sporu.
Russellav paradox se dotkl zakladnich principd, které byly jako intuitivné zfejmé
zatlenény do Cantorova pojmu mnoziny. Tento ne€ekany zvrat vedl mnoho mate-
matikd k prehodnoceni nizord na teorii mnozin. Prikladem takového obraceni
se stal i H. Poincaré, nepochybné jedna z vedoucich postav matematiky té doby.
Sam nemalo prispél k propagaci teorie mnoZin a po Russellové objevu vénoval
problematice zakladd matematiky dvé studie. K usili Russella, Zermela a dal3ich,
sméfujicimu k odstranéni paradoxi, vSak pfistupoval se skepsi a zna¢nou davkou
ironie. '
Brzo po Russellové antinomii bylo publikovano nékolik daldich. Viimnéme si
zejména jedné z nich, kterou publikoval J. Richard v roce 1905. Tak zvany Richardav
paradox je vyznamny piedeviim uzkym vztahem k diagonalni metodé. Spociva
v nasledujici tivaze. UvaZujme vSechna realna €isla x, 0 < x < I, ktera lze jedno-
znacné definovat kone&nou posloupnosti slov. Naptiklad ,jedna polovina®, ,tieti
odmocnina ze dvou* a podobné. V teorii mnozin se da ukazat, ze tato mnozina je
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spocetna, ozna¢me ji R. Jeji prvky lze sefadit do posloupnosti ag, a,, a,, ... a ke kaz-
dému g, existuje jednoznaéné uréeny nekone¢ny desetinny rozvoj (2). Nyni mizeme
definovat &islo d touto posloupnosti slov: ,,d je redlné ¢islo mezi nulou a jednotkou,
jehoZ n-ta cifra za desetinnou ¢arkou je rovna jedné, pokud n-ta cifra n-tého ¢isla
z mnoziny R je rizna od jednotky, v opacném piipadé je n-ta cifra desetinného roz-
voje ¢isla d rovna dvéma®.

Stejnym postupem, kterym jsme dokazali, e mnoZina vSech realnych ¢isel neni
spodetna, se mizeme presvédCit, Ze Cislo d neni prvkem mnoZiny R, prestoze bylo
definovano kone¢nou posloupnosti slov.

Rada matematiki pravem chapala vzniklou situaci jako krizi nejenom teorie
mnoZin, ale i samotnych principd, ze kterych vychazi matematika. S velikym usilim
se vénovali kritickému zkoumani zakladnich principt celé matematiky. Tento proud
ptinesl novy rozvoj logiky a radikalné zménil pfedstavy o zikladech matematiky.
Pokud jde o samotnou teorii mnoZin, G. Cantor nikdy nepfestal véfit, Ze se podari
udrZet podstatny obsah teorie v jejim pivodnim intuitivnim pojeti. Poukazal na to,
7e pti vét8iné mnozinovych Uvah lze napfed urcit ramcovou mnoZinu tak, Ze cela
Gvaha se provadi jen s jejimi prvky, a z prvkd takové mnoZiny nelze sestrojit spor
podle zadné z antinomii. Intuitivni teorie mnozin neni vhodna ke studiu zakladnich
principll matematiky, ale postaci pro vétSinu béznych aplikaci v algebie a analyze.
PouZiva se dodnes pod oznaCenim naivni teorie mnoZin.

Neékteré z novych sméri revidovaly mnohem podstatnéji nejenom teorii mnozin,
ale i matematickou logiku. Radikalni stanovisko zaujal zejména Brouwer, zaklada-
tel sméru, ktery se nazyva intuicionismus. Zcela vyloucil aktualni podobu neko-
neéna a v logice trval na pfisné finitnim a konstruktivnim charakteru viech dikaza.
Za téchto omezeni ztraceji smysl podstatné partie teorie mnoZin i nékteré dalsi ¢asti
moderni matematiky. Pokus o revizi teorie mnozin, podniknuty Russellem a White-
headem, vyustil v novy axiomaticky systém matematické logiky — tak zvanou teorii
typd. Teorie mnozin, rozvinutad Russellem v ramci teorie typl, byla téZzkopadna
a pfilis se nevzila. Pozdéjsi pokusy o odstranéni strnulosti teorie typ pochazeji od
W. W. Quinea a jsou znamy pod nazvem New Foundations. Oba zminéné sméry —
intuicionismus i teorie typl — provadéji soub&zn& revizi intuitivnich principa
teorie mnozin i revizi logiky. To ve své dobé nebylo nic ptekvapivého. Tak zvana
klasicka logika v Aristotelovské tradici neméla k paradoxtiim co fici a moderni ma-
tematicka logika se rozvijela soub&zné s teorii mnozin v pracech Gotloba Fregeho
(1848-1925), Peana a dalgich.

Axiomaticka metoda budovani teorie mnozin, kterou se budeme dale podrobnéji
zabyvat, odstranila viechny znamé paradoxy, aniz bylo tfeba podstatné ménit ma-
tematickou logiku, jak byla zalozena Fregem a Peanem. Axiomatick4d metoda byla
uz ve starovéku pouZivana v geometrii. V minulém stoleti prosla svou renesanci
opét v geometrii a dnes je pouzivana v mnoha odvétvich matematiky. Brzo po Russel-
lové paradoxu publikoval E. Zermelo (1871-1956) axiomaticky systém teorie mno-
7in, ktery klade jistd omezeni na pojmy intuitivni teorie mnoZin, a to takova, ze praveé
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neptipousti spor podle Zadné ze znamych antinomii. Zermelova pivodni axiomatika
byla pozdgji doplnéna A. A. Fraenkelem (1891-1965) o tak zvané schéma axiomi
nahrazeni a Zermelo ptipojil jesté axiom fundovanosti. Ve znéni z po¢atku tficatych
let se tato axiomatika stala nejrozsifengjsi podobou teorie mnoZzin. VZil se pro ni
nazev Zermelova a Fraenkelova teorie mnozin (ZF). Ve dvacatych letech vznika
odli$na axiomatika, ktera vychazi od pojmu zobrazeni misto od pojmu mnoZina.
(1903-1957). Na nékteré myslenky navazal ve tticatych letech P. J. Bernays
(1888-1977), ktery navrhl axiomatiku zaloZenou na pojmu tfida. Koncem tficatych
Jet dal tomuto systému ramcovou podobu K. Godel (1906-1978). Tim vznikl druhy
typ axiomatiky, ktery se nazyvd Godelova a Bernaysova teorie mnoZin (GB) nebo
fidéeji von Neumannova, Bernaysova a Godelova teorie mnozin. Oba systémy jsou
odlisné ve zplsobu, kterym fesi problém antinomii, ale pokud jde o jejich obsaznost
— mame na mysli véty, které se daji dokazat o mnozinach — neni mezi nimi rozdilu.
Lze fici, Ze obé axiomatiky pfedstavuji dvé formy téZe teorie, které se li§i jen v meta-
matematice. Na jejich zakladé Ize rozvinout teorii mnozin, které je dost silna, aby se
mobhla stat zakladni teorii pro vétsinu matematickych disciplin. Z dalsich axiomatic-
kych teorii mnoZzin nelze opomenout jesté Morseovu a Kelleyovu axiomatiku, ktera
je zesilenim Godelovy a Bernaysovy teorie mnozin. V této knize bude zevrubné vy-
loZena teorie mnozin na zakladé Zermelovy a Fraenkelovy axiomatiky, ktera za-
chovava ptvodni Cantorovu pfedstavu mnoziny jako souboru ,pfedmétd“ a do-
tvaii ji (a soucasn& omezuje) dvojim zpisobem. Nejprve piedpoklada, ze viechny
objekty této teorie jsou mnoZiny. Jinymi slovy, mnoZiny jsou jediné ,pfedméty",
které mohou byt prvkem mnozin. Navic ptedpoklada, Ze univerzum mnozin vznika
postupné v jednotlivych krocich. V kazdém kroku je dana mnozina viech doposud
sestrojenych mnoZin a nové mnoZiny vznikaji jako jeji ¢asti, tedy jako prvky jeji
potence. MUzZeme fici, Ze mnoZinové univerzum vznika iterovanim operace potence.
Jak uvidime pozdéji ve druhé kapitole, tato iterace probiha podle dobrého uspotadani
tiidy vsech ordinalnich Cisel. Axiomy Zermelovy a Fraenkelovy teorie mnoZin za-
chycuji podstatné rysy takového univerza. Motivaci a hlubsi zdvodnéni jednotli-
vych axiomi lze nalézt v praci J. R. Shoenfielda (1977).

Je viak mozZné vytvofit i jina ,alternativni” univerza mnozin, ktera fesi vztah
mezi kone¢nymi a nekonednymi soubory zcela odlisnym zpiisobem. Takové
univerza nebudeme v této knize zkoumat pro jejich zna¢né odliSnou strukturu a axio-
matizaci. Soustavné se jimi zabyva kniha P. Vopénky (1979).

Postaveni teorie mnoZin v matematice. Na nékolika ptikladech z prvniho obdobi
jsme ukazali, jak Cantorova teorie mnoZin ovlivnila feeni zdvaznych problému
analyzy, geometrie a teorie Cisel. Nepiekvapi nas to, pfipomeneme-li si, ze ke svym
uvahdm o mnozinach se piivodné Cantor dostal od problému reprezentace funkci.
Teorie mnozin rychle pronikla do analyzy, zvlast vyrazné do teorie miry a teorie
funkci, zasluhou R. Bairea (1874-1932), E. Borela (1871-1956), H. Lebesguea
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(1875-1941) a F. Riesze (1880-1956). Vyznamné ovlivnila nové vznikajici topologii.
Pripomenime alespoit F. Hausdorffa (1868-1942), R. M. Frécheta (1878-1973),
N. N. Luzina (1883-1950), P. Urysohna (1898-1924) a P. S. Alexandrova (1896-1982).
S vyuzitim topologickych metod v analyze je spojen vznik funkcionalni analyzy.

Bez teorie mnoZin si nelze predstavit ani rozvoj moderni algebry. Jeji pocatky
spojené s vyuzivanim metod teorie mnozin najdeme v pracich R. Dedekinda a D. Hil-
berta (1862-1943) jesté v minulém stoleti a prvni etapa rozvoje moderni algebry
vrcholi ve dvacatych letech vysledky E. Noetherové (1882-1935), E. Artina
(1898-1962), O. Schreiera (1901-1929) a dalsich. Monografie B. L. van der Waerdena
jiz dasledné vychazi ze stanoviska, Ze algebra je studium operaci na mnozinach.
Poprvé vysla v roce 1931 a do dne$nich dni byla publikovana v mnoha ptekladech
a novych vydanich. Ve stejném duchu pokracoval vyvoj i ve tiicatych letech, vedle
operaci s koneénym poctem argumentd byly vySetfovany i nekoneéné operace
na svazech a v dalSich strukturach. Vznika takzvana univerzalni algebra, jejiz
zaklady polozil G. Birkhoff. Téméf soub&zné rozpracoval A. . Malcev (1909-1967)
teorii algebraickych systému, ktera zahrnuje univerzalni algebru a ma styéné body
s teorii modeld, ktera se rozviji jako Cast matematické logiky pod vlivem A. Tarského
(1901-1983) a jeho zakd.

Teorie mnozin se stala spole¢nym zakladem fady disciplin, které dnes tvofi pod-
statnou ¢ast matematiky. Tento fakt nelze precefiovat. Pro vétdinu matematiki nejde
o vic neZ o jazyk teorie mnozin a zakladni mnoZinové konstrukce. Z hlubsich vy-
sledkd teorie mnozin se nejcastéji pouziva transfinitni indukce a nékteré disledky
axiomu vybéru znamé jako principy maximality. To v8e lze zajistit jiZ v naivni teorii
mnoZin, ktera az do nedavné doby mohla postacit pro potieby vétsiny matematikl
— snad s vyjimkou téch, kteti se specializovali v logice a teorii mnoZin. Dnes je jiz
zfejmé, ze specialni problémy fady matematickych obord kladou teorii mnozin
stejné jemné otazky jako vyzkum samotné teorie mnozin.

Béhem desetileti se v rliznych oborech matematiky nastfadalo mnoZzstvi problémi,
které mély néjaky vztah k teorii mnozin a které po léta odolavaly uUsili matematika.
Ptipomeiime znamy SuslinGv problém (1920), ktery se tyka charakteristickych vlast-
nosti uspotadani realné pfimky, nebo kombinatorickou Kurepovu hypotézu (1938),
ktera klade otazku, zda ,uzké" stromy mohou mit mnoho vétvi. Oba problémy
podrobné rozebereme ve tieti kapitole. V teorii miry to byla Borelova domnénka
o tom, Ze kazda mnozZina realnych ¢&isel, kterd ma absolutné miru nula, je spodetna.
Zajimavy je i Blumbergiiv problém z teorte funkci. Blumberg (1922) dokazal, ze
ke kazdé realné funkci f definované na celé realné ptimce existuje husta mnozina H
realnych ¢isel takova, Ze f je spojité zobrazeni mnoziny H do R. Uvédomme si, Ze jiz
zminéna Dirichletova funkce neni spojita v zadném bodé¢ realné primky, ale omezi-
me-li se na hustou mnoZinu racionalnich &isel, ziskame ptesto spojité zobrazeni této
mnoziny do realné pfimky. Blumberglv problém, zda totéz plati i pro kazdy kom-
paktni Hausdorffiv prostor, byl negativné rozieSen teprve nedavno. Z algebry
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uvedme alespoit Whiteheadlv problém z teorie komutativnich grup. V teorii mnozin

to byl znamy problém hypotézy kontinua (CH), ktery vyslovil Cantor jiz v roce 1878.

Jde o tvrzeni:

(CH) Kazdou nekoneinou mnoZzinu realnych ¢&isel lze vzijemné jednoznacné
zobrazit bud na mnoZinu v3ech ptirozenych &isel, nebo na mnozinu viech
realnych &isel.

Cantor piSe v dopise G. Mittag-Leflerovi (1846-1927), ze doufa, 7¢ mu bude moci

poslat dikaz hypotézy kontinua do ¢trnacti dnd. Problém zistal dlouho otevieny

a D. Hilbert jej zafadil na prvni misto do seznamu svych tfiadvaceti probléma,

které prednesl na druhém mezinarodnim kongresu matematika v Patizi v roce 1900.

Pracovalo na ném mnoho matematikl. Ve své autobiografii pise P. S. Alexandrov,

jak se z podnétu N. N. Luzina pokouel hypotézu kontinua dokazat.

Vyvoj teorie mnozin ani daldich disciplin nebyl zadrzen tim, e se hypotézu
kontinua nepodatilo dokéazat. Ta spiSe stimulovala k daliimu zkoumani. Hypotézu
kontinua muzZeme chapat jako princip, ktery omezuje mnoziny realnych &isel. Ma
navic vztah k n&kterym z uvedenych probléml. Plyne z ni naptiklad neplatnost
Borelovy domnénky. Ve tiicatych letech W. Sierpinski (1882-1969) zevrubnou
analyzou ukazal, Zze hypotéza kontinua je ekvivalentni mnoha zajimavym tvrzenim.
Jedno takové tvrzeni se tyka zobrazeni realné pfimky na rovinu. V roce 1980 na-
vazal M. Morayne na Sierpinského vysledky a ukazal, e hypotéza kontinua je
ekvivalentni nasledujicimu tvrzeni.

Existuji realné funkce x(t), /i) definované na mnoziné R viech realnych
Zisel takové, ze usporadané dvojice <x(t),{t)>, teR vyplni celou rovinu R x R
a v ka?dém bodé ¢ ma alespoii jedna z funkei x{t), y(¢) vlastni derivaci.

Lze ukazat, ze pokud funkce x(r}, y{t) maji uvedené vlastnosti, zadna z nich neni
prostd na R. Srovnejme toto tvrzeni s tim, co bylo feceno o Peanové kiivce.

Co miize Fici axiomaticka teorie mnozin napfiklad k problému kontinua? Nejprve
si musi poloZit otazku, zda z jejich axioml neni mozné dokazat cokoliv — to zna-
men4, zda jsou jeji axiomy bezesporné. Ukazalo se, Ze to neni jednoducha otazka.
Teorie mnozin byla koncipovana jako ,svét matematiky®, a proto jeji axiomy
obsahuji fadu silnych existenénich tvrzeni. Uz to naznaluje, ze diikaz bezespornosti
miZe byt obtizny. V praci z roku 1908, ve které zavedl axiomy teorie mnozin.
E. Zermelo konstatoval, ze umi dokazat jen to, Ze jeho axiomy vyluCuji kazdy
ze znamych paradoxd, ale Ze se mu nepodafilo nalézt obecny dikaz bezespornosti.
Ze to nebylo nahodou, ukazuje vysledek K. Godela z roku 1931, ze kterého vyplyva,
ze dikaz bezespornosti axiomU teorie mnozin neni mozné provést v teoril mnozin.
Vzhledem k tomu, Ze teorie mnozin zahrnuje vétSinu postupl uzivanych v mate-
matice, Godellv vysledek nedava mnoho nadéje pro dikaz bezespornosti teorie
mnozin. Proto nas nesmi ptekvapit opatrna formulace jeho vysledku o hypotéze
kontinua. K. Godel ukazal v roce 1938, ze jsou-li axiomy teorie mnozin bezesporné,
pak pfidanim hypotézy kontinua a axiomu vybéru vznikne opét bezesporny systém
axiomt. Rikame také, ze hypotéza kontinua (axiom vybéru) je bezesporna vzhledem
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k axiomUm teorie mnoZin. MiZeme také fici, Ze pokud z axioml teorie mnozZin neni
mozné odvodit cokoliv, potom z nich nelze dokazat negaci hypotézy kontinua.

Pti dtkazu tohoto tvrzeni Godel sestrojil tfidu ,konstruovatelnych* mnozin
uvnitf univerza viech mnozin. Ve tfidé konstruovatelnych mnozin plati viechny
axiomy teorie mnozin a navic hypotéza kontinua i axiom vybéru. Rozborem Gode-
lova diikazu je mozné vydglit novy princip — axiom konstruovatelnosti, ktery plati
ve tfidé viech konstruovatelnych mnoZin a implikuje hypotézu kontinua i axiom
vybéru. Godellv vysledek ukazuje, Ze axiom konstruovatelnosti je bezesporny
vzhledem k axiomiim teorie mnozin. Pfirozené vznikla otazka, zda je axiom konstruo-
vatelnosti dokazatelny z axiomu teorie mnozin.

Teprve v roce 1963 P. J. Cohen ukazal, Ze jsou-li axiomy teorie mnoZin bezesporné,
pak z nich nelze hypotézu kontinua (a ptirozené ani axiom konstruovatelnosti) do-
kazat ani s pouZitim axiomu vybéru. Cohen ukazal, Ze jsou-li axiomy teorie mnozin
bezesporné, pak pfidanim negace hypotézy kontinua nebo negace axiomu vybéru
vznikne bezesporny systém axiomi. Rikame, Ze hypotéza kontinua je nezavisla na
axiomech teorie mnozin. Cohen dale ukazal, Ze axiom vybéru je také nezavisly na
axiomech teorie mnozin.

Godelovy a Cohenovy vysledky ukazuji, ze problém hypotézy kontinua nelze
rozhodnout na zakladé axiomu teorie mnozin. Jsou-li axiomy teorie mnoZin beze-
sporné, hypotézu kontinua z nich nelze ani dokézat, ani vyvratit. Je tu jista analogie
s problémem patého Eukleidova postulatu o rovnobézkach, ktery uzavteli J. Bolyai
(1802-1860) a N. I. Lobacevskij (1792-1856). Paty postulat nelze z ostatnich axiomd
Eukleidovy geometrie ani dokazat, ani vyvratit. MiZzeme vytvotit rizné geometrie,
ptidame-li paty postulat nebo jiny axiom, ze kterého plyne negace patého postulatu.
Podobné vytvofime riizna rozsifeni teorie mnozin, pfidame-li k axiomim hypotézu
kontinua nebo néjaky jiny axiom, ktery ji neguje, napiiklad Borelovu domnénku
nebo Martiniv axiom MA,, , o kterém se zminime ve ¢tvrté kapitole.

Je velkou zasluhou Cohenovou, ze k dlikazu nezavislosti hypotézy kontinua vy-
tvotil novou metodu, tak zvanou metodu forsingu (vynuceni). Zahy se ukazalo, ze
tato metoda mize byt dale rozpracovana a pouzita k dikaziim bezespornosti mnoha
dalsich tvrzeni. Tak lze ukazat, ze kladné odpovédi ke viem problémim, o kterych
jsme se zminili, s vyjimkou Blumbergova, jsou bezesporné. Metoda forsingu byla
rozpracovina nezavisle D. Scottem a R. Solovayem, R. Shoenfieldem a P. Vopénkou
do metody, ktera se dnes pouziva ke konstrukci Booleovskych modelt a generickych
roziifeni modelt teorie mnoZzin, kterou popiseme ve Ctvrté kapitole.

Diky ¢astému pouZiti generickych rozsifeni modelt teorie mnozZin je v soucasné
dobé znamo n&kolik desitek principl, které postuluji urité vlastnosti univerza
mnoZzin a které jsou — podobné jako hypotéza kontinua — bezesporné vzhledem
k axiomdm teorie mnozin a také jsou na nich nezavislé. Rikame také, Ze jsou ne-
rozhodnutelné v teorii mnozin. Kterykoli z nich je mozno bezesporné pfidat k axio-
miim teorie mnozin, a tim vytvorit novou silngj§i axiomatiku, které¢ fikame rozsifeni
teorie mnozin. Tuto skuteénost musime brat v Gvahu pfi teSeni matematickych
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problémd v teorii mnozin. Nedafi-li se nam dokazat ani vyvratit néjaké tvrzeni
pomoci axiomi teorie mnoZin, mize to byt i proto, Ze jde o tvrzeni, které na zakladé
axiomi nelze rozhodnout. Pak je vhodné problém zkoumat v né&jakém rozsifeni
teorie mnozin. DokaZeme-li, ze nade tvrzeni je disledkem n&jakého principu, ktery
je sam bezesporny vzhledem k axiomiim teorie mnoZin, tvrzeni je také bezesporné
vzhledem k axiomim. Je-li disledkem takového principu negace naseho tvrzeni,
tvrzeni nelze dokéazat z axiomu teorie mnozin. V této knize bude podana fada po-
dobnych ditkazt bezespornosti nebo nezavislosti a v odborné literatufe jsou dnes
béZné i mimo teorii mnozin.

Bezespornost anebo nezavislost néjakého tvrzeni je moZno dokazat i tim, Ze
sestrojime vhodny model teorie mnozin. Konstrukce modelt teorie mnozin byla
donedavna vyluénou zaleZitosti specialistd v teorii mnozin. V sou¢asné dobg se stale
Zast&ji pouziva i v daldich oborech matematiky.

Axiomatika teorie mnozin tak, jak se ustalila ve tticatych letech, nedava mozZnost
rozhodnout o mnoha problémech. Patrné nikdo z t&ch, kdo ji vytvareli, neptedpo-
kladal, 7e navrzena axiomatika bude uplna. Zpisob, jakym Zermelo zdavodiioval
své axiomy, naznacuje, Ze si byl védom toho, Ze jim zapocata analyza principi jesté
bude pokradovat. Vysledky poslednich desetileti vytvortily pestrou paletu moznych
rozsifeni teorie mnozin. Studium ruznych mnozinovych principd, které jsou neroz-
hodnutelné na zakladé axiom teorie mnozin a jejich vzajemnych vztahd, nepochyb-
né prispéje k hlubsimu pochopeni zakladnich principli matematiky a mize v bu-
doucnu vést k vytvoteni novych teorii, které by zaujaly misto teorie mnozin. Histo-
ricky vyvoj naznaluje, Ze strukturalni bohatost v matematice se bude neustale
prohlubovat a Ze kazda nova teorie povede k otazce, co je za jejimi hranicemi.
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KAPITOLA I

Osm paragrafi této kapitoly je ivodem do teorie mnozin, ktery ma tti odlisné Casti.
Prvni tii paragrafy se zabyvaji symbolickym jazykem a axiomy teorie mnoZzin. Jejich
trochu punti¢kafsky charakter mize pfi prvnim ¢teni odrazovat. Pro zagatek viak
stati seznamit se s axiomy (§2) a k ostatnimu je moZné se vratit pozdgji. Vyklad
pokraduje tim, ¢im by mél vlastné zainat, zakladnimi operacemi s mnoZinami,
relacemi a zobrazenimi (§4). V §5 jsou podrobnéji probirany vlastnosti relaci
usporadani a relaci ekvivalence. Mac Neillova véta o minimélnim rozsifeni je pfi-
kladem zajimavé algebraicky motivované konstrukce. Vyklad o relacich uzavira
srovnavani mohutnosti mnozin pomoci zobrazeni a dilezita véta Cantorova a Bern-
steinova. Podrobnéji se velikosti mnozin zabyva § 6. Zagind u kone¢nych mnozin
a prirozenych &isel a uvadi zakladni fakta o spoCetnych a nespocetnych mnozinach.
Srovnava mohutnosti mnozZin pfirozenych, celych, racionalnich a realnych &isel.
Paragrafy 4-6 shrnuji Uvodni partie teorie mnozin. Posledni dva paragrafy pro-
hlubuji predchozi vyklad. Seznamuji s axiomem vybéru a jeho disledky (§ 7) a posled-
ni paragraf ukazuje, jak novgj$i pojmy teorie mnoZin nachazeji rozmanité uZiti
v ostatnich matematickych oborech.

Kazda kapitola je rozdélena do nékolika paragrafii a ty se dale déli na Cislované
odstavce, Timto zpuisobem Clenéni jsme chtéli usnadnit vyhledani potiebnych infor-
maci i tém, kdo nebudou knihu &ist souvisle. V textu je zatazena tada ptikladu.
Nekteré z nich se tykaji i jinych obori matematiky, vétdinou topologie, a jejich po-
chopeni muze byt vazano na ur¢ité znalosti z daného oboru. Takové piiklady je
mozno vynechat, k pochopeni dalsiho vykladu nejsou nutné.

Na pojmy a vysledky uvedené v téze kapitole odkazujeme Cislem odstavce, tedy
odkaz 5.2 se vztahuje ke druhému odstavci patého paragrafu. Odkazy do jiné kapi-
toly vzdy zacinaji ¢islem kapitoly, tedy 1.2.12 je odkaz na odstavec 2.12 z prvni
kapitoly. Rejstfik a seznam symboll jsou ptipojeny na konci knihy.
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§ 1 Jazyk teorie mnoZin

Axiomaticka metoda ma dlouhou tradici zejména v geometrii. MnoZiny viak
piedstavuji jinou uroven abstrakce ne? nazorné pojmy elementarni geometrie. Ne-
chténé to dokladaji cetné sémantické paradoxy o mnozinach, které ukazuji, Ze je
nezbytné co nejpresnéji vymezit jazyk teorie mnozin. Seznamime se s jednoduchym
symbolickym jazykem, ktery pouziva axiomaticka teorie mnozin. PopiSeme syntax
formuli, vyrazt symbolického jazyka, které vyjadfuji tvrzeni a hypotézy o mnozZinach.
Vsimneme si rozdilu mezi volnymi a vazanymi proménnymi i zptisobi, jak se symbo-
licky jazyk obohacuje.

1.1 Cantorova a axiomaticka teorie mnoZin. Axiomatizaci teorie vzdy predchazi ne-
formalni popis n€jaké oblasti zkusenosti nebo predstav, ktery zhruba vymezuje jeji
pfedmét a pouzivané metody. V nasem ptipadé je takovym popisem Cantorova teorie
mnozin, se kterou jsme se sezndmili jiZ v ivodu této knihy. Chceme-li néjakou teorii
axiomatizovat, nemusime hned od pocatku pracovat se viemi pojmy. Vybereme
jen ty nejjednodussi, ze kterych lze viechny ostatni pojmy definovat. To budou
zékladni pojmy axiomatické teorie. Viechna fakta, kterd o zakladnich pojmech
budeme predpokladat, vyjadtime jako zakladni tvrzeni — axiomy. Tim je dan expli-
citni popis oboru, ktery studuje axiomaticka teorie.

Srovnédme-li takovy postup s Cantorovym pokusem vymezit pojem mnoZiny,
vidime, ze axiomaticka teorie mnoZin na stejnou otdzku odpovid4 neptimo, vyétem
vlastnosti univerza mnozin.

1.2 Jazyk a metajazyk. Axiomaticka teorie se rozviji tim, Ze z axioml odvozujeme
dalsi tvrzeni — véty. Pfitom obohacujeme jeji jazyk o nové, slozit&jsi pojmy. Pfi
odvozovani vét si nepociname libovolng, ale drzime se uritych pravidel, at jsou
dana na3im matematickym citem, nebo maji sviij piivod ve hlubgich znalostech
logiky. V tomto procesu ma jazyk, kterym se vyjadfujeme (v nasem pfipadé
gestina), dvoji ulohu. Vyjadfujeme v ném definice a véty teorie, v této funkci jej
chapeme jako jazyk teorie. Stejnym jazykem vsak mluvime o definicich, o vétach
a o teorii jako celku: miZeme fici ,.tato definice je pfili§ dlouha®, | takové tvrzeni
nelze z axioml dokazat® nebo ,,axiomy jsou nezdvislé*. V této funkci Eestina vy-
stupuje jako metajazyk.

Ve vétsiné matematickych disciplin se Zivy jazyk pouZiva v obou funkcich, aniz
by dochazelo k nedorozuménim. Rada sémantickych paradoxi zaloZenych na této
dvoji funkci jazyka v8ak ukazuje, Ze v teorii mnoZin je nutné obg jazykové hladiny
odliSovat. Pfipomefime jen Richardiv paradox citovany v avodu. Jeho jadrem je
jista mnoZina R ,,v8ech realnych Cisel z intervalu (0, 1), ktera lze definovat koneénym
poctem slov®. Pov§imnéme si, ze definice mnoziny R spojuje ob& hladiny jazyka: ta
jeji ¢ast, ktera urcuje prvky mnoziny R tim, Ze ,jsou definovany koneénym poétem
slov*, patti do metajazyka, protoZe mluvi o definicich v jazyce teorie mnozin. Definici
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1.3 Jazyk teorie mnozin !

mnoZiny R musime odmitnout jako nekorektni, protoZe neni vyjadiena v jazyce
teorie mnozin.

Nabizi se moznost vyloucit sémantické paradoxy tim, ze v kazdé hladiné pouzi-
jeme jiného jazyka. Pro zakladni pojmy teorie mnoZzin zavedeme specialni symboly
a tim vytvotime zéklad formalniho, symbolického jazyka, ve kterém budeme formu-
lovat definice a véty. Zivy jazyk ponechiame ve funkci metajazyka, to znamena, ze
jim budeme mluvit o vétach teorie mnozin (tedy o slovech formalniho jazyka),
o dokazatelnosti v&t (tedy o posloupnostech slov formalniho jazyka) a o teorii
mnozin jako celku. T¢mito problémy, kterych jsme se zatim jenom dotkli a se kterymi
se setkavame v kazdé axiomatické teorii, se soustavné zabyva matematicka logika.
Pti vykladu logickych pojmi se omezime na minimum, které nam dovoli zaveést
formalni jazyk teorie mnozin a korektné s nim pracovat. Ctenaf, ktery zatim logiku
nestudoval, mtZe chapat formule — slova formalniho jazyka — jako symbolicky
zapis vypovédi o mnozinach. Mize se vZit do doby, kdy se moderni matematicka
logika a teorie mnoZin rozvijely soubézng. Dtive nez popiseme symboly formalniho
jazyka teorie mnozin, podivejme se, jaké pojmy a obraty jimi chceme vyjadfovat.

1.3 Zdkladni pojmy Zermelovy a Fraenkelovy teorie mnoZin jsou pojmy mnoZina
a nalezeni. Podobné jako v jinych oblastech matematiky budeme také pouZivat
pojem rovnost, ktery chapeme jako totoznost. MnoZiny jsou zakladni objekty teorie,
naleZeni a rovnost vyjadtuji zakladni vztahy mezi mnozinami. Rikame ,mnoZina x
je prvkem mnoZiny y“ nebo kratce ,.x je prvkem y* a ,,mnoZina x se rovna mnoZziné y*
nebo kratce ,x se rovna y“. To jsou dva zakladni typy vypovédi teorie mnozin.

Slozitéjsi vypovedi vznikaji ze zakladnich nebo z jiz vytvotenych vypovédi dvojim
zplisobem: bud spojovanim pomoci logickych spojek, nebo kvantifikaci, to znamené
ptipojenim obratll ,,pro viechna ... nebo ,existuje ... Ulohu obecnych jmen Zzi-
vého jazyka, jako jsou ,,mnoZina“ nebo ,Cislo, budou hrat symboly, které nazyvame
proménné.

Pomoci logickych spojek muzZeme vyjadfit napfiklad tato tvrzeni:

»x neni prvkem y* (negace),
X je prvkem y a x je prvkem z* (konjunkce),
X je prvkem y nebo x je prvkem z* (disjunkce),
,je-li x prvkem y, potom x je prvkem z° (implikace),
»x je prvkem y, pravé kdyZ x se rovna z“ (ekvivalence).
Kvantifikovanim vyjadfime tvrzeni nasledujicich tvart:

,pro kazdé x plati ...« (obecnd kvantifikace),
,existuje x, pro které plati ...« (existencni kvantifikace),

kde x je proménna a ,,...“ je n&aké tvrzeni teorie mnoZzin.

Predchozi rozbor ukazuje, ze formalni jazyk teorie mnoZin by mél obsahovat
proménné pro mnoziny, symboly vyjadfujici vztahy nalezeni a rovnosti mezi
mnozinami, symboly pro logické spojky, symboly pro kvantifikatory a pripadné
dalsi pomocné symboly (zavorky), které slouZi k lepsimu &lenéni vyrazt. Formalni
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jazyk teorie mnoZin je specialnim ptipadem symbolického jazyka, kterym se zabyva
matematicka logika. Ve shodé s terminologii logiky se symboly, které vyjadiuji
vztahy naleZeni a rovnosti, nazyvaji predikatové symboly. ProtoZe oba urluji vztah
mezi dvéma mnoZinami, fikame, Ze jsou to binarni predikatové symboly.

1.4 Jazyk teorie mnoZin obsahuje nasledujici symboly:

(i) proménné pro mnoZiny, kterych je neomezené mnoho; zna¢ime je zpravidla
malymi pismeny a podle potfeby je indexujeme, naptiklad x, y, z, x;, x,,... jsou
symboly pro proménné;

(i) binarni predikdtovy symbol = pro rovnost;

(iii) binarni predikdtovy symbol € pro ndlezeni;

(iv) symboly pro logické spojky = (negace), & (konjunkce). V (disjunkce),
— (implikace), « (ekvivalence);

(v) symboly pro kvantifikdtory V¥ (obecny kvantifikator) a 3 (existenéni kvanti-
fikator);

(vi) pomocné symboly (rtizné druhy zavorek).

Ze viech symboll jazyka teorie mnozin je pro tuto teorii typicky jen symbol e
Ostatni symboly, mezi nimi také predikatovy symbol =, se pouzivaji v jazycich
mnoha dal3ich teorii. Rikame, ze predikatovy symbol € je specialnim symbolem ja-
zyka teorie mnozin a Ze ostatni symboly tohoto jazyka jsou logické symboly.

Ze symboll formalniho jazyka midzeme tvortit vyrazy stejnym zptsobem, jako se
z abecedy tvoti slova Ceského jazyka. Tak jako Zivy jazyk ma svou gramatiku
a viechny posloupnosti pismen nejsou nositeli vyznamu, lze dat syntakticka pra-
vidla pro sestavovani téch vyrazd formalniho jazyka, které maji ptirozenou inter-
pretaci a vyjadfuji tvrzeni o mnozinach. Takové vyrazy budeme nazyvat formule.
Napf. vyraz x €y ¢teme ,mnoZina x je prvkem mnoziny ), vyraz x = ) Cteme
Lmnozina x je rovna mnozing y*. Takové formule nazyvame atomické. Viechny
ostatni formule se vytvateji z atomickych pomoci logickych spojek a kvantifikaci
proménnych. Pfesna pravidla, podle kterych se formule vytvateji, jsou obsahem
nasledujici definice. Uvédomme si, Ze pojem formule — slova formalniho jazyka —
je definovan v metajazyce.

1.5 Formule. (i) Jsou-li x, y proménné pro mnoziny, vyrazy

(xey), (x=y)

jsou formule, které nazyvame atomické.

(ii) Jsou-li vyrazy ¢, ¥ formule, potom vyrazy <10, (@ & ¢), (0 V ¥), (¢ — ¥),
(@ «>¥) jsou formule.

(iii) Je-li x proménna pro mnoziny a ¢ je formule, potom vyrazy (vVx) o, (3x) @
jsou formule.

Kazda formule vznikne kone¢nym poétem uziti pravidel (ij{iii).

Uvedena (meta)definice popisuje skladani formuli z jednodusiich vyraza, a tak
dava moznost se presvéd@it o kterémkoli vyrazu, zda je & neni formule.
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1.7 Juzyk teorie mnozin I

1.6 Priklady. (a) Vyrazy xx, Vx)) nebo x €V nejsou formule.
(b) O tom, ze vyraz

(1) (@) ((xey) V (yex)

je formule, se presvédéime tim, Ze se jej pokusime vytvotit podle pravidel (i}iii).
Na3 postup zachycuje tato posloupnost:

() (xey) je formule podle (i),
(3) (vex) je formule podle (i),
(4) (xey) V (yex)  jeformule podle (ii),
5 vyraz (1) je formule podle (iii) .

Posloupnost formuli (2), (3), (4), (5) obsahuje viechny podformule formule (1).

1.7 Pravidla (i}{iii) jednoznatn& predepisuji psani zavorek ve formulich. Presto
je v nékterych ptipadech uzite¢né zjednodusit zapis formule vynechanim nékterych
zéavorek, které nejsou nutné k oddéleni rliznych &asti formule. Atomické podformule
maji sevieny tvar a ve v&t3iné pfipadll u nich zavorky vypoustime. Piseme krat&eji
xey, x =y misto (xey), (x = y). RovnéZ se upousti od psani parovych zavorek
na zaCatku a na konci formule, které pfedepisuje pravidlo (ii). Misto formule (4)
piSeme
xeyV yex,
ale ve formuli
(3x) (xey V yex)

krajni zavorky ponechavame. Pokud to nebude na ujmu srozumitelnosti formuli,
budeme zavorky pouzivat volnéji, nez stanovi pravidla (i){iii). Negace atomickych
formuli budeme disledné psat x ¢ y misto 7(xey) a x # y misto 71(x = y). For-
muli x ¢ y ¢teme ,,x neni prvkem y* aformuli x + y &teme ,,x je riizné od y*. Jsou-li
@ a Y formule, pak formuli 7@ &teme ,,neplati ¢ piipadné ,,non ¢*, dale konjunkci
@& ¢ Cteme ,plati @ a ¢, disjunkci @ V ¢ &eme ,plati ¢ nebo y*, ptipadné
»@ vely*. Implikaci @ — Cteme ,jestlize ¢, potom Y* nebo ¢ implikuje
aekvivalenci ¢ —  Cteme ,,¢ plati, prdvé kdy? plati y* nebo ,,¢ je ekvivalentni s y*.
Formuli (¥x) ¢ &teme ,,pro kazdé x (plati) ¢* a formuli (3x) ¢ &teme existuje x ta-
kové, e (plati) p“.

Z metamatematického hlediska chapeme formule jako specialni posloupnosti
symbolll jazyka teorie mnozin. Kazdé misto, na kterém je urgity symbol zapsan,
nazyvame vyskytem tohoto symbolu. Napfiklad symbol x se vyskytuje na tfetim,
sedmém a patnictém misté ve formuli (1). V daném ptipadé jsou viechny vyskyty
proménne x vazané. Abychom osvétlili rozdil mezi volnymi a vazanymi vyskyty
proménnych, uvazujme dvé nasledujici formule

(6) XEy,
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I 17
(7 (3x)(xey).

Prvni z nich ¢teme ,.x je prvkem mnozZiny y* a je to tvrzeni o vztahu mnozin x a y.
Formule (7) vyjadfuje tvrzeni jiného druhu. Cteme ji ,existuje x, které je prvkem
mnoziny y* a totéZz muzeme vyjadiit ,mnozina y je neprazdna*. Je zfejmé, Ze symbol x
ma ve formulich (6) a (7) riznou Glohu. Rikame, Ze proménna x je volna ve formuli (6)
a vazana ve formuli (7). Pojem volné a vazané proménné zavadi nasledujici (meta)-
definice.

1.8 Volné a vazané proménné.

(i) Rikame, Ze vyskyt proménné na néjakém mistd ve formuli @ je vdzany, je-li
soucasti n&jaké podformule tvaru (Vx)y nebo (Ix)¢ formule @. Neni-li vyskyt
proménné vazany, fikame, Ze je volny.

(ii) Rikame, Ze proménnd je vdzand v n&jaké formuli, ma-li v ni vazany vyskyt.

Rikame, ze proménnd je volnd v né&jaké formuli, ma-li v ni volny vyskyt.

1.9 Piiklad. (a) Proménna x je vazana a proménné y, z jsou volné ve formulich

ﬂ(flx)(xey&xez),
(Vx)(xey—xez),
(Vx)(xeyerxez)—y=1z.
(b) Ve formuli
(8) (xez)&(3x)(x e y)

je proménna x volna i vazana soucasné, protoZe ma volny vyskyt na druhém misté
a vazany vyskyt na devatém a dvanactém misté. Promé&nné y a z jsou volné. V praxi
se vzdy lze vyhnout tomu, aby jedna proménna byla ve formuli sou¢asné volna i va-
zana. Formule (3u)(uey) je logicky ekvivalentni formuli (3x)(xey) a formule

9) (xez) & (3u)(uey)

je ekvivalentni formuli (8). Pfitom 74dna prom&nna neni soucasné volna i vazana
ve formuli (9). Pti vykladu budeme pouzivat jen formule, které maji tuto vlastnost.
(c) UvaZujme jesté formuli

(Vx)(x = x),

ktera neobsahuje zZadnou volnou proménnou a vyjadiuje fakt, 7e rovnost je reflexivni.
Srovname-li posledni formuli a formule (6), (7), miizeme ici, ze formule, ktera obsa-
huje volné proménné, vyjadfuje n&jakou vypovéd o hodnotach t&chto proménnych.
Naptiklad ,.x je prvkem y* nebo ,,y je neprazdna mnozina“, Formule, které neobsa-
huji volné proménné, nazyvame uzaviené. Takové formule vyjadfuji obecna tvrzeni
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112 Jazyk teorie mnoZin I

teorie mnozin. Pro uzavienou formuli ma smysl se ptat, zda plati &i nikoliv, zatimco
platnost formule s volnymi proménnymi miZe zaviset na volbé hodnot volnych
proménnych.

1.10 Umluva,

V dalsim textu budeme pouZivat nasledujici imluvu: Je-li ¢ formule a jsou-li
X, X3, ..., X, proménné, jejich volné vyskyty ve ¢ nis zajimaji, piseme @(x,, x5, ..., x,)
misto ¢. Tento zapis neznamena, Ze kaZda z proménnych x; musi mit volny vyskyt
ve formuli ¢, ani Ze formule ¢ nema Zadné jiné volné proménné. UmoZiiuje viak
ptehledné vyjadrit, co se d&je s volnymi vyskyty proménnych x, v priibéhu n&jakého
dukazu. Pracujeme-li s formuli

(10) QX5 X e X,)

a u je néjaka proménna, pak vyraz ¢(x,,..., 1, .., x,) bude oznagovat formuli, ktera
vznikne z formule (10) nasledujicim zptsobem: Kazdy volny vyskyt proménné x,
nahradime proménnou u a ptipadné vazané vyskyty proménné u nahradime jinou
proménnou, ktera se ve formuli (10) nevyskytuje.

Je-li naptiklad ¢{x) formule
) (Bu) (xew),

m je formule

potom ¢(u) je formu o) (wer).

1.11 Zakladni jazyk teorie mnoZin a jeho rozsifeni. Jazyk, ktery jsme pravé zavedli,
budeme nazyvat zdkladni jazyk teorie mnoZin. Postupné jej budeme rozsifovat
o riizné dali specidlni symboly, které budou oznaCovat urité mnoziny (napfiklad
symbol 0 bude oznatovat prazdnou mnoZzinu), o nové predikdtové symboly (na-
ptiklad = bude oznacovat inkluzi) a 0 symboly pro mnozinové operace (naptiklad
~ bude oznatovat prinik dvou mnoZin). Viechny zavadéné symboly budeme
definovat pomoci symbold zdkladniho jazyka a ptipadné pomoci symbolud diive
definovanych. Takovy postup v matematice je b&zny. Definované symboly jsou
uziteCné, s jejich pomoci vyjadiime slozité pojmy a tvrzeni formulemi unosné
délky. Pritom kazdou formuli, kterd obsahuje nové definované symboly, lze ekvi-
valentné vyjadiit v zdkladnim jazyce, kdyz kazdy definovany symbol nahradime
jeho definici.

Jiny zpusob rozsiteni jazyka bude souviset s roziifenim studovaného oboru
o daldi typy objektl. Zatim pfedpokladame, Ze .viechny objekty, se kterymi pra-
cujeme v teorii mnozin, jsou mnoziny. Pozdéji se setkame jesté se tridami. Jejich
odlidny charakter vyjadtime pomoci vhodnych novych symbolil, o které rozsitime
jazyk teorie mnoZin.

1.12 Axiomy a odvozovani vét. Podrobné jsme popsali jazyk a formule teorie mnozin.
Dalsi podstatnou soucasti axiomatické teorie mnozin jsou axiomy. Seznamime se
s nimi v daldim oddilu této kapitoly. Nebudeme viak rozvadét, jak se z axiomu

33



1 1.12

formalné odvozuji véty, ani nezavedeme pojem formalniho dikazu jako posloup-
nosti formuli, kterd spliuje ur¢ité pozadavky. Tato problematika patfi do mate-
matické logiky. Vsechny dikazy, které budeme provadét, budou neformalni, jako
je vétsina diikazu, se kterymi se Ctendf dosud setkal.
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§ 2 Axiomy teorie mnozin

Seznamime se s axiomy Zermelovy a Fraenkelovy teorie mnozin. Je to nejrozsi-
fenéjsi axiomatika teorie mnozin a v literatute se oznacuje zkratkou ZF. Axiomy
teorie mnoZin musi zarucit dostate¢né bohaté univerzum mnozin jako mozny svét
matematiky. Soucasné musi z univerza vyloucit takové soubory mnozin, které vedly
k paradoxim Cantorovy teorie mnozin. Proto se problémem existence mnozin za-
byva vét§ina axiomdu.

Zatneme struénym prehledem viech axioml Zermelovy a Fraenkelovy teorie
mnoZin. Potom budeme podrobné rozebirat jednotlivé axiomy a budeme definovat
mnoZzinové operace, které z nich vyplyvaji.

Axiom existence mnoZzin
(3x) (x = x)
(existuje alespon jedna mnozina).
Axiom extenzionality
(Vu)(uexuey)—x=y
(mnoziny, které maji tytéz prvky, se rovnaji).
Schéma axiomt vydéleni
Je-li ¢(x) formule, ktera neobsahuje volné proménnou z, potom formule
(Va) (3z) (Vx) (x € z > (x € a & @(x)))

je axiom vydgleni (z kazdé mnoZiny lze vydélit mnozinu viech prvka, které spliuji
danou formuli).

Axiom dvojice
(Va) (vb) (32) (Vx) (x ez = (x = a V x = b))
(libovolné dv& mnoziny uréuji dvouprvkovou mnozinu).

Axiom sumy
(Va) (3z) (Vx) (x € z > (3y) (x e y & y e a))
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(ke kazdé mnozing a je dana mnoZzina viech prvki, které nalezi do néjakého prvku
mnoziny a).
Axiom potence
(Va) (3z) (Vx) (x ez > x < a)
(ke kazdé mnozing je dina mnozina viech podmnozin).

Schéma axiomi nahrazeni
Je-li Y(u, v) formule, ktera neobsahuje voln& proménné w, z, potom formule

(Vue) (Vo) (Vw) (Y (1, v) & Ylu, W) — 0 = w)—

— (Va) (32) (Vo) (ve z > (Bu) (u € a & Y(u, v)))
je axiom nahrazeni (definovatelné zobrazeni zobrazuje mnozinu na mnozinu).
Axiom nekone¢na

(32) (0ez & (Vx)(xez—x u{x}€x))
(existuje nekone¢na mnozina).
Axiom fundovanosti

(Va)(a + 0—(3x)(xea&xna = 0)).

Axiomy potence, nekonetna a fundovanosti pouzivaji definované symboly
< (inkluze), 0 (prazdna mnozina), U (sjednoceni), N (pranik) a {x} (jednoprvkova
mnozina), které nejsou v zakladnim jazyce teorie mnozin. Pouzili jsme jich k jasngjsi
formulaci zminénych axiomu.

Pomoci predikatu € Ize jednoduse definovat, kdy je néjaka mnoZina podmnoZinou
jiné mnoziny. Schéma vydéleni dovoluje definovat prazdnou mnoZinu a operaci pri-
niku. Operaci sjednoceni Ize zavést pomoci axiomu sumy a jednoprvkové mnoziny
tvaru {x} lze zavést pomoci axiomu dvojice. Nyni podrobné rozebereme viechny
axiomy 1 definice pouZitych symbola.

Volné vymezeni mnoziny jako souboru uréitych objektd, ze kterého vychazel
Cantor, neni spolehlivym zakladem teorie mnoZin. Paradoxy ukazaly, ze kazdy
takovy soubor nelze povazovat za mnozinu. Soubor z Russelova paradoxu sestava
ze vech mnoZin x, pro které plati x ¢ x. Jak uvidime pozdéji, tento soubor obsahuje
viechna ordinalni ¢isla a za jistych predpokladd mize obsahovat viechny mnoziny.
Také paradoxy Burali-Fortiho a Cantora pracuji s velkymi soubory — se souborem
viech ordinalnich &isel a se souborem vSech mnozin. Ve srovnani s tim axiomy teorie
mnozin vytvafeji univerzum mnoZin postupné a po malych krocich: postuluji
existenci nékterych mnozin a zarucuji, ze soubory, které zjiz danych mnozin vzniknou
ur¢itymi operacemi, jsou opét mnozZiny. Pfitom nové mnoZiny se podstatné neliii
svou velikosti od mnozin pouzitych pfi konstrukci. Takovy postup odpovida ,za-
sadné omezené velikosti mnozin®, kterou po zevrubné analyze paradoxt vyslovil
Russell v roce 1906. A vysledek ? Zadny ze znamych paradoxd nelze v axiomatické
teorii mnoZzin napodobit. Nic vic a nic méné.
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2.3 Axiomy teorie mnoZin I

2.0 Axiom existence mnoZin
(3x) (x = x)

zaruluje, Ze univerzum mnozin neni prazdné. Pozdéji uvidime, Ze tento axiom je
disledkem axiomu nekonegna, ktery postuluje existenci alespon jedné nekoneéné
mnoziny. Axiom existence mnoZin je nezbytny v dil¢ich axiomatikach teorie mnozin,
které neobsahuji axiom nekonecna.

2.1 Axiom extenzionality
(1) (Vu)(uex—uey)—x=y

popisuje souvislost mezi predikdty rovnosti a néleZeni: dvé mnoZiny se rovnaji,
jestlize maji stejné prvky.

Ptipomeiime, ze mnoziny jsou zakladni objekty nasi teorie. Z toho plynou dvé véci:
mnoziny mohou byt prvky jinych mnozin a zadné jiné prvky mnozin neptichazeji
v uvahu. Proto je v axiomu extenzionality kvantifikovana mnozinova proménna:
x a y se rovnaji, jestlie maji za prvky stejné mnoZiny.

Axiom extenzionality neurcuje vSechny vlastnosti predikatu rovnosti. Mame na
mysli ptirozené pozadavky, aby rovnost byla reflexivni, symetricka a tranzitivni
a aby sobé rovné mnoziny mély stejné vlastnosti vzhledem k naleZeni, to znamena,
aby sobg rovné mnoziny mély stejné prvky a aby byly prvkem ve stejnych mnoZzinach.
Jde o obecné vlastnosti predikatu rovnosti, které stanovi axiomy rovnosti v logice.
Z nich plyne i obracen implikace k (1) a nasledujici tvrzeni.

2.2 Lemma.

x=yo(Vu)(uexouey).

2.3 Definice. PodmnoZiny a inkluze. Rikdme, 7e mnozina x je podmnoZinou nebo
édsti mnoziny y a piseme X < y, je-li kazdy prvek mnoziny x také prvkem mno-
ziny y. Rikame, 7e x je vlastni podmnozinou nebo viastni édsti mnoZiny y a piseme
x<y, jeli x=y a x=*y Nové definované symboly S a < nazyvame
inkluze.

Roz3ifime-li zakladni jazyk teorie mnoZin o predikaty inkluze, vyrazy x < y,
X < y jsou nové typy atomickych formuli. Je zfejmé, Ze atomickou formuli x < y
miizeme ekvivalentné vyjadrit formuli

(Vu)(uex > uey)

zakladniho jazyka. Podobné x < y vyjadiime jako konjunkci pfedchozi formule
a x # y. Vyjadteni pomoci inkluze je v obou piipadech kratsi.
Nasledujici lemma shrnuje zékladni vlastnosti inkluze.
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2.4 Lemma.
() xex, "(xex),
(i) xsy&ycz)—xc 2z,
(xcy&ycz)—xcz,
(xcy&ycz)—xcz,
(i) (x < y&y<S x)erx = y.
Dikaz. (i) je dusledkem rovnosti x =x. (i) Je-li nex, potom z x<y
(iz x < y)dostavame uey Dalez y =z (iz y = z) odvodime uez Tedy x < z.
Je-li x = y, potom x % y a podle axiomu extenzionality existuje v e y, které neni
prvkem x. Pfitom v ez apodlelemmatu2.2 x + z. Toznamena,?¢ x < z. Podobné
se dokdze x < z v piipadg, Ze plati y = z. Tvrzeni (iii) je disledkem lemmatu 2.2.

2.5 Schéma axiomd vydéleni. Je-li ¢(x) formule, kterd neobsahuje volné promén-
nou z, potom formule

(2) (Va) (32) (Vx) (x € z > (x € a & ()
je axiom. MnoZina z je ¢asti mnoziny a, z sestava ze viech mnozin x € a, pro které

plati ¢(x).

2.6 Prot schéma a ne axiom? Pro kazdou volbu formule ¢ je formule (2) jeden
axiom teorie mnozin — axiom vydéleni pro ¢. To znamena, 7e 2.5 zastupuje ne-
kone¢né mnoho axiomt, které vzniknou tim, 7e ¢ probéhne viechny formule.
Proto tikame, ze 2.5 je schéma axiomii.

Podle axiomu extenzionality je mnoZina z ve formuli (2) jednozna&né uréena.
Budeme ji oznaCovat vyrazem

(3) {x:xea& o(x)}
nebo kratce
{xea:o(x)}.

Uvédomme si, ze formule ¢ mze mit podle imluvy z § 1 i daldi volné proménné
Xy, .. X, TGzné od x. Mnozina (3) zavisi na a a prostfednictvim formule ¢ i na pro-
ménnych x,, ..., x,, které chipeme jako parametry.

Specialng, je-li ¢(x) formule xeb, potom odpovidajici axiom vydéleni definuje
mnozinu

{x:xea& xeb}.
Je-li @(x) formule x¢b, stejnym zpiisobem dostaneme mnoZzinu

{x:xea&x¢b}.
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29 Axiomy teorie mnozin [

2.7 Definice. Prinik a rozdil mnoZin. Prinikem mnoZin a, b nazyvame mnozinu
an b definovanou vztahem

anb={x:xea&xeb}.
Rozdilem mnoZin a, b nazyvame mnoZinu a — b, pro kterou plati
a—b={xxea&x¢b}.
Nové definované symboly N a — oznaduji binarni operace (funkce), které dvojici
mnoZin ptitadi jejich priinik a rozdil. Uvédomme si, 7 formuli xean b lze ekviva-

lentné vyjadtit formuli xea& xeb zakladniho jazyka teorie mnozin. Podobné
formuli y = an b lze ekvivalentn& nahradit formuli

(Vx)(xeye (xea& xeb)).
Da se ukazat, ze kazdou formuli obsahujici definované symboly n a — lze ekvi-
valentné vyjadfit néjakou formuli zakladniho jazyka teorie mnozin. Nicméng vyrazy
anb, a — b jsou uzite¢né zkratky.
Definice 2.7 ukazuje, Ze schéma axiomi vydéleni dovoluje definovat nové mnoziny
jako podmnoziny jiz danych mnoZin. To odpovida zasadé omezené velikosti mnozin.
Schéma 2.5 viak nelze dale zesilit tim. Ze (2) nahradime formuli

(4) (3y) (¥x) (x € y = ¢(x)) .

V takovém pfipadé bychom pii volbé ¢(x) tvaru x ¢ x odvodili spor jako v Russe-
lové paradoxu. Schéma formuli (4) mdZeme chapat jako formalni prot&jsek Canto-

rovy ,definice* mnozin, ale viechny formule tvaru (4) nem(Zeme ptijmout za
axiomy.

PoloZzme si nyni otazku, odkud se berou mnoziny a ze schématu vydéleni. Tvrzeni
»existuje alespofl jedna mnozina®“ je axiom. Ukazeme, Ze daldi mnoziny Ize ziskat
pomoci ,konstruktivnich® axiomd teorie mnozin.

2.8 Prazdna mnozina. Vime-li, Ze existuje alespori jedna mnozina, mizeme pomoci

schématu vydéleni sestrojit mnozinu, ktera nema 7adny prvek. Je-li a libovolna

mnozina a ¢(x) je formule x £ x, podle axiomu vydéleni pro formuli ¢ je
{x:xea& x # x}

také mnozina. Pravé definovania mnozina nemé Zadny prvek, protoze rovnost je
reflexivni. Budeme ji tikat prdzdnd mnoZina a oznacime ji symbolem 0. Mnoziny,
které maji alespon jeden prvek, nazveme neprazdné. Rikame, ze mnoziny a, b jsou
disjunktni, jestlize a n b = 0.
2.9 Lemma.

(i) 7@y)(ye0),

(i) (vx)(0 < x),

(i) x€ 0 x =0.
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2.10 Axiom dvojice.
(¥a) (5) (32) (7x) (x e 2= (x = a V x = b)),
K libovolnym dv&€ma mnoZinam a, b existuje mnoZina, ktera ma pravé prvkyaab.

Podle axiomu extenzionality je takova mnoZina jednoznaéné uréena prvky a, b.

2.11 Definice. Dvojice mnoZin. Jsou-li 2, b mnozZiny, pak mnozinu, ktera sestiva
zprvkl a, b, nazveme neusporddanou dvojici mnoZin a, b a oznatime ji vyrazem {a, b}.
Rikdme také, ze {a, b} je dvouprvkovd mnozina s pruky a, b. Misto {a, a} piseme
kratce {a} a Fikame, Ze {a} je jednoprvkovd mnozina uréend prvkem a.

2.12 Lemma.
(@) {x} = {p}ex=y,
{x}={xytox=y,
(i) {x,y} ={mo}o((x=u&y=v)V(x=v&y=u).

Pomoci neusporadané dvojice mnoZin mizeme zavést pojem usporadané dvojice.
2.13 Definice. Uspofddand dvojice mnoZin a, b je mnoZina (a, b} definovana vztahem
Ca,b) = {{a}, {a,b}}.

Je to dvouprvkova mnozina, jejiz prvek {a, b} uréuje, o které dvé mnoziny jde,
a druhy prvek {a} vyznacuje, kterd mnozina je prvni. Opravnénost nazvu ,,USpo-
fadana dvojice” je zfejma z nasledujiciho tvrzeni:
2.14 Lemma.
Gy =)= (x=u&y=v).
Dikaz. (a) Je-li x =u a y = v, potom podle 2.12 také
b={u},  {xy)={uv)
a nakonec podle 2.13
0 = uy vy
(b) Ptedpokladejme, ze plati (x,y» = <u, v). Podle definice 2.13 to znamena
(5) {{xh o it = {{u) {wo}},
odkud pro {u} dostavame
{x} ={u} vV {u} = {x,y}.

Podle lemmatu 2.12 v obou ptipadech x = u. Pro {u, v} z (5) plyne
{u,v} = {x} V {4, 0} = {x, y},
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2.19 Axiomy teorie mnozin 1

odkud dostavame
v=xVu=y
jako dusledek 2.12a u = x.

Je-li v=y, je konjunkce u=x&v=y dokazana. Je-li v = x, potom také
{,v} = {x} az(5)dostavame dokonce x =u =y =v.

2.15 Definice. Uspofadana k-tice. Jsou-li dany mnoziny a,, ..., a,, uspofddanou

s Pny

k-tici mnoZin a, ..., a, pro k < n definujeme tak, ze pro k = 1 polozime
{a;) = a,
a je-li jiz definovana uspofadana k-tice {a,, ..., a,>, polozime

<alv"'7 ak+1> = <<a17 '»-,ak>> ak+1>'

Uvédomme si, Ze ptipad k = 2 je shodny s definici 2.13. Indukci podle k se
dokaze

2.16 Lemma.
ay,.coay =<b,...by—la, =b &a,=b,&ay;=b,&..&a, =b,).

2.17 Axiom sumy.
(Va)(3z)(¥x) (xez = (3y) (xe y & yea)).

K libovolné mnoziné a existuje mnozina z, ktera sestava z mnozin, které jsou prvkem
ngjakého prvku mnoziny a. Podle axiomu extenzionality je mnoZina = jednoznadné
urcena volbou mnoziny a.

2.18 Definice. Suma mnoZiny a je mnozina | Ja definovana vztahem
Ua={x:(3y)(xey&yea)}.
Je-li specialné a = {b, ¢}, potom plati

(6) Ufb,c} ={x:xebV xect.

Plyne to z definice sumy a faktu
yelbcjo(y=bVy=od.
2.19 Definice. Sjednoceni mnozin b, ¢ je mnozina b u ¢ definovana vztahem

buc={xixebV xec}.

Opravnénost této definice plyne z axiomd sumy, dvojice a z (6).
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2.20 Pomoci axiomu dvojice jsme definovali jednoprvkovou a dvouprvkovou
mnozinu. Pomoci operace sjednoceni miizeme definovat tfiprvkovou mnoZinu
s prvky a, b, ¢ vztahem

{a,b,c} = {ab}U{c}.

Postup miizeme opakovat. Jsou-li dany navzajem riizné mnoziny a,,..., q, a je-li
jiz pro n&jaké k, 2 < k < n definovana k-prvkova mnozina {a,, ..., a,}, vztahem

{aymapan, ) = {a, L at v,
definujeme (k + 1)-prvkovou mnoZinu, kterd sestava z mnozin ay, ..., a,, ;.
2.21 Axiom potence,
(Va)(3z) (Vx) (xez > x = a).
Podle axiomu extenzionality je mnoZina z jednoznaéné uréena volbou mnoziny a,

jejimiz prvky jsou pravé viechny podmnoziny mnoZiny a. Jsme opravn&ni zavést
nasledujici definici:

2.22 Definice. Potence mnoZiny. Mnozina Q’(a), které sestava ze vech podmnozin
mnoziny a, tedy
Pla) = {x:x < a},

se nazyva potenci mnoZiny a.

2.23 Piiklady. (a) Podle lemmatu 2.9 (iii) je
2(0) = {0}.

Ptitom 0 a {0} jsou dvé rizné mnoZiny, protoze O {0}, ale 0¢0. Nyni je snadné
ovéit 2({0}) = {0, {0}}.
(b) Axiomy sumy a potence postuluji existenci mnozin, pro které plati

(7) x < a—xe?a),
(8) an—»xEUa‘

Mezi obéma formulemi je jednoduchy dualni vztah: zaménime-li symboly € a <
a vyrazy #(a), |Ja, jedna formule piejde na druhou a naopak. Pfitom potenéni
mnozina %(a) je nejmensi mnoZina, pro kterou plati (7). Je-li y takova mnozina, ze
kazda podmnoZina x < a je jejim prvkem, z definice 2{(a) plyne #(a) < y. Ve stej-
ném smyslu je | Ja nejmensi mnozina, pro kterou plati (8).

2.24 Schéma axiom@ nahrazeni. Je-li Y(is v) formule, ktera neobsahuje volné pro-
ménné w, z, potom formule
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2.26 Axiomy teorie mnozin

(V20) (¥0) (V) (s, 0) & Wl W) = v = w)—
—(¥a) (3z) (Vo) (ve 2 (Fu) (u e a & Y(u, v)))

je axiom teorie mnoZin, ktery nazyvame axiom nahrazeni.

Ptipomefime, Ze formule ¥y, v) m@ze mit i dalii volné proménné kromé u, v a Ze
W(u, w) vznikne z y(u, v) substituci proménné w za v. Schéma axiomd nahrazeni za-
stupuje nekonein& mnoho formuli uvedeného tvaru, které vzniknou tim, Ze ¥(u, v)
prob&hne viechny formule.

Predpoklad axiomu nahrazeni pozaduje, aby pro kazdé u formule y(u, v) platila
nejvyse pro jednu mnoZinu v. Pokud takova mnoZina v existuje, je formuli W(u, v)
jednoznagné pifazena k mnozing u. Ma-li formule i uvedenou vlastnost, druha cast
axiomu zaruéuje, Ze ziskame opét mnozinu, nahradime-li prvky u € a jim odpovida-
jicimi mnozinami v.

Vyznam schématu axiomd nahrazeni mizeme tedy shrnout tvrzenim, ze obrazem
libovolné mnoziny pii definovatelném zobrazeni je opét mnoZina.

Zminime se jeité o dvou zbyvajicich axiomech Zermelovy a Fraenkelovy teorie
mnozin,

2.25 Axiom nekonetna.

(32)(0ez & (Vx)(xez—x U {x} e2)).

Pozdéji ukazeme, Ze viechna pfirozena ¢isla, ktera sestrojime v teorii mnozin,
jsou prvky postulované mnoziny z. Zatim si poviimnéme, ze x U {x} # x, pokud
x¢x. Da se ukazat, ze vyjdeme-li od prazdné mnoziny, pro kterou plati 0¢0,
miZeme naznadenym zplsobem konstruovat postupng dalii a dalsi mnoziny, které
jsou viechny prvkem mnoZiny z.

Axiom nekoneéna postuluje existenci aktualné nekone¢né mnoziny, aniz by po-
psal operaci, kterou takova mnozina vznikne z jiz danych mnoZin. Tim se axiom
nekoneéna lidi od jinych axiomt pro existenci mnozin — napfiklad od axiom& sumy
nebo dvojice — a ptekraduje princip omezené velikosti mnoZin.

2.26 Axiom fundovanosti.

(Va)(a + 0—(3x)(xea& xna=0)).

Axiom fundovanosti, ktery se také nazyva axiomem regularity, je spise globalni cha-
rakteristikou mnoZinového univerza. VyluGuje z néj nékteré typy mnozin, naptiklad
kazdou mnoZinu y, pro kterou by platilo yey. V takovém pfipadg by Zadny prvek
neprazdné mnoziny a = {y} nevyhovoval tvrzeni axiomu fundovanosti, protoze
yn {y} # 0. Stejnym zpisobem lze ukazat, Ze axiom fundovanosti nepfipousti
existenci kone¢nych cykld relace nalezeni, napriklad y, €y, €y,, y,€y,ey;€y,
atd. Pozdéji ukazeme, Ze axiom fundovanosti je ekvivalentni s tvrzenim, Ze univer-
zum mnozin lze generovat z prazdné mnoZiny iterovanim operaci potence a sumy.
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2.27 Axiomatika Zermelovy a Fraenkelovy teorie mnoZin. Plivodni Zermelova
axiomatika teorie mnozin z roku 1908 sestavala z axiomu extenzionality, dvojice,
sumy, potence, nekonec¢na, ze schématu axiomu vydéleni a axiomu vybéru, o kterém
dosud nebyla fe¢. Axiom vybéru se dnes obvykle nepocita mezi zakladni axiomy
teorie mnozin. Proto mluvi-li se dnes o Zermelové teorii mnoZin, rozumi se tim
teorie oznaovana symbolem Z, ktera vznikne z plvodni Zermelovy axiomatiky,
kdyz axiom vybéru nahradime axiomem fundovanosti. Zermelova a Fraenkelova
teorie mnoZzin je rozsifenim teorie Z o schéma nahrazeni. V literatufe se oznacuje
zkratkou ZF.

Schéma axioma nahrazeni bylo vysloveno A. A. Frankelem aZ v roce 1922. Uka-
zeme, Ze kazdy axiom schématu vydéleni je disledkem nékterého axiomu nahrazeni.

Je-li @(u) formule, kterd neobsahuje volné proménnou z, zvolme dalii dvé pro-
ménné v, w. které nejsou volné ve formuli ¢, a utvofme formuli Y(u. r) tvaru

elu)&u=1uv.
Ziejmé plati
9) (¥10) (¥0) (Yw) (Y (e, ) & (u, w)) — v = w)

a podle axiomu nahrazeni pro formuli ¥ k libovolné mnoziné a existuje mnoZina z
tak, Ze pro kazdou mnozinu v plati

vez—(u)(uea& yluv).

Vzhledem k tomu, jak byla sestrojena formule y, je prava strana ekvivalence
splnéna, pravé kdyz (ve a & ¢(v)). Tim je dokazan axiom vydgleni pro formuli ¢.
Také axiom dvojice je disledkem axiomu potence a schématu nahrazeni. Vime
jiz z odstavce 2.2, ze druha potence 2(2(0)) prazdné mnoZiny sestava pravé ze dvou
prvkid 0 a {0}. Jsou-li a, b libovolné dvé proménné pro mnoziny, sestrojme formuli
W(u, v)
(u=0&v=2a)V (u={0}&v=0>b),

kde u, v jsou dv& proménné riizné od a, b. Pro formuli ¢(u, v) ziejmé plati (9) a mno-
%ina z, kterou mnoziné P(#(0)) ptitadi axiom nahrazeni pro formuli ¥, sestava
pravé ze dvou prvki a, b.

Zermelova a Fracnkelova axiomatika teorie mnozin je tedy uréena jen axiomy
extenzionality. fundovanosti. sumy. potence. nekoneéna a schématem axiom( nahra-
zeni. Ukazali jsme, ze z téchto axiomU lze odvodit tvrzeni axiomu dvojice a tvrzeni
kazdého axiomu ze schématu vydéleni.
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§ 3 Tridy

Nyni zavedeme tfidy jako soubory mnoZin, které mohou byt definovany formu-
lemi jazyka teorie mnozin. Takzvané tfidové termy a tiidové proménné budou
slouzit k oznaceni jednotlivych tfid. PoukaZeme na to, Ze soubory, které nazyvame
tfidy, vZdy nemusi byt prvky mnoZzinového univerza. Roz3itime jazyk teorie mnozin
tak, abychom mohli pouzivat tftidové termy ve formulich, a ukaZeme, Ze kazdou for-
muli rozsiteného jazyka lze nahradit néjakou formuli, ktera neobsahuje ttidove
termy. Pro tfidy zavedeme operace priniku, sjednoceni a rozdilu a budeme definovat
univerzalni tfidu jako tfidu vech mnozin. UkaZeme, Ze univerzalni tfida neni mno-
Zina.

3.1 T¥idy a formule. Kazdé4 formule ¢(x) ptirozenym zplisobem uréuje soubor viech
mnozin x, pro které plati ¢(x). Budeme jej oznalovat vyrazem

(n {x: 00}

Pokud formule ¢ obsahuje dalsi volné proménné rizné od x, chapeme je jako para-
metry, na jejichZ hodnoté definovany soubor zavisi.

Zatim jsme podobné oznadeni pouzivali jen ve specialnim ptipadé, kdy formule ¢
byla tvaru ¥(x) & x € a pro n&jakou formuli . Podle schématu vydéleni je v takovém
ptipadé definovany soubor (1) mnoZinou. Piesn&ji teceno, v takovém ptipadé
existuje mnozina z, pro kterou plati

(2) (¥x) (x & z = @(x))

a tento fakt jsme vyjadrfili rovnosti
3) 7= {x:p(x)}.

Nelze poptit, Ze popsany zpiisob vytvafeni soubor je prirozeny a nazorny. Pokud
respektujeme skutecnost, Ze v nékterych ptipadech mizeme definovat soubory, které
nepatfi do univerza mnozin, neni ani proti duchu teorie mnozin: kazdy soubor (1)
shrnuje v jeden celek v8echny mnoziny, pro které plati uréita formule. V nékterych
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pripadech je to jen celek pomysliny, ktery nepatfi mezi objekty teorie mnozin, ale
i tak mdze poslouzit k jasnému vyjadfeni urtitych myslenek, tedy jako zplsob
vyjadfovani.
3.2 Ttidové termy. Je-li @(x) formule jazyka teorie mnozin, soubor viech mnozin x,
pro které plati @(x), oznagime vyrazem (1). Rikame, ze (1) je tFidovy term, a soubor,
ktery oznatuje, nazveme tFidou, kterd je uréena formuli ¢(x).

Rikame, ze t¥ida (1) je mnozina, pokud formule (2) plati pro n€¢jakou mnozinu z.
V opaéném ptipadé tikame, ze (1) je viastni tFida.

3.3 MnoZiny a tiidy. Uvédomme si, 7e kazdd mnozZina je tfidou ve smyslu defi-
nice 3.1. Pro libovolnou mnozinu y plati y = {x: x € y}. Pojem ttida je tedy 3irsi
ne? pojem mnozina. Ttidové termy oznacuji definovatelné soubory mnozin. Rozsi-
fime jazyk teorie mnozin o tfidové termy a tfidové proménné a pfipustime, aby se
tfidové termy a proménné vyskytovaly ve formulich na téch mistech, kde piseme
volné mnozinové proménné. Tridové termy ani proménné viak nebudeme kvanti-
fikovat, protoze to by odpovidalo kvantifikaci formuli, kterd je v jazyce teorie
mnozin nepiipustna.

Naznadené roziifeni jazyka teorie mnozin viak neprovedeme disledné: kazdy
vyraz s tfidovymi termy budeme chapat jako zapis urcité formule piivodniho jazyka
teorie mnozin, ktera neobsahuje tiidové termy.

3.4 Proménné pro tfidy. Kazdy tfidovy term oznacuje jednu uritou t¥idu a formule
rozéifeného jazyka, ktera ho obsahuje, odpovida urcité formuli bez ttidovych termt.
Jazyk teorie mnoZin rozsifeny o tfidové termy dava moZnost vyjadrit tvrzeni o jed-
notlivych t¥idach, ale neddva moznost vyjadrit tvrzeni, ktera plati pro vsechny tfidy.

Zavedeme proto proménné pro tfidy, které budeme znacit velkymi pismeny.
Tridova proménna zastupuje libovolny tfidovy term. Ve formulich se tfidové pro-
ménné pouzivaji na téch mistech, kde piseme volné mnoZinové proménné. Rozsi-
fime pojem formule tak, aby formule mohly obsahovat i tfidové proménné a tfido-
vé termy. Nebudou to jiz formule zakladniho, ale rozsifeného jazyka teorie
mnozin.

3.5 Formule s tfidovymi proménnymi a termy. Necht ¢(x) a ¥(y) jsou formule zaklad-
niho jazyka teorie mnozin, necht x, y jsou mnoZinové a X, Y ttidové proménné.

(i) Vyrazy xey, x =y, x€X, x=X, Xex, XeY, X =Y, YeX a vyrazy,
které z nich vzniknou, kdy? tfidové proménné X, Y po fadé nahradime tfidovymi
termy (1) a

(4) {yy(y)},

jsou atomické formule rozsiFeného jazyka teorie mnoZin.

(ii) Vsechny ostatni formule roziteného jazyka vznikaji z atomickych formuli
pomoci logickych spojek a kvantifikovanim mnozinovych proménnych. Proménne
x, y uvnitf termd (1) a (4) povazujeme za vazané (pfisluinym termem).
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3.7 Tridy

3.6 Umluva. Kazdou formuli rozsiteného jazyka, ktera obsahuje jen tiidové termy
a 7adné tfidové proménné, chapeme jako zkraceny zapis jisté formule zakladniho
jazyka teorie mnozin.

Pokud formule rozsiteného jazyka obsahuje tfidové proménné, chapeme ji jako
schéma formuli rozsifeného jazyka, které vzniknou tim, Ze jednotlivym tfidovym
proménnym pfifazujeme libovolné tfidové termy jako hodnoty. Po vylouceni
tiéidovych termt dostdvame schéma formuli zakladniho jazyka teorie mnoZin.
Nyni podrobné popiseme zpiisob eliminace tfidovych termi z formuli rozsifeného
jazyka.

3.7 Eliminace tfidovych termd. Necht x, y, z jsou mnozinové proménné a X, Y jsou
tfidové proménné. Necht ¢(x) a y(y) jsou formule zakladniho jazyka teorie mnozin.
Predpokladejme, ze promé&nna X zastupuje tfidovy term {x: ¢(x)} a proménna Y
zastupuje ttidovy term {y: Y(y)}.

(i) Vyraz ze X zastupuje formuli ze {x:¢(x)} roziiten¢ho jazyka, kterou teme
.z je prokem tFidy viech mnoZin x, pro které plati @(x)“. Tuto formuli nahradime
formuli ¢(z) zakladniho jazyka teorie mnoZin. Pfipomefime, Ze podle umluvy 1.10
je @(z) formule, ktera vznikne z ¢(x) tim, ze kazdy volny vyskyt proménné x nahradi-
me proménnou z (a je-li teba, zménime vazané vyskyty proménné z ve ¢(x)).

(ii) Vyraz z = X zastupuje formuli z = {x: ¢(x)}, kterou &teme ,mnoZina z se
rovnd t7idé {x: ¢(x)}** a kterou chapeme jako zkraceny zapis formule

(Vu) (ue z e o(u),

kde u je proménna, ktera se nevyskytuje ve formuli ¢(x).
(iii) Vyraz X € Y zastupuje formuli {x:¢(x)} e {y:¥(y)}, kterou &teme ,tFida
{x: (x)} je prokem tFidy {y:¥(y)}*. Tuto formuli nahradime formuli

(3u)(u = {x: olx)} &ue{y: ¥y},
kterou podle (i) a (ii) miizeme nahradit formuli
(3u) [(V0) (v e u — (v)) & Y(u)]

zakladniho jazyka, kde u, v jsou proménné, které se nevyskytuji ve ¢(x) ani ().
Podobné vyraz X € y mlzeme nahradit formuli

@u) [(Vo) veu— o(v) & uey]
zékladniho jazyka.

(iv) Vyraz X =Y zastupuje formuli {x:¢(x)} = {y:¢(y)}, kterou &teme ,.tFida
{x:@(x)} se rovnd tFidé {y:(y)}* a kterou chapeme jako jiny zapis formule

(Vu) (1) = (w))
zakladniho jazyka, kde u je proménna, ktera se nevyskytuje ve ¢(x) ani y(y).

(v) Zptisobem popsanym v (ij}{iv) lze vylougit tfidové termy z libovolné atomické
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formule rozifeného jazyka. Vzhledem k tomu, Ze viechny formule roziiteného ja-
zyka vzniknou z atomickych formuli pomoci logickych spojek a kvantifikovanim
mnozinovych proménnych, naznaéenym zpisobem lze vyloudit tfidové termy z kazdé
formule rozsifeného jazyka.

(vi) Obsahuje-li formule rozsiteného jazyka navic ngjaké tridové proménné, od-
povidajici schéma formuli zakladniho jazyka ziskame tim, Ze za tfidové proménné
postupné dosazujeme viechny tiidové termy, které vyloucime podle (ij{(v).

3.8 Priklad. Jsou-li @(y) a y(z) formule bez ttidovych terma, potom vyraz

(5) xely: o)} & x¢ {z:y(z)}

je formule rozsifeného jazyka. Podle 3.7 prvni &len konjunkce (5) chapeme jako
formuli ¢(x) a druhy ¢len jako formuli —1¢(x). Formuli (5) tedy odpovida formule
@(x) & —1Y(x) jazyka teorie mnozin bez tiidovych termi.

Vratme se jesté€ ke zplsobu, kterym zavadime ttidy. Zatim jsme pripoustéli jen
mozZnost definovat tfidu pomoci formule zikladniho jazyka teorie mnozin. Nas
priklad naznacuje, Ze to je zbytetné omezeni. Vyraz

{xixe{yo()} & x¢ (z:y(2)}},
ktery obsahuje formuli (5) rozsifeného jazyka, je vlastns jiné oznadeni pro tfidu
{x:o(x) & y(x)}.

Umluva o interpretaci formuli rozsifeného jazyka pomoci formuli bez ttidovych
termi ukazuje, ze pfi definici tfid mizeme pouzivat i formule rozsiteného jazyka.
Ziskame jen ty tfidy, které lze definovat formulemi bez tiidovych terma.

3.9 Tfidové operace. Pomoci tfidovych proménnych mtzeme definovat operace
sjednocent, priiniku a rozdilu pro libovolné dvé t7idy.

Jsou-li A, B ttidy, definujeme

AnB ={x:xe A& xeB} (priinik t7id A, B),
AUB ={xixeAV xeB} (sjednoceni tFid A, B),
A—-B={x1xeA&x¢B)} (rozdil t7id A, B).

Je-li A nB =0 tikame, ze tfidy A, B jsou disjunktni.

Uvédomme si, Ze kazda formule se tiidovymi proménnymi, kterou jsme pouzili
k definici tfidovych operaci, zastupuje sch¢ma formuli zakladniho jazyka.

Je-li specialngé A = {y:¢(y)} a B = {z:y(z)}, potom 4N B = {x:¢(x) & y(x)!
podle umluvy 3.7 o interpretaci formuli xe 4 a x € B. Podobné pro operace sjedno-
ceni a rozdilu dostavame

AUB={x0(x) V¥(x)}, A-B={xo(x)& x)}.
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314 Tridy I

3.10 Univerzalni tfida a doplnék tfidy. Je-li ¢(y) formule y = y, potom tfida
{y: y = y} sestava ze viech mnozin, protoze pro kazdou mnozinu y plati y = y.
Tuto tiidu oznadujeme symbolem V a fikame, ze V je univerzdini tFida.

Dopliikem tFidy A nazyvame tiidu —A4 = V — A, ktera sestava ze viech mnozin,
které nejsou prvkem tridy A.

Také pojem inkluze lze pfirozenym zpisobem definovat i pro tfidy.

3.11 Definice. Rikame, ze ttida A je édsti (podtfidou) tFidy B, a piseme A < B,
jestlize kazdy prvek tfidy A je prvkem tfidy B. Rikame, Ze A je vlastnf dsti tFidy B,
apiSeme 4 < B, jeli Ac B a A=+B.

Je ztejmeé, Ze kazda tfida je Gasti univerzalni tfidy a Ze i pro tfidy mizeme dokazat
vSechna tvrzeni lemmatu 2.4,

3.12 Definice. Suma, prinik a potence tfidy. (i) Swmu tfidy A, kterou oznalime
(J4, definujeme vztahem

U4 = {x:(3a)(ac A & xea)};
(ii) prinik tFidy A, ktery ozna¢ime ()4, definujeme vztahem
NA = {x:(Va) J(aed—xea)};
(iii) potenci tFidy A definujeme vztahem
P(A) = {a:ac 4}.
3.13 Suma a potence tiidy jsou zobecnénim operaci, které jsme definovali pro mno-
Ziny. Uvédomme si, Ze prvkem potence tiidy A maZe byt jenom mnoZina, ktera je
Casti A. Je-li A neprazdna tiida a aed, potom ()4 <ac< (JA4. Jeli naopak
A =0, potom pro kazdou mnoZinu x a mnozinu a je formule a€0— x e a pravdi-
vé, protoze prvni ¢len implikace je nepravdivy. Z definice 3.12 potom plyne, e prinik

prazdné mnoziny je univerzalni tfida. To je dGvod, pro¢ operaci priiniku zavadime
az zde.

3.14 Lemma. Univerzdlni tFida V neni mnoZina.

Diikaz. Ptedpokladejme, Ze V je mnozZina, to znamena, Ze pro néjakou mnozinu v
plati v = V. Stejnym zpisobem jako v Russelové paradoxu odvodime spor. Podle
schématu vydéleni existuje mnozina z, pro kterou plati

z={xixev&x¢x},
odkud plyne
z€zez¢z,
Univerzalni tiida V tedy neni mnozina.

Naopak plati
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3.15 Lemma. Pro libovolnou tFidu A a mnozinu a je a N A mnoZina.
Diikaz. Je-li A tiida definovana formuli ¢(x), podle 3.7 lze sestrojit formuli ¥(x)
bez tiidovych termu tak, Ze

A= {x:(x).

Potom
an 4= {xy(x)&xea}

je mnozina podle schématu axiomi vydéleni.

3.16 Zermelova a Fraenkelova teorie mnozin zavadi tfidy jenom jako pomocny
prostiedek. Tfidy jsou definovany pomoci tfidovych termi, které lze z formuli
nakonec vyloucit. Na rozdil od toho jsou tfidy v Godelové a Bernaysové teorii
mnozin zavadény disledné a od pogatku jako jeden ze zakladnich pojmii teorie.
Mnoziny jsou definovany jako tfidy, které jsou prvkem jinych tfid.

§ 4 Relace, zobrazeni

Seznamime se blize se zakladnimi operacemi priniku, rozdilu a sjednoceni a za-
vedeme operaci kartézského soucinu, ktera je vychodiskem k dilezitym pojmim
relace a zobrazeni. Vime jiz, ze zakladni operace, které jsme definovali pro mno-
%iny v § 1, mizeme ptirozenym zpasobem roz3ifit i na ttidy. Vzhledem k tomu, Ze
kazdd mnoZina je také tfidou, postadi, budeme-li zkoumat vlastnosti pruniku,
rozdilu a sjednoceni tid, odpovidajici tvrzeni pro mnoZiny jsou specialnim pfi-
padem vyslovenych vét.

4.1 Lemma. Pro libovolné tFidy X, Y, Z plati:

() X=XnX=XuX (idempotence),
i) Xuy=YuX,
XnY=YnX (komutativnost),
(i) XnY)nZ=Xn(Yn2Z),
(XuY)uZ=Xu(Yuz) (asociativnost),
(v) Xn(ruzZ)=(XnY)u(XnZ),
Xu(fnZ)=(XuY)n(XuZ) (distributivnost).

Dikaz. Dokazeme prvni rovnost z (iv), ostatni ponechavame jako cviceni.

xeXN(YUZ) o (xeX&(xeYV xeZ)),
o(xeX&xeY)V(xeX&xeZ),
exe((XnY)u(Xn2Z).
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47 Relace, zobrazeni [

4.2 Lemma
(i) XnYcXcXuy,
XnYcYcXuy,
(ii) XcYeXuY=Y,
(iid) XcYeXnY=X,
(iv) XcYoV-YcSV-X.

Dikaz. (iv) Jeli X =Y a xeV — Y, potom nutné x¢X. Tedy xeV — X
a inkluze napravo plati. Je-li V- Y< V — X a xe X, potom xe Y. Kdyby pla-
tilo x ¢ Y, z ptedpokladané inkluze bychom odvodili x ¢ X.

4.3 Lemma (de Morganova pravidla).
(i) X - (Y,uY)=(X-Y)n(X - 1),
(ii) X-(ny)=X-1)ulX-1Y).
Ditkaz. (i) xe X — (Y, uY,)xeX &x¢(Y,UY,),
cxeX&(x¢Y, &x¢Y,),
oxeX&x¢ V)& (xeX &x¢Y,),
oxe(X -Y)n(X - Y,).

(ii) se dokazuje podobné.

4.4 Lemma.
(i) X-Y)-Z=X-(Yuz),
(ii) X-(Y-2)=(X-Y)u(Xn2Z).

Dikaz. (i) jako cviCeni. (i) je-li xe X — (Y — Z), znamena to, ze xe X a x¢
¢(Y — Z), z druhé formule tedy bud x¢Y, nebo xeZ. Proto xe(X — Y)u
U (X n Z). Obracena implikace se dokaze obdobng.

4.5 Pfiklad. Rozdil neni asociativni operace. Jsou-li @, b, ¢ tii rizné mnoziny
a polozime-li X = {a,b,c}, Y={a}, Z={b}, podle 44(i) a (i) dostavame

(X —Y)=2)={c} a X —(Y— Z) = {b,c}. Je ziejmé, ze rozdil neni komuta-
tivni.

4.6 Pripomenme, ze tfidu V — X nazyvame doplnék tiidy X a oznatujeme — X.

4.7 Lemma.
(i) Xn(-X)=0, Xu(-X)=V,
(ii) -(-X)=X,
(iii) XNnY=0eYc —X.

51



I 4.7

Dikaz. (i) Uvedomme si, Ze tiida — X sestava ze viech mnoZin, které nejsou
prvkem X.

(ii) Podle 4.4(ii) je
(-X)=V-(V-X)=VAX=X.
(i) Je-li XnY=0 a xe¥, potom xeV — X. Opaéna implikace je ziejma.

Dale zavedeme kartézsky soucin dvou tfid jako tfidu sestavajici z jistych uspo-
tadanych dvojic. Nasledujici definice je nazorna, i kdyZ trochu zneuZiva zavedené
znaceni.

4.8 Definice. Kartézsky soucin tFid A, B je ttida
(1) A x B={{ab)acA&beB},
kde pravou &ast v rovnosti (1) chapeme jako zkraceny zapis tiidového termu
{x:(3a)(3b) (x = Ca,by & ac A& be B)}.
Uvédomme si, Ze z definice samotné nevyplyva, Ze kartézsky soucin dvou mnozin
je také mnozina. Dokazeme to pozdéji.

4.9 Z definice kartézského soucinu je zfejmé, Zze pro libovolné tfidy A4, B plati

AxB=0e(4=0V B=0).
Je-li A x B # 0, potom pro libovolné ttidy C, D dostavame
AxB=CxD—(A=C&B=0D).

Snadno se overi, Ze operace kartézského souinu je monoténni v obou proménnych,
to znamena, ze plati

(2) (A=A, &B<=B)>AxBc A, x B,.
4.10 Lemma.

(i) x (B, UB) (4 x B,)U(A x By),

(AluA) = (4, x B)u (4, x B),

(i) A x (B, nB) (A x B,)n(4 x B,),

(AlmA) (Al XB)(\(AZXB),

(ii1) x (B, — B,) = (A4 x B,) — (4 x B,),

(Ax — A;) x B= (4, x B) — (4, x B).

Dikaz. Dokazeme prvni tvrzeni z (iii). Ostatni prenechavame za cviceni. Snadno
se nahlédne, ze uspofadana dvojice <a,b) je prvkem leve (a také pravé) strany
rovnosti, pravé kdyz plati uc 4, be B, a b¢B,.
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4.14 Relace, zobrazeni I

4.11 Lemma. Pro libovolné dvé mnoZiny x, y je x X y také mnoZina.

Diikaz. PoloZime-li z = xu y, pak podle (2) je x x y € z x z. Podle schématu
vydéleni staci, dokaZzeme-li, ze z x z je mnozina. UvaZujme libovolny prvek
{u,vy €z X z, to znamena, z¢ u,ve z. Potom

{u} < 2, fuv} ¢z,
a proto
{ute ), {uvje?(s).
Opakovanim této uvahy dostavame
{{uh {wol} = oy = 2(2),
odkud plyne <u,v) € P(2(z)). Ukazali jsme, ze
z x z < P(2(2)),

a na pravé stran¢ inkluze je mnozina podle axiomu potence. Proto z x z (a x x )
je také mnozina.

4.12 Podle 4.11 je x x x mnozina viech uspofadanych dvojic prvkéi mnoziny x
aV x V je trida viibec v8ech uspofadanych dvojic. Pfipomenime, ze pomoci operace
uspofadané dvojice jsme sestrojili i uspotadané trojice, ¢tverice atd. Budeme-li
stejnym zplsobem iterovat kartézsky sou¢in, miZeme sestrojit ttidu viech uspoia-
danych n-tic pro kazdé konkrétni ptirozené &islo n (naptiklad ti, Styti, dvacet sedm,
sto, ...).
4.13 Definice. Pro libovolnou ttidu X definujeme

X=X
a je-li jiz definovana ttida X", poloZzme

X"l=X"x X.

Ziejm€ X" je tfida viech uspofadanych n-tic prvkd tiidy X. Pro rizné exponenty
plati

(3) Vitlc Vi cVicVicvi=vy,

Naptiklad uspotadanou &tvefici (x,, x,, x5, x,» miZzeme chapat jako usporadanou
trojici (v, x5, x4, kde v = {(x, x,>, nebo jako uspotadanou dvojici {w, x,>, kde
w = (xy, X5, X3, nebo jako prvek univerzalni tridy.

4.14 Predikaty a relace. Na3 vyklad dospél k bodu, kdy mfizeme priblizit dalezity
rys teorie mnozin, ktery piispél k jejimu postaveni v soudobé matematice: Nejriiz-
n€jsi vztahy mezi prvky ve studované mnozing, af je to mnozina ptirozenych &isel,
mnozina bodl a pfimek v roviné, nebo néjakd jini mnozina, naptiklad vztahy
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,,Cislo x déli y*, .z je nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel x a4 y** nebo ,,pimky p a ¢
jsou rovnobézné*’, mizeme vyjadfit mnozinou, kterd sestava ze viech uspofadanych
n-tic prvkt studované mnoziny, které jsou v uvazovaném vztahu.

Je vyhodou teorie mnozin, Ze ke studiu vztahl, které obvykle popisujeme riiz-
nymi predikdtovymi symboly, neni tfeba zavadeét dalsi typy objektd. PIné vystadime
s mnozinami, pfipadné tfidami uspotadanych n-tic, kterym budeme fikat n-arni
relace. Zvlastni postaveni mezi relacemi zaujimaji relace, které sestavaji z uspofa-
danych dvojic. Rikdme jim binarni relace. Jsou dilezité jednak proto, ze v zakladnich
vztazich (naptiklad ve vztahu nalezeni) jde velmi ¢asto o vztah mezi dvéma mnozi-
nami, jednak proto, ze binarni relace slouzi k vystavbé relaci vyssi Getnosti.

4.15 Definice. Relace. (i) Rikdme, ze tfida R je relace, je-i REV x V. V ta-
kovém piipadé se Casto pise xRy misto {x, y> e R.

(i) Je-li R V" pro né&jaké n > 2, fikame, 7ze R je n-drni relace.
Jinymi slovy, R je n-arni relace, jestlize kazdy jeji prvek je uspofadana n-tice.

Snadno se nahlédne, Ze jsou-li R, S dvé n-arni relace, potom RNnS,RuSaR -39S
jsou opét n-arni relace.

4.16 Pfiklad. Relace ndlezeni a identity. Pro teorii mnozin jsou dalezité nasledujici
dvé relace:

E={{x,y):xey}
y

Id={{x,y)x=y}.

Prvni z nich popisuje predikat naleZeni a tika se ji e-relace, druha popisuje predikat
rovnosti a tika se ji identita.
Nasledujici definice je motivovana pojmem relace, ale ma smysl pro libovolnou
tridu.
4.17 Defini¢ni obor a obor hodnot relace. T¥ida
Dom (X) = {u: (3v) (Cu.v) e X)}
se nazyva definiéni obor nebo levy obor tFidy X. Ttida
Rng (X) = {v: (3u) (Ku, v) € X)}
se nazyva obor hodnot nebo také pravy obor tFidy X. Sjednoceni levého a pravého
oboru, tedy tfida Dom (X) u Rng(X), se nazyva obor tiidy X.
4.18 Priklad. Pro libovolnou relaci X plati
(4) X < Dom (X) x Rng(X).

Nahradime-li levou stranu pranikem X n V2, pak (4) plati pro kazdou tfidu X.
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422 Relace, zobrazeni 1

Je-li X n-arni relace, potom Dom (X) < V"“' Snadno se ovéii, ze plati Dom (1d) =
=V = Rng(ld), Dom(E) =V a Rng(E) = V — {0}.

4.19 Definice. Obraz a ziZeni. (i) Rikame, e tiida
XY ={z:(3y)(ye Y & (y,2) € X)}
je obraz tfidy Y dany tFidou X.
(ii) Tridu
X|Y={2yeY&(y,)eX}

nazyvame zuZeni tFidy X na tFidu Y.

X"y

<Y.Z>
o R 47

[
!
|
-y

Y
Obr. 4.1

4.20 Obraz X"Y sestava ze viech mnozin z, které spolu s néjakym prvkem yeY
tvofi dvojici (y,z) e X. Tfida X | Y je Casti X a sestava ze v3ech dvojic {y,z) € X,
pro které plati ye Y. Ob¢ tiidy jsou znazornény na obr. 4.1. Trida X | Y je vy-
Srafovéana.

Snadno se ovéfi, ze pro libovolnou tfidu X a mnoZinu x plati X |0 =0,
Id'x = x a E"{x} = {y:xey}.
4.21 Lemma.

(1) YeZ-X|YeX|Z,

(ii) YeZ-X"'YS X'Z.
Dukaz ptenechavame Ctenafi.

Nyni ukdzeme, Ze provedenim kterékoli z operaci definovanych v 4.17 a 4.19
ziskame z mnoZin opét mnoZinu.

4.22 Lemma. Je-li x mnoZina, potom Dom(x), Rng(x), x| Y a x"Y, kde Y je libo-
volna tfida, jsou také mnoziny.
Ditkaz. Nejprve ukazeme

(5) Dom (x) = U(Ux).
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Necht u je libovolny prvek Dom(x), to znamené Ze pro né&jake 1, je {u, vy € x.
Ale {u} e {u,v), tedy {u}eJx. Dale ue{u}, takze ue{J({Jx) a(5)je dokazano.
Podobnym zpiisobem se dokaze

(6) Rng (x) = U(Ux).

Podle axiomu sumy je na pravé strané inkluzi (5) a {6) mnozina, tedy Dom (x)
a Rng(x) jsou také mnoziny. Uvédomime-li si, ¢ x"Y < Rng(x) a x|Y < x,
je lemma dokazano.

4.23 Lemma.
(i) X(YuZ)=X"YuX'Z,
(ii) X(YNnZ)s X'YnX"Z,
(iii) X'Y-X'Z<X(Y-2).

Dikaz. (i) Je-li ve X"(Y U Z), potom pro néjaké u, které je prvkem Y nebo prvkem
Z, plati {u,v) e X. Tedy v je prvkem X"Y nebo X"Z. Stejnym zplsobem se do-
kaze obracena inkluze. )

(i) Je-li ve X(YNnZ), potom {u,v)eX plati pro n&jaké ue Y Z Tedy
vjeprvkem X"Y a X"Z.

(iii) Je-li ve X"Y — X"Z, potom existuje ueY tak, ze (u,vd>eX a pro zadné
teZ neplati {t,v) € X. To znamena, ze ue ¥ -~ Z a ve X"(Y - 2).

4.24 Piiklad. Obracena inkluze v (ii) a (iii), a tedy ani rovnost, v obecném piipadeé
neplati. Jsou-li Y a Z dvé neprazdné disjunktni tfidy a X = (Y x V)u (Z x V),
potom X' (YNZ) a X"Y— X"Z jsou prazdné, ale X"YnX"Z a X'(Y - 2)
se rovnaji univerzalni tiideé.

4.25 Definice. Inverze a skladani relaci. Pro libovolné relace R, S definujeme

(1) R™' = {{uv):{v,udeR},
(ii) RoS = {<u,v):(3w) ((u, w) e R& {w, vd e S)} .

Rikame, ze R ™! je relace inverzni k R a Ze relace R o S vznikla slozenim relaci R a S.

4.26 Priklad. Z definice je ztejmé, Ze pro libovolné relace R, S plati
Dom (R ') = Rng(R), Rng(R™') = Dom(R),

R=(R™ Y,
(7) Dom (R o S) = Dom (R),
(8) Rng(Ro S) < Rng(S).

Je-linavic Rng(R) = Dom (S), potom v (7) plati rovnost, a je-li Dom (S) < Rng(R),
potom plati rovnost v (8).

56



4.29 Relace. zobrazeni 1

Snadno se ovéti, ze pro libovolnou relaci R a mnoziny x, y plati

IdoR=Rold=R

(x,y>eEoEwxelJy.

4.27 Lemma. Pro libovolné relace R, S, T plati
(i) (RoS)"'=S8"'oR™!,
(i1) Ro(SoT)=(RoS)oT.
Dikaz. (i) Je-li <u,vpe(RoS)™", potom (v,upeRoS a pro n&aké w plati
{v,wy)eR, <w,uyes,
to znamena, Ze také
lu,wdeSTH, {w,v>e R,

odkud plyne (u,v>eS™'oR™'. Stejnym zpisobem se dokaze opaina implikace.
(ii) Snadno se ovéfi, ze dvojice {u, v) je prvkem levé (ale i pravé) strany rovnosti,
pravé kdyz pro néjaké mnoziny r. s plati (wryeR, (rosyeS a (srpeT

Relace, které spliiuji jistou podminku jednoznacnosti, se nazyvaji zobrazeni.

4.28 Definice. Zobrazeni. (i) Rikame, ze relace F je zobrazeni (funkce), jestlize
pro libovolna u, v, w plati

9) () e F&uwyeF)—>v=w.

To znamena, ze k libovolnému wueDom (F) existuje pravé jedna mnozina t,
{u,vd> e F. Rikame, ze v je hodnota pfifazen4 zobrazenim F mnoziné u, a piSeme
Flu) = v.

Rikame, e F je zobrazenim tiidy X do tFidy Y, a pifeme F:X —Y, jestlize
Dom(F) = X a Rng(F) o Y.

Rikame, ze F je zobrazeni tFidy X na t¥idu Y, je-li Dom (F) = X a Rng(F) =Y.

(ii) Rikame, ze zobrazeni F je prosté (vzdjemné jednoznacné), jestlize inverzni
relace F™' je také zobrazeni.

Jinymi slovy, F je prosté zobrazeni, jestlize pro libovolné u, v, w plati

(10) (Flu) = w& Flp) = W) u=v,

to znamena, e kazdy prvek weRng(F) ma pravé jeden vzor. V takovém piipadé
je inverzni relace F~' také prosté zobrazeni.

4.29 Skladani zobrazeni. Jsou-li Fa G zobrazeni takova, ze F: X — Y a G: Y — Z,
potom slozen relace Fo G je zobrazeni X do Z. Jsou-li {x,z) a {x,z') prvky
relace Fo G, potom pro n&jaka y, ) € ¥ plati
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(x,y>eF & {y,z>eC

{x,y>eF&<{y,z>eG,

odkud dostavame y = F(x) = )’ a nakonec z = G(y) = . Pro kazdé xe X tedy
plati (FoG)(x) = G(F(x)) a FoG je zobrazeni X do Z.

SloZené zobrazeni budeme oznacovat GF misto Fo G. Potom (GF)(x) = G(F(x))
a zaména poradi F a G jako pfi vypoctu (F o G)(x) neni nutna. Navic zdiraznime,
7e jde o skladani zobrazeni a ne jen relaci.

4.30 Lemma. Jsou-li F: X — Y u G: Y — Z prostd zobrazeni, potom

(i) GF je prosté zobrazeni X do Z a (GF)™ = F~'G™",

(ii) je-li navic Rong(F) =Y, potom F''F =1d|X a FF™ ' =1d|Y.
Ditkaz. (i) Relace F~' a G™' jsou zobrazeni podle pfedpokladu. Tvrzeni plyne
z lemmatu 427. (i) F~' je prosté zobrazeni Y na X a F~'(F(x)) = x pro kazdé
x€ X. Podobné se ukaze,ze FF™' =1d| Y.

Nyni ukd7eme. ze pro relace, které vznikly inverzi néjakého zobrazeni. plati
sing)st verze lemmatu 4.23.

4.31 Lemma. Pro libovolné tiidy X, Y a zobrazeni F plati

(i) F*U(XAY)=F “XAF 'y,
(li) F—l/r(X _ Y) — F-IHX _ F-INY.

Dikaz. (i) Podle lemmatu 4.23(ii) je leva strana rovnosti &asti tfidy na pravé strang.
Ptedpokladejme, Ze z je prvek tfidy na pravé stran rovnosti. Potom existuji mno-
ziny xe X, yeY, pro které plati {z,x>eF a {(z,y) € F. Podle ptedpokladu je F
zobrazeni, tedy x =y a xe X n Y. Piitom {(x,z)e F™', takze e F~ (X n Y).
Tim je opa¢né inkluze dokazana.

(i) Podle lemmatu 4.23(iii) je prava strana rovnosti &asti tiidy na levé strané.
Dokazeme obricenou inkluzi. Necht = je libovolny prvek tridy F (X — Y), to
znamena, ze pro néjaké xe X — Y je (z,x) e F. Ziejmé také -e F~'"X. Staéi,
dokazeme-li, Ze = neni prvkem F~'”Y. Kdyby pro n&aké ye Y platilo (z,y)eF,
potom by x =y, protoZe F je zobrazeni. Ale to neni mozné, protoze xe X — Y
a yeVY. Tedy ze F~""X — F~!'"Y a rovnost je dokazina.

4.32 Relativizace kvantifikatort. V daliim vykladu budeme pouzivat tuto Gmluvu
o zapisu formuli:

Je-li 4 symbol, ktery oznacuje néjakou tfidu, a ¢ je formule roziifeného jazyka
teorie mnozin, vyrazy

(11) (Axed)p, (Vxed)o
chapeme jako zkraceny zapis formuli

(x)(xed& o), (Vx)(xed—0q).
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4.34 Relace, zobrazeni i

Rikame, Ze kvantifikdtory uvedené v (11) jsou relativizovdny do tidy A.

4.33 Umluva a znaceni. Pro obraz nebo vzor tfidy X pii zobrazeni F se astéji po-
uziva oznageni F{X] a F7'[X] misto F'X a F~"X. Tedy

F{x] = {y:Bxe X)(y = F())}

FUX) = {y:(3xe X) [y, x> eF)}.
V dalsim textu budeme davat pfednost pouziti hranatych zavorek, ale z typografic-
kych diivodil si ponechavame obé varianty.
Snadno se ovéfi, ze pro libovolné X < Dom (F) a Y < Rng(F) plati

(12) X < FFX]]
(13) FlF ' [Y]]=".

Je-li F prosté zobrazeni, potom i ve (12) plati rovnost.

4.34 Indukovana zobrazeni mezi potentnimi mnoZinami. Kazdé zobrazeni f mnoziny
X do mnoziny Y urtuje dvé& zobrazeni mezi potenénimi mnoZinami 2(X) a 2(Y).
Prvni z nich, které oznadime f~, zobrazuje 2(X) do 2(Y) a kazdé podmnoziné
x & X ptitazuje jeji obraz

S7x) = flx]

ptizobrazeni f.
Druhé zobrazeni f~ zobrazuje 2(Y) do 2(X) a kazdé podmnozing y < Y pti-
fazuje jeji vzor

W =7s""0]-
Podle lemmatu 4.21 pro libovolné x,,x, € #(X) a y,, y, e Z(Y) plati

X, € x> f7x,) € f7(x,),
ney—f e ()

Rikame, ze f™ a f™ jsou monoténni vzhledem k inkluzi. Podle 4.23(i) také plati

[Tlxiux,) = ")V 7 (x,)
f~yvy)= .fh(h)uf._(}’z)-

Rikame, 7e obé indukovana zobrazeni zachovavaji operaci sjednoceni. Podle
lemmatu 4.31 zobrazeni f~ zachovava i operace priniku a rozdilu. To znamena,

7e plati fhioy) =)o s ()

fh(h - YZ) = f”()ﬂ) - f‘—(h)-

a
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Zobrazeni f ' zachovava prinik a rozdil, pravé kdyZ f je prosté zobrazeni.

4.35 Lemma. Nech! f je zobrazeni mnoZiny X do mnoZiny Y a {7, f~ necht jsou jim
indukovand zobrazeni. Potom plati:

(i) Je-li f zobrazeni X na Y, potom f~ je zobrazeni P(X) na 2(Y)u f~f =
= 1d|2(Y).

(ii) Je-li f prosté zobrazeni X na Y, potom f~ je prosté zobrazeni ?(X) na #(Y)
a (f7)"' = f". To znamend, Ze také f* je prosté zobrazeni ?(Y) na #(X).

(iii) Je-li navic g zobrazeni mnoZiny Y do mnoZiny Z, potom pro slofené zobrazeni
gf: X — Z plati

@) =gfr". ) =19

Ditkaz. (i) Je-li y libovolni podmnozina Y, polozme x = /(). Podle (13) je
)=

(if) Je-li f prosté zobrazeni X na ¥, potom £~ je podle (i) zobrazeni 2(X) na ().
Ukazeme, Ze je prosté. Necht x,.x, jsou dvé rizné podmnoZiny X takové, Ze
x; —x, # 0. Potom f7(x, —x,)+0 a f~(x,) # f7(x,), protoze f zachovava
rozdil.

Pro libovolné xe 2(X) a ye2(Y) podie (12) a (13) dostavame

[Tx)=yeox=170),
to znamena, ze (f"’)_‘ =

(iii) Oznacime-li h = gf, potom h™! = f~'g~' Pro libovolné xe Z(X) a ye
e 2(Y) plati

tedy
h™=g7f", h" =["g".

4.36 Definice. Ttida v3ech zobrazeni mnoZiny do tfidy. Je-li dana néjaka tiida A
a mnozina a, necht “4 oznacuje (Fidu vSech zobrazeni mnoziny a do tFidy A, tedy

“‘A={ffra— 4}.

Uvédomme si, Ze definice ztraci smysl, nahradime-li mnozinu a n&jakou vlastni
tfidou B. Podle 4.22 je kazdé zobrazeni F s defini¢nim oborem B vlastni t¥idou
a nemze byt prvkem Zadné tfidy. Snadno se ovéfi, ze plati

oy = {0},
0=0, jeli x+0.

4.37 Lemma. (i) Pro libovolné mnoziny x, y je *y také mnoZina.
(i) Je-li x =0 a Y je vlastni tFida, potom *Y je viastni tFida.
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4.40 Relace, zobrazeni I

Ditkaz. (i) Kazdé zobrazeni f: x— y je podmnoZinou kartézského soucinu x x y.
Trida *y je tedy ¢asti mnoziny ?(x x y) a je mnozinou podle schématu vydéleni.

(ii) Je-li x # 0, mGzeme pro kazdé yeY definovat konstantni zobrazeni k.,
kde k/(u) =y plati pro kazdé¢ uex. Pro rizna y dostavame rizna zobrazeni.
Kdyby *Y byla mnoZina, pak Y by byla také mnozina podle schématu axiom? na-
hrazeni. Tedy *Y je vlastni tfida.

4.38 Soubory a systémy mnoZin. V nékterych Gvahéach, napfiklad chceme-li vy-
stthnout opakovani, pfifazujeme mnozinam indexy z néjaké tfidy. Tim vlastné
sestrojujeme zobrazeni definované na tfidé indexi. Takové zobrazeni mtZeme ché-
pat jako indexovany soubor mnoZin.

Naproti tomu mnozinu sestavajici z nékterych podmnozin néjaké mnoziny bu-
deme nazyvat systém mnozin. V tomto ptipadé nejde o zobrazeni, ale 0 mnozinu
¢asti néjaké mnoziny, které fikdme systém mnozin misto mnozina podmnozZin.

4.39 Ozaceni. Je-li F zobrazeni s defini¢énim oborem J, vyraz
(14) (Fjijedd,
kde F; oznatuje mnoZinu F(j) pro kazdé je J, je jinym oznacenim pro zobrazeni F.
Rikame také, 7e (14) je soubor mnozin, J je jeho indexovd tFida a jeji prvky nazyvame
indexy. Rikame, ze mnozina x patfi do souboru (14), jestlize pro n&jaké jeJ plati
x = F,, jinymi slovy, je-li x € Rng (F).
Operace sjednoceni, praniku a kartézského souéinu lze definovat i pro soubory

mnozin.
4.40 Definice. Sjednoceni a primik souboru mmnoZin. (i) Sjednoceni souboru (14)
definujeme vztahem

,UJFJ = {x:(3jeJ)(xeF))}.

je
(ii) Prinik souboru (14) definujeme vztahem

NF; = {x (el (xeF).

jed

UFJZURHE(F)’ ﬂFi=ﬂRng(F).

jet =

Je zfejymé, ze

Sjednoceni souboru mnozin je specialnim pfipadem sumy ttidy. Sjednoceni L{F)
JE
je mnozina, pravé kdyz Rng(F) je mnozina, specialné je-li indexova tiida souboru
mnozina. Je-li indexova tiida souboru prazdna, potom Rng(F) =0 a podle 3.13
je pranik takového souboru univerzalni tfida. Je-li indexova ttida J neprazdna,
potom
NF; s F, < UF,

jed JeJ

plati pro kazdy index je J.
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4.41 Lemma. Pro libovolné soubory mnoiin {F;:jeJ) a {G,:keK), libovolnou
tFidu A a mnoZinu a plati

(i) AnUF;=U4nF),

jes jed
au(F;=\auF),
jeJ jeJ
(i) UanUGk= U (ijGk)v
jed kek Gokded XK
nFjUﬂGk= ﬂ (FjUGk)’
jed keK (jkdeJxK

(iii) (de Morganova pravidla)
a—- (\F;=Ula-F),
jed Jed
je-li J %= 0, potom
a-UF,=Nla-F).
Jed jed

Jsou-li obé tFidy J, K neprdzdné, plati

(iv) An(F,=4nF),

jed jeJ
av{JF;=UlauF),
jedJ jeld
(v) UFJUUGk= U (F;uGy,
jed ek Gkded xK
nFj”ﬂsz N (ijGk)‘
jeJ kek Ghred xK

Ditkaz. Dokazeme prvni tvrzeni z (i) a (iii), ostatni dikazy prenechiavame jako
cviceni.

(i) xeAm_UJFijeA&(BjeJ)(xeFj),
" o (3ed)(xeA&xeF),
—xelJ(AnF).
Jed
(iii) xea—QFijea&ﬁ(VjeJ)(xeFJ),
je
—(@jel)(xea&x¢F),
—xelJla- F).
jed

4.42 Jak definovat kartézsky soucin souboru mnozin. Jsou-li X, Y né&jaké mnoziny,
uspotadanou dvojici (x,y>e X x Y muZeme chapat jako kdéd funkce f, ktera
zobrazuje n&jakou dvouprvkovou mnozinu {a, b} do X U Y a je dana predpisem
fla) = x, f(b) = y. Kartézsky soudin X x Y potom sestava ze viech kéda zobra-

62



444 Relace. zobrazent 1

zeni g mnoziny {a, b} do X U Y takovych, ze gla)e X a g(b) e Y. Kartézsky soucin
souboru mnozin definujeme jako mnozinu viech zobrazeni indexové mnoZiny
souboru, ktera spliuji ur¢ité podminky.

4.43 Definice. Kartézsky soulin souboru mnoZin. Necht J je mnozina. Karrézsky
soucin souboru mnozin (F;: j e J) definujeme vztahem

(15) )E(JFJ={f:f:J—*UFj&(VjeJ)(f(j)eFj)}.

Tato definice ma smysl jen pro soubory indexované mnozinou. Je zfejmé, ze je-hi
néktera z mnoZin F; prazdnd, potom kartézsky soucin souboru je také prazdna
mnozina.

4.44 Lemma. Je-li J mnofina, potom ,XFJ je také mnoZina. Jestlize pro kaZdé jeJ
plati F; =Y, potom .XFi ="y o

Diikaz. Je-li J mnoii]rizjl, potom F = UFi je také mnozina a kartézsky sou¢in (15)
je podmnozinou mnoZiny vSech zobr:zjeni zJ do F.
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§ 5 Vlastnosti relaci, uspofadani a rozklady mnoZin

Seznamime se se zakladnimi vlastnostmi relaci a podrobngji se budeme zabyvat
dvéma typy relaci — relacemi uspofadéni a relacemi ekvivalence. Zavedeme pojmy
linearniho a dobrého usporadani a ukazeme, ze kazdou usporadanou mnozinu lze
vnotit do uplného svazu, tedy do uspofadané mnoziny, jejiz kazda podmnozina ma
supremum a infimum. UkaZeme vztah mezi relacemi ekvivalence na néjaké mnoziné
a jejimi rozklady. Ukazeme, Ze mnozina viech relaci ekvivalence na libovolné mno-
7iné tvoti Uplny svaz.

Srovnavani velikosti, fikame také mohutnosti, mnozin pomoci vzajemné jedno-
znaénych zobrazeni je v teoril mnoZzin velmi dalezité. Tomu odpovidaji dvé relace
na univerzalni tfid&: relace ,mnoZina x ma stejnou mohutnost jako mnozina y*
a relace ,,mohutnost x je mensi nebo rovna mohutnosti mnoziny y*“. Ukazeme, Ze
prvni z nich je relace ekvivalence na celé univerzalni trideé, a dokazeme diilezitou
vétu Cantorovu-Bernsteinovu o vztahu obou relaci.

Velka &ast zavadénych pojmd ma smysl 1 pro tiidy, uvadime je ve ttidové verzi.
Stejné tak véty, které se dokazuji stejnym zplsobem pro mnoziny i pro tfidy, formu-
lujeme ve tfidovém tvaru. Veéty, které se pro tfidy musi dokazovat jinak nez pro
mnoziny, uvadime v jednodu$$im mnozinovém tvaru.

5.1 Pripomenme, ze tfida Dom (R) U Rng(R) se nazyva obor relace R. Zakladni
vlastnosti relaci budeme definovat vzhledem k né&jake tiidé, protoze dana relace
mUZe mit uréitou vlastnost jenom na ¢asti sveho oboru.

5.2 Definice. Elementarni vlastnosti relaci. Rikame, Ze relace R je na tfidé A
(i) reflexivni, jestlize pro libovolny prvek xe A4 plati {(x,x)€R,

(ii) antireflexivni, jestlize pro zadné x € A- neplati (x,x)€R,

(iii) symetricka, jestlize pro libovolné x, ye 4 plati {x,y> e R— {y, x> €R,

(iv) slabé antisymetrickd, jestlize pro libovolné x,ye A plati
(Cx,y)eR&(y, x> ER)—x =y,

(v) antisymetrickd, jestlize pro libovolné x,ye A plati {x,y> e R—<{y, x> ¢R,

(vi) trichotomickd, jestlize pro libovolné x,yeA plati {x,ypeRV x=yV
V {y,x)€ER,
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55 Vlastnosti relaci a usporadani 1

(vii) tranzitivni, jestlize pro libovolné x, y,ze 4 plati ({x,y>e R& {y,z)e R)—
—<{x,zy€eR.

Rikame, Ze relace R je reflexivni (symetrické atd.), je-li takova na svém oboru.

5.3 Definované vlastnosti relace se tykaji jednotlivych prvki, ne viak podmnozin,
jejiho oboru. Takové vlastnosti nazyvame elementdrnimi vlastnostmi nebo vlast-
nostmi prvniho Fadu. To proto, Ze mohou byt definovany v jazyce logiky prvniho tadu,
ktery ma symbol oznacujici relaci a ktery méa proménné jen pro prvky, ale neméa pro-
ménné pro podmnoziny oboru relace.

Kazda z vlastnosti (i}{vii) se zachovava, prejdeme-li od tfidy 4 k n&jaké jeji &asti.
Takovym vlastnostem se fika dédicne. Uvidime, Ze viechny vlastnosti prvniho tadu
nejsou dédi¢né. Da se viak ukazat, Ze vlastnosti prvniho fadu, které Ize definovat
formulemi bez kvantifikatory, jsou dédicné.

Uvédomme si, Ze obor relace R a tfida A nemusi byt totozné. Je-li R reflexivni
nebo trichotomicka na A4, potom A je &asti oboru relace R. Je-li na druh¢ strané 4>
disjunktni s R, snadno se ovéii, ze R je antireflexivni, symetricka, antisymetrické
a tranzitivni na A.

5.4 Definice. Relace uspofadani. (i) Rikame, e relace R je uspofdddni na (Fidé A,
nebo Ze A je uspordddna relaci R, je-li R reflexivni, slab¢ antisymetrické a tranzitivni
na A. Rikame, 7e prvky x, y € A jsou srovnatelné vzhledem k R, je-li (x,y) € R
nebo (y,x)e R. Je-li {(x,y)e R, pifeme x <, y, afikame, Ze x je men3i nebo
rovno y vzhledem k R.

(i) Rikame, Ze uspotadani R na t¥idé A je linedrni, je-li navic relace R trichotomic-
kéd na 4.

(i) Relaci R nazveme (linedrni) uspofaddni, je-li R (linearni) uspofadani na svém
oboru.

5.5 Pfiklady. Nas vyklad teorie mnozin je teprve na pocatku. Zatim jsme nepopsali
mnozinovou konstrukci zadné hlubsi matematicke struktury. Abychom nebyli
omezeni jen na nejjednodussi piiklady, které se opiraji o nékolikaprvkové mnoziny,
budeme pouZivat i mnoZinu w viech prirozenych ¢isel a mnoziny @ a R v3ech
racionalnich a realnych ¢isel. Konstrukeci téchto mnozZin podrobné popiseme pozdeji,
v ptikladech pouZijeme jenom zakladni viastnosti Ciselnych obor(, jejichZ znalost
mizZeme u étenate predpokladat.

(a) Relace R, =1d|{1,2,3} = {<1,1),(2,2),¢(3,3)} je usporadani na mnozi-
ng {1,2,3}. Zadné dva rizné prvky nejsou srovnatelné. Podobné pro libovolnou
tiidu A je relace Id| A uspofadani na A, které nazyvame diskrétni.

(b) Relace R, = R, u {<1,2),<1,3),¢(2,3)} je linearni usporadani na mno-
zing {1,2,3}.

(c) Relace R, = {{x,y>:x <y} je usporadani na univerzalni tfid¢ V, ale neni
linearni. Naptiklad {0} a {{{0}}} jsou dva nesrovnatelné prvky vzhledem k R;.

(d) Je-li @ mnozina viech pfirozenych &isel, potom relace R, = {<m,ny:m,ne
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ew&m < n} je linearni usporadani na w. Pozdgji uvidime, ze R, = (E n ?) U
U {{n,ny:ne w}, kde E je relace nalezeni.

(¢) Relace Rs = {<mn):mnew&m deli n} je usporadani na w, které neni
linearni.

5.6 Ostra a neostra nerovnost. Viechny vlastnosti, které definuji usporadani i li-
nearni uspofadani, jsou d&di¢né, proto i vlastnost byt linedrnim uspofaddanim na
néjaké tiidé se prenasi na podtiidy.

Reflexivnost v definici uspofadani naznaduje, Ze jde o neostrou nerovnost. Vyne-
chame-li v relaci uspotadani R viechny prvky tvaru (x, x), ziskame relaci R, ktera
je antireflexivni a tranzitivni a ktera odpovida ostré nerovnosti. Je-li {x,y)€R,
tikame, Ze x je mensi nez y vzhledem k R a piSeme x < ). Rikame, Ze R’ je ostré
uspotadani. Mezi obéma relacemi je jednoduchy vztah. Je-li A obor relace R, potom

R=R-Id, R=RuU(ld|A),
specialné pro relaci R, z ptikladu 5.5 dostavame
R, = {{1,2),(1,3>,{2,3)} = R, — R;.
Budeme pouZivat obou typll uspofadani podle toho, které z nich bude vyhodnéjsi.

Dalsi pojmy — majoranta, nejvétsi prvek, supremum — mluvi o vztahu prvku
a &asti uspofadané tiidy. Budeme také definovat pojmy, které se tykaji podtiid nebo
podmnozin uspotadané t¥idy. Zde jiz nejde o vlastnosti prvniho fadu.

Uvédomme si, Ze inverzni relace k uspofadani je také usporadani. Proto kazdému
pojmu, ktery se tyka usporadani, odpovida dualni pojem, ktery se definuje stejnym
zpusobem, ale pomoci inverzni relace. Jinymi slovy, dualni pojem zavedeme tim,
7e v definici pouzijeme obracené nerovnosti.

5.7 Definice. Nejvétsi a maximalni prvek, supremum. Nechf < je uspofadani na
t¥idé 4 a necht X < 4. Rikame, ze ae 4 je

(i) majoranta nebo horni mez tiidy X. jestlize pro kazdy prvek xeX je
x < a,

(ii) maximdlni prvek ttidy X, je-li € X a pro zddné¢ xe€ X neni a < x,

(iii) nejuétsi proek tiidy X, je-li « majoranta X a a€ X.

(iv) Minoranta a minimalni proek tiidy X se definuji tak, ze obratime nerovnosti
v (i) a (i). Nejmensi prvek t¥idy X je minoranta, ktera je prvkem X.

(v) Rikdme, 7e a€ A je supremum ttidy X, je-li a nejmensi prvek tfidy viech ma-
jorant tiidy X. Rikame, Ze a je infimum tridy X, je-li to nejvétsi minoranta ttidy X.

Uvédomme si, Ze je-li x nejmensim prvkem tfidy X, potom x je také minimalnim
prvkem a infimem tfidy X. Je-li < linearni uspofadani na A, potom kazda tfida
X < A ma nejvyse jeden minimalni prvek a ten je také nejmensim prvkem tfidy X.
Dualni tvrzeni plati také pro nejvétsi a maximalni prvek a supremum tfidy X.
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511 Vlastnosti relaci a uspoidd dni [

5.8 Oznadeni. Ze slabé antisymetrie relace uspofadani vyplyvé, Ze nejvétsi a nej-
mensi prvek ttidy X — pokud existuje — je uren jednoznacné. TotéZ plati pro
supremum jako nejmensi prvek tfidy viech majorant a pro infimum, které je nejvét-
§im prvkem tfidy vsech minorant. Miizeme zavést nasledujici oznaceni.

Je-li x nejvétsi (nejmensi) prvek tridy X pti uspotadani R, piseme x = max, (X)
(x = ming (X)). Je-li x supremum tfidy X, piSeme x = sup, (X), a je-li x infimum
ttidy X pfi uspotadani R, piseme x = infg (X).

5.9 Uvédomme si, Ze supremum prazdné podmnoziny uspofadané ttidy A existuje,
pravé kdyz A ma nejmensi prvek. V takovém ptipadé je supremem prazdné pod-
mnoZiny nejmensi prvek tfidy 4. Podobn€ infimum prazdné podmnoziny tfidy A
existuje, pravé kdyz existuje nejvétsi prvek tridy A, ten je potom infimem prazdné
podmnoziny.

5.10 Piiklady. Definované pojmy budeme ilustrovat na relacich uspotradéani z pfi-
kladu 5.5.

(a) Kazdy prvek mnoZiny {1,2,3} je maximalni i minimalni pfi uspotadéani R,.
Diskrétné usporadana mnozina, ktera ma alespon dva prvky, nema nejvétsi ani
nejmensi prvek a nema Zadnou majorantu ani minorantu, tedy také nema supremum
ani infimum.

(b) Jednotka je nejmensim a trojka je nejvétsim prvkem mnoziny {1,2,3} pti
uspofadani R,.

(c) Prazdna mnozina je nejmensim prvkem univerzalni tfidy V pti usporadani R,
a 7adny prvek neni maximalni, a tedy ani nejvetsi.

(d) Nula je nejmensim prvkem mnoziny w pfi uspofadani R,. Mnozina w nema
nejvétdi ani maximalni prvek. Jak uvidime pozdgji, je w (jako ordinalni &islo) supre-
mem mnoziny viech pfirozenych Cisel ve tiid€ ordinalnich cisel.

(¢) Jednotka je nejmensim prvkem a nula je nejvétsim prvkem mnoziny w pfi
uspotradani Rs. Pro libovolna pfirozena &isla n, m je jejich nejmensi spole¢ny nasobek
supremem mnoZiny {n, m} a nejvétsi spoleény délitel je infimem té%e mnoZiny pti
usporadani R. Uvezujeme-li mnozinu @ — {0, 1}, jejimi minimalnimi prvky jsou
pravé viechna prvocisla.

5.11 Priklad. Potence #(a)libovolné mnoZiny a je usporadana relaci inkluze a plati:
(2) O je nejmensi a a je nejvétsi prvek P(a).

{bc}

{b} {c}

Obr. 5.1
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(b) Pro libovolné x,ye#(a) je xuy supremem a x~y infimem mnoZiny
{x, y} vzhledem k inkluzi.

(c) Pro libovolnou mnozinu u € 2(a) je | Ju supremem a mnozina an ((\u)
je infimem mnozZiny u vzhledem k inkluzi.

(d) Jsou-li b, ¢ dva rzné prvky mnoziny a, potom {b}, {c} jsou dva nesrovnatelné
prvky mnoziny #(a). Podle (b) je mnozina {b, ¢} supremem a prazdna mnozina je
infimem mnoziny {{b}, {c}}  2?(a). Situaci vyjadfuje obrazek 5.1, kde spojnice
mezi vrcholy vyjadiuje srovnatelnost.

5.12 Priklad. Necht mnozina C ma pravé &tyfi prvky, C = {a, b, c,d}, a necht
R = {<a,¢), {a,d), b, c), (b, d)}.

Pak R je ostré uspotadani na C. Mame obrazek 5.2. Mnozina {a, b} ma dvé ne-
srovnatelné majoranty ¢, d, a nema tedy supremum. Podobné mnoZina {c, d} ma dvé
nesrovnatelné minoranty a nema infimum.

d c
a b

Obr. 5.2

5.13 Definice. Usmérnéné mnoziny, filtry a idealy. Necht mnozina 4 je uspofddana
relaci < a necht X € 4. Rikame, ze:

(i) X je shora (zdola) omezend v A, jestlize existuje majoranta (minoranta) ae A
mnoziny X.

(i) X jedolni mnoZinav A, jestlize s kazdym svym prvkem obsahuje i viechny mensi
prvky mnoZiny 4, to znamena, jestlize plati

y<xeX—yeX

pro libovolné x, ye A.
Rikame, ze X je horni mnoZina v A, jestlize s kazdym svym prvkem obsahuje
i v8echny v&t8i prvky mnoziny A, tedy jestlize plati

y2xeX—yeX

pro libovolné x, ye A.

(iii) X je dolii (nahoru) usmérnénd, jestlize pro libovolné x, ye X existuje ze X
takové,7e z<xaz<y(z=xa z>y)

(iv) X je idedl v A, je-li X nahoru usmérnéna dolni mnozina. X je filtr v A4, je-li
X dol usmérnéna horni mnozina.
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(v) A jesvaz,jestlize A je neprazdna a k libovolnym dvéma prvkiim x, y € 4 existu-
je supremum a infimum mnoziny {x, y} v mnoziné A.

(vi) A jeuplny svaz, jestlize v mnoziné A existuje supremum a infimum pro kaZdou
podmnozinu u € A.

5.14 Priklady. (a) Mnozina viech prvocisel je zdola omezena a neni shora ome-
zend pri usporadani R,, ale je zdola 1 shora omezena pfi uspotadani R, z pfi-
kladu 5.5.

(b) Mnoziny {16,8,4,2,1},{27,9,3,1} a {27,18,9,6, 3, 2, 1} jsou priklady dolnich
mnozin ¢isel pti uspotadani R z ptikladu 5.5.

(c) Necht < oznaduje obvyklou relaci (ostrého) linearniho uspofadani mnozi-
ny R viech realnych cisel (podle velikosti). Mnozinu {z: x < z < y}, kde x. y jsou
realna &isla a x < y, oznalujeme (x, y) a nazyvame ji otevieny interval. Cisla x, y
jsou meze intervalu (x, y). Pfi uspotadani mnoziny #(R) inkluzi je mnozina viech
otevfenych intervalll nahoru usmérnéna. Je-li z néjaké redlné ¢islo, pak mnozina
viech otevienych intervald, jejichZ prvkem je z, je doll usmérnéna vzhledem k inkluzi.

(d) Necht mnozina A je usporadana relaci < a X < A. Je-li X nahoru usmér-
néna mnozina, potom mnozina

(X)={y:ye A& (@xeX)(y < x)}
je ideal. Rikame, ze I(X) je ide4l generovany mnozinou X a ze X je bazi idealu I(X).
Je-li X dold usmérnéna mnozina, potom mnoZina
FIX)={yyed4&(@xeX)(y > x)}

‘je filtr generovany mnozinou X. Rikame, ze X je bazi filtru F(X).

Je-li specialné A4 = P(R), < je uspotadani inkluzi a X je mnozina viech otevie-
nych intervaldl, jejichZ prvkem je pevné realné Cislo z, potom F(X) je filtr viech okoli
bodi z.

{e) Mnozina w pti usporadani R z prikladu 5.5 je svaz.

(f) Pro libovolnou mnozinu A4 je potence Z(A4) pti uspotradani inkluzi uplnym
svazem. Uvédomme si, Ze uplny svaz musi mit nejvéti a nejmensi prvek.

5.15 Zupinéni uspofadanych mnoZin. PoloZzme si otazku, zda je mozné vlozit libo-
volnou uspotfddanou mnozinu do uplného svazu tak, aby se vsechna suprema
a infima, pokud existuji v pivodni mnoziné, shodovala s odpovidajicimi supremy
a imfimy v uplném svazu. Ukazeme, 7e takové rozsifeni lze sestrojit pro kazdou
uspotadanou mnoZinu.

Konstrukci takového ziplnéni provedl poprvé R. Dedekind, ktery sestrojil mno-
zinu realnych ¢isel jako zOplnéni linearné usporddané mnoziny raciondlnich Cisel.
Zuplnéni libovolné uspofddané mnoZiny popsal H. M. Mac Neille, ktery zobecnil
ptivodni Dedekindovu myslenku.

Vime jiz, Ze potencni mnozina libovolné mnoziny spolu s uspofadanim inkluzi
tvoii uplny svaz. Poten¢ni mnoziny nebo jejich &asti jsou prirozenymi kandidaty,
mezi nimiz budeme hledat ziplnéni usporadanych mnozin.
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5.16 Definice. Hlavni ideal. Necht R je usporadani na mnoziné . Pro libovolné
x e A je mnoZina {y: yed&y <, x} dolni vzhledem k uspofadani R a je nahoru
usmérnénd, protoze ma nejvétsi prvek. OznaGime ji {«—, x] a tikdme, Ze je to
hlavni idedl uréeny prvkem x. Rikame, 7e ideal X < A je hlavni, jestlize pro néjaké
xe A plati X = (—, x].

Duéalnim pojmem k hlavnimu idealu je hlavni filtr. Snadno se ovéfi, ze mnoZzina

[x,—)={yiyed&y,>x}

je dolt usmérnéna horni mnozina. Rikame ji hlavni filtr uréeny prvkem x. Rikame,
ze filtr X < A4 je hlavni, jestlize pro néjaké xe A4 plati X = [x,—).

5.17 Lemma. Necht R je uspoFdddni na mnoZiné A. Pro libovolné x,ye A plati

X gy (= x] s (—y].

5.18 Definice. Izomorfismy a vnofeni. Necht F je zobrazeni A, do A4, anecht R | R,
jsou relace. Rikame, ze:
(i) F zachovdvd relace Ry, R, jestlize pro libovolné x, ye A, plati

(x,y> e R, — (F(x), F(y)> eR, .

(ii) F je vnofeni A, do A, vzhledem k Ry, R,, je-i F prosté zobrazeni a pro libo-
volné x, ye A, plati
X, ) eR; < (Flx), Fly)) e R, .

(iii) F zachovdvd suprema, kdyz pro libovolné x e A, a X < A, plati
x = supg, (X)— F(x) = sup, (F[X]).

Obdobné se definuje zachovavani infima.

(iv) F je izomorfismus t¥id A,, 4, vzhledem k R, R,, jestlize F je vnofeni A,
do 4, a Rng(F) = 4,. Rikame, Ze F je izomorfismem relaci R\, R,, jestlize F je
izomorfismem obort relaci R,, R, (vzhledem k R, R,). Rikame, e tidy 4,, 4,
Jsou izomorfni vzhledem k R, R,. jestliZe existuje n&jaky izomorfismus obou tiid
vzhledem k relacim Ry, R,.

5.19 Snadno se ovéti, Ze izomorfismus dvou uspotadanych mnozin zobrazuje dolni
mnoZinu na dolni mnozinu, ideal na ideal a filtr na filtr. 1zomorfismus také zachovava
suprema a infima. Stejna tvrzeni viak neplati pro vnofeni.
Je-li A mnozina uspofadana relaci R, definujme zobrazeni F:A—»W(A) tak,
ze pro libovolné ae A poloZime
Fla) = («, a] .

Podle lemmatu 5.17 je F vnofeni 4 do 2(4) vzhledem k relaci R a inkluzi. Oznaéi-
me-li D(4) mnozinu viech dolnich mnoZzin v mnoziné A4, potom F je také vnofeni A
do D(A) vzhledem k R a inkluzi. Uk4Zeme, ze mnozina D(A) je také Gplny svaz pfi
uspofadani inkluzi.
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5.20 Lemma. Necht R je usporadunt na mnoziné A. necht D(A) je mnozina vsech
dolnich mnoZin pFi uspofaddani R.

Pro libovolnou mnoZinu C < D(A) jsou mnoziny \ JC a A n ((\C) opét dolni mno-

ziny. Proni z nich je supremum a druhd je infimum mnoZiny C vzhledem k inkluzi
D(A) je tplny svaz vzhledem k inkluzi.
Dikaz. Protoze D(A) = P(A), staci dokézat, ze suma i prinik C jsou dolni mno-
ziny, z vlastnosti sumy a praniku je zfejmé, Ze jde o supremum a infimum. Je-li
ye UC, potom y je prvkem néjakého ceC. Jelli xe A a x <y, potom xec,
protoze ¢ je dolni mnozina. Podle definice sumy je ¢ = |JC, takze xel|JC. Do-
kazali jsme, ze suma mnoziny C je také dolni mnoZina. Je-li C prazdna, potom (C
je univerzalni tida, takze ((JC)n 4 = A, a to je dolni mnozina. Je-li C neprazdna,
snadno se ovéfi, ze [|C je také dolni mnoZina.

5.21 Je-li R mnozina v3ech realnych Cisel, < je jeji obvyklé uspotadani podle ve-
likosti a X je otevieny interval («—, 1) viech realnych &isel x, x < 1, potom
sup X =1 a F(1) = («, 1].

Na druhé strané pro supremum obrazu mnoZiny X plati

supe F[X] = UF[X] = (1) * F(1),

tedy zobrazeni F:R— D(R) nezachovava suprema. Pfi konstrukci ziplnéni tuto
obtiz odstranime tim, Ze nepouzijeme viechny, ale jenom specialni dolni mnoziny.

5.22 Definice (Mac Neille). Necht 4 je usporadana mnozina.
(i) Pro libovolnou podmnozinu X < 4 polozime

X% = {x:xeA4&x je majoranta X},
XY = {x:xe A&x je minoranta X} .

Je ziejme, ze X* je horni mnozina a X" je dolni mnoZina vzhledem k uspotadani
mnoziny 4. Uvédomme si, ze X° je prazdna, pokud X neni shora omezena, a X" je
prazdna, pokud X neni omezena zdola.

(i) Rikame, ze podmnozina X < A je stabilni, jestlize plati X = (X2)7.

5.23 Lemma. Pro libovolné podmnoZiny X,Y < A a libovolny preek ac A plati

(i) je-li X < Y, potom Y2 < X a YV < XV,

(i) X = (x2)7,

(iii) (X*)7 je vzhledem k inkluzi nejmensi stabilni nadmnoZina mnoziny X.

(iv) hlavni idedl («—, a] je stabilni mnoZina.
Dikaz. (i) Ziejmé kazda majoranta (minoranta) mnoziny Y je také majorantou
(minorantou) mnoziny X.

(ii) Libovolny prvek xe X je minorantou X, tedy je prvkem (X°).

(iii) Oznaéme Z = (X*)” a ukdZeme, Ze Z je stabilni mnozina. Podle (i) a (ii) je
Z% < X*. Dokazeme i obracenou inkluzi. Je-li x € X2, pak x je majorantou mno-
Ziny X, to znamena, Ze x >z pro kazdé zeZ, tedy také xeZ® Z rovnosti

71



1 S22

X4 = Z* plyne (X2)" =(Z%)". Je-li S stabilni a X < S, podle (i) je $* < x°
a (X% c(s?)Y = 5.
(iv) Dlikaz je zfejmy.

5.24 Véta (Mac Neille). Nech' A je mnoZina uspoiddand relaci R a F je zobrazeni,
které kazdému a€ A pFirazuje hlavni idedl («, a]. Mnozina S(A) viech (vzhledem k R)
stabilnich podmnoZin mnoZiny A je uplny svaz pfi uspofdddni inkluzi.

Zobrazeni F je vnofeni mnoziny A do S(A) vzhledem k R a inkluzi, které zachovdva
suprema i infima.

Dikaz. F je podle lemmatu 5.23(iv) zobrazeni 4 do S(4) a podle lemmatu 5.17 je to
vnoteni vzhledem k R a inkluzi. Zbyva dokazat, 7e S(A) je Uplny svaz a ze F zachovavi
suprema a infima.

Necht B < S(4) a X = |JB. Z definice sumy a lemmatu 5.23(iii) vyplyva, ze
(X#)¥ je supremum mnoziny B vzhledem k inkluzi. Je-li B 4 0 a Y = (B, potom
pro kazdé SeB plati Y< S a také (Y?)" < S, protoze S je stabilni. Tedy
(Y)Y = Y a Y je infimem mnoziny B vzhledem k inkluzi. Je-li B prazdna, snadno
se dokaZe, ze 4 je infimem B. Ukézali jsme, Ze mnoZina S(A) je uplny svaz pfi uspo-
fadani inkluzi a ze mnoZina S(A) je uzaviena na priniky.

UkézZeme, Ze F zachovava suprema. Necht X = 4 a x = sup, (X). Polozime-li
Y = |JF[X], snadno se nahlédne, 26 X* = Y2 To znamena, %e x je nejmensi
prvek Y* a Ze plati («—, x] = (Y*)”, kde na pravé strané je supremum F[ X ] vzhle-
dem k inkluzi. Zobrazeni F tedy zachovavd suprema. Je-li y = infy(X), neni

t&zké ukazat, ze
F(y) = (—y] = NFx],
odkud vyplyva, Ze vnoteni F zachovava infima.

5.25 Konstrukce zuplnéni uspotadanych mnozin ukazuje postup. ktery se s obmé-
nami opakuje pfi feSeni mnoha podobnych tloh v matematice. Mizeme jej shrnout
do dvou krokt: Je-li tfeba, nahradime vychozi mnoZinu jinou mnozinou, ktera je
s ni izomorfni, a tu potom doplnime o ,chybgjici* prvky. Z dikazu Mac Neillovy
vty je zfejmé, ze mnozina S(4) obsahuje jen takové prvky, které jsou nutné k doplnéni
mnoziny A do Gplného svazu. V tomto smyslu je S(4) minimalni uplny svaz, do kte-
reho lze vnotit uspofadanou mnozinu A. V nafem pripadé jsme od piivodni mno-
Ziny piesli k mnoziné viech hlavnich idealt a tu jsme doplnili do uplného svazu
viech stabilnich mnozin. Uplné svazy viech podmnozin a viech dolnich mnozin
byly pfili§ velké — vnofeni nezachovavalo suprema. Castokrat se piivodni mnozina
ztotoziuje se svym izomorfnim obrazem a povaZzuje se také za podmnozinu zaplnéni.

5.26 Dedekindovy fezy. Dedekindovsky apina uspofadani. Stabilni podmnoziny
linedrné uspofadanych mnozin lze charakterizovat jednoduchou podminkou.
Je-li A linearné€ uspotadand mnozZina, snadno se ukaze, 7e libovolnd podmnozina
X < A je stabilni, pravé kdyz X je dolni mnozina a sup (X) je prvkem mnoziny X,
pokud supremum existuje.
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Podmnoziny linedrné usporadanych mnozin, které splauji tuto podminku, se na-
zyvaji Dedekindovy fezy. Rez je pfiléhavé oznaeni pro dolni mnoziny v linearné
uspofadané mnoziné. V Dedekindové konstrukei redlnych Cisel kazdému realnému
¢islu odpovida pravé jeden Dedekindiv fez na mnoziné racionalnich &isel.

Rikame, Ze¢ mnozina X linearné uspofadana relaci < je dedekindovsky uplne
uspofadani na X, jestlize kazdd podmnozina Y S X ma supremum v mnoziné X.

5.27 Definice. Dobré uspofadani. Rikame. Ze usporadani R na tiidé A je dobré.
jestlize kazda neprazdna podmnozina ¥ & A ma nejmensi prvek vzhledem k R.
Rikame, ze A4 je dobfe uspofadana, je-li usporddana néjakou relaci dobrého
usporadani.

5.28 Dobré uspotfddani neni vlastnost prvniho fadu, protoze definice dobrého
uspofadani mluvi nejen o prvcich uspofadané tiidy, ale 1 o jejich podmnozinach.
Z definice je zfejme, Ze je to vlastnost dédi¢na. Kazda podtiida dobte uspotadané
tfidy je dobfe uspofadana. Libovolné dva prvky x, y dobfe uspotadané tfidy jsou
srovnatelné, protoze mnozina {x, y} ma nejmensi prvek. To také znamena, e kazdé
dobré usporadani je linearni.

Pojem dobrého uspofadani zachycuje nékteré vlastnosti uspofadané mnoZiny
ptirozenych &isel. Jak uvidime pozdéji, tento pojem dovoluje definovat tfidu ordi-
nalnich ¢isel, ktera je nadtfidou mnoziny ptirozenych &isel, tak, Ze operace souctu
a soucinu lze rozsifit z pfirozenych ¢isel na viechna ordinalni &isla.

Zatim si povsimneme jiné zajimavé vlastnosti dobfe uspotadanych mnoZin.
Rekli jsme, ze mnoZina w viech pfirozenych &isel je dobfe usporadana a jeji ¢ast —
mnozina viech sudych gisel — je také dobfe uspotadana. Snadno se ovéfi, ze zobra-
zeni f definované predpisem f(n) = 2n pro new je jediny izomorfismus mnoziny w
a mnoziny sudych ¢isel pfi daném uspotadani. Ukazeme, Ze k libovolnym dv&ma
dobfe uspofddanym mnozinam existuje pravé jedno zobrazeni, které je izomorfis-
mem jedné z nich s né&jakou dolni podmnoZinou druhé mnoziny. To znamena, Ze
viechny dobfe uspofadané mnoziny jsou — az na izomorfismus — srovnatelné.

5.29 Definice. Necht A je mnozina uspofadana relaci R a B je mnozina uspotadana
relaci S. Rikame, ze zobrazeni F je pocdtkové vnofeni A do B, jestlize A, = Dom (F)
je dolni podmnozina mnozinv 4, B, = Rng(F} je dolni podmnozina v B a F je
izomorfismus 4, a B, vzhledem k R a §.

Jinymi slovy, F je pocatkové vnoteni A4 do B. je-li to izomorfismus né&jakych
dolnich podmnozin mnozin 4 a B.

5.30 Lemma. Necht F a G jsou pocdtkovd vnofeni dobFe uspofddané mnoZiny A do
dobfe uspoFddané mnoZiny B. Potom F = G nebo G < F.

Diikaz. Necht R je dobré uspotfadani mnoZiny A a S je dobré uspofadani B. Z linea-
rity uspotradani R plyne, Ze libovolné dvé dolni podmnoziny mnoziny 4 jsou srovna-
telné vzhledem k inkluzi, tedy bud Dom (F) € Dom (G), nebo Dom (G) < Dom (F).
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Predpokladejme, Ze plati prvni inkluze, a ukazeme, ze F(x) = G(x) pro kazdé xe
e Dom (F). V opa¢ném piipadé necht x je vzhledem k R nejmensi prvek takovy, ze
F(x) # G(x). To znamena, Ze pro kazdé y <, x plati F(y) = G(y). Z linearity
uspotadani S vyplyva, ze F(x) a G(x) jsou srovnatelné. Necht naptiklad F(x) < G(x)
a oznaéme b = F(x). Vzhledem k tomu, 7e G respektuje uspoiadani, pro kazdé
zeDom(G) takové, ze z,>x, plati G(z);>b. To znamena, ze b¢Rng(G)
a obor hodnot zobrazeni G neni dolni mnoZina v B — spor. V pfipadé. Ze
Dom (G) € Dom (F), postupujeme obdobné.

5.31 Véta. Necht mnoZina A je dobfe uspofddand relaci R a mnoZina B je dobie
uspofddand relaci S. Potom existuje prdvé jedno zobrazeni F takové, Ze F je izomorfis-
mus mnoZiny A a néjaké dolni mnoZiny v B nebo F je izomorfismus B a néjaké dolni
mnoZiny v A.

Ditkaz. Necht P je mnozina viech pocatkovych vnofeni 4 do B. Polozme F = | JP.
Snadno se ukaze, ze F je zobrazeni. Je-li {x,y,>eF a {(x,y,>eF, pak existuji
pocatkova vnofeni F, F, takova, ze {x,y,>€F, a {x,y,»€F,. Podle lemmatu
530 je F, £ F, nebo F, € F,, odkud plyne y, = y,. UkéZeme, 7e F je také
pocatkové vnofeni 4 do B. Je-li x, <, x, e Dom (F), pak existuje F'e P takové,
7e x,,x, € Dom(F’), a protoze F' je podatkové vnofeni, dostavame

Flx,) = Flx,) <sFlx,) = Flx,).

Pritom Dom (F) je sjednoceni dolnich mnozin Dom(F), F'eP a je podle
lemmatu 5.20 dolni mnozinou v A. Podobné se ukaZe, e Rng(F) je dolni mnozi-
nav B.

Ukazeme, ze Dom (F) = A nebo Rng(F) = B. V prvnim piipadé je F hledany
izomorfismus mnoziny A a dolni podmnoziny B a ve druhém pfipadé je F~! izo-
morfismus B a néjaké dolni podmnoziny mnoziny 4. Kdyby viak byly ob& mnoziny
A — Dom(F) i B — Rng(F) neprazdné, vezméme jejich nejmensi prvky a, b.
Snadno se ovéfi, Ze zobrazeni F', které vznikne z F tim, Ze roziifime F do bodu «
tak, ze F'(a) = b, je také pocatkové vnofeni. Tedy F' € P ato je ve sporu s definici
zobrazeni F. Jedna z obou mnoZzin musi byt prazdna.

5.32 Relace ekvivalence jsou diilezitym typem relaci, kterymi stoji za to zabyvat se
hned od po¢atku. Relace ekvivalence maji podobné vlastnosti jako rovnost a popisuji
vztah mezi prvky né€jake tfidy, které muizeme povazovat (i kdy? jsou riizné) z néjakého
hlediska za rovnocenné — ekvivalentni.

5.33 Definice. Relace ekvivalence. Rikame, 7e relace R je ekvivalence na tridé A,
je-li R reflexivni, symetricka a tranzitivni na 4. Rikame, ze prvky x,ye A jsou
ekvivalentni vzhledem k R, je-li (x, y> e R. Je-li R ekvivalence na svém oboru,
fikame kratce, Zze R je relace ekvivalence.
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5.38 Viastnosti relact a uspordd ani I

5.34 Priklad. Rovnost je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, proto relace Id | A
je ekvivalence na libovolné tfidé A. Snadno se ovéti, e relace 4 x 4 je také ekvi-
valence na 4. Mlzeme fici, Ze 1d| A je nejmensi nebo nejjemngjii a relace 42 je
nejvétsi nebo nejhrubsi ekvivalence na A. Vzhledem k relaci Id| 4 je kazdy prvek
tiidy A ekvivalentni jen sam se sebou, vzhledem k A* jsou libovolné dva prvky
tiidy A4 ekvivalentni.

5.35 Definice. Tfidy ekvivalence. Je-li R relace ekvivalence a v je prvek oboru
relace R, tiida R”{u} sestava ze viech prvka oboru relace, které jsou ekvivalentni
s u. Trida R"{u} se Cast&ji oznatuje jako [u], a tika se ji 17ida ekvivalence uréend
prokem u. Z reflexivity relace R je zfejme, ze u e [u]j.

5.36 Lemma. Necht relace R = A x A je ekvivalence na tFidé A. Tridy ekvivalence
[alg, [b]g libovolnych dvou prokit a,be A jsou bud disjunktni, nebo se rovnaji.
Ditkaz. Stadi, dokazeme-li [a], = [b];, pokud obg tridy ekvivalence maji n&jaky
spoleény prvek. Necht ¢ je spoletnym prvkem [a]g a [b]z, potom <a,c¢d>eR
a {b,cyeR. Ze symetrie R také {c,b)€e R a z tranzitivity dostavame <{a,b) € R.
Je-li xelalg to znamena, je-li (a,x)eR, ze symetrie a tranzitivity dostavame
(b,x)€R, tedy xe[b]g a [a]g < [b]x Stejnym zplsobem se dokaze i obracena
inkluze. Dokazali jsme, Ze tfidy ekvivalence [a],, [b], se rovnaji, pravé kdyz a, b
Jsou ekvivalentni vzhledem k R.

Ttida A je relaci ekvivalence rozdélena na disjunktni podtiidy tvaru [a]g.
S takovym rozdélenim se dobfe pracuje, pokud Zadna tiida ekvivalence neni vlastni
ttidou, specialné, je-li A mnozZina.

5.37 Definice. Rozklad mnoZiny. (i) Rikame, ze mnozina P je rozkladem mnoZiny
A, jesthize UP = A.0¢ P a libovolné dva rtizné prvky u,re P jsou disjunktni.
(ii) Je-li R < A4 x A relace ekvivalence na mnoZiné A4, mnozinu

AJR = {[a]g:aec 4}

nazyvame faktorizaci mnoziny A podle relace R a zobrazeni F: A — A/R. které
kazdému ae A prifadi [a]g, nazgvame kanonickym vnorenim A do AJR.

538 Véta. (i) Je-li R< A x A reluce ekvivalence na mnoziné A, potom faktori-
zace A[R je rozkladem mnoZiny A.

(ii) Je-li P rozkladem mnoZziny A, pak existuje pravé jedna relace R, kterd je ekui-
valenct na mnoZiné A a A/R = P.
Ditkaz. (i) je diisledkem lemmatu 5.36.

(ii) Je-li P rozklad mnoZiny A, definujme relaci R nasledovné:

R = {{a,b):(3peP)lacp&bep) .

Je ztejmé, Ze R je reflexivni a symetricka. Je-li {a,b>eR a <(b,c>€eR, pak
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z disjunktnosti rozkladu P je zarucena existence pe P takového, Zze a,b,cep,
tedy (a,cyeR a R je tranzitivni. Z definice R je zfejmé, ze P = A/R a Ze R je
jedina takova relace ekvivalence.

5.39 Definice. Zjemnéni rozkladu. Rikame, e rozklad P mnoziny A je zjemnénim
rozkladu Q a pideme P < @, jestlize ke kazdému pe P existuje ge Q takové,
7e p S ¢q. Mnozinu viech rozkladd mnoziny A oznadime R(A).

5.40 Lemma. Necht E(4) € P(4 x A) je mnoZina viech relaci ekvivalence na mno-
Ziné A.

(i) Relace < je uspofdddni na mnoZiné R(A).

(i) Jsou-li R, S relace ekviralence na A, potom

" RS S—AR<Als,

to znamend, Ze -obrazeni, které kaZdé relaci ekvivalence R prifadi rozklad A,"R,
je izomorfismus mnozin E(A), R(A) vzhledem k inkluzi a <.
Ditkaz. (i) Pfenechavame jako cvideni. (ii) Uvédomme si, Ze jsou-li R.S relace
ekvivalence, pak R < S implikuje, ze [a]z = [a]s plati prokazdé ac 4 a naopak.

541 Véta. (i) Mnozina E(A) viech relaci ekvivalence na mnoZiné A je upln¥ svaz
pFi uspofdddni inkluzi.

(i) MnoZina R(A) viech rozkladit mnoZiny A je iplny svaz pii uspofddani <.
Ditkaz. (i) Nejprve ukazeme. Ze prinik libovolné mnoziny relaci ekvivalence na 4
je relace ekvivalence na 4. Necht E < E(4) a Q = [)E, ukaZeme naptiklad. ze
Q je reflexivni na mnoziné 4. Pro libovolny prvek aeA a libovolnou relaci
SeE z reflexivity S vyplyva (a.a)eS. Tedy také {a,a)cQ a Q je reflexivni.
Podobnym zpisobem se ukaze, ze Q je relace ekvivalence na A. Je ziejmé. ze Q je
infimem mnoZiny E vzhledem k inkluzi. Je-li D € E(4) libovolnd mnozina relaci
ekvivalence, necht

E={R:ReE(4)&(VSeD)(S = R)}.

Uvédomme si, Zze E je neprazdnd mnoZina. protoze A x A< E. Polozime-li
Q = (\E, pak Q je relace ekvivalence. Ztejmeé Q je nejmensi prvek mnoziny E vzhle-
dem k inkluzi, a tedy Q je supremum mnoziny D. Tvrzeni (ii) je dGsledkem (i) a lemma-
tu 5.40(ii).

5.42 Srovnavani velikosti mnoZin. Inkluze nabizi nejjednodussi zpisob srovnavani
velikosti: Je-li x € ¥, potom x md nejvye tolik prvkl jako mnozina v. Vime. Ze
inkluze je relace uspofadani na univerzalni tfidé V. ale neni to linedrni uspotadani.
Mnoho pard mnozin je neporovnatelnych. Tuto nevyhodu lze do znalné miry
(a s axiomem vybéru upln&) vyloudit. vyuzijeme-li prosta zobrazeni.

Zavedeme dvé velmi dalezité relace pro srovnavani velikosti mnozin a seznami-
me se s jejich vlastnostmi.

76



547 Vlastnostt relaci a uspofddani 1

5.43 Definice. Srovnavani mohutnosti. (i) Rikame, ze mnoZiny x. y maji stejnou
mohutnost a piSeme x = y, jestlize existuje prosté zobrazeni mnoZiny X na
mnozinu y.

(i) Rikame, 7e mnozina x md mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoZiny y
a piSeme x <y, jestlize existuje prosté zobrazeni mnoziny x do mnoziny y. Je-li
x <X y a neexistuje prosté zobrazeni mnoziny x na mnozinu y, piSeme x <y a fi-
kame, ze mnoZzina x md menSi mohutnost nez mnozina y.

5.44 Je ziejmé, Ze je-li x € y, potom x =<y, protozZe identické zobrazeni Idlx
zobrazuje mnozinu x prosté do y. Relace <X je tedy zobecnénim pojmu inkluze.
V §7 ukdzeme, 7e axiom vvberu je ekvivalentni s tvrzenim, Ze relace < je tricho-
tomicka. Na druhé strang, je-li x < y, potom x =<y, ale nemusi platit x < y.

5.45 P¥iklad. Uvazujme mnozinu w viech pfirozenych &isel a mnozinu @ — {0}
viech kladnych pfirozenych &isel. Zobrazeni f definované predpisem f(n) = n + |
pro new je prosté a zobrazuje w na w — {0}. Obé mnoziny tedy maji stejnou
mohutnost, i kdyZ je jedna vlastni podmnozinou druhé.

5.46 Lemma.

(i) XX X,

(i) XX Yoy X,

(ii1) (xxy&y=xz)—x=xz,
(iv) X< x,

(v) (x<y&y<z)-ox=xz.

Dikaz. Identické zobrazeni f = 1d|x zaruCuje ekvivalenci (i) a subvalenci (iv).
(i) Je-li f prosté zobrazeni x na y, potom / ~' je prosté zobrazeni y na x. (iii) Je-li
f prosté zobrazeni x na y a g je prosté zobrazeni y na z, potom gf je prosté zobra-
zeni x na z podle 4.30(i). Podobné se dokaze (v).

5.47 Tvrzeni (ij{iii) lemmatu 5.46 ukazuji, ze relace ~ je reflexivni, symetrické
a tranzitivni. Je to relace ekvivalence na univerzalni tiidé. Podle 5.36 uréuje rozklad
univerzalni tfidy na ttidy ekvivalence takoveé, Ze libovolné dvé mnoziny z téZe tfidy
ekvivalence lze na sebe vzajemné jednozna¢né zobrazit a mezi mnozinami z riz-
nych t¥id takové zobrazeni neexistuje.

Relace X je reflexivni a tranzitivni podle tvrzeni (iv) a (v). Neni v3ak slabg anti-
symetricka: pro kterékoli dvé riizné jednoprvkové mnoziny {a}, {b} plati {a} < {b]
i {b} < {a}, ale {a} # {b}. Narozdil od relace inkluze, kterou zobecuje, relace <
neni usporadani na univerzalni tfidé. Jak uvidime pozdéji, je to linearni usporadani
na tfidé kardinalnich Cisel.
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Z definice ekvivalence je ztejmé, ze pro libovolné dvé mnoziny plati
xxy—-(x<y&y=<x),
ukazeme, Ze plati i obracena implikace.
548 Véta (Cantor, Bernstein).
(x<y&y<x)-x=xy.

Je-li mohutnost mnoziny x mensi nebo rovna mohutnosti mnoZiny y a naopak, potom
X a y maji stejnou mohutnost.
Ditikaz. Necht [ je prosté zobrazeni mnoZiny x do y a g je prosté zobrazeni mnoZziny y
do mnoZiny x. Zobrazeni f a g urCuji podle 4.34 dv& zobrazeni mezi potencemi
P(x) a 2(y), ktera jsou monoténni vzhledem k inkluzi. S jejich pomoci budeme de-
finovat zobrazeni H: #(x)— 2(x) tak, ze polozime

Hu) =x —g[y— f[u]] prokazdé ucx.

Snadno se ovéii, ze H je také monoténni vzhledem k inkluzi, to znamena, Zze pro
libovolné u < v < x plati H(u) = H(v). Pozd&ji ukaZeme, ze kazdé zobrazeni 2(x)
do #(x), které je monoténni vzhledem k inkluzi, ma pevny bod. To znamena, ze
existuje podmnoZina ¢ < x, pro kterou plati H(c) = c.

Predpokladejme na chvili, Ze podmnozina ¢ & x je pevnym bodem zobrazeni H.
Tedy

c=H(c)=X—g[y—f[C]]’

odkud dostavame

x = c=g[y - flc]].

Pfitom ¢ je prosté zobrazeni mnoziny y do x a podle pfedchozi rovnosti je x — ¢
obrazem podmnoziny y — f[c]. Odtud plyne, e g~'|x — ¢ je prosté zobrazeni
mnoziny x — ¢ na mnozinu y — f[c]. Polozime-li

h{a)={f(_a1) pro acec,
g Ya) pro aex-—c,

potom h je hledané prosté zobrazeni mnoZiny x na y.
Dtikaz Cantorovy-Bernsteinovy véty bude Uplny, dokazeme-li nasledujici tvrzeni.

5.49 Lemma. Je-li H zobrazeni 2(x) do P(x), které je monoténni vzhledem k inkluzi,
potom existuje mnoZina ¢ < x takovd, 2e H(c) = c.
Diikaz. Uvazujme mnoZinu

C ={ucxuc Hu)}

a polozme ¢ = |JC. Potom ¢ < x a pro kazdé ueC plati u < ¢. Z monotén-
nosti zobrazeni H dostavame
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5.51 Viastnostr v elact a usporadang |

u < H(u) < Hc) pro kazdé wue(C,

odkud plyne ¢ = {JC < H(c). Znovu vyuZijeme monoténnost zobrazeni H a dosta-
vame H(c) = H(H(c)). To znamen4, ze H(c) je také prvkem mnoziny C a z definice
sumy dostavame H(c) < c¢. Ukazali jsme, ze H(c) = ¢ a ¢ je pevnym bodem zobra-
zeni H.

5.50 Priklad. (a) Ukazeme, Zze mnozina w viech ptirozenych Gisel je ekvivalentni
mnoZiné viech uspofadanych dvojic pfirozenych &isel. Snadno se sestroji prosté
zobrazeni f mnoziny w do @ x w: sta¢i poloZit f(n) = <0,n> pro kazdé neo.
Definujeme-li pro m, ne w zobrazeni g vztahem g(m,n) = 2".3", z jednoznac-
nosti prvociselnych rozkladl vyplyva, ze g je prosté zobrazeni w x @ do w. Podle
véty Cantorovy-Bernsteinovy existuje prosté zobrazeni mnoziny w na w x w.
V tomto ptipadé lze takové zobrazeni jednoduie popsat. Definujeme-li zobrazeni
h(m,n) = 2"(2n + 1) — 1, neni obtizné ukazat, Z¢ h je prosté zobrazeni w x w
na w.

(b) Oznagime-li [w]? mnoZinu viech dvojic piirozenych &isel, to znamena mno-
zinu viech dvouprvkovych podmnozin {m, n} < w, potom s malou zménou zobra-
zeni f z odstavce (a) pomoci véty Cantorovy-Bernsteinovy dokazeme existenci prosté-
ho zobrazeni h mnoziny w na [w]?. Ctenat se mize pokusit sestrojit prosté zobra-
zeni w na [w]*.

Nyni ukazeme nékolik tvrzeni o ekvivalenci mnozZin, ktera budeme pozdgji po-
trebovat.

5.51 Lemma.
(i) XX yXyXxx,
xx(yxz)={xxy) %z,
(if) (x~x &yxyp) = x )= (x % y),
(ii1) xxy— Px) = Py,
(iv) P(x)~*2, kde 2=1{0,{0}}.

Ditkaz. Tvrzeni (i) a (i) dokéze &tenat sam. (i) plyne z lemmatu 4.35. kde je
dokézano, ze 2(x) a 2(y) jsou dokonce izomorfni vzhledem k uspofadani inkluzi
a izomorfismus zachovava operace sjednoceni, priniku a rozdilu. (iv) Oznac¢ime-li
mnozinu {0} symbolem 1, pro kazdou podmnozinu ye2(x) muzeme definovat
charakteristickou funkci i, € *2 pfedpisem

(o) = 1, je-li rey,
W= 0, jeli tex—y.

Snadno se ukaze, Ze zobrazeni, které kazdé mnozing y < x ptifazuje jeji charakte-
ristickou funkci i, je prosté a zobrazuje 2(x) na *2.
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5.52 Lemma.
(i) Oxx<y—-"ux"u,
(ii) u<Xv—uxv,
(iif) Oy Pu) = (),

(iv) jsou-li x, y disjunktni mnoziny, potom
By > Ty x Yy

Dikaz. (i) Je-li u =0, pak na pravé strang implikace jsou jen prazdné mnoziny

a tvrzeni plati. Necht u 0 a aeu. KaZdé funkci f:x— u ptifadime vzajemné

jednoznagné néjakou funkei f:y—u. Necht g je prosté zobrazeni x do y a y, =

= Rng(g), polozime-li

coy TN el teyy,
Jlo) = L
a, jesli rey—y,,
potom zobrazeni F, kde F(f) =/, je prosté a zobrazuje mnozinu *u do *u. Snadno
se nahlédne, e je-li x =0, y + 0 a u = 0, subvalence na pravé strané (i) nemdze
platit.
(ii) Je-li h prosté zobrazeni u do v, kazdé funkci f:y—u ptitadme zobrazeni
[="H
(ili) Pro libovolné zobrazeni fix x y—u a prvek aex definujme zobrazeni
Soiy—u, kde

M) =slaq)  pro rey.
Potom relace r = {{f,{<{a f,>:aex}>:fe* My} je prosté zobrazeni mnoZiny
=My do *(u). Je-li g e *{’u), potom
f={ab > aex& b, cyegla)}

je vzorem g pii zobrazeni r. Tedy r je prosté zobrazeni 'y na *(*u). Podobné se
dokaze i druha &ast tvrzeni (iii).

(iv) Je-li flibovolné zobrazeni mnoziny x do mnoziny u a g je libovolné zobrazeni
v do u, z disjunktnosti mnozin x, y plyne, ze h = U g je zobrazeni mnoziny xu y
do wu. Je-li naopak h zobrazeni z mnoziny xuw y do u, potom h urcuje jednoznagné
dvojici zobrazeni ( f,g), kde f =h|x a g =hly.

5.53 Disledek.
{i) (x=y&u=v)— ux"v.
(ii) OFx<y&u<v)-"ux’v.

Dilkaz tvrzeni (iii) lemmatu 5.52 ukazuje, ze kazdou funkci dvou nebo vice promén-
nych lze vyjadiit funkcemi jedné proménné, pokud pfipustime, aby hodnotami
funkce byla opét zobrazeni.
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§ 6 Koneéné mnoziny, prirozena ¢isla a spocetné mnoziny

Zavedeme pojem konecné mnoZiny a indukci pro koneéné mnoziny dokazeme,
7e tfida vsech konednych mnozin je uzaviena na zakladni mnoZinové operace.
Budeme definovat mnoZinu w viech pfirozenych ¢isel, dokaZeme princip indukce
pro pfirozena Cisla a ukaZeme, Ze uspotadani ptfirozenych Cisel podle velikosti cha-
rakterizuje mnoZinu w az na izomorfismus. Nekone¢né mnoziny se déli na spocetné
a nespocetné. Mnozina w je prototypem spocetnych mnoZzin.

Ukéazeme, e mnoziny Z a Q viech celych a racionélnich Cisel jsou spocetné a ze
i uspotadani mnoziny Q ma své charakteristické vlastnosti. Dokazeme také, Zze mno-
zina R vSech realnych &isel je nespocetna a Ze z toho plyne existence transcendentnich
realnych ¢isel. Zamyslime se také nad charakterem existencnich dikazd v teorii
mnozin. Na zavér ukdZeme, ze $kala mohutnosti nekonelnych mnozin je shora
neomezena.

6.1 Konetné mnoZiny. Rekneme-li ,,kone¢nia mnozina‘, mame na mysli mnozinu
s kone¢nym poétem prvkd. Zatim umime sestrojit mnoziny, které maji dany konecny
polet prvki (jeden, dva, sedm, sto). Chybi nam souhrnny pojem, ktery by se vzta-
hoval na v§echny koneéné mnoziny.

Jedna z cest k pojmu konetné mnoziny vede oklikou pfes ptirozena Cisla. Pro
potieby vykladu radéji uzijeme definici A. Tarského, kterd definuje konecnost
mnoziny ptimo z vlastnosti jeji potence. Pfirozend ¢isla budeme definovat aZ pozdéji.

6.2 Definice. Konetné mnoZiny (Tarski). Rikame, ze mmozina x je koneénd,
a piseme Fin (x), jestlize kazd4 neprazdna podmnozina y € #(x) ma maximalni
prvek vzhledem k inkluzi.

Snadno se ovéfi, ze prazdna mnozina a kazda jednoprvkova mnozina jsou konec-
né, protoze 2(0) = {0} ma jedinou neprazdnou podmnozinu y = {0} a jeji prvek
je maximalni vzhledem k inkluzi. Podobné 2({x}) = {0,{x}} ma tfi neprazdné
podmnoZiny a v kazdé z nich najdeme maximéalni prvek.

Je-li dana libovolna mnoZina x, zobrazeni d, které kazdé podmnoziné u < x
pFitazuje jeji doplnék d(u) = x — u, je prosté, zobrazuje 2(x) na #(x) a je klesajici
vzhledem k usporadani inkluzi. Odtud plyne, Ze mnozina x je konec¢na, pravé kdyz
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kazda neprazdna podmnozina y' < 2(x) ma minimalni prvek vzhledem k inkluzi.
Je-li dana podmnozina y' < 2(x), prejdeme k mnoziné y = df)’], ktera sestava
z dopliak viech mnozin z y'. Je ziejmé, Ze ' je minimalni prvek mnoziny ', pravé
kdy? d(i') je maximalni prvek mnoziny y a naopak.

Bezprostiednim disledkem definice kone¢nych mnozZin je néasledujici tvrzeni.

6.3 Véta. (i) Je-li a konecnd uspofddand mnoZina, potom kazdd neprdzdna podmno-
Zina b < a ma alespon jeden maximdlni prvek a alespor jeden minimdlni proek.

(ii) KaZdé linedrni uspoFiddni na koneéné mnoziné je dobré uspofiddni a libovolnd
dvé linedrni uspoFaddni na téZe koneiné mnoziné jsou izomorfni.
Ditkaz. (i) Necht a je uspofadana relaci < a b je jeji neprazdna podmnozina, Uka-
Zeme, Ze existuje maximalni prvek mnoziny b. Kazdy prvek xea spolu s relaci
uspotadani uréuje dolni podmnozinu

(=x]={yyea&y<x}.

Necht u je mnoZina, ktera sestiva ze viech dolnich mnoZin («——, x] pro xeb.
Potom u je neprazdna podmnozina potence 2(a), a protoZe a je koneéna mnozina,
existuje prvek meb takovy, Ze («—, m] je maximalni prvek mnoziny u vzhledem
k inkluzi. Podle lemmatu 5.17 je m maximalni prvek mnoziny b vzhledem k uspo-
fadani <.

Uvazujeme-li misto dolnich mnozin horni mnoziny

[x.—) = {yiyea&x <y},

stejnym postupem dokéazeme existenci miniméalniho prvku mnoziny b. K dikazu
tvrzeni (ii) staci, uvédomime-li si, ze v linearné uspofadané mnoziné je minimalni
prvek totéZ co nejmensi prvek.

Jsou-li r, s dvé linearni uspofadani na kone¢né mnoziné q, jsou to dobra uspota-
dani. Podle véty 531 je dobfe uspofddania mnoZina {a,r) izomorini s n&jakou
dolni podmnozinou b < a pfi uspotadani s nebo dobfe usporadana mnozina (a,s)
je izomorfni s néjakou dolni podmnoZinou b pfi usporadani r. V obou ptipadech
maji mnoZiny a, b stejnou mohutnost. Staci, dokazeme-li a = b. To plyne z nasle-
dujiciho lemmatu.

6.4 Lemma. Je-li a kone¢nd mnoZina, potom a md vétsi mohutnost nez libovolnd vlastni
podmnoZina b < a.
Diikaz. Kazda podmnoZina b < a ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti
mnoziny a. Sta¢i, dokazeme-li, ze zadna vlastni podmnozina b < a nema stejnou
mohutnost jako mnoZina a. Dokazujeme sporem.

Predpokladejme, Ze existuje vlastni podmnozina b < a takova, ze b =~ a. Necht
y € 2(a) je mnozina, které sestava ze viech takovych podmnozin, y je tedy neprazdna
a mé& minimalni prvek vzhledem k inkluzi, protoZe mnozina a je kone¢na. Necht
cey je minimalni prvek mnoZziny y. Podle definice mnoziny y je ¢ vlastni podmnozi-
nou mnoziny a a ma s ni stejnou mohutnost. Je-li f prosté zobrazeni mnoziny a
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naca d = f[c], potom mnoziny g, ¢, d maji stejnou mohutnost. Ptitom d je viastni
podmnozinou c, protoze f je prosté zobrazeni a d neobsahuje obrazy prvki z ne-
prazdné mnoziny a — c¢. To je ve sporu s ptedpokladem, Ze ¢ je minimalni prvek
mnoziny y. Zadna vlastni podmnozina b < a nemé stejnou mohutnost jako a.

Ukazeme, Ze konecnost se zachovava pii ptechodu k podmnozinam a pti prostych
zobrazenich.

6.5 Lemma.
(i) (Fin(x) & y  x) = Fin (y),
(1) (Fin(x) & x = y)— Fin(y),
(iii) (Fin(x) & y < x)—Fin(y).

Ditkaz. (i) Je-li x koneéna 2 y € x, potom 2(y) = P(x) a kazda neprazdna pod-
mnozina w € #(y) ma maximalni prvek vzhledem k inkluzi. (i) Je-li f prosté
zobrazeni x na y, podle lemmatu 4.35(ii) jsou potence 2(x) a #(y) izomorfni vzhle-
dem k uspotadani inkluzi, tedy y je také kone¢na mnozina. (iii) plyne z (i) a (ii).

6.6 Lemma.
(i) (Fin (x) & Fin (y)) — Fin(x U y),
(i) Fin (x)— (¥y) Fin (x © {y}).

Dikaz. (i) Necht w je neprazdni podmnozina 2(xu y). UkaZeme, Ze existuje
maximalni prvek vew. Polozme
w, = {u:(3rew)(u =tnx)},
potom w, je neprazdna podmnozina 2(x). Necht v, je maximalni prvek w, vzhledem
k inkluzi. Polozme dale
w, = {u(Grew)tnx=v,&tny =u)},
potom w, je neprazdna podmnozina 2(y). Je-li v, ew, maximalni vzhledem
k inkluzi, potom v = v, U v, je hledany maximalni prvek mnoziny w. Tvrzeni (ii)
plyne z (i), protoze kazda jednoprvkova mnozina je konecna.
6.7 Definice. TFida viech koneénych mnoZin
Fin = {x: Fin(x)} .

Podle lemmatu 6.6 je ttida Fin uzaviena na sjednoceni dvou mnozin. Uvédomme
si, ze podle 6.5(i) je také uzavtena na prinik a rozdil. Tvrzeni (ii) lemmatu 6.6 nazna-
¢uje dulezitou vlastnost tkidy Fin, kterou nazveme princip indukce.

6.8 Véta. Princip indukce pro kone¢né mnoziny. Je-/i X tFida, pro kterou plati
(i) O0eX,
(ii) xe X —(¥y)(x v {y}eX),

potom Fin < X.
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Dikaz. Ptedpokladejme, ze X je tfida, ktera spliuje obé podminky véty, ale Fin
neni jeji podtfidou. Je-ii x néjaky prvek tiidy Fin — X, definujme

w={vrcx&veX).

Podle (i) je O w a w je neprazdna podmnozina 2(x). Necht v, je maximalni prvek w
vzhledem k inkluzi. Tedy vy € x, ale v, # x, protoze v,e X. To znamena, 7e
existuje néjaky prvek yex — v, Polozime-li v, = vy U [y}, potom v, ew a v,
neni maximalni vzhledem k inkluzi — spor. Tedy Fin = X a véta je dokézana.

6.9 Lemma. Fin (x)— Fin (#(x)).

Ditkaz. Pouzijeme principu indukce. Ukazeme-li, e ttida X = {x:Fin(#(x)))
spliuje podminky (i) a (i) véty 6.8, potom Fin < X a lemma bude dokazano. Vime,
ze 2(0) = {0}, a to je konetna mnozina, tedy O0e X. Je-li xe X a y je libovolna
mnozina, chceme ukazat, ze x U {)} € X. V ptipadg, 7e ye x, neni co dokazovat,
protoze x U {y} = x. Predpokladejme, Ze y¢x, a rozdélme potenci 2(x L {y})
na dvé casti Z(x) a z = 2(x U {y}) — Z(x). To znamen, 7¢ mnoZina z sestava
ze viech podmnozin v < xu {y}, pro které plati yev. Snadno se ovéii, 7e
P(x) x z, staci, polozime-li f(u) = {y} Uu pro kazdé ue 2(x), potom f je prosté
zobrazeni 2(x) na z. Podie predpokladu je 2(x) koneéna mnezina, takze - je konecna
podle 6.5(ii) a 2{x u {y}) je kone¢na podle 6.6(ii). Ukazali jsme, ze X spliuje obé
podminky principu indukce a lemma je dokazano.

6.1 Disledek. (Fin (x)& Fin (y))— Fin(x x y).

Ditkaz. Polozme z = x U y. Podie 6.6(i) je z konedna mnozina a podle 6.5(1) staci,
ukazeme-li, z¢ z x = je konetna mnozina. Z dikazu 4.11 plyne, 7e z x z = P(P(2))
a z x z je konecna mnoZina podle lemmatu 6.9 a lemmatu 6.5(i).

6.11 Lemma. Je-li a koneénd mnozina a kazdy jeji proek je také konecnd mnoZina,
potom Ua Jje konetnd mnoZina. Jinymi slovy, sjednoceni koneéné mnoha konecnych

mnozin je koneénd mnoZina.
Diikaz. PouZijeme princip indukce. Necht

X = {x:x € Fin&Fin{{Jx)}.
Snadno se nahlédne, 7e 0e X. Je-li xe X ay jelibovolna kone¢na mnozina. potom
Utk v () = y o Us
a na pravé strané rovnosti je sjednoceni dvou konegnych mnozin. Podle 6.6(i) je

xu {y} také prvkem tiidy X a tim je lemma dokéazano.
Ukazeme, ze kazda kone¢na mnozina je srovnatelna se viemi mnozinami.

6.12 Lemma. Fin(x)—(Vy){x <Xy V y<x).
Diikaz. Indukci pro kone¢né mnoziny. Polozme

X ={x:(Vy)(x<yVy<x)}
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a ukazeme, ze tiida X spliuje obé podminky principu indukce. Prazdna mnozina
je podmnozinou kazdé mnoziny, proto 0e X. Necht xe X, u je libovolna mnozi-
na a z=xu {u}. Chceme ukazat, 7¢ ze X. MuaZeme pfedpokladat, ze u neni
prvkem mnoziny x. V opa¢ném piipadé je - = x a neni co dokazovat. Necht y je
libovolna mnozina. Podle predpokladu jo x <t nebo v <x. Je-bh ) < v, pak
existuje proste zobrazeni f mnoziny y do x a / je take prosté zobruzeni y do =. tedy
y =<z Zbyva pfipad x <y (protoze x = y je zahrnuto v y < x). Je-li g prosté
zobrazeni mnoziny x do y. pak existuje n&jaky prvek vey — Rng(g), protoze x
a y nejsou ekvivalentni mnoziny. Polozime-li

h=gu {(u,v)},

pak h je prosté zobrazeni mnoziny z do y, takZe z <('y. Pro libovolnou mnozinu y
jsme ukazali,7e z < y nebo y < z, tedy ze X. Podle véty 6.8 je Fin = X alemma
je dokazano.

6.13 Ptirozena &isla, mnoZina w. Popiieme nyni konstrukci mnoZiny w viech pfi-
rozenych &isel. S touto mnoZinou jsme se jiz setkali v piikladech, zatim aniZ bychom
ji definovali.

Naznak induktivniho vytvafeni ptirozenych &isel najdeme v dikazu lemmatu
5.51. Sestrojili jsme mnoziny 0, 1, 2, které mzeme chéapat jako pfirozena &isla nula,
jedna a dvé. Zakladem konstrukce je jednoduchd myslenka J. von Neumanna, Ze
ptirozené &islo je mnozina viech mensich ptirozenych Cisel. To znamena, ze nule
odpovida prazdna mnozina, jednotce odpovida {0} a dvojce odpovida {0, {0}}.
Povsimnéme si, Ze plati

0=0,
l=0u{01,
2=1u/{l}.

Je ztejmé, Ze stejnym zplhsobem muiZzeme sestrojit mnoziny

3=2uw/{2},
4 =30 {3},

které odpovidaji trojce nebo &tykce, a ze mizeme dojit ke kterémukoli napted da-
nému pfirozenému &islu. Pfitom nula je prazdna mnozina, jednotka je jednoprvkova,
dvojka dvouprvkova a trojka tiiprvkova mnoZina atd.

Zatim jsme ponechali stranou otazku, zda je mozné definovat mnoZinu v3ech
ptirozenych ¢isel. Budeme ji definovat jako nejmensi ,.induktivni* mnoZinu.

6.14 Definice. Induktivni mnoZiny. Rikdme, e w je induktivni mnozina. jestlize
plati

(7) Oew&(Veew)(vu {v)ew).
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Uveédomme si, ze axiom nekoneéna postuluje existenci alespoit jedné induktivni
mnoziny. To znamena, Ze tfida viech induktivnich mnozin je neprazdna a podle
3.13 je prinik této tFidy mnozina. Tim je opravnéna nasledujici definice.

6.15 Definice. PFirozena C&isla. MnoZinu vSech prirozenych cisel oznalime o
a definujeme ji vztahem
(8) o = [){w:w jeinduktivni}.

Prvky mnoziny w nazyvame pirozend ¢isla. Uvédomme si, Ze mnoZina vech pii-
rozenych ¢&isel je podmnozinou kazdé induktivni mnoZziny.

6.16 Lemma. © je nejmensi induktivni mnoZina.

6.17 Oznateni. Na mnoziné w definujeme zobrazeni s tak, ze pro kazdé prirozené
&islo n polozime
s(n) = nu {n}.

Z lemmatu 6.16 vyplyva, Ze s zobrazuje mnozinu w do sebe. Rikame, ze ptirozené
&islo s(n) je ndslednikem ¢isla n.

6.18 Véta. Princip indukce pro prirozena &isla. Je-li X mnoZina pFirozenych Cisel,
pro kterou plati

(i) 0eX,

(ii) xeX —s(x)eX,
potom w = X.
Diikaz. Spliauje-li néjaka mnoZina X obé podminky véty, potom X je induktivni
a w € X plyne z lemmatu 6.16. Tim je véta dokazana.

Chceme-li dokazat, e néjaké tvrzeni ¢(n) plati pro kazdé ptirozené Cislo n,
podle predchozi véty staci, dokaZeme-li, ze tvrzeni plati pro nulu a ze pro kazdé
ptirozené n lze z predpokladu ¢(n) dokazat ¢(s(n)). Tento postup se nazyva diikaz
indukci.

6.19 Lemma. Pro libovolnd dvé pFirozend Cisla m, n plati

(i) new—nc w,
(ii) men—mcn,
(iif) nén.

Dtkaz indukei. (i) Je ztejmé, Ze tvrzeni (i) plati pro nulu, protoze prazdna mnozina
je podmnozinou kazdé mnoziny. Predpokladejme, e tvrzeni (i) plati pro ptirozené
&islo n. To znamena, 2e n < o, odkud plyne s(n) = nu {n} < w. Podle véty 6.18
tvrzeni (i) plati pro kazdé pfirozené Cislo n.

(i) Postupujeme indukci podle n. Necht

X={nnew&(m)men—mc n)}.
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Snadno se nahlédne, Ze 0e X. Necht n je libovolny prvek mnoziny X. Ukazeme, ze
s(n)e X. Necht m je libovolny prvek z s(n). To znamena, 726 men nebo m = n.
V obou piipadech plati m < n (v prvnim pfipadé to plyne z predpokladu ne X).
Uvédomme si, ze n < s(n), a dostavame s(n)e X. Tim je (ii) dokazano.

(iif) Prazdn& mnoZina neméa zadny prvek, proto (iii) plati pro nulu. Pfedpokla-
dejme, Ze n je piirozené Cislo a n¢ n. Kdyby platilo s(n) € s(n), potom bud s(n) e n.
nebo s(n) = n. V obou pfipadech dostavame inkluzi s(n) = n U {n} = n (v prvnim
ptipadé uZijeme (ii)), ze které odvodime nen. To je ve sporu s piedpokladem
n¢n. Proto s(n)¢s(n) a (iii) je dokazano pro viechna ptirozena &isla.

6.20 Véta. (i) Kazdé pFirozené (islo je koneénd mnoZina.

(i) Mnozina x je koneénd, pravé kdy? ma stejnou mohutnost jako néjaké pFirozené
Cislo.

(iti) MnozZina w a kazdd induktivni mnoZina je nekonecna.

Ditkaz. (i) Postupujeme indukci. Prazdna mnoZina je koneéna, a proto tvrzeni (i)
plati pro nulu. Je-li &islo n koneni mnozina, potom jeho naslednik s(n) je také
koneéna mnoZina podle lemmatu 6.6(ii).

(i) Ma-li mnozina x stejnou mohutnost jako né&jaké prirozené &islo, potom x
je konetna mnozina podle (i) a lemmatu 6.5(ii). Indukci pro kone¢né mnoziny do-
kazeme, ze kazdd konecna mnozina ma stejnou mohutnost jako né&jaké prirozené
¢islo. Polozme

X ={x:(Fnew)(x = n)},

potom Oe X. Je-li x = n, kde n je ptirozené Cislo, a y je libovolni mnozina, potom
x v {y} ma stejnou mohutnost jako n nebo s(n) podle toho, zda y je &i neni prvkem
kone¢né mnoziny x. Podle véty 6.8 je kazda kone¢na mnozina prvkem X a tvrzeni
(ii) je dokazano.

(iii) Podle lemmatu 6.19(i) je < #(w), ale 7adny prvek new neni maximalni
vzhled k inkluzi, protoze n < s(n) podle 6.19(iii). Vime, e w je podmnozinou kazdé
induktivni mnoZiny, podle lemmatu 6.5(1) musi byt kazda induktivni mnoZina ne-
kone¢na.

6.21 Tvrzeni 6.20(iii) nahrazuje intuitivni zdivodnéni axiomu nekonetna, které
jsme uvedli v §2. Axiom nekonetna postuluje existenci alespoii jedné induktivni
mnoZiny a ta je nekonecna.

Da se ukazat, Ze nahradime-li axiom nekonecna jeho negaci, pak vznikne teorie,
v niZ lze dokazat tvrzeni ,kazd4 mnoZina je konecna*. Takovou teorii nazyvame
teorie konecnych mnozin.

6.22 Lemma. Pro libovolnd pFirozend ¢isla m, n plati
(i) menemcn,

(ii) menVm=nV m3n.
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Diikaz. (i) Implikace zleva doprava je disledkem 6.19(ii) a faktu m¢m. Obra-
cenou implikaci dokazeme indukci podle n. Je ziejmé, Ze tvrzeni plati pro
n=0 a libovolné m. Piedpoklddejme, Ze (i) plati pro ngaké n a kazdé m.
Necht m < s(n). Nejprve ukaZeme, 26 m =n. Kdyby nem, pak z 6.19(ii)
dostavame n = m a nakonec s(n) S m — to je ve sporu s predpokladem,
7e m je vlastni podmnozinou s(n). Tedy n¢gm a m<=n Jeli mc<n pak
men {a noesn) dostdvame z indukéniho ptedpokladu. Je-li m = n. pak také
me s(n). Ukézali jsme, ze obracena implikace plati i pro s(n), a tvrzeni (i) je dokazano
pro viechna ptirozena ¢&isla.

(ii) Pro kazdé prirozené &islo n necht A(n) oznatuje mnozinu viech prirozenych
Cisel m, pro které plati
] menV m=nV mon.

Stagi, dokazeme-li, 7¢ ka?da mnoZina A{n) je induktivni. Zaéneme s mnozinou A4(0).
Z rovnosti 0 =0 dostavame Oe A4(0). Je-li me 4(0), potom bud 0 = m, nebo
0em. V obou piipadech plati 0 s(m). Takze s(m)e 4(0) a mnozina A(0) je induk-
tivni. To znamen4, Ze kaZdé ptirozené &islo n je prvkem mnoziny A(0). Protoze
&isla m, n vystupuji v (1) symetricky, dostavame hned, e nula je prvkem kazdé mno-
ziny A(n). Necht n je libovolné ptirozené &islo a me 4(n). Ukazeme, e také s{m)e
€ A(n). Podle indukéniho ptedpokladu plati (1). Rozebereme jednotlivé pfipady.
Je-li men, potom podle (i) je s(m) < n, a to (opét podle (i)) znamena, ze s(m)en
nebo s(m) = n. Je-li m = n nebo m3n, potom s(m)3n. Ukazali jsme, ze plati

simjen V s(m) =n Vv s(m)an.

To znamena, e s(m)e A(n). Kazda mnoZina A(n) je induktivni a tvrzeni (i) plati
pro libovolna dvé ptirozena ¢isla.

6.23 Véta. (i) MnoZina viech pFirozenych ¢isel je dobFe uspordddna reluci .

(ii) Je-li A nekoneind mnoZina, linedrné uspoFddand relaci < tak, Ze pro kaZdé

a€ A je dolni mnoZina (<, a] koneénd, potom < je dobré uspofddani mnoZiny A
a mnoZina A je izomorfni s w vzhledem k uspofdddnim < a €.
Ditkaz. (i) Podle lemmatu 6.19(iii) je relace e antireflexivni na w. Z tvrzeni (i)
téhoz lemmatu plyne, Ze € je na w také tranzitivni: Jsou-li [, m, n pfirozena Cisla ta-
kova, ze lem a men, potom m < n, atedy len. Podle 6.22(ii) je relace e tricho-
tomicka na w. Relace € je tedy linedrni uspofadani na mnoZiné viech pfirozenych
Cisel. Ukazeme, Ze je to dobré uspotadani. Necht a je neprazdna mnoZzina pfiroze-
nych &isel. Zvolme libovolné nea. Pokud n neni nejmensi prvek mnoziny a vzhle-
dem k uspotadani €, pak b = a n n je neprazdna koneéna podmnozina mnoziny a.
Podle véty 6.3(ii) existuje nejmensi prvek m mnoziny b. Snadno se ovéi, ze m je také
nejmensi prvek mnoziny a.

(ii) Nejprve ukazeme, ze < je dobré uspotadani. Je-li a neprazdna podmnozina
mnoziny A, zvolme libovolng néjaky prvek nea. Pokud n neni nejmensi prvek
mnoziny a, pak b = a N (<, n] je neprazdna podmnoZzina mnoZiny a. Podle pied-
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pokladu je to kone¢na mnozina a podle véty 6.3(ii) existuje nejmensi prvek m mno-
ziny b. Snadno se ovéfi, Ze m je také nejmensi prvek mnoZiny a.

Vime, Ze obé mnoziny A i w jsou nekoneéné a Ze jsou dobte uspotadané relacemi
< ae Podle véty 531 je bud mnozina 4 izomorfni s ngjakou dolni (vzhledem k uspo-
tadani €) mnozinou B < w, nebo w je izomorfni s néjakou (vzhledem k uspofadani
<) dolni mnoZinou C = A. Rozebereme podrobné prvni pripad. Mnozina B neni
shora omezena 7adnym ptirozenym &islem n, protoZe potom by platilo B < n a A by
byla kone¢nd mnoZina. To znamena, Ze kazdé pfirozené ¢islo n je mensi nez néjaky
prvek mnoziny B a ne B, protoze B je dolni mnozZina. Ukazali jsme, ¢ B = o
Stejnym zplsobem se ve druhém pripadé dokaze, ze C = A. Mnozina A je tedy
izomorfni s mnozinou .

6.24 Pfirozena &isla v teorii mnoZin. V teorii mnozin jsme popsali konstrukcr mno-
Ziny w a ukazali jsme, ze kazdé konkrétni pfirozené &islo, napriklad dvé, tii, sedm-
nact, sto atd., md v mnoziné svuj protéjiek, ktery ma pravé tolik prvkd. Dvojce
odpovida dvouprvkova mnozina, trojce tiiprvkova atd. Mnozina o je dobfe uspo-
tadana relaci € a snadno se nahlédne, Ze v tomto uspofadani za ¢islem n bezprostiedné
nésleduje &islo s(n). Ukazali jsme, 7e pro prvky mnoziny w plati princip indukce,
ktery se povazuje za pravdivé tvrzeni o prirozenych ¢&islech. Pozdéji uvidime, Ze na
mnoziné w lze definovat operace souctu a soucinu a s jejich pomoci lze zavést i dalsi
pojmy aritmetiky pfirozenych Cisel (operaci mocnéni, délitelnost, prvogisla apod.)
a dokazat o nich viechna tvrzeni, kterd zname z elementéarni aritmetiky.

Z téchto divodd mizZzeme povazovat mnozinu @ za vyjadieni pojmu pfirozeného
Cisla prostfedky teorie mnozin. Uvédomme si viak (Richardv paradox!), ze pfi-
rozena Cisla, o kterych se mluvi v metajazyce ve slovnich spojenich jako ., formule ¢
ma méné nez n symbold*’, nejsou objekty teorie mnozin a nemiZeme je povazovat
za prvky mnoziny @. Abychom zdtlraznili tento rozdil, fikame, Ze prvky mnoziny w
jsou prirozend cisla v teorii mnoZin.

Zamysleme se jesté nad skuteCnosti, Ze v teorii mnozin muizZeme mnoZinu viech
piirozenych ¢isel definovat jednim krokem, a nad Glohou. jakou v tom hraje axiom
nekonecna. Ten postuluje existenci alespon jedné induktivni mnoziny a tim dovoluje
definovat mnozinu w ,.shora' jako prinik vsech induktivnich mnozin. Srovnejme
to s vytvatenim pfirozenych &isel ,,zdola** krok za krokem od nuly postupnym pfi-
¢itanim jednotky a uvédomime si rozdil mezi aktudlni a potencialni formou ne-
kone¢na. Nekonecné mnoziny jsou aktualni formou nekoneéna v teorii mnozin.

6.25 Spoletné mnoZiny. Prirozena Cisla jsou métitkem velikosti kone¢nych mnozin
— ke kazdé konecné mnoziné existuje pfirozené Cislo stejné mohutnosti. Mnozina
vSech ptirozenych Cisel je nekoneénd. Pouzijeme ji ke srovnavani velikosti nekonec-
nych mnoZin.

6.26 Definice. Spocetné a nespocetné mnoziny. (i) Rikame, ze mnozina x je spocet-
nd, ma-li stejnou mohutnost jako mnozina viech pfirozenych ¢isel.
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(ii) Rikame, Ze mnozina x je nejvySe spocetnd, je-li x koneCna nebo spoCetna mno-
7ina. V opaéném ptipadé fikame, Ze x je nespoCetnd mnoZina.

Uvédomme si, ze spocetné a nespocetné mnoziny jsou nckoneéné a Ze kazda
mnozina, kterd ma spoetnou nebo nespocetnou podmnoZinu, je nekone¢ni podle

6.5(i).

6.27 Véta. (i) Kazdd shora omezend podmnoZina A < w je konecnd a kaZdd shora
neomezend podmnoZina mnoziny w je spocetnd.

(i) KaZdd podmnoZina spoCetné mnoziny je nejuy3 spoCetnd.
Ditkaz. (i) Je-li 4 shora omezena prirozenym &islem n, potom A < s(n) a A je
konecna podle 6.20(i). Nechf A je neomezena mnozina pfirozenych &isel. MnoZina 4
nemiiZze byt kone¢na, protoze potom by podle véty 6.3 méla nejvétsi prvek. A je tedy
nekonedna, je dobfe uspofadana a pod kazdym ae A je jenom kone¢n& mnoho pied-
chaidcti. Podle véty 6.23 je mnoZina A spocetna.

(ii) Necht A4 je spo¢etna mnozina a f je prosté zobrazeni mnoziny 4 na w. Podle
(i) je podmnozina B = A kone¢na nebo spocetna podle toho, zda f[B] je shora
omezena nebo neomezena podmnoZina mnoziny .

6.28 Pfiklady. Uvazujme mnoZinu w X o a definujme na ni relaci < nasledujicim
zplsobem:
{my,ny> < (my,nyy e (myemy V (my = my & nyeny)).

Snadno se ovéti, e < je ostré linearni uspotfadani na mnoziné w x w. Nazyvame
ho lexikografické uspoFaddni, protoze je obdobou zpisobu, jakym se uspotradavaji
slova ve slovniku: Nejprve porovnavame prvni slozky uspofadanych dvojic a v pfi-
padé rovnosti porovnavame druhé slozky.

a) Relace < je linearni usporadani na podmnoZiné w x 2 € w? a pocatecni
sek tohoto uspofadani vypada takto:

0,00 < <0, 1) < {1,0> < {1,1) < (2,00 < (2,1 ...
Pro libovolné dvojice <k, Iy a (mn) z w x 2 plati
k1> < myond— kD esim) x 2.

To znamena, e kaZdy prvek mnoziny w x 2 ma jenom konecny pocet predchidci
v lexikografickém uspofadani. Mnozina @ x 2 je podle véty 6.23(ii) izomorfni s w,
tedy @ x 2 je spoetna mnozina. Stejnym zplsobem se dokaze, ze pro kazdé pti-
rozené &islo n je w x n také spoCetna mnoZina.

Na druhé strané lexikografické uspofadani mnoziny w X @ neni izomorfni s «,
protoze prvek {1,0) (a kazdy vétsi) ma nekoneéné mnoho ptedchidcd. Ukazeme,
7e malou Gpravou lexikografického uspofadani dosihneme toho, Ze w x w a w
budou izomorfni.

(b) Maximo-lexikografické uspoFdddni. Necht max (m, n) oznacuje vétsi z pfiro-
zenych &isel m,n. Na @ x w definujme relaci <:
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iy, n ) <€ (my, ny) < (max (m, n,) € max (my, ny) V (max (m, n,) =
= max (my, ny) & {my,n,> < {my, ny))).

Je ztejmé, ze <0,0) je nejmensi prvek w x w pfi maximo-lexikografickém uspota-
dani < a Ze pocateéni usek uspotadani vypada

0,0 <0, 1) < <1,0) < (1,1) «0,2) < <(1,2) <
<{2,0) €« (2,1) «<2,2) <(0,3) < ...

Ponechame ¢tenati, aby rozborem jednotlivych ptipadd ovéfil, ze < je linearni
usporadant na @ x . Z definice uspofadani je zfejmé, ze pro libovolné dvojice
(k, Iy a {m, n) plati

D> < lmnd—<k,her xt,

kde t = s(max (m, n)). Kazdy prvek {m,n) mé jenom kone¢né mnoho ptedchidci
vzhledem k uspofadani <. Podle v&ty 6.23(ii) je w x w izomorfni s w vzhledem
k usporadanim < a €. Podali jsme novy diikaz, Ze @ x w je spofetna mnozZina.

(c) Necht [w]<* oznatuje mnoZinu viech konednych mnozin pfirozenych Eisel.
Jsou-li x, y dvé riizné konetné mnoziny z [w]**, potom jejich symetricky rozdil

xAy=(x-yuly—x)

je neprazdni kone¢na mnozina. Podle véty 6.3 existuje jeji nejvétsi prvek vzhledem
k uspofadani €. Oznaéme ho max (x A y) a uvédomme si, Ze patii bud do x, nebo do y.

ale neni prvkem obou mnoZin soucasné.
Pro kone¢né mnoziny x, y ptirozenych &isel definujeme relaci < ptredpisem
(2) x<9ye(x+y&max(xAyey).
Z definice je zfejmé, 7e < je antireflexivni relace a Ze pro libovolné dvé konectné
mnoziny x, y plati x<yVx=yVyax,

to znamena, Ze < je trichotomicka na [a)]“" DokaZeme, ze <a je tranzitivni relace.
Necht x, y, z jsou kone€né mnoZiny prirozenych ¢isel takové, ze x<ty a y<a -
Oznaéme m; = max(xAy) a m, = max (y A z). Z ptedpokladu x <1y vyplyva,
7e m €y — x a Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n plati

(3) men—(nex—ney),

protoze m, je nejvétsi prvek symetrického rozdilu mnozin x, y.

Podobné z ptedpokladu y<a z vyplyva, ze myez — y azZe
(4) myen—(neye—nez)

plati pro kazdé ptirozené Cislo n. Pfitom m,, m, jsou razna Cisla, protoze m, je a m,
neni prvkem mnoziny y. ProtoZe € je dobré uspofadani na mnoziné w, plati bud
m, € my, nebo m, € m;. Rozebereme oba piipady.
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Je-li m, em,, vime, Ze m,ez a Ze je to nejvétsi prvek symetrického rozdilu
- Ay. Podle (3) je m, také nejvétsi prvek mnoziny z A x, tedy x << z.

Je-li myem,, vime, Ze m; ey a Ze m; je nejvetsi prvek symetrického rozdilu
xAy. Podle (4) je m, €z aje to nejvétsi prvek x Az, tedy opét x <1 z.

Ukazali jsme, Ze < je lineArn: uspofidani na mnozingé [w]<®. Je ziejmé, ze
prazdni mnozina je nejmensi prvek pti uspofadani <. Je-li y neprazdna konecna
mnozina prirozenych Cisel a n je jeji nejvétsi prvek, z definice (2) vyplyva, ze pro libo-
volnou koneénou mnozinu x ptirozenych Cisel plati

x<1y—xeP(sn).

Podle 6.9 je na pravé strané implikace kone¢na mnozina. Kazda koneéna mnozina y
piirozenych ¢isel ma jenom kone¢né mnoho pfedchtudcl v uspotadani <. Podle
véty 6.23(ii) je <= dobré uspotadani mnoZiny [w]<® a je izomorfni s uspotadinim
mnoziny o. MnoZina [w] < je tedy spogetna.

6.29 Véta. Jsou-li A, B spoletné mnoziny, potom AU B i 4 x B jsou spocetné
mnoziny.

Diitkaz. Necht f je prosté zobrazeni mnozZiny 4 na w, ¢ je prosté zobrazeni B na .

Polozime-li ) - {(f(x), 0y, jeli xed.
T lg(x) 1>, jelli xeB - A,
pak h je prosté zobrazeni mnoziny 4 U B do spoletné mnoziny w x 2. AU B
je tedy spocetna podle 6.27(ii).
Polozime-li pro libovolné ac 4 a beB

k(<a, b)) = (fla), g(b)>,

potom k je prosté zobrazeni mnoziny 4 x B na spofetnou mnoZinu @ X .
Indukci se dokaze

6.30 Disledek. Je-li I neprdzdnd konetnd mnoZina a je-li kaZdd mnoZina A, pro
iel spocetnd, potom
Uai X4
el 1€l
jsou spoCetné mnoZiny.
6.31 Véta. Je-li A spocetnd mnoZina, potom
(i) mnoZina [A]“’ vech konecnych podmnoZin mnoZiny A je spocetnd.
(ii) mnozina ““A viech konecnych posloupnosti preki mnoZiny A je spocetnd.
Diikaz. (i) Necht f je prosté zobrazeni mnoZiny 4 na w. Polozime-li
S7la) = fld]
pro kazdou konetnou podmnoZinu a < A, podobné jako v 4.35(ii) se dokaze, Ze
f je prosté zobrazeni mnoZiny [ 4]<“ na mnoZinu [w]<¢, ktera je spocetna podle
prikladu 6.28(c).
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(ii) Kone¢né posloupnosti prvkdi mnoziny A jsou zobrazeni néjakého piiroze-
ného &isla do A. Tedy <oy U nq

new

Je ztejmé, Ze slozime-li kterékoli zobrazeni g€ ““A4 se zobrazenim f z (i), dostane-
me konecnou posloupnost ptirozenych ¢isel. Popsané pfifazeni je prosté a zobrazi
mnozinu ““4 na mnozinu viech kone¢nych posloupnosti ptirozenych ¢isel. Proto
stadi, ukaZzeme-li, Ze ““w je spoetna mnoZina.

Uvédomme si, ze kaZda koneéna posloupnost ptirozenych ¢isel je vlastné ko-
neénd mnozina uspotadanych dvojic prirozenych &isel. Dostavame inkluzi

<ww c [(1) x w]<m

a na pravé strané je spoetna mnozina podle (i) a pfikladu 6.28(b). Pfitom mnozina
viech konetnych posloupnosti pfirozenych ¢isel neni konedna. Je tedy spocetna
podle véty 6.27.

Nasledujici véta ukazuje, ze pfijmeme-li existenci jedné nekone&né mnoziny jako
axiom, potom je §kala nekoneénych mnoZin shora neomezena.

6.32 Véta (Cantor). x < 2(x)
Ditkaz. Ukazeme, Ze kazda mnozina ma men3i mohutnost, ne? jeji potenéni mnozina.
Je ztejmé, Ze zobrazeni, které kazdému prvku te x ptitadi jednoprvkovou mno-
zinu {t}, je prost¢ a zobrazuje x do 2(x). Proto x < #(x). Ukazeme, Ze neplati
x = P(x). Predpokladejme na chvili, ze f je prosté zobrazeni mnoziny x na 2(x)
a definujme mnoZinu y < x vztahem

y = {{ttex&[éf(z)}.

Ukazeme, ze mnoZina y nema vzor pri zobrazeni f. Kdyby platilo f(v) = y pro
néjaké vex, potom bud vey, nebo v¢y. Oba piipady viak jsou ve sporu s de-
finici mnozZiny y. Snadno se ovéfi,zez ve y vyplyva vé y = f(v). Podobnéz r¢ v =
= f(v) zasc plyne vey. To znamena, e f nezobrazuje x na #(x), a véta je do-
kazéana.

6.33 Podrobngjsi rozbor ukazuje, ze predchozi dikaz pouziva diagonalni metodu.
Je zaloZen na této myslence: Prosté zobrazeni f mnoZiny x na #(x) pfedstavuje
mnozinu #(x) jako soubor mnoZin indexovany prvky mnoziny x. Podmnozinu
¥ € x, kektere chybi index, lze sestrojit diagonalizaci zobrazeni f jako v dlikaze 6.32.

6.34 Disledek. P(w) je nespocetnd mnozina.

6.35 Nekoneiné mnoZiny, rozklady, Dirichletdy princip. Zatim umime rozdélit
mnoziny podle velikosti do tfi typt na konecné, spoCetné a nespocetné. Piedchozi
véty ukazuji, Ze jde o tfi — zatim velmi hrubé — stupné velikosti mnozin. Typ ne-
koneéné mnozZiny se nezméni, priteme-li k ni nebo ode¢teme-li od ni koneénou
mnozinu. Z vét 6.27 a 6.29 vyplyva, Ze pritenim nebo odectenim spoletné mnoziny
ziskame z nespocetné mnoziny -0pét nespodetnou mnozinu.

93



I 6.35

Nekoneénou mnozinu nelze rozlozit na konetné mnoho koneénych mnoZin
podle lemmatu 6.11. Jinymi slovy, je-li nekone¢nd mnozina sjednocenim konecné
mnoha mnozin, potom jedna z nich musi byt nekone¢na. Tento nazorny vysledek je
znam jako Dirichletv princip pro nekone¢né mnoziny a je hojné pouzivan v da-
kazech v mnoha oborech matematiky.

Z disledku 6.30 dostavame o néco silngjsi vysledek pro nespofetné mnoziny.
Je-li nespocetni mnozina sjednocenim kone¢né mnoha mnozin, pak jedna z nich je
nespocetna.

Kazda nckonecna mnozing ma podle lemmatu 6.12 konecné podmnoziny s libo-
voln& velkym poctem prvka. Vime také, ze mnozZina, ktera obsahuje spocetnou pod-
mnozZinuy, je nekonefna. Obracené tvrzeni, Ze kazda nekone¢na mnozina obsahuje
spoCetnou podmnozinu, 1ze dokazat az s pomoci axiomu vybéru. Timto axiomem se
budeme zabyvat v pristim oddilu. Zatim si podrobnégji viimneme mnoZin celych,
racionalnich a realnych ¢isel.

6.36 Véta. MnoZinu Z viech celych &isel a mnoZina Q viech raciondlnich Eisel jsou
spocetné.
Diikuz. Zaporna cisla zobrazime vzajemné jednoznacné do mnoziny piirozenych
&isel, kdyz kazdému &islu pfifadime jeho absolutni hodnotu. To znamena, zZe Z je
sjednocenim dvou spofetnych mnozin a je to spofetna mnoZina podle 6.29.
Pfipomenme, Ze kazdému racionalnimu &islu ize jednozna¢ng pfifadit uspota-
danou dvojici nesoudélnych celych €isel. To znamena, ze mnozina Q ma stejnou
mohutnost jako néjaka podmnozina soudinu Z x Z. Mnozina viech racionalnich
¢isel je tedy spocetna podle 6.29 a 6.27.

6.37 Piiklad. Usporddani mnoZiny Q viech raciondlnich ¢isel podle velikosti. Necht
< je (ostré) linearni uspotadani mnoziny Q@ podle velikosti. Jsou-li p, r dv& racional-
ni ¢isla takova, e p < r, potom jejich aritmeticky primér g = (p + r)/2 je také
racionalni ¢islo a plati p < g < r. Mezi dvéma riznymi racionalnimi &isly tedy leZi
ngjaké dalsi racionalni ¢islo. Linearni usporadani, které ma tuto vlastnost, se nazyvé
husté uspofadani.

6.38 Definice. Husté uspofadani. Necht < je linearni uspofddani na mnoziné 4.
Existuje-li pro libovolné dva prvky a, be A takové, ze a < b, néjaké ce A, pro
které plati a < ¢ < b, fikdme, ze < je husté uspordddni na mnoziné A nebo ze mno-
zina A je husté uspofadand relaci <.

Snadno se ovéii, ze mezi dvéma riiznymi prvky husté uspofddané mnoziny lezi
nekone¢né mnoho prvkd. Husté uspotadana mnoZina, ktera ma alespon dva prvky,
tedy musi byt nekoneéna. Kdyby mezi prvky a < b linearné usporaddané mnoziny A
lezelo jen koneéné mnoho prvki mnoziny A, podle 6.3(ii) existuje nejmensi z nich.
Oznacme jej m. Potom a < m a mezi prvky g, m jiz nelezi Zadny prvek mnoZiny A.
To znamena, Ze A neni husté uspofadana mnozina.
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Pro mnozinu racionalnich &isel Q odtud plyne, 7e mezi kazdymi dvéma racional-
nimi ¢isly leZi spoCetné mnoho racionalnich ¢isel. Pfitom spogetna podmnozina Z
viech celych ¢isel neni sama husté uspotadana. Husté uspotadani tedy neni dédiéné
vzhledem k podmnozinam.

6.39 Charakteristické vlastnosti uspofadani mnoZiny Q. Nasledujici klasicka véta
ukazuje, ze podobné jako mnozina o je i mnozina Q urena svym uspofadanim
az na izomorfismus. Navic lze kazdou nejvy3e spocetnou linedrné uspofadanou
mnozinu izomorfné vnotit do Q. Rikame také, e Q je univerzalni mnozinou pro
tiidu v3ech nejvyse spocetnych linedrné uspotadanych mnozin.

6.40 V&ta (Cantor). (i) Ke kaidé nejuyse spocetné linedrné usporddané mnoZiné
existuje prosté izomorfni vnofeni do mnoZiny Q uspofddané podle velikosti.

(i) Ka2dd spoetnd husté uspofddand mnofina, kterd nemd nejvétii ani nejmensi
pruek, je izomorfni s mnoZinou Q.
Ditkaz. (i) Necht A je nejvyse spoletna mnoZina linearnd uspotadana relaci <.
Mnozina A je bud konec¢na, potom ji lze vzajemné jednoznaéné zobrazit na néjake

ptirozené Cislo, nebo A je nekoneéna a lze ji vzajemné jednoznalné zobrazit na w.
‘Necht

(3) {a,inex)
je prosta posloupnost sestavajici ze viech prvkd mnoziny A4, kde « je néjake pti-
rozené Cislo nebo w. Necht

(6) (g, newd

je prosta posloupnost viech racionalnich gisel.

Prosté zobrazeni f: A — Q, které bude izomorfnim vnorenim, sestrojime rekurzi
podle n e« Tato konstrukce je specidlnim piipadem konstrukce transfinitni rekurzi
podle véty I1.2.3. Nejprve poloZime Aap)=go Nyni uvazujeme prvek a;. Je-li
ay<ap, polozime fa;)=gq,, kde k je nejmensi prirozené Cislo takové, Ze
gk < go =fag). Je-li ay<ay, polozime fla;) = g, kde k je nejmensi prirozené &islo
takové, Ze flag) = qo < g;. Dostavame tedy a,< a, — f(a,)<f(a,). Predpokladejme,
Ze pro néjaké nenulové nex jiz mame sestrojeny viechny hodnoty fa,) pro i <n tak,
aby platilo

(7) a,<a;+ fla) < fla)  prolibovolné i <n.

Uvazujme prvek a, a mnozinu A, = {a;:i < n}. Prvek a, rozdéluje mnozinu A,
na dveé casti _
AT =l{aii<n&a <a,l,

AT {ari<n&a,<a}.
Mohou nastat tii pfipady: obé mnoziny jsou neprazdné nebo jedna z mnozin A, 4,
je prazdna. Jsou-li obé mnoziny neprazdné, jsou koneéné a maji nejvetsi a nejmensi
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prvek. Nechta jenejvétsiprvek 4, aa” je nejmensiprvek A, . Potom ¢~ < a, < a”
apodle (7)je fla™) < fla®). Polozime f(a,) = g,, kde k je nejmensi prirozené &islo
takové, ze f(a”) < q, < f(a*), potom f(a,) * fla;) pro kazdé i <n a (7) plati
pro viechna i,j < n Je-li A7 =0. je A, +0 a polozime f(a,) = q,, kde k je
nejmensi prirozené dislo takoveé, ze g, < f(a*).

Podobng, je-li A, =0, polozime f(a,) = g,, kde k je nejmensi ptirozené &islo
takové, ze f(a”) < g,. Ve viech ptipadech takové k existuje, protoze Q je husté
usporadana a nema nejvetsi ani nejmensi prvek. Je ziejmé, ze potom (7) plati pro
viechna i,j < n. Nakonec sestrojime prosté zobrazeni f mnoziny 4 do Q, které je
podle (7) izomorfnim vnofenim.

(ii) Necht <4, <) spliuje ptedpoklady tvrzeni a necht (5), kde « = w, je prosta
posloupnost viech prvk( mnoziny 4. Izomorfismus f: A — Q konstruujeme rekurzi.
Ptitom musime splnit dva pozadavky: aby f bylo prosté vnoteni 4 do Q a aby kazdé
racionalni Cislo mélo sviij vzor v mnoziné A. Tomu odpovidaji dva odlisné kroky,
které se v konstrukci budou pravidelné stfidat. Nejprve polozime f(a,) = ¢,.
V kroku n > 0 vychazime z jiZ sestrojeného useku zobrazeni £, ktery ma n-prvkovy
defini¢ni obor A, = A a n-prvkovy obor hodnot Q, = f[4,] < @, takového, ze

(8) a<befla) < f(b)

plati pro libovolné a,be 4,. K mnozinam A4,, Q, pfidame po jednom prvku tak,
aby (8) platilo pro viechna a,be A, ,. Pitom rozlisujeme dva ptipady.

(a) Je-li n liché (krok tam), necht j je nejmensi prirozené Gislo takové. 7e a, ¢ A,
Podobné jako v dlikazu (i) prvek a, rozdéli mnoZinu A, na dvé disjunktni &asti
4,4, . kde 4, sestava ze viech prvki mnoziny A, které jsou mensi, a A ze viech
prvku, které jsou vetsi nez a, Steynym spusobem jako v (i) nagdeme racionalni
Cislo g, k mnozinam A, a 4] a polozime

j.(af)-:qk’ A"‘*'l =Anu{a1}’ Qn+1 =4[[An+]]'

Je ziejmé, Ze (8) plati pro viechna a,be 4, .

(b) Je-li n sudé (krok zpét), necht j je nejmensi piirozené &islo takové, Ze q,¢0,.
Také prvek g, rozdéli mnozinu Q, na dvé disjunktni Casti Q; a Q. sestavajici
z prvka. které jsou mensi nez g, a vét3i nez g,. Dale postupujeme stejné jako v pfipadé
(a), jenom misto zobrazeni f uvazujeme jeho inverzi /™! Protoze mnozina A je
hust¢ uspofadana a nema nejmensi ani nejvétsi prvek, najdeme q, ¢ A, takové, 7e
kdyz polozime

f(ak)ij’ An+l ZAnU{ak}’ Qn?l :/‘[An-#l]'

potom (8) plati pro viechna a,be A,,, Nakonec sestrojime celé zobrazeni 5
které je izomorfismem mnozin 4 a Q. Z konstrukce je ziejmé, 7e f je prosté vnoteni
A do Q. Zbyva ovéfit, ze f[A] = Q. V opacném piipadé by n&jaké racionalni &islo
q, nemélo vzor v mnoziné 4. To v3ak neni mozné, protoZe popsanou konstrukei se-
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6.42 Konedne mnoziy a pivozana ¢isla I

strojime vzor &isla g, nejpozdéji v kroku 2k. Tim je tvrzeni {ii) dokazano. Pouzity
postup jc klasickym pfikladem metody ,jdi a vrat se“, kterd se Casto pouziva
k sestrojeni izomorfismi nebo vnofeni mezi matematickymi strukturami.

6.41 Typ n. Ukazali jsme, ze kazda spoCetnd husté uspofddana mnoZina, kterd
nema nejmensi ani nejvétsi prvek, je izomorfni s mnozinou @ viech racionalnich
¢isel uspotadanych podle velikosti. Odtud plyne, ze libovolné dvé takové mnoziny
jsou izomor[ni. O takovych mnozZinach tikame, ze jsou uspofadany podle typu 7,
nebo kratce, ze maji typ n. Uvédomme si, ze kazdy neprazdny otevieny interval
v mnoziné typu # je také typu . Je tedy izomortni s celou mnozinou. Této vliastnosti
mnozin typu # se ¢asto pouziva.

Nyni si blize v§imneme mnoziny redlnych ¢isel, kterou lze sestrojit zipln&nim
husteho uspotadani racionalnich &isel metodou Dedekindovych feztl, kterou jsme
popsali v§ 5. Konstrukce mnoZiny realnych ¢isel a aritmetickych operaci je podrobné
rozebrana napriklad v knize Blazek a kol. (1983).

6.42 Véta. Nech! R je mnozina viech redlnych ¢isel al je uzavFeny interval sestdvajici
ze vSech redlnych Cisel x, 0 < x < 1. Potom

Plo)~ 1 =R,

to znamend, Ze | a R jsou nespocetné mnoZiny.

Ditkaz. Podle lemmatu 5.51(iv) je 2(w) ekvivalentni s mnozinou “2 viech nekoned-
nych posloupnosti nul a jedni¢ek. Ptitom kazdé nenulové &islo a z intervalu 0 lze
ve dvojkové soustavé zapsat jedinym zplsobem ve tvaru

a=0a4a,ay...0,0,,1...,

kde
(9) Aoy Ay Qs ey By Ay |y

Jje posloupnost nul a jednicek, v niZ se nekonednékrat opakuje &islice jedna. Ptiradi-
me-li nule posloupnost ze samych nul, dostavame prosté zobrazeni intervalu § do “2.

Prejdeme-li ke trojkové soustavé, miZeme sestrojit prosté zobrazeni mnoziny ©2
do I. Kazdé posloupnosti (9) z nul a jedniCek ptitadime realné ¢islo

1

(10) a = Z 2[1” 3(n+l)'

n=0

Z obecnych vlastnosti p-adickych rozvoja realnych Cisel vyplyva, ze dvé riazné
posloupnosti nul a jedni¢ek uréuji dvé rizna realna &isla (10) z intervalu 1. Z Can-
torovy-Bernsteinovy véty 5.48 dostavame ekvivalenci 2(w) = [.

Neni tézké sestrojit prostou funkci, ktera zobrazi realnou ptimku do intervalu {.
Protoze také 1 < R, dostavame

RIXR

97



a ekvivalence
R ~ 2(w)
plyne opét z Cantorovy a Bernsteinovy véty.

6.43 Problém hypotézy kontinua. Podle topologické definice je kontinuum souvisly
metricky kompaktni prostor, ktery ma vice nez jeden bod. V uzsim smyslu se kon-
tinuem rozumi takovy podprostor euklidovského prostoru. Interval 1 je tedy velmi
dalezity priklad kontinua. Da se ukézat, 7e libovolna dvé kontinua (v uz3im smyslu)
maji stejnou mohutnost. Predchozi véta ukazuje, Ze interval [, realna ptimka a po-
tence ?(w) maji stejnou mohutnost — mohutnost kontinua.

V roce 1878 vyslovil Cantor domnénku, ¥e ka?d4 nekonecna mnozina realnych
Cisel je bud spocetna, nebo ma mohutnost kontinua. To Znamena, Ze neexistuje ne-
spocetnd mnoZzina realnych ¢isel, kterou nelze zobrazit na R.

Cantorova domnénka byla pozd&ji nazvana hypotézou kontinua. Podle ptedchozi
véty je hypotéza kontinua ekvivalentni s nasledujicim tvrzenim:

Neexistuje mnoZina x, pro kterou w < x < 2(w).

Cantor a po ném mnoho jinych se po l¢ta marné snazili hypotézu kontinua dokazat.
O historii tohoto problému jsme se podrobngji zminili v Gvodni kapitole. Pii-
pomefime jenom, ze podle Godelova znamého vysledku je mozné k axiomim
teorie mnozin bezesporné pridat hypotézu kontinua. Cohen ukazal, e totéz plati
i pro negaci hypotézy kontinua. To znamena, e problém hypotézy kontinua nelze
rozhodnout na zakladé axiomd teorie mnozin.

6.44 Cantorovo diskotinuum. V diikazu véty 6.42 jsme kazdé posloupnosti nul a jed-
nicek z “2 ptiradili redlné Cislo a tvaru (10). Necht D je mnozina viech takovych
Cisel. Sestava ze viech redlnych Cisel ael, ktera lze ve trojkové soustavé zapsat
jen pomoci Cislic 0 a 2.

Mnozinu D miZeme popsat jako prinik mnoZin J,. new. které vzniknou na-
sledujicim zplisobem. Mnozina J, vznikne z intervalu [ tim, e vyjmeme otevieny
interval (}, 3) sestavajici ze viech realnych Cisel x, § < x < 2. Mnozina J, vznikne
z J; odeltenim otevienych intervald (3, 3) a (3, 3) atd. Kazda mnozina J, sestava z 27
neprekryvajicich se uzavtenych intervald. Mnozina J, | vznikne z J, tim, ze kazdy
interval rozdé€lime na tfi stejné dlouhé intervaly a odedteme prostiedni interval bez
krajnich bodu. Potom

D=J,.
new
Mezi libovolné dva body mnoziny D lze vlozit alespon jeden otevieny interval,
ktery je disjunktni s mnozinou D. Da se ukazat, ze pii vhodné topologii na mnoziné
“2 je prosté zobrazeni této mnoziny na D popsané ve vété 6.42 spojité a e D Jje
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6.46 Konelne mnozZiny a pirrozend (isla [

kompaktni totdlng nesouvisly prostor. Proto se mnoziné D fika Cantorovo diskon-
tinuum. Tato mnozina ma fadu 7ajimavych topologickych vlastnosti a setkame se
s ni pozdéji v dalsich souvislostech.

6.45 Algebraicka a transcendentni €isla. Realna Cisla, kterd jsou kofenem néjaké
rovnice

(11) axX"+ax""'+ ... +a_x+aq,=0, a,+0

s celoCiselnymi koeficienty, se nazyvaji redind algebraickd ¢isla. Realna &isla, ktera
nejsou kotenem zadné takové rovnice, se nazyvaji transcendentni. Tyto pojmy souvisi
s otazkou, zda je moZné ziskat viechna realna ¢&isla z racionalnich &isel, kdyz po-
uzijeme odmocniny jako dalii operace. O problému existence transcendentnich &isel
jsme se zminili jiz v ivodni kapitole. Nyni uk4Zeme, ze mnoZina viech algebraickych
Cisel je spocetna.

Vime, ze mnozina vsech celych isel je spodetna a ze kazda rovnice (11) je uréena
konecnou posloupnosti celych Cisel

(12) A, Ay Ay, ey Gy 1y, A, -

Podle véty 6.31 lze viechny posloupnosti (12) vzajemng jednoznaéné zobrazit do
mnoziny w. Podle zndmé véty z algebry mé kaZda rovnice (11) nejvyse n riiznych real-
nych kofend a ty jsou na realné piimce usporadany podle velikosti. Kazdy realny
kofen x rovnice (11) je jednoznaéné urcen uspofadanou dvojici ptirozenych Cisel
Ck, Iy, kde k je Cislo pifazené posloupnosti (12) a prirozené islo | udava, ze x je
I-ty redlny koten této rovnice podle velikosti. Je zfejmé, Ze jednomu algebraickému
¢islu x muze odpovidat vice raznych uspotradanych dvojic <k, I), protoZe x muze
byt kofenem riiznych rovnic. Pfifadime-li algebraickému &islu x ze viech dvojic
Ck, 1), které mu odpovidaji, tu nejmensi vzhledem k maximo-lexikografickému
uspofadani, definovali jsme prosté zobrazeni mnoziny vSech algebraickych gisel
do spocetné mnozZiny @ X w.

Mnozina algebraickych ¢isel je tedy spocetnd. To znamend, Ze mnozina viech
transcendentnich Cisel je nespocetna. Transcendentni ¢isla musi existovat.

6.46 Existencni dukazy v teorii mnoZin. Zamysleme se nad predchozim dikuazem.
Existence transcendentnich Cisel byla dokdzina tim, Zze jsme ukazali, ze mnozina
viech transcendentnich &isel je neprazdna. Zadné transcendentni &islo jsme viak ne-
sestrojili. Rikame, e jde o Cisté existencni ditkaz v teorii mnozin. Liouville byl prvni,
kdo dokazal existenci transcendnentnich Cisel tim, 7e néktera sestrojil. Rikame, ze
takovy diikaz je konstruktivni.

Srovnejme oba dikazy. Liouvillav konstruktivni diikaz dava navod, jak néktera
transcendentni Cisla sestrojit. CantorQv Cisté existencni diukaz ukazuje, Ze alge-
braickych &isel je velmi malo. Mnozina viech algebraickych Cisel je spocetnd, a ma
tedy Lebesgueovu miru nula. Kazdy z obou dikazd poskytuje néjakou informaci
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navic. Moderni matematika proto pouziva konstruktivnich 1 &isté existencnich
dikazd.

Na zavér jeSté citat z knihy M. Kace a S. M. Ulama, Matematika a logika: ,,Za-
vedeni Cisté existencnich diikazi, zaloZzenych na teorii nekoneénych mnozin, mélo
zasadni vliv na VVVO] matematiky. Byla to snad jedina vazna metodologicka zména
od dob starych Reki a zptisobila mozna Jjediné vazné rozdéleni matematik( na filo-
sofickém zakladg*.

6.47 Cantoriiv paradox. Z Cantorovy véty 6.32 vyplyva, ze ke kazdé mnoziné v
existuje mnozina y, x < y. Specidlng, je-li x nekoneénd, potom y je také neko-
necnad. Disledkem axiomu nekoneéna je tedy shora neomezend ¥kala nekonecnych
mnozin.

Tyto avahy vedou ke sporu, predpokladame-li existenci mnoziny viech mnoZin.
Kdyby v byla mnoZzina vsech mnozZin, potom pro kazdou mnoZinu x plati x < v,
odkud plyne x < v. Zvolime-li x = 2(v), dostavame spor s Cantorovou vétou.
Cantor si tohoto problému poviiml v roce 1895. Ptedpokladal, ze se tento spor
odstrani dal§im vyvojem teorie mnozin. Z dnesniho hlediska dava uvedeny paradox
jiny dikaz faktu, Ze univerzalni trida V neni mnozinou.
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§ 7 Axiom vybéru a princip maximality

Velikost mnozZin je porovnavana pomoci prostych zobrazeni a zavedli jsme relaci
X X y, mnoZina x ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny y. Libo-
volné dv€ konetné mnoZiny jsou porovnatelng, to znamena, Ze relace < je trichoto-
mické na koneénych mnozinach. Ukazalo se, Ze trichotomii relace = nelze dokazat
obecné pro nekoneéné mnoziny, aniz se ptijme daldi axiom, ktery de facto postuluje
tuto vlastnost. Axiom vybéru je nejb&zngjsi forma takového axiomu. V této &asti
dokazeme ekvivalenci axiomu vybéru s principem maximality a s principem dobrého
uspotradani.

7.1 Pii zrodu axiomu vybéru jako samostatného principu stal omyl obsaZeny v na-
sledujicim tvrzeni. Vime-li, Ze existuje zobrazeni f mnoziny X na mnoZinu Y, pak
existuje prosté zobrazeni g mnoziny Y do X. Situace je znazornéna na obr. 7.1.
Zobrazeni f urcuje rozklad r mnoziny X sestavajici ze vzor prvk mnoziny Y neboli
r={f"'y):yeY}. Z mnoziny rozkladu f~'(y), jelikoz je neprazdni, vybereme
jeden prvek, a tak ziskame pro kazdé ye Y pravé jeden prvek xe X, ¢imz7 je defi-
novano prosté zobrazeni g mnoZiny Y do X. Je tato tivaha korektni? Existuje-li
totiz pozadované zobrazeni g, pak v = Rng(g) je mnoZina, ktera ma s kazdou mno-
Zinou rozkladu r spolecny pravé jeden prvek. Mizeme fici, Ze v je vybérova mnoZina
pro rozklad r. Sestava-li r z kone¢né mnoha prvki, to znamena, je-li r kone¢na mno-
Zina, existenci vybérové mnoziny pro r mizeme dokazat indukci. Ale co kdyz
je rozklad nekoneiny? V obecném pripadé nelze existenci vybérové mnoZiny do-
kazat pomoci dosud uvedenych axiomu.

()
© f Y
X
Obr. 7.1
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Vzhledem k tomu. ze uvahy vyuZivajici existenci vybérovych mnozin maji fadu
zajimavych disledkl v dalfich matematickych disciplinach, byl jiz v pocatcich
rozvoje teorie mnozin formulovan princip vybéru jako jeden z nejdilezitéjsich a nej-
zajimavéjsich axiomu teorie mnozin.

7.2 Princip vybéru. Pro kazdy rozklad r mnoZiny X existuje vybérovd mnoZina,
to znamena mnozina v S X, pro kterou plati

(Vuer)@x)(vnu={x}).
Dnes obvyklejsi formulace axiomu vybéru pouZiva selektor(i na mnozinach.

7.3 Definice. Selektor na mnoZiné. Funkce f definovand na mnoziné X, pro
kterou plati
yeX&y+0)—f(yey,

se nazyva selektor na mnoziné X. Bez {ijmy na obecnosti mizeme predpokladat,
Ze selektor f je definovan na mnoziné X — {0} a pro kazdé yeDom () plat
ey

7.4 Axiom vybéru (AC). Na kazdé mnoziné existuje selektor.

7.5 Tento axiom fiké, ze na kazdé mnozing X existuje funkce, ktera vybira po
Jednom prvku z kazdé neprazdné mnoziny ye X. Pritom je dalezité, Ze se tento
vybér déje paraleln€ na vsech prvcich dané mnoziny a je reprezentovan funkei, tedy
objektem teorie mnozin. Axiom vybéru nelze zaméfovat s tvrzenim, ze z kazdé ne-
prazdné mnoziny lze vybrat jeden prvek.

7.6 Lemma. Ndsledujici torzeni jsou ekvivalentni:
(i) axiom vybéru,
(ii) princip vybéru,
(iii) pro kaZdou mnozinovou relaci s existuje funkce f takovd, 3¢ < s a Dom (f) =
= Dom (s),
(iv) kartézsky soucin X<a,: i€ x) neprazdného souboru neprdzdnych mnoZin je
neprazdny.

Tvrzeni (iii) ilustruje obr. 7.2.
Diikaz. (i) (ii). Necht r je rozklad néjaké mnoziny. Budiz f selektor na mnoziné r.
Pak v = Rng(f) je vybérova mnozina pro r.
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7.7 Axtom tvheru a prineip maximalii I

{ii)— (ii). Je-li s =0, pak f =0 a neni co dokazovat. Pfedpokladejme s = 0.
Polozime-li

r={{<i,x): {i,x) es}:ie Dom(s)},

pak r je rozklad mnoziny s a vybérova mnoZina f pro r je hledana funkce.

(iii) — (iv). Neprazdny soubor neprazdnych mmnozin {a:iex) urCuje relaci
s = {<i,y>:iex & yeaq;}. Podlel(iii) existuje funkce f< s, Dom (/) = Dom (s) = x,
a tedy f je prvkem uvaZovaného kartézského soucinu. Sou¢in X<(q:iex) je
proto neprazdny.

(iv)—(i). Je-li x n&jaka mnozina, musime ukézat, Ze existuje selektor f na x.
Bez Gjymy na obecnosti miZeme piedpokladat, ze x # 0 a 0 ¢ x. Identita na x uréuje
neprazdny soubor neprazdnych mnozin {y:ye x). Podle (iv) je kartézsky soucin
X{y:yex) neprazdny a kazdy jeho prvek je selektorem na mnoZiné x.

7.7 Priklady. (a) Necht f je realna funkce definovana pro viechna realna &isla.
V matematické analyze se dokazuje, Ze spojitost funkce f v bodé je ekvivalentni
konvergenci jistych posloupnosti.

Funkee f je spojita v bode g, pravé kdyz pro kazdou posloupnost <a,: n pfirozené)
realnych &isel plati

lima, = a—lim fla,) = f(a).

Je-li f spojita v bodé q, z definice spojitosti je lehké dokazat uvedenou implikaci pro
kazdou posloupnost. V pfipad¢, Ze f neni spojitd v bodé q, pak existuje okoli V
gisla f(a) takové, ze v kazdém 1/n-okoli &isla a existuje x,, pro které f(x,)¢ V. Po-
lozme

Wn={x:|x—al < : &f(x)éV}

n+1
Podle 7.6(iv) existuje posloupnost a, takova, ze a, € W, pro kazdé n. Tato posloup-
nost nutné konverguje k a, ale posloupnost f(a,) nemtze konvergovat k f(a). Tim
je ekvivalence dok4zina.

Viimnéme si, ze v dikaze jsme pouzili axiom vybéru. Nebyla to ndhoda. Je znamo,
Ze bez ur¢ité formy axiomu vybéru nelze tuto ekvivalenci dokazat.

(b) Sjednoceni spocetného souboru nejvyie spocetnych mnoZin je nejryie spolet-
nda mnoZina. Necht (B;:jeI) je uvazovany soubor. Bez ijmy na obecnosti miizeme
predpokladat, ze | = w a indexy souboru jsou pfirozena cisla. Vime, ze w x @
je spodetna mnozina, a proto sta¢i, kdyz ukazeme, Ze sjednoceni S uvazovaného sou-
boru lze prost€ zobrazit do mnoZiny @ x w. Necht pro kazdé j je E, mnozina viech
prostych zobrazeni mnoZiny B; do w. Soubor (E;:jew) sestava z neprazdnych
mnoZin, protoZe B; jsou nejvyse spocetné. Podle 7.6(iv) existuje vybérova posloup-
nost (f:jew), kde f; € E;. Definujme h: S — o x w piedpisem h(x) = {j, f{x)>,
kdejje nejmensiindex z wtakovy, ze x € B,. Ztejmé h je prosté zobrazeni Sdo w x w.
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[ zde jde o podstatné pouziti axiomu vybéru: ze spoéetné mnoha mnoZin E, musime
simultanné vybrat po jednom zobrazeni f,. Pokud nepfijmeme axiom vybéru, je
bezesporn¢ predpokladat, Ze mnoZina viech realnych &isel. ktera je nespocetna, je
sjednocenim spoCetného souboru spocetnych mnozin. To také znamena, Ze bez
pouziti axiomu vybéru nelze dokazat, ze Lebesgueova mira na realné primce je
spoCetné aditivni.

7.8 Axiom vybéru je ekvivalentni s fadou tvrzeni. Uvedeme dvé, ktera jsou v mate-
matice nejcastéji pouzivana, princip maximality a princip dobrého usporadani.

7.9 Definice. Retézec. Necht mnozina A Jje uspofadana relaci <. Podmnozinu
B S A nazveme Fetézcem v A, je-li B linearné usporadana relaci <.

7.10 Princip maximality (PM). Necht 4 je mnozZina uspofadand relaci < tak, ze
kazdy fetézec je shora omezeny. Potom ke kazdému ae A existuje maximalni
prvek b mnoziny A4 takovy, 7e a < b

Vsimnéme si, Ze prazdna mnozina je fetézcem v kazdé usporadané mnozing,
a tedy z podminky na omezenost fetézcii plyne, e A je neprazdna mnoZina.

Princip maximality byl nezdvisle vysloven nékolika autory, F. Hausdorffem (1914).
K. Kuratowskim (1922) a M. Zornem (1935). V literatufe byva nejCastéji uvadén
jako Zornovo lemma, protoze Zorn zpopularizoval princip maximality tim, e uka-
zal jeho zajimavé disledky v topologii a funkcionalni analyze.

7.11 Princip minimality. Pfechodem k inverznimu uspofadani dostavame z princi-
pu maximality princip minimality. Ma-li kazdy fetézec v uspofadané mnoziné A
dolni mez, pak ke kazdému ae 4 existuje minimalni prvek b mnoziny 4 takovy,
7e b <a

7.12 Priuziti principu maximality se nejcastéji setkavame se situaci. kdy usporadana
mnozina (A, <) sestava z nekterych podmnozin dané mnoziny B, tedy A4 < 2(B),
a uspofadani < na A souhlasi s relaci inkluze, to znamena, ze x < y— x < y plati
pro libovolné prvky x,ye A. V takovém pripadé k ovéteni predpoklada principu
maximality, to znamena k ovéfeni, Ze kaZdy fetézec je shora omezeny, stadi ukézat,
ze pro kazdy fetézec ¢ v 4 plati (Jce A. Jinymi slovy, sta&i ovéfit, 7e mnozina A
je uzaviena na sjednoceni fetézch.

7.13 Pfiklad. Pfedpokladejme platnost principu maximality. Pak v kazdé uspofa-
dané mnoZiné (4. <) ke kazdému fetézci v existuje tetdzce w takovy,ze v S w < A4
aw Je maximalni vzhledem k inkluzi. Specialng z principu maximality plyne existence
maximalniho (vzhledem k inkluzi) Fetézce v kazdé usporadané mnozZiné.

Je-li dana usporadana mnozina (A, <), necht L Je mnoZina viech fetézca v A.
Potom L < 2(A) a L je uspotadana inkluzi. Je-li K © L mnozina lineArné uspo-
fadana inkluzi, snadno se ukaze, ze | JK je také fetézec vzhledem k < v mnoziné A4,
tedy kazdy fetézec v L je shora omezeny. Podle principu maximality potom k libo-
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7.15 Axiom vyberu a princip maxinalicy [

volnému fetézcl ve L existuje fetézec we L, v S w, ktery je maximalni vzhledem
k inkluzi.
Ukéazeme dalsi pouziti principu maximality.

7.14 Trichotomie relace =<{. Pro libovolné mnoziny 4, B je bud 4 < B. nebo
B=<A.

Diikaz. Mnozina
D = {f: f je prosté zobrazeni, Dom(f) < A, Rng(f) < B}

uspotradana inkluzi spliuje piedpoklady principu maximality. Necht g je néjaky
maximélni prvek v D. Kdyby obé mnoziny 4 — Dom(g) a B — Rng(g) byly ne-
prézdné, mohli bychom zobrazeni g prodlouzit a to je spor s jeho maximalitou.
Proto bud Dom (g) = A4, nebo Rng(g) = B. V prvnim piipadé zobrazeni g zarucuje
vztah A4 < B, ve druhém ptipadé zobrazeni g ™' zaruéuje B < A.

7.15 Priklady. Rozklady nekoneénych mnoZin. (a) Pro kazdou nekonecnou mno-
zinu A plati w < A. Jinymi slovy, kazda nekone¢na mnoZina obsahuje spocetnou
podmnozinu.

Je-li A spoetnd mnozZina, pak dokonce w = 4. Pfedpokladejme, ze mnozina A
je nespocCetna. Z trichotomie relace <X vime, ze plati w < 4 nebo A4 < w. Jelikoz 4
je nespocetna mnozina, druhé alternativa neplati, tedy o < 4.

Necht f je prosté zobrazeni o do A, pak Rng(f) je spoletna podmnozina
mnoziny A.

(b) Pro nekone¢nou mnozinu 4 je 4 = A x {0,1}. Tedy kazdou nekone¢nou
mnozinu lze rozlozit na dvé nekonecné ¢asti.

UvaZujme mnozinu D viech vzajemné jednoznacnych zobrazeni podmnozin
B< 4 na B x {0,1} uspotadanou inkluzi. Usporadana mnozina (D, <) spliuje
predpoklady principu maximality. Necht f je maximalni prvek v D. Oznaéme B =
= Dom (f). Ovéfime, 7e mnozina 4 — B je koneéna. V opaéném pripadg, podle
piedchoziho prikladu. existuje spocetna mnozina C < A — B. Podle 6.28(a) je
w=x o x {0,1}, tedy existuje vzajemné jednoznadné zobrazeni g mnoziny C na
C x {0,1}. Jelikoz f o ge D, dostavame spor s maximalitou zobrazeni £, proto
mnozina A — B je konefna. Ukazeme, ze A4 = B. Sjednoceni dvou kone&nych
mnozin je kone¢na mnozina a jelikoz mnoZzina 4 je nekoneéna, je nekoneéna i mno-
zina B. Z prikladu (a) vime. Ze existuje spo¢etna mnozina C < B. Pro néjaké priro-
zenénje 4 - B=xn ajelikoz v —n=xw. je (4 - B)uC = C. Tedy

A=(4d—-BuCu(B-C)=Cu(B-C)=B.
Podle predpokladu je B = B x {0, 1}. proto také 4 =~ 4 x [0, L}. Je-li h vzAjemné
iednoznatné zobrazeni A na A x {0.1}, pak mnoziny A4, =h '[4 x {0}],

Ay =h™'[A x {1}] tvoti zidany rozklad.
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(c) Pro nekonednou mnoZinu A plati 4 x 4 = A. Kazdou nekone¢nou mnozinu
Ize rozlozit na nekoneéné mnoho nekone&nych ¢asti.

Uvazujme mnoZzinu D viech vzajemné jednozna¢nych zobrazeni podmnozin B
mnoziny A na B x B uspofadanou inkluzi. Podle (a) existuje spofetna mnoZina
S < A. Jelikoz w = @ x o, existuje ge D s Dom (g) = S. Necht f je maximalni
prvek v D takovy, ze g < f. Mnozina B = Dom(f) je nekoneén, protoze S < B.
Podle 7.14 je B<XA — B nebo 4 — B=<B. UkaZeme, Ze prvni piipad nemiize
platit. Kdyby B <X A — B, pak existuje C < A — B takové, ze C = B. Opako-
vanym pouzitim (b) mtZeme mnozinu C rozlozit na tfi &asti C,, C,, C4, viechny
stejné mohutnosti, jako je mohutnost mnoziny C. Navic Bx C=C x B =
~ C x C ~ C. Mnoziny B a C jsou disjunktni, proto

BuC)x{Bu(C)=
=(Bx B)u(Bx C)u(CxB)u(CxC)xBUC,UC,uCy=
=BuC(C.

Odtud plyne, Ze existuje zobrazeni heD s Dom(h) = BuC, které rozsifuje
zobrazeni f, a to je spor. Plati tedy 4 — B <X B. RozloZime-li mnoZinu B na dvé
gasti By, B,, stejné mohutnosti, jako je mohutnost mnoziny B, dostavame A =
= (A - B)uB=< B, UB, = B. Piitom B < 4, tedy z Cantorovy a Bernsteinovy
véty plyne A~ B, proto 4= 4 x A. Ukazeme, Ze existuje spoetny rozklad
{A,:n€w} mnoziny A4 takovy, Ze pro kazdé n je A, = A. Z predchoziho vime, ze
existuje vzajemné jednoznaéné zobrazeni f: A x A— A, a podle (a) existuje prosté
zobrazeni h:w— A. Polozime-li A, = f[{h(n)} x A] pro n>0 a A,=
=4 — {4, n > 0}, dostaneme zadany rozklad.
(d) Pro nekone¢nou mnozZinu A plati

A~ 4 x[4a],

pfitom ““A je mnoZzina viech kone¢nych posloupnosti prvki mnoziny 4 a [A4]<
je mnoZzina viech koneénych podmnozin mnoziny A.

Nejprve ukazeme, ze mnoziny [4]“ a ““4 maji stejnou mohutnost. Podle (a)
afc)je AXox AKX Ax A=A, tedy wx 4~ A Konetnid posloupnost
prvki z A je koneénou podmnozinou mnoziny  x A, neboli ““A < [w x A]<*.
Proto ““4=<[A]“®. Na druhou stranu pro ye[A4]“® je mnozina W, =
= {f:(3new)(f:n«>y)} neprazdna. Selektor na mnoziné {W,:ye[A]~“} urtuje
[4]7* < ““A4. Dokazali jsme, ze ““A4 ~ [4]“.

Ukazeme indukci, Zze pro kazdé new je "A<A. Pro n=0 je °4 = {0}
aziejmé °4 < A. Piedpokladejme, ze pronplati "4 <\ A. Pritadime-li posloupnosti
ge"'4 dvojici {g|n, g(n)), dostavime vzijemné jednoznaéné zobrazeni mnoZiny
"4 na "A x A Tedy ""'A=x"4 x A. Z indukéniho predpokladu plyne
"Ax AXAx A a protoze 4 x A~ A, plati "*'4 < 4. Vezméme rozklad
{A,;new} mnoziny As A, ~ A zptikladu (c). Vime, 2e "4 < A4, atedy prokazdé n
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717 Axiom vybéru a princip maxumality 1

plati "4 < A,. Vybereme-li prosta zobrazeni f,:"4— A,. pak f = {f,inew;
je prosté zobrazeni 7 ““A do A. a protoZe trivialné plati 4 <X °4, je A 1

Viimnéme si, ze jsme také dokazali

i m

<w

Ax"Ax[A]
pro kazdé nenulové prirozené n.

7.16 Dnes se obvykle principy maximality a dobrého uspofadani ukazuji z axiomu
vybéru pomoci transfinitni indukce. Takové ditkazy jsou kratké a elegantni, ovem
opiraji se o strukturu ordinalnich ¢&isel (viz kapitola I1). Ob& tvrzeni lze dokazat
i skromnéjsimi prostfedky, které ¢tenarf jiz zna z predchozich odstavcei, oviem dikazy
jsou pracngjsi. Takovy dikaz zde piedvedeme. Mame za to, ze ukaze nékolik typic-
kych obratt a d4 i nahlédnout do historie teorie mnozin. Pred tim v3ak vyslovime
princip maximality v jiném tvaru.

Princip maximality (PMS). Necht (A4, <) je uspofadana mnozina takova, Ze pro
kazdy tetézec v A existuje supremum. Potom ke kazdému ae A existuje maxi-
malni prvek b mnoziny A takovy, ze a < b.

Snadno se nahlédne, Ze tato verze principu maximality je disledkem principu PM.
Existuje-li v mnoZiné A supremum kazdého fetézce, pak je kazdy fetézec omezeny.
Maximalni prvek je potom zarucen principem maximality PM. Ukazeme take, ze
princip maximality (PM) je dasledkem principu PMS.

Necht (A4, <) je usporadana mnozina, v niz je kazdy fetézec shora omezeny.
Nechf L je mnoZina viech fetézcl v A. V ptiklad€ 7.13 jsme ukazali, Zze L je uspota-
déana inkluzi a 7e pro libovolny fetézec (vzhledem k inkluzi) K = L je (JK e L.
Uvédomme si, ze | JK je supremum fetézce K vzhledem k inkluzi. MnozZina L tedy
spliiuje ptedpoklady principu PMS. Tedy ke kazdému fetézci ve L existuje maxi-
malni (vzhledem k inkluzi) fetézec w, v € w € A.

Je-li dano ae A, necht w je maximalni retézec takovy, ze {aj < w. Podle pfed-
pokladu existuje horni mez b fetézce w. Ztejmé a < b. Pfitom z maximality fetézce w
vyplyva, Ze b je nejveétsi prvek ve w a Ze b je maximalni prvek mnoziny 4.

Ukazali jsme, Ze obg verze principu maximality jsou ekvivalentni.

7.17 Véta (Hausdorfl). Z axiomu vybéru plyne princip maximality.

Diikaz. Ukazeme, ze axiom vybéru implikuje (PMS). Pfedpokladejme, Ze mnozina 4

je uspofadana relaci < a Ze kazdy fetézec v 4 méa supremum. Pfedpokladejme, Ze

prongjaké ae A neexistuje maximalni prvek be 4, b > «. Omezime se na mnozinu
X = [a—») = {xeA:a < x}.

V mnoziné X existuje supremum pro kazdy fetézec, ale necxistuje Zadny maximalni
prvek. To znamena, 7e pro kazdé xe X je mnozina (x,—) = {yeX:y > x} ne-
prazdna. Necht g je selektor na 2(X), jeho existence je zarucena axiomem vybéru.
Definujme zobrazeni f: X — X predpisem f(x) = g({ye X:y > x}). Pro kazdé
xeX plati x < f(x). Necht S sestava ze viech mnozin Z < X, které spliuji
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(1) aeZ,
(2) jeli xeZ. pak f(x)eZ,

(3) je-li Utetézeca U < Z, pak supUeZ.
Ziejmé XeS a S+ 0. Polozme M = (){Z:ZeS}. Snadno se nahlédne, ze M
spliiuje podminky (1), (2), (3), @ proto M je nejmensi prvek v S vaci inkluzi. Jestlize
ukazeme, ze M je fetézcem, pak pro b = sup M plati be M z podminky (3), z pod-
minky (2) mame f(b)e M, to znamena, ?e f(b) < supM = b, a dostavame spor
s vlastnosti funkce f. Tento spor kon¢i ditkaz véty.

Zbyvajici ¢ast, ryze technicka, je vénovana dukazu trichotomie pro prvky z M.
Vysettujme mnozinu

T = {xeM:(¥yeM)(y < x— f(3) < x)}.

7.18 Lemma. Jestlize xe T a ye M, pak plati x <y nebo y < x.
Ditkaz. Vezm&me pevné x € T a uvaZujme mnozinu

Z.={yeM:x<yVy<x].

Ovefime, Ze mnozina Z spliuje podminky (1H3).

(1) Jelikoz ae M, a je nejmensim prvkem v X, je a < x, tedy acZ,.

(2) Necht yeZ,. Bud x <y, a potom x < f(y), nebo y < x, a na zakladé
definice mnoziny T plati f(y) < x. To znamen4, 7¢ f(y)e Z..

(3) Necht U < Z, je tetézec. Jestlize pro néjaké ue U plati x < u, pak také
x <sup U. Je-li naopak u < x pro kazdé ue U, potom sup U < x. Tedy
sup Ue Z,. Ukazali jsme, ze Z, €S pro kazdé xeT. Vime, ze M je nej-
mensi mnozZina syst¢ému S. Z inkluze Z, < M proto plyne, Ze Z =M pro
kazdé xe T. Tim je lemma dokazéano.

7.19 Lemma. Pro libovolné xeT a ye M plati
x<y=flx)<y.
Diikaz. Necht x je n&jaky prvek z T. Uvazujme mnozinu
W, ={veMix <y—fl(x) <y},

Ukazeme, ze mnozina W, ma vlastnosti (1}-3).

(1) aeW, protoZe a < x.

(2) Necht ye W, Podle lemmatu 7.18 jsou prvky x,y srovnatelné, protoZe
xeT a ye M. Chceme ukazat, ze f(y)e W,, to znamena, ze plati

x < (1) —f(x) < fiy).

Predpokladejme, ze x < f(y). to vyluduje ptipad y < x vzhledem k definici mnozi-
ny T. Rozebereme zbyvajici dvé moznosti. Je-li x = y, potom f(x) = f(y). Je-li
x <y, potom f(x) < y plynezdefinice W, a f(x) < f(y), protoZe y < f(y). V obou
ptipadech dostavame f(x) < f(y), takZze f(y)e W..
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(3) Necht U < W, je tetézec. Vime, ze kazdy prvek z M (tedy i z U) je srovna-
telny s x. Predpokladejme, ze x < sup U, potom pro néjaké ue U musi platit
x < u. Z definice W, dostavame f(x) < u < sup U, to znamena, 7e sup U W,.

Ukazali jsme, 7¢ W, ma vlastnosti (1}43), a proto plati M = W, pro kazdé
xe T. Tim je lemma dokazano.

7.20 Lemma. T = M, tedy M je linedrné uspofddand mnoZina.
Dtkaz. Jelikoz T <= M, stali ukazat, ze TeS.

(1) aeT, protoZe a <y pro kazdé ye M.

(2) Necht xe T Abychom ovéfili f(x)e T, zvolme ye M takove, ze y < f(x).
Z lemmatu 7.18 vime, Ze x, y jsou srovnatelné, a z lemmatu 7.19 plyne, Ze nerovnost
x < y nemiize nastat, protoze by zni plynulo f(x) < y. Je-li x = y, pak f(x) = f(y).
Je-li y < x, pak f(y) < x, protoze xeT, atedy f(y) < f(x). V obou piipadech
mame f(y) < f(x). tedy f(x)eT.

(3) Nechf U je tetézec U = T. Uvazujme ye M, y < sup U. JelikoZ y je srov-
natelné se viemi prvky z U, je y < u pro néjaké ue U. Odtud plyne f(y) < u,
a tedy f(y) < sup U, neboli sup Ue T. Mame dokazanu rovnost T = M a z lem-
matu 7.18 plyne. Ze kazdé dva prvky z M jsou srovnatelné. proto M je fetézec. a to
Jsme potfebovali ovéfit, aby dikaz v&ty 7.17 byl Uplny.

7.21 Princip dobrého uspofadani (WO). Pro kazdou mnoZinu A4 existuje relace R,
ktera je dobrym uspofddanim na A. Strucnéji, kazdou mnozinu lze dobfe uspota-
dat. Princip dobrého uspofadani pochazi od E. Zermela z roku 1904 a je znam jako
Zermelova véta.

7.22 Véta (Zermelo). Z axiomu vybéru plyne princip dobrého uspofdddni.
Diikaz. Podle véty 7.17 staci ukézat, ze princip dobrého uspotradani plyne z principu
maximality. Necht 4 je dana mnozina. Uvazujme mnozinu

D= {R:R < A%, R je dobré usporadani}.

Uvédomme si, ze D =+ 0, protoze 0 je také relace dobrého uspofadania 0e D. Pro
R, R, D polozme R, <1 R,, jestlize R, je koncové rozdifeni R,. to znamena, ze
R, € R,, aje-li b prvek oboru relace R,, ktery nepatii do oboru relace R, potom
@ <g, b plati pro kazdé a z oboru relace R,. Je vidét, ze (D, <) je uspofadana mno-
7ina, a potfebujeme ovétit podminku omezenosti fetézct. Necht C < D je linearné
uspotadana relaci <. Pokud C =0, je |JC =0 a vskutku 0eD. Pokud C = 0,
je snadné nahlédnout, ze S = (JC je linearni usporadani. Ovéfime, ze S je dobré
uspofadani. Necht u je neprazdna podmnozina oboru relace S. Zvolme pevné x e u,
potom x je prvkem oboru nékteré relace R e C. Necht

v={yyeu&y<gxy,

necht y, je nejmensi prvek mnoziny v vzhledem k R. Potom y,eu a ukdZeme. ze
Yo je nejmensdi prvek mnozZiny u vzhledem k relaci S. Kdyby existovalo zeu,
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z <gyo. pak z <, Yy, pro néjaké Qe C, a jelikoz Q<1 R nebo R<1 Q, je take
z <z Y, 2 to vede ke sporu s volbou y,. Dokazali jsme, ze S je dobré uspofadani,
a tedy D je uzaviena na sjednoceni fetézci. Podle principu maximality existuje
maximéalni prvek R mnoziny D. Ukdzeme, ze R je dobré uspofadani na mnoziné A.
Necht B je obor relace R. Kdyby 4 — B byla neprazdna mnozina, necht x je néjaky
jeji prvek. Polozime-li

S=Ru{B x {x}},

potom SeD a S je koncoveé rozdifeni relace R, a R neni maximalni. Tedy B = A
a R je dobré uspotadani na mnoziné A. Ukazali jsme, Ze princip maximality a dobré-
ho uspotadani jsou dusledky axiomu vybéru. Oba principy jsou ekvivalentni axiomu
vybéru,

7.23 Véta. Axiom vibéru (AC), princip maximality (PM), princip dobrého usporadani
(WO) jsou ekvivaleniai tvrzeni.

Dikaz. Implikace AC— PM je véta 7.17. Dlkaz vety 7.22 je fakticky dukazem
implikace PM — WO. Pro tplnost zbyva ukazat implikaci WO — AC. Necht 4
je neprazdna, 0¢ A. Uvazujme X = (J4. Podle WO necht < je dobré uspotadani
mnoziny X.Kazda ae A je neprazdna podmnozina mnoziny X, a mé tudiz nejmensi
prvek, ktery je relaci < jednoznacné urCen. PoloZme

f={ax)aed&xea& {x} = {yeary < x}}.
Ziskali jsme tak selektor f na mnoZin€ A.

7.24 Axiom vyb&ru pro kone¢né mnoziny je dokazatelny: ma-li mnozina A kone¢né
mnoho prvki, pak na 4 existuje selektor. Na druhé strané tvrzeni, Ze na libovolne
mnozing A, jejiz viechny prvky jsou kone¢né mnoziny, existuje selektor, neni bez
axiomu vybéru dokazatelny. A to ani v piipad€, kdyz viechny prvky mnozZiny A
jsou dvouprvkové. Jsou-li viechny prvky mnoziny A jednoprvkoveé, existence selek-
toru je trivialni.

Axiom vybéru ma specificky charakter. Zakladni axiomy teorie mnozin (viz § 2)
jsou tvrzeni o existenci ur¢itych mnozin, ale kazda mnoZina, jejiz existence je axiomem
postulovana, je také definovana n&jakou formuli. Na rozdil od toho axiom vybéru
postuluje existenci mnozin — selektorli — aniz by takovy selektor definoval. Proto
kolem axiomu vybéru vznikla diskuse na nékolik desetileti. Rada matematik( pouka-
zovala na odlisny charakter axiomu vybéru a tvrzenim, ktera se jeho pomoci daji
dokazat, ptisuzovala jinou hodnotu neZ tém tvrzenim, ktera se daji dokazat bez
axiomu vybéru. Podrobn&jsi informaci o téchto otazkach &tenaf nalezne v mono-
grafii Bar-Hillel, Fraenkel, Lévy (1973).

Teorie mnozin s axiomem vybéru se povaZzuje za jedno z moznych roziifeni teorie
mnozin. Zatimco pokracovala diskuse. axiom vybéru zdomécnél v mnoha odvétvich
matematiky, protoze se podafilo s jeho pomoci dokazat fadu hlubokych tvrzeni
o zakladnich pojmech topologie, funkcionalni analyzy, teorie mnoZin a algebry.
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Uvedme naptiklad Baireovu vétu, Hahnovu—-Banachovu vétu, Vitaliho vétu o exis-
tenci neméfitelné mnoZiny a znAmou vétu o existenci algebraického uzavéru télesa
Mzeme fici, ze teorie mnozin s axiomem vybéru, oznacena ZFC, je dnes nejpouzi-
vangjsi a nejlépe prostudované roziifeni teorie mnozin, proto mu v této knize bu-
deme vEnovat nejvice pozornosti.

V teorii mnozin lze vyslovit i jiné pfirozené principy, které nejsou slucitelné
s axiomem vybéru. Nejznaméjsi z nich je axiom determinovanosti, ktery postuluje
existenci vyhravajici strategie v nékterych nekone¢nych hrach. Také axiom determi-
novanosti ma fadu zajimavych dusledkd, naptiklad, ze vSechny podmnoziny real-
nych &isel jsou lebesgueovsky méfitelné. Svym charakterem se axiom determinova-
nosti podoba axiomu vybéru. Pro konetné mnozZiny je dokazatelny a v obecném
pripadé postuluje existenci mnoZin, které nelze definovat.

V soucasné dob€ je teorie mnozin s riznymi formami axiomu determinovanosti
také podrobné studovana. V Bukovského knize (1979) jsou uvedeny zakladni dasled-
ky tohoto axiomu pro mnoziny realnych ¢isel.
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§ 8 Filtry. Ultrafiltry. Princip kompaktnosti

Seznamime se blize s pouzitim axiomu vybéru. Podrobngji se zabyvame filtry,
ultrafiltry, idealy a prvoidealy na mnoZinach a dokazeme hlavni vétu o ultrafiltrech.
Zavedeme pojem limity posloupnosti pies filtr a pomoci ultrafiltrt dokazeme
existenci kone¢n¢ aditivni miry definované na vSech podmnozinach prirozenych
Cisel a invariantni vi¢i posunuti. Formulujeme princip kompaktnosti, ktery umoz-
nuje pfenéaset vlastnosti z konecnych systémd mnozin na nekoneéné systémy, a uka-
Zeme to na prikladé barevnosti grafi.

8.1 Matematické struktury (grupy, okruhy, graly, topologické prostory) jsou
zpravidla ureny néjakou nosnou mnozinou, na které jsou vyclenény nékteré ope-
race, relace, ptipadné systémy podmnozin.

[ kdyz samotné prvky nosné mnozZiny jsou opé€t mnozinami, jsou chapany
z hlediska uvazované matematické struktury jako individua a nezajima nas jejich
vnitfni mnozinova struktura. Podstatna je pouze jejich rozlisitelnost.

8.2 Z hlediska teorie mnozin je zdkladnim typem struktura ureni mnozinou X
spolu se vieml jejimi podmnozinami, to jest potence mnoziny X. Pro podmnoziny
mnoziny X byly definovany binarni operace priniku a sjednoceni a operace dopliiku
do mnoziny X. Jsou-li 4, B < X, vime, Ze mnoziny A n B, AUB a X — A patii
do #(X). MnoZina X — A se nazyva komplementem mnoziny A a budeme misto
X — A psat pouze — A, pokud bude z kontextu ziejme, ze nejde o doplnék do uni-
verzalni tridy.

8.3 Definice. Poten¢ni algebra mnoZin. Mnozinu #(X) spolu s binirnimi operacemi
priniku a sjednoceni a unarni operaci komplementu nazyvame potencni algebrou
mnoZin nad mnoZinou X.

Je-li dana mnozina X, vime, Ze mnozina #(X) je uspotadana inkluzi, a podle
5.14(f) tvoti spolu s inkluzi Gplny svaz. Ptipomenme. 7e pro A. B < X jsou viechny
nasledujici vztahy ekvivalentni:
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{6 Filiry a ulirafiliry 1

A< B, —B< —4,
AnB=A. An - B=20,
AuB=B, —-AuB=X.

8.4 V odstavci 5.13 jsme zavedli pojem filtru a idealu v obecném piipadé pro uspo-
fadané mnoziny. Nyni se budeme témito pojmy podrobnéji zabyvat ve specialnim
pfipadé potenéni algebry mnoZin. Podle citované definice je F < 2(X) filtr,
jestlize F je dold usmérnéna horni mnozina v (2(X), ). To znamen4, e jestlize
prolibovolné 4,B< X je AeF 4 A < B, pak BeF, protoze F je horni mnozina.
Navic, je-li A i B prvkem F, pak z dolni usmérnénosti plyne existence CeF, C <
< AN B, atedytaké AnBeF.

Je ziejmé, ze kazda ¢ast mnoziny 2(X). kterd s libovolnymi dvéma mnozinami
A, B ma za prvek i jejich prinik (je uzaviena na priniky) a spolu s mnoZinou 4 obsa-
huje také viechny mnoziny B takové, 72 4 € B < X (je uzaviena na nadmnoziny).
je filtr podle definice 5.13.

Dualné, ideal I < 2(X) je charakterizovan uzavienosti na sjednoceni dvou
mnozin a uzavienosti na podmnoziny.

Potenéni mnozina 2(X) i prizdnad mnoZzina jsou souasnd filtrem a idealem.
Jsou to nezajimavé pripady, a proto je v nasledujici definici vylou¢ime. Budeme de-
finovat pojem filtru a idealu na mnozing, kterym se také tika vlastni filtr a vlastni
idedl.

8.5 Definice. Filtr na mnoZiné. Necht X je neprazdnd mnozina.

(i) Rikame, 7e neprazdny systém & sestavajici z podmnozin X je filtr na mnoZiné X,
jestlize pro libovolné 4, B < X plati

(1) 0¢ 7,
() A BeF —-AnBe#F,
(3) (AeF& A< B)—BeZ.

(ii) Filtr &, ktery navic spliuje podminku
() AeF VX - AeF
pro kazdé A < X, se nazyva ultrafiltrem na mnoZiné X.
Pojem idealu a prvoidealu na mnoZiné je dualnim pojmem k pojmu filtru a ultra-

filtru. To znamena, ze definici idealu ziskame nahrazenim symbold 0, N, = v pod-
minkach (1}+3) po fadé symboly X, u,2.

8.6 Definice. Ideal na mnoZiné. Necht X je neprazdna mnozina.
(i) Rikame, ze neprazdna mnozina # < P(X) je idedl na mnoziné X, jestlize pro

libovolné A4, B < X plati
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X¢.g.
A Be F—AuUuBe.¥,
(AeJ &Bc A)— Be 5.

(ii) Ideal .# na X se nazyvd prvoidedlem na mnoZiné X, jestlize pro kazdé
A < X plat

AefF VX - Aes.

Pojem filtru a ultrafiltru na mnoziné vyslovil F. Riesz jiz roku 1908. Po vice nez
dvaceti letech tento pojem nezavisle zavedli A. Tarski, H. Cartan a M. H. Stone.

8.7 VSimnéme si, Ze pravé zavedené pojmy filtru a idealu maji smysl pouze na ne-
prazdnych mnoZinach. Necht # je filtr na X. Pak existuje n&jaké A €%, nebot F
je neprazdny systém, a tedy z (3) plyne, Ze nosna mnozina X lezi v #. Podminka (1)
je ekvivalentni s pozadavkem & + 2(X). Z podminky (2) plyne indukeci, Ze pro
kazdou neprazdnou konetnou podmnozinu K filtru & je (K € % ; to znamena,
Ze pro kazdé¢ kladné ptirozené na A,.., 4,€.% je také

An...NnAeZF.
Bud 4 < X. Pak mnoziny Aa X — 4 = — A nemohou souc¢asné leZet ve filtru &,
jinak by z (2) plynulo

O=An —Ae&F
a to je ve sporu s (1).
8.8 Je-li # ultrafiltr na X, z pfedchoziho faktu a z (4) plyne, Ze pravé jedna z mnozin
A, —A lezi v #. Ukazeme, ze pro ultrafiltr # dale plati:

(5) jei AUBe%, pak 4% necbo Be % .

Ptedpokladejme, ze 4 U Be % . Kdyby 74dna zmnozin A, B nelezela v ultrafiltru &,
pak podle (4)je —4eF a —BeF, atedy —An —B= —(4UB)eF. Toje
spor, mnozina A U B a jeji dopln€k nemohou byt soucasné prvkem #.

Indukci lze vlastnost (5) rozsifit pro kone&né soubory; je-li pro kladné pfi-
rozené n

AUA, U UA T,
pak alespon jedna z mnozin 4, lezi v ultrafiltru %.
8.9 Dualni ideal, dualni filtr.
(i) Je-li # filtr na X, pak systtm #* = {X — A: Ae#} je idealem na X a na-
zyva se dudlnim idedlem k filtru F .

(i) Je-li . idcal na X, pak J* = {X — 4: A€ ¥} je filtr a nazyva se dudlnim
Silrem k idedlu S .
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811 Filtry a ultrafiliry {

Jeziejme, ze (F*)* = F u (F¥) = 7. Filu F na X je ultradiltr, prave kdyz #*
je prvoideal.

Pravé zminéna dualita mezi idealy a filtry umoznuje zabyvat se jen jednim
z téchto pojma. Tvrzeni a pojmy tykajici se filtru (idealu) se uzitim de Morganovych
pravidel prevadéji na dualni ideal (dualni filtr). Budeme preferovat ideal pted
filtrem nebo naopak, podle toho, co bude v dané situaci vhodnéjsi.

8.10 Ideal na mnoziné X slouZi jako jeden z moZnych zphsobld matematického
vyjadieni pojmu ,malé” €asti nebo ,malé” podmnoziny mnoZiny X. Je-li .# ideal
na X, pak podmnoziny Y < X, které lezi v .4, miZeme prohlasit za malé.

Jsou v podstaté dvé mozZnosti, jak definovat velké mnoziny. Za velké muiZeme
povazovat ty mnoziny, které nepatii do .#, tedy mnoziny z 2(X) — .#, a pak mame
viechny podmnoziny mnoZiny X rozdéleny na malé a velké. Nebo mizeme za velké
povazovat pouze mnoziny lezici v dudlnim filtru, to jest ty mnoziny, jejichz doplnék
je maly. V tomto pfipadé mohou existovat mnoziny, které nejsou ani malé, ani velké.

Pro prvoideél obé moZnosti déleni na malé a velké podmnoziny splyvaji. Je-li #
prvoideal, pak mnoZina A4 nelezi v #, pravé kdyz A lezi v dudlnim ultrafiltry, to
znamena, ze je velka.

Razné idealy vyjadiuji rizné pohledy na to, které ¢asti nosné mnoziny jsou po-
vazovany za malé. Uvazujeme-li realnou pfimku R, pak z hlediska miry za malé
mnoziny povazujeme mnoziny Lebesgueovy miry nula, ty tvoii ideal. Z topologic-
kého hlediska jsou na R za malé povazovany hubené mnoziny (viz 1V.1.29), které
také tvori idedl.

8.11 Piiklady. (a) Hlavni filtr, trividini ultrafiltr. Necht X =+ 0. Je-li A neprazdna
podmnoZzina X, pak

{B< X:A4 < B}

je filtr, ktery se nazyva hlavni filtr uréeny mnozinou A. Dualng, je-li A < X,
A+ X, pak

je hlavni idedl uréeny mnoZinou A.

Je-li & hlavni filtr uréeny mnoZinou A, pak dualni ideal #* je hlavni ideal
ureny doplitkem — 4. Hlavni filtr & ureny mnozinou A je ultrafiltr, pravé kdyz A
je jednoprvkova mnozZina. Jsou-li x, y dva rizné prvky z A4, pak

A=A {xhuixleZF,

ale 7adna z mnozin 4 — {x}, {x} neni nadmnoZinou mnoziny 4. Podle 8.8 pak &
neni ultrafiltr.

Naopak hlavni filtr uréeny kteroukoli jednoprvkovou podmnozinou {x} < X
je ultrafiltrem. Je-li B libovolna podmnozina X, potom B nebo — B je prvkem ta-
kového hlavniho filtru podle toho, zda x je ¢i neni prvkem B.

115



I 811

Hlavni ultrafiltr je vzdy ur¢en jedinym prvkem nosné mnoziny. Proto se hlavnim
ultrafiltr 4 fika trividdoi uitrafiltry.

Viimnéme si, Ze na kone¢né mnoziné je kazdy filtr hlavni; je-li Z filtr na koneéné
mnozing, pak # je koneény systém mnozZin, a proto 4 = [)F € #. to znamena,
2e & je hlavni filtr uréeny mnoZinou A.

(b) Filtr okoli bodu. Uvazujme topologicky prostor X. Ctenaf, ktery neni obe-
znamen s pojmem topologického prostoru, si miize predstavit eukleidovsky prostor
nebo metricky prostor. Bud 4 < X. Rikame, 2e mnoZina V < X je okolim mnozi-
ny A, jestlize existuje oteviend mnozina U takova, 72e A c U < V.

Systém v3ech okoli neprazdné mnoziny A tvofi filtr a nazyva se filtrem okoli
mnoziny A. Specialné, je-li xe X, pak filtr okoli jednoprvkové mnoziny {x} se
nazyva filtr okoli bodu x a oznacime ho # . Tedy filtr okoli bodu x sestava z nad-
mnozin otevienych okoli bodu x.

Nepozadujeme, aby okoli bodu nebo okoli mnoZiny bylo samo otevienou mno-
Zinou, staci, Ze otevienou mnozinu obsahuje. Oteviena mnoZina je okolim kazdého
svého bodu. V piiklade 5.14(d) byl definovan filtr okoli bodu na realné primce.
Vsimnéme si, Ze souhlasi s obecnou definici filtru okoli bodu v topologickém prostoru.

Ptipomenme, Ze topologicky prostor je Hausdorffiv, jestlize ke kazdym dvéma
riznym bodlim x, y existuji disjunktni okoli Ue Z , Ve Z .V Hausdorflové topo-
logickém prostoru je filtr okoli bodu x hlavnim filtrem, pravé kdyz bod x je izolo-
vany (to znamena, Ze {x} je oteviena mnoZina). V tomto pripadé je filtr okoli bodu x
trivialnim ultrafiltrem na X uréenym prvkem x.

(c) Fréchetiw filtr na w. Necht (X, <) je neprazdna linearng usporadana mnozina
bez nejvétdiho prvku. Systém vsech shora omezenych podmnozin mnoziny X tvofi
ideal.

Vime, ze mnoZina prirozenych &isel w je uspofadana relaci . Shora omezené
mnoziny v (w,€) jsou pravé koneéné mnoziny piirozenych cisel. Ideal #; viech
konetnych podmnoZin mnoZiny w se nazyva Fréchetiw idedl. Dualni filtr k 4
se nazyva Fréchetiv filir F ..

Z hlediska Fréchetova idealu na w jsou konetné mnoZiny malé a mnoZiny, které
maji konecny doplnék, jsou velké. Mnozina viech sudych ptirozenych &isel neni
ani mala, ani velka z hlediska S

Ptipomefime obvyklou definici limity posloupnosti realnych ¢&isel. Posloupnost
{a,:new) malimitu rovnu g, jestlize pro kazdé okoli V &isla a skoro viechny ¢leny
posloupnosti lezi ve V; presnéji, mnozina {n:a, eV} patfi do Fréchetova filtru,
je velka z hlediska idealu S.

Na tomto misté Ctenafe jisté napadne, jak formulovat obecnéjsi pojem limity
posloupnosti podle filtru. Budeme se tim zabyvat aZ o nékolik odstavcl dale.

(d) Hustota mnozin pFirozenych ¢isel. Pro libovolnou mnozinu A pEirozenych
Cisel a new necht A(n) je poCet prvkd mnoZziny A, které patii do intrvalu [0, n]
viech prirozenych ¢isel mensich nebo rovnych n. Uvédomme si, Ze interval [0, n]
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8.11 Filtry a ulrrafiltry I

ma n+ 1 prvki a Ze podil A(n)/(n + 1) udava Cetnost vyskytu prvkd mnoziny A4
v intervaiu [0, n]. Horni hustota d*(4) mnoziny A je definovana jako

d*(4) = lim sup A(n)/(n + 1).

n—=w

Podobné dolni hustota mnoziny A4 je

d(4) = liminf A(n)/(n + 1).

n—a

Ztejmé kazdi podmnozina ptirozenych &isel méa horni i dolni hustotu a plati ne-
rovnost

(6) 0<d(A)<d4)<1.

Existuje-li lim A(n){(n + 1), to znamena, ze

d*(4) = d (4) = d(4),

fikame, Ze mnoZina 4 ma hustotu d(4).
Existuji mnoziny pfirozenych ¢isel, které nemaji hustotu. Na druhé strané kazda
konefnd mnozina ma nulovou hustotu. Jsou-li a,bew a b je kladné, pak mnozina

X={a+k.bkew},

tvofena Cleny nekonecné aritmetické posloupnosti, ma hustotu rovnu 1/b, nebot
pro n > a plati

n-—a n—a
L < X <

+1,

a tedy lim X(n)/n = 1/b.
Jsou-li A4, B disjunktni mnoziny prirozenych &isel, pak pro sjednoceni C =
= AU B plati C(n) = A(n) + B(n), a tedy

(7) d*(C) < d*(A) + d*(B).

Navic, existuji-li hustoty d(4) a d(B), pak existuje hustota d(C) a plati
d(C) = d(A) + d(B).

Ma-li mnozina A hustotu d(A4), pak i doplnék — A4 ma hustotu a plati
d(—A4) =1 — d(A).

Tedy specialné pro kladné &islo p mnozZina B vsech Cisel, ktera nejsou délitelna
¢islem p, ma hustotu

dB)=1—1jp.

Lze dokézat, ze mnozina viech prvocisel ma nulovou hustotu.
Necht £ je systém viech mnoZin, které maji nulovou hustotu. Z (6) plyne, Ze
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Ae@, prave kdyz d*(4) = 0. Pfitom pro A < B je A(n) < B(n), odkud plyne
d*(4) < d*(B). To znameni, 7e systtm 2 f d iny jmé
dlw) =1 a w¢ 2. Uzavienost 2 na sjednoceni plyne z (7). Ovéfili jsme, ze 2 je
ideal. Do idealu £ patii kromé viech kone¢nych mnoZin i nékteré nekoneéné mno-
Ziny, 9 je obsaznéj3i nez Fréchetuv ideal.

(e) Van der Waerdeniiv idedl. Setkame se se systémy podmnozin pfirozenych &isel,
pro které neni snadné ovéfit, Ze tvori ideal. Uvedeme takovy ptipad.

Rikame, 7e mnoZzina A < w obsahuje aritmetickou posloupnost délky n, jestlize
existuji Cisla a a kladné d takova, ze viechny ¢leny konedné aritmetické posloup-
nosti

a+k.d pro k<n

patii do mnoZiny 4.

Necht #” je systém sestavajici ze viech podmnozin pfirozenych é&isel, které neobsa-
huji libovolné dlouhé konecné aritmetické posloupnosti.

Je ztejmé, ze Fr = # a {2":new} je ptikladem nekoneiné mnoziny, ktera
neobsahuje Zadnou aritmetickou posloupnost délky 3, patti tedy do . Je ziejmé,
Ze systém # je uzavieny na podmnoZiny a Ze © nepatfi do # . To, Ze systém #” je
také uzavien na sjednoceni, vyplyva z nasledujici verze znamé van der Waerdenovy
vety, jejiz diikaz Ize nalézt v knize Graham, Rothschild a Spencer (1980).

Véta. (van der Waerden, 1927). Obsahuje-li mnoZina pFirozenych Gisel 4 = A, U A,
libovolné dlouhé konecné aritmetické posloupnosti, pak alespon jedna = mnoZin A, A,
md tutéz vlastnost.

Systém #~ je tedy ideal. V (d) jsme zavedli ideal 2 mnozin nulové hustoty. Existuje
mnozina z &, ktera nepatfi do %, je to napfiklad mnoZina

U [113, n + n},

new

ktera je sjednocenim nekonec¢né mnoha intervald rostouci délky.

Hluboky vysledek Z. Szemerediho z roku 1975 ukazuje, ze %" < £, to znamena,
7e kaZda mnozina pfirozenych C&isel s kladnou horni hustotou obsahuje libovolné
dlouhé kone¢né aritmetické posloupnosti. Vime, ze mnoZina viech prvocisel lezi
v &. Zda mnozina viech prvocisel patii také do #7, je otevieny problém, ktery je
povazovan za velmi obtizny, aZ beznadgjny.

8.12 Omnaceni. Vime, Ze algebra viech podmnozin libovolné mnoziny X je Gplny
svaz pfi uspofadani inkluzi. Infimum libovolného neprazdného systému F = 2(X)
vzhledem k inkluzi je rovno ()£ Je-li F prazdny, infimum F je X. Bude-li z kontextu
zfejmé, Zze se zabyvdme podmnozinami uréité mnoziny X, infimum prazdného
systému mnozin budeme oznaCovat prinikem stejné jako infimum neprazdného
systému.

Déle se budeme zajimat o systémy mnozin, které urcuji filtr.
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8.13 Definice. Baze filtru. Generatory filtru. Necht # je filtr na X.
(i) Mnozina B < % se nazyva hdze filtru #, jestlize kazdi mnozi

€ J y JESLLL O

je nadmnoZzinou néjaké mnoZiny z B, to znamena, jestlize

(VY¥eZ)(3zeB)(Z < V).

(ii) MnoZina S € Z se nazyva mnoZinou generdtori filtru F , jestlize systém viech
pranik® koneéné mnoha mnozin z S tvoti bazi filtru .#, neboli

(VAeZ)(3S, e [S]°) (NS, < 4).

Rikame takeé, ze S generuje filtr .

8.14 Definice. Centrovany systém. Bud S néjaky systém podmnoZin mnoziny X.
Rikame, ze S je centrovany systém na X, jestlize prinik kazdého koneéného pod-
systému S, = S je neprazdny.

Z umluvy 8.12 plyne, Ze prazdny systém na X je centrovany pravé tehdy, kdyz
X je neprazdna mnozina. Je-li § neprazdny systém, pak centrovanost systému S
pozaduje, aby pro kazdé kladné prirozené na A4,,..., 4,€S platilo 4, n...N A4, *
+ 0.

Kazdy filtr je svou bazi a také je centrovanym systémem, ktery s kazdou mnozi-
nou obsahuje i viechny nadmnoZiny. Naopak, je-li § < #(X) centrovany systém,
pak

F(S)={y < X:(35.€[S]*) (NS, = Y)}

je filtr na X a je to navic vadi inkluzi nejmensi filtr na X obsahujici systém S. Vsimné-
me si, Ze mnozina viech pranikd kone¢nych podsystéml centrovaného systému §
tvofi bazi filtru #(S), a tedy filtr #(S) je generovan systémem S. Centrovany systém S
na mnoziné X jednoznaéné uréuje filtr F(S), ktery je timto systémem generovany.

8.15 Priklady. (a) Necht (X, <) je nahoru usmérnéna uspofadana mnoZina.
Potom S = {[x,—):x€ X} je centrovany syst¢ém na X.Z usmérnénosti usporadani
plyne, Ze pro kone¢né¢ mnoho x,,...,x,€ X existuje ye X takové, ze y > x;. To
znamena, ze [y,—) < [x,,—) 0 ... [x,, —), a tedy S je bazi filtru F(S), ktery je
systémem S generovan.

(b) Bazi filtru okoli bodu x v topologickém prostoru, jak byl definovan v 8.11(b),
tvoti vechny oteviené mnoZiny prostoru obsahujici bod x.

(c) Mnoziny realnych ¢isel Lebesgueovy miry nula a soucasné typu G, (to zna-
mena priniky spodetnd mnoha otevienych mnoZin) tvoti bazi idealu viech mnozin
Lebesgueovy miry nula.

(d) Existuje soubor (A, :nem) mnozin ptirozenych &isel takovy. 7e

(i) pruniky libovolnych tii mnozin souboru Jsou neprazdne,

(ii) pruniky alespon ¢tyf mnozin souboru jsou prazdné.
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Je ztejmé, Ze staci sestrojit takovy soubor na ngjaké spocetné mnoziné. Uvazujme
mnozinu X = [w]® sestavajici ze viech tiiprvkovych podmnozin prirozenych &isel.
Mnozina X je spocetna. Pro kazdé ptirozené n polozme

A, ={aeX;nea}.

Mnozina A, sestava z téch tfiprvkovych mnozin, které maji ¢islo n jako sviij prvek.
Ovétime, ze soubor {A4,:ne€w) podmnoZin mnoziny X ma vlastnosti (i) a (ii). Pro
rizna i j.kew prinik A; N A; N A4, sestava z jediné triprvkové }nnoiiny {ij, k},
je tedy neprazdny. Uvazujeme-li ¢tyfi mnoziny, napriklad Ao, ..., A4, pak
Agn...n Ay =0, protoze zadna tfiprvkovd mnozina neobsahuje Ctyfi razné
prvky 0, 1,2, 3.

Pozadovali jsme, aby soubor s vlastnostmi (i) a (ii) byl nekoneény, a pouzitim
Dirichletova principu snadno odvodime, Ze vSechny mnoZiny souboru musi byt
nekonecné. Ctenaf si zajisté uvédomil, Ze ¢islo tii nehraje dalezitou roli a maze byt
nahrazeno libovolnym kladnym pfirozenym Cislem.

8.16 Rozdifovani filtrd. Uvazujme pevnou neprazdnou mnozinu X a viechny filtry
na X. Filtr # na X sestava z nékterych Casti mnoziny X, tedy # <= 2(X). Obsa-
huje-li filtr # | vSechny Casti mnoZiny X, které obsahuje filtr #,, to znamena, je-h
F, © F,, tikdme, ze &, rozsituje F,.

Mnozina viech filtrG na X je uspofadana inkluzi. Podstatneé je, ze pfi tomto uspo-
fadani jsou splnény podminky principu maximality 7.10, nebot je-li S neprazdny
systém filtra linearné usporadany inkluzi, pak i |JS je filtr.

Z principu maximality pak plyne existence maximalnich filtrl a dokonce to, Ze
kazdy filtr lze rozsifit do maximalniho filtru.

Je ziejmé, ze ¥, < #,, pravé kdyz pro dualni idealy plati #* < F*. To
znamena, 7e predchozi Gvahy lze pfenést i na idealy.

8.17 Lemma. Filtr & je maximdlni, prdvé kdyz F je ultrafiltr.

Dtikaz. Necht & je maximalni filtr na X. Potfebujeme ukazat, ze pro libovolnou
AS X je AeF nebo —AeF. Predpokladejme, ze pro néjaké A to neplati.
Pak # U {A} je centrovany systém, nebot pro zadné Ye# neni Y = — A, atedy
YA A + 0. Filtr #, generovany systétmem & U {4} je vlastnim rozsifenim filtru
F a dostavame spor s maximalitou #. Tedy # je ultrafiltrem na X. Naopak, necht
F je ultrafiltr na X. Kdyby existoval filtr #, rozifujici & a # + #,, pak pro
AeF, — F, které nelezi v ultrafiltru &, plati —4e#, atedy 41 — 4 patii do
Z,, coZ neni mozné pro zadny filtr. Ukazali jsme, Ze ultrafiltr je maximalni filtr
vaci inkluzi.

Dualni tvrzeni pro idealy je nasnadé. Vidime, Ze pojmy ultrafiltr a prvoideal na
mnoziné jsou synonyma pro maximalni filtr a maximalni ideal. Pomoci axiomu
vybéru, pfesnéji z principu maximality, jsme ukazali, ze kazdy filtr lze rozsifit do
maximalniho filtru (ultrafiltru). Uvédomime-li si, Ze kaZdy centrovany systém ge-
neruje néjaky filtr, nasledujici tvrzeni je dokazano.
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8.18 Zakladni véta o ultrafiltrech. KaZdy centrovany sysiém S na mnoziné X Ize

rozsiFit do néjakého wlrafiliru F na X.

8.19 Oznaleni. fX oznacuje mnozinu viech ultrafiltri na X. Protoze kazdy trivialni
ultrafiltr na mnoziné X mizeme ztotoZnit s néjakym prvkem x e X, budeme mno-
Zinu v8ech netrivialnich ultrafiltrd na X znacit X — X.

8.20 Definice. Uniformni filtr. Rikame, 7e filtr # na X je uniformni, jestlize kazda
mnozina z & ma stejnou mohutnost jako nosnd mnozina X. Mnozinu viech
uniformnich ultrafiltrd na X ozna¢ime #(X). Uvédomme si, Ze filtr na w je
uniformni, pravé kdyz sestiva jen z nekonefnych mnozin. Na w splyvaji pojmy
netrivialni ultrafiltr a uniformni ultrafiltr.

8.21 Existence netrivialnich ultrafiltrd. Na koneéné mnoZiné jsou viechny ultrafiltry
trivialni. Zakladni véta o ultrafiltrech 8.18 zarucuje existenci néjakého ultrafiltru
na w, ktery rozsifuje Fréchetiv filtr #¢. Uvédomime-li si, e ultrafiltr na w roziifuje
Fréchetlv filtr, pravé kdyz je netrivialni, dokazali jsme, ze mnozina fw — w je
neprazdna.

Podobné se dokaze, ze kazdy uniformni filtr 4 na w lze rozsitit do uniformniho
ultrafiltru, nebot C = ¢ U %, je centrovany systém na w a kazdy filtr, ktery je nad-
mnozinou C, je uniformni.

Obecnéji, pro kazdou nekonegnou mnozinu X je # = [X]<“ ideal na X a kazdy
ultrafiltr na X, ktery rozsifuje dualni filtr #*, je netrividlni, tedy z 8.18 plyne
BX — X £0.

Ukazali jsme, 7e¢ Pow — @ = #(w). Jsou-li dany nespofetnd mnozina X, jeji
spocetna podmnozina 4 a netrivialni ultrafiltr % na A. je snadné ovéfit, ze

F, ={Bc X:BnAeZF}

je netrivialni ultrafiltr na X, ktery neni uniformni, protoze 4 € %, a mnoZiny A a X
maji riznou mohutnost. Pro libovolnou nespocetnou mnozinu X tedy plati %(X) &
< BX — X.

Nyni vime, Ze existuji netrivialni ultrafiltry na libovolné nekonetné mnozing,
ale zadny takovy ultrafiltr jsme nepopsali.

Uvédomme si, ze zakladni véta o ultrafiltrech je disledkem principu maximality,
ktery je ckvivalentni s axiomem vybéru. Pokud nepfijmeme axiom vybéru nebo
alespon zakladni vétu o ultrafiltrech jako daldi axiom teorie mnoZin, miZeme
bezesporné piedpokladat, ze na kazdé mnoZiné existuji jen trivialni ultrafiltry.

Chceme ¢tenafe presvédcit, ze netrivialni ultrafiltry mohou byt uzite¢né v kombi-
natorice, topologii a v algebte. V dalsim proto budeme pfedpokladat platnost za-
kladni véty o ultrafiltrech, ktera je specialnim piipadem principu maximality.

8.22 Limita posloupnosti podle filtru. Pfipomenme, ze posloupnost

(8) {x,:new)
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bodii n&jakého prostoru P je zobrazeni f:w— P, pro které f(n) = x,. V priklade
8.11(c) jsme ptipomnéli vztah limity posloupnosti k Fréchetovu filtru. Je-li dan
néjaky filtr # na w, obvykly pojem limity posloupnosti roziifime tim, Ze za velke
mnoziny pfirozenych ¢isel budeme povaZzovat mnoZiny z filtru #.

8.23 Definice. #-limita posloupnosti. Necht % je filtr na w a P je topologicky
prostor. Rikame, 7e bod ae P je limitou posloupnosti (8) podle filtru F nebo ze
posloupnost (8) konverguje k a podle # | a piseme

(9) Flimx, = a,
Jestlize pro kazdé okoli V bodu a skoro viechny ¢leny posloupnosti leZi ve V, to zna-
mena, ze

{nix,evies.

8.24 Obvykly pojem limity posloupnosti odpovida limité podle Fréchetova filtru
a v tomto pripadé budeme misto (9) psat

limx, = a.

Pokud filtr ¢ rozsifuje fikr # a plati-li #-limx, = a. pak také %-limx, = a.
Tento fakt plyne z definice 8.23. Specialnég, existuje-li obvykla limita a limx, = q,
pak pro kazdy filtr & roziifujici Fréchetav filtr je také #-limx, = a. Existuji
viak Z-limity posloupnosti, které v obvyklém smyslu nekonverguji.

8.25 Piiklady. (a) Posloupnost &isél (- 1)" je jednoduchym piikladem posloup-
nosti, ktera nema limitu. Aviak pro kazdy filtr #, ve kterém lezi mnoZina viech
sudych ¢isel. plati

Flim (-1 =1.

(b) Je-li # trivialni ultrafiltr na w uréeny prirozenym &islem k, pak pro kazdou
posloupnost (8) je
Flimx, = x, .
(c) Hromadné body posloupnosti. Necht (8) je posloupnost bod n&jakého topo-
p p
logického prostoru. Je-li ¢ uniformni filtr na w a plati-li

(10) %limx, = a,

pak v kazdém okoli bodu a leZi nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti x,. To zname-
na. e a je hromadnym bodem posloupnosti (8).

Na druhou stranu, je-li @ hromadnym bodem posloupnosti (8), pak existuje uni-
formni filtr ¥ na w, pro ktery plati (10). Staci, vezmeme-li centrovany systém S,
sestavajici z mnozin

Ay = {n:q,eV},



8.27 Filtry a ultrafiliry I

kde V je libovolné okoli bodu a. Protoze a je hromadnym bodem, A, je nekone¢na
mnozina. Pro libovolna dvé okoli V. W bodu « je

Ay w=A, N Ay .

To znamené, ze systém S, je uzavien na priniky. Filtr 4 generovany systémem S, je
uniformni a plati (10).

8.26 Z vlastnosti filtrdi plynou i dalsi vlastnosti #-limit dobfe znamé pro obvyklé
limity posloupnosti realnych &isel.

Pokud topologicky prostor P je Hausdorffiv, pak posloupnost bod prostoru P
muze mit nejvyse jednu limitu podle daného filtru. Kdyby pro né&jaky filtr % platilo
Flim x, = a, #limx, =b a a + b, pak pro disjunktni okoli U, V bodt a, b by
mnoziny {n:x,eU} a {m:x, eV} zZ byly disjunktni a to neni mozné.

Predpokladejme, Ze v topologickém prostoru P je definovana spojita binarni
operace, oznatme ji ®. Jestlize #limx, = a a #limy, = b, pak Flim(x, @ y,) =
= a® b. Specidlné. operace Citani a nisobeni realnych &isel jsou spojité. a proto
pro kazdv filtr .# na  a libovolné posloupnosti v, 1, redlnych Cisel plati

(1) F-lim(x, + y,) = #lim x, + Flimy,,
Flim(x,.y,) = (Flimx,) . (Flim y,),

pokud limity na pravych stranich existuji.

Ultrafiltr je extrémnim ptipadem filtru a to se promita i do existence Z-limit.
V dikazu nasledujiciho tvrzeni pouzijeme Cantortv princip vlozenych intervald,
ktery fikd, Ze libovolna posloupnost {I,:new) do sebe zafazenych uzavienych
intervald realnych Cisel, jejichz délka konverguje k nule. ma v priniku pravé
jeden bod.

8.27 Véta. Kaida posloupnost redlnych Cisel md jednoznacné uréenou (vlastni nebo
nevlastni) F-limitu pro libovolny ultrafiltr F na .

Specidlné, kazdd omezend posloupnost ma vlastni F-limitu pro libovolny ultrafiltr
F na w.
Diikaz. Necht f:w— R je posloupnost realnych ¢isel. Bud # ultrafiltr na w. Bu-
deme diskutovat tfi vzajemné se vyluCujici pripady.

(i) Existuje mnozina A4 € %, na které je funkce f konstantni. Necht « je hodnota,
kterou funkce f nabyva na mnoziné 4. Potom

Flim f(n) = a.
n
Vsimnéme si, ze do tohoto pfipadu spada trivialni ultrafiltr.

(i) Funkce f neni omezend na zadné mnoZing z #. Pak bud f~'"[0, -)e
a v tomto ptipadé je

Zlim f(n) = 4+

b
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nebo ~'(«~.0]e # avtomto piipadg je
Flim f(n) = — < .

(i) Nenastane zadny z ptipadt (i) a (ii). Pak existuje uzavieny interval I, reil-
nych ¢isel takovy. ze mnozina A, = f ~'[I,] lezi v Z, tedy f je omezena na A,
a pritom f neni konstantni na zadné mnoziné z #.

Interval I, rozpilime a ziskdme dva uzaviené podintervaly J,,J,. Ovéfime, ze
pravé jedna z mnozin A, = /" '[J,], 4, = f7'[J,] lezi v ultrafiltru % Piedné
A U A; =4, a AyeF, tedy z vlastnosti (5) ultrafiltra plyne, Ze alespon jedna
z mnozin A; nalezi do #. Kdyby ob& mnoziny lezely v #, pak [ je konstantni na
mnozing A, N A, €%, ale tento piipad jsme vyloucili. Oznadime I, ten z intervald
J, pro ktery plati 4, € #. Dale postupujeme indukci; ptilime intervaly I a ultrafiltr
uréi, ktery z poloviénich intervald bude interval [, . ,. Ziskame tak posloupnost do
sebe zafazenych uzavienych intervald

o221 21;>..,

jejichz délka konverguje k nule. Podle Cantorova principu vloZenych intervala
existuje jediné ¢islo ae ({I,:n < w}.
Zbyva nahlédnout, 7e
Zlim f(n) = a.

Necht V je okoli ¢isla a. Protoze délka intervala I, konverguje k nule, existuje pri-
rozené k, pro které plati [, < V. Zrejmé

f_l[lk]g{n:f(n)eV}, f_l[lk]ey’
nebot tak byly intervaly /, konstruovany. To znamena, Ze
{n:fnyeVies.

JednoznaCnost #-limity plyne z toho, Ze uvazovana topologie realné piimky R je
Hausdorffova.
Je-li posloupnost omezen4, odpada ptipad (ii) a posloupnost ma vlastni #-limitu.

8.28 Kone¢né aditivni miry na algebfe P(w). Vratme se k prikladu 8.11(d). kde byl
zaveden ideal mnozin nuloveé hustoty a pojmy dolni a horni hustota pro 4 < w.
V citovaném pfikladé jsme uvazovali posloupnost relativnich Cetnosti mnoziny
ASw

(12) CAln)i(n + 1):new).

kde A(n) je poget prvki koneéné mnoziny A N [0, n].

Vezméme pevny ultrafiltr # na w a podivejme se, co dostaneme, budeme-li uva-
zovat Zlimity posloupnosti (12).

Podle véty 8.27 pro kazdou mnoZinu 4 < o existuje jednoznainé urCené Cislo

(13) ngA = Z-lim A(n)i(n + 1)
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a zieymd platt
nz0=0, nyw =1, O<nzA<1.
Jsou-li mnoziny 4, B disjunktnia C = 4 U B, potom
C(n) = A(n) + B(n)
a podle (11) je #-limita sou¢tu posloupnosti rovna souctu Z-limit, tedy
nzC =nzA +nzB.

Dale je ziejmé, ze pro A © B je 14 < nB. Funkce 77;: #(n) — R pfipomina miru
definovanou na 2(w).

8.29 Definice. Mira na 2(w). Rikéame, ze funkce i1 2(w) — R je (konecné aduivni)
mira na #(w), jestlize plati

(14) =0, nw>0,
(15) A< B—nA<yB,
(16) AnB=0—>nyAuB)=nd +nB.

Rikame, Ze 4 je n-nulovd mnoZina. jestlize nA = 0. Dvé miry se nazyvaji ekviva-
lentni, maji-li stejné nulové mnoziny. Miru n nazyvame normocanou nebo pravdé-
podobnostni mirou. jesthze plati o = 1.

8.30 Viimnéme si, Zze podle 8.29 mira pfifazuje kazdé podmnoziné piirozenych ¢isel
néjaké nezaporné realné ¢islo, nebot podle (15) a (14) je n4 > n0 = 0. Nevlastni
hodnotu + cc jako miru néjaké mnoziny nepfipoustime. Takovym miram se tika
konecné.

Indukci podle n se z (16) dokaze

(17) (A, v uA,) =) nA,
=1

pokud 4,,..., 4, jsou po dvou disjunktni mnoziny. Nepozadujeme vsak, aby mira
byla g-aditivni, to znamena, aby (17) platilo i pro kazdy spogetny disjunktni soubor
mnozin. Proto mluvime o koneéné aditivni mife.
Kazda konecna mira v na 2(w) je ekvivalentni s né¢jakou normovanou mirou 7,
staci polozit
vA
nAd =—.
|78)
Vidime, ze funkce 1 definovana pro dany ultrafiltr & vztahem (13) je normovana
mira na 2(w). Uvedeme dalii piiklady mér.

8.31 Ptiklady. (a) Duvouhodnotové miry. Kazda mira na 2(w) nabyva alespon
dvou rtznych hodnot. Specidlné normovana mira musi nabyvat hodnoty 0 pro
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prazdnou mnozinu a hodnoty 1 pro celé¢ w. Nabyva-li mira jen dvou hodnot, 0 a 1,
tikame, 7e je dvouhodnotova
Necht 1 je dvouhodnotova mira. Potom systém

G={Acwnd=1]

je ultrafiltr na w. Naopak, je-1i 4 ultrafiltr na w, pak charakteristicka funkce mnozi-
ny 4 definovana na P(w) je dvouhodnotova mira. Existuje tedy vzajemné jedno-
znaéna korespondence mezi ultrafiltry na @ a dvouhodnotovymi mirami na 2(w).

(b) Vihové miry. Necht f je posloupnost nezapornych realnych gisel. Rikame, ze
fje vahovd funkce na w, jestlize Y f(n) konverguje a f(n) > 0 alesponi pro jedno pti-
rozené n. Je-li f vahovéa funkce a polozime-li
(18) nA = ZAf(n)
pro libovolnou mnozinu 4 € w, dostaneme miru na #(w). Rikame, ze 1 je vahova
mira.

Muizeme si predstavit, ze funkce [ prifazuje hmotnost kazdému prvku new aze
mira mnoziny je souctem hmotnosti jejich prvki.

Z absolutni konvergence tady ) f(n) dale vyplyva, Ze mira definovana podle (18)
je o-aditivni. Neni obtizné nahlédnout, Ze ¢-aditivni miry na 2(w) jsou pravé viechny
vahové miry.

V podmince (14) jsme poZadovali, aby mira mnoZiny w byla kladn4. Odtud plyre,
Ze mira, pro kterou jsou viechny jednoprvkove, a tedy i kone¢né, mnoziny nulovymi
mnozinami, nem0ze byt g-aditivni. To znamena, Ze dvouhodnotova mira je g-adi-
tivni, pravé kdyz mnoZiny miry jedna tvoii trividlni ultrafiltr.

(c) Idedl nulovych mnoZin. Je-li n mira na 2(w), ozna¢ime £, systém viech n-nu-
lovych mnozin; to znamena, ze

I, ={Acwnd=0}.

Z aditivnosti miry n vyplyva, ze £, je ideal na w. Specialné pro dvouhodnotovou
miru 7 je 4, prvoideal. Tedy kazda mira na 2(w) uréuje néjaky ideal na w. Mzeme
se ptat, zda kazdy ideal na w je ur€en néjakou mirou, to znamena, zda kazdy ideal
sestava ze viech nulovych mnozin néjaké miry na #(w) Neni obtizné ukazat, ze
Fréchetlv ideal a ide4l mnozin nulové hustoty jsou pfiklady idealu, které nejsou
ur¢eny zadnou mirou.

Pripomenme, 7e kazdy ideal rozdéluje podmnoZiny na malé a ne-malé. Mira
umoziuje jemnéjsi klasifikaci mnozin podle velikosti.

8.32 Miry roz8ifujici hustotu. Ovéfime dalsi vlastnosti kone¢né aditivni miry 1,
definované vztahem (13), které zavisi na volbé& ultrafiltru .# na w.

Je-li # trivialni ultrafiltr uréeny &islem k € w, potom #4 je vahova mira s vahou
f(n)=1/(k + 1) pro n <k a f(n) =0 pro n> k.
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Zajimavé)si je pripad netrivialniho ultrafiltru. Predpokladeime. ze ultrafiltr #
rozSifuje Fréchetuy filtr Potom podle 824 plati

NzA = d(A)

pro kazdou mnozinu A, ktera ma hustotu. Rikame. e mira Nz rozsituje hustotu.
Necht s je zobrazeni, které kazdému ptirozenému &islu pfitazuje naslednika, to
znamena

sin) =n+ 1.

Je-li A < w, mnozina B =s"'[4] vznikne posunutim mnoZiny A o jednicku
doleva (s pripadnym vynechanim —1, je-li 0¢€ A). Je ztejmé, ze B(n)i(n + 1) se lisi
od A(n)/(n + 1) nejvyse o 1/(n + 1). Odtud pro limity relativnich Cetnosti podle
Z plyne

’7,7(A) = NgS~ I[A] :
Rikame, Ze mira 1, je invariantni vzhledem k posunuti.
Pro kazdé A < w plati
d,(4) < nzA < dM4),
nebot ;A4 je podle 8.25(c) n&jaky hromadny bod posloupnosti (11), zatimco d,(A)
je nejmendi a d*(A4) nejvétsi hromadny bod této posloupnosti. Je-li d*(A) > 0, to

znamena, nema-li A nulovou hustotu, pak podle 8.25(c) existuje uniformni filtr ¢
takovy, ze

G-lim A(n)/(n + 1) = d*(4).
Tedy plati
nz(4) = d*(4) > 0

pro kazdy uniformni ultrafiltr % rozsifujici 4.
Nasledujici véta shrnuje, co jsme pravé dokazali.

8.33 Vita. Je-li F nerrividini ultrafiltr na w, pak 1 je koneéné aditivni mira na 2(w),
kterd rozsifuje hustotu a je invariantni vzhledem k posunuti. Navic, pro kaZdou mnoZinu
pFirozenych Cisel A, kterd md nenulovou horni hustotu, existuje netrividlni wltrafiler
ZF takovy, fe ngA > 0.

Existence kone¢n¢ aditivnich mér s uvedenymi vlastnostmi i nize uvedeny ptiklad
Banachovy limity se obvykle dokazuji pomoci Hahnovy-Banachovy véty ve funkcio-
nalni analyze. Ukazali jsme, Ze ve specialnim pfipadé lze tvrzeni dokazat jednodussi-
mi prostfedky.
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8.34 Banachova limita. Necht /* je linedrni prostor viech omezenych posloupnosti
realnych cisel Je-li fe/* asje zobrazem z 8.32. potom posloupnost fs. pro kterou
platt (fs){n) = f(n + 1}, je tak¢ pryvhem /7. Ukazeme. Ze existuje zobrazeni LIM
prostoru (* do realnveh &sel R, kieré splauje nasledujici podminky pro libovolna
f.gel™ ac.de R,

(i) LIM(c-f+d-g)=c LIMf +d-LIMy,
(i) LIM >0, jakmile f(n) >0 prokazdén,

(iii) LIM f = LIM(/s),

(iv) existuje-li obvykla limita posloupnosti f, pak LIM f = lim /.

Podle (i}{iv) je LIM linearni kladny funkcional na prostoru [®, ktery je n-
variantni va&i posunuti a roziifuje obvyklou limitu posloupnosti. Takovy funkcional
se nazyva Banachovou limitou.

Ke konstrukci Banachovy limity na I* staéi vzit libovolny netrivialni ultrafiltr %
na w a pro fe/® definovat LIM f jako F-limitu ¢aste¢nych aritmetickych pra-
mért posloupnosti f, presnéji

S0+ /) + ..+ f(n)
n+ 1 ‘

LIM [ = Zlim

Tato definice ma smysl, protoze posloupnost ¢astecnych aritmetickych priméra
libovolné fel® je také omezend a podle 8.27 ma jednoznacné uréenou vlastni
Z-limitu.

Je ztejmé, ze LIM je kladny funkcional, a ze vztahtl (11) vyplyva, Ze je linearni.
Abychom dokazali, ze LIM je invariantni vzhledem k posunuti, uvédomme si, Ze
aritmetické praméry prvnich n &lend posloupnosti [ a fs se lisi o hodnotu
1£(0) = f(n + D)I/(n + 1) a Ze tento rozdil konverguje k nule. protoze f je omezena
posloupnost.

Vlastnost (iv) je disledkem znamého faktu z analyzy: konvergentni posloupnost
konverguje ke své limit€ i v priméru.

Z predchoziho je zfejmé, Ze funkcional LIM zavisi na volbé ultrafiltru F e %(w),
ze kterého byl sestrojen. Viimnéme si, Ze pro charakteristickou funkei y , kterékoli
mnoZiny A € w plati

LIMy, =nz4.

&

kde n je mira na #(w) definovana vztahem (13).

To znamena, 7e Banachova limita ur¢ena ultrafiltrem 7 je rozSifenim konecné
aditivni miry 7, z véty 8.33. Mezi Banachovou limitou a 75 je tedy podobny vztah
jako mezi integralem a mirou.

8.35 Budeme se dale zabyvat principem kompaktnosti, ktery umoznuje prenaset
nékteré vlastnosti koneénych podsouborll na cely nekonegny soubor mnoZin.
Princip kompaktnosti byl formulovan jako samostatné tvrzeni na prelomu 40.
a 50. let.
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8.36 Filtry a ulerafiltry 1

Nejprve zavedeme pomocné pojmy. Mé&me soubor mnozin
A= C(Aiel).

Uvazujme systém S, ktery sestava z c¢aste¢nych selektorii souboru A, to znamena
z nékterych zobrazeni f, jejichz defini¢ni obor je ¢asti indexové mnoZiny I a pro
kazdé ie Dom (f) je f(i) € A,.

Rikime, ze systém S pokryvd konecné podmnoiiny I, jestlize pro kazdou konec¢nou
Cast u mnoziny [ existuje /€S takové. 7e¢ u € Dom (/). Zobrazeni g nazyvame
Siltrovanym prodlouZenim systému S, jestlize y je definovano na celé mnoziné [ a ko-
necné Casti zobrazeni g jsou vymezeny systémem S, piesnéji

(Vuel[I]<*)(3reS)(flu=glu).

Je ziejmé, Ze filtrované prodlouZeni systému S, pokud existuje, je prvkem kartéz-
ského sou¢inu X (A iel).
K dikazu principu kompaktnosti pouzijeme zédkladni vétu o ultrafiltrech §.18.

8.36 Véta. Princip kompaktnosti. Jsou-li vSechny mnoZiny A, souboru (A:iel)
konecné, pak kaidy systém édstecnych selektorii pokryvajici koneéné podmnoziny I
md filtrované prodlouzeni.
Ditkaz. Necht S je systém pokryvajici kone¢né podmnoziny [. Zizenim viech zobra-
zeni z S na kone¢né podmnoZiny vytvotime systém S, ktery také pokryva konecné
podmnoziny a sestava jen z konecnych zobrazeni. Filtrované prodlouZeni systému S
je filtrovanym prodlouZenim systému S, a naopak. Proto miZeme predpokladat,
Ze S sestava pouze z kone¢nych zobrazeni. Z pokryvaci vlastnosti systému S plyne,
Ze kazda z mnoZin A, je neprazdna, a take, ze S £ 0.

Budeme definovat mnozinu X a na nizavedeme centrovany systém. Hledané zobra-
zeni ziskame z ultrafiltru, ktery tento centrovany systém rozsituje.

Bud X mnoZina vSech kone¢nych Castecnych selektor, to znamena, Ze

X =U{X4; uel1]*“}.

ieu
Pro ie I polozme

Y, ={feS:ieDom(f)}.

Ptedpokladali jsme, ze S < X, atedy Y < X pro kazdé iel. Ukazeme, Ze mno-
Ziny Y, tvofi centrovany systém. Je-li u konecna neprazdna podmnozina I, pak z po-
kryvajici vlastnosti systému S plyne existence fe€S takového, ze u < Dom (f).
To znamena, e fe ()Y, a tedy systém je centrovany.

Bud % ngjaky ultrafiltr na X rozsifujici systém {Y:iel}. Uvazujme nyni
mnozinu A4; pro pevné iel. Pro ae 4; polozme

Y(a) = {fe¥;: [(]) = a}.



Pro ruznd a.be A, je ziegmé Y(u) ™ Y (b) = 0 a navic

Uf¥la):aea} =Y

Vidime, Ze mnoZina Y, z ultrafiltru 4 je sjednocenim koneéné mnoha (4, je konecné
dle predpokladu) disjunktnich mnozin. Tedy existuje pravé jeden prvek ae A,
takovy, ze Y(a)e ¥. Muzeme nyni definovat zobrazeni g vztahem

gli) = ae Y(a)e ¥

pro kazdé iel.

Zbyva ovéfit, ze g je filtrované prodlouZeni systému S. UvaZujme kone¢nou ne-
prazdnou mnozinu u < I. Pro kazdé ieu je Y(g(i))e¥ a Y(g(i)) = S. Tedy pri-
nik (V{Y(g()):ieu} lezi také v 4, a je proto neprazdny. Pro libovolné f z tohoto
praniku plati f€ S, u < Dom(f) a pro kazdé ieu je (i) = f(i). Tim je dikaz
dokonéen.

Uvédomme si, Ze princip kompaktnosti je netrivialni tvrzeni jen pro nekonetné
soubory mnoZin.

8.37 Siatkovy problém. Hallova véta. Kazdy muZ se znd s jistymi Zenami a je
mozné, Ze vice muzl se zna s touZe zenou. Ptame se, kdy je mozné, aby se kazdy mu?
ozenil s nékterou z Zen, které zna, kdyz mnohomuzstvi je vyloudeno?

Formulace siiatkového problému v matematické feci je nasnadé. Bud M koneéna
mnozina a necht

(19) (W,:meM)

je soubor kone¢nych mnozin. Ptame se, kdy existuje fe X W,, které je prostym
meM

zobrazenim, neboli, kdy existuje prosty selektor na souboru (19), jehoz definiéni

obor je cela mnozZina M?

Ptekvapivé jednoduchou odpovéd dava Hallova véta. Prosty selektor pro konegny

soubor (19) konegnych mnozin existuje pravé tehdy, kdy?
(v < M)W= 1U ).
me
Dukaz této véty Ctenaf nalezne v Nesettilové knize Teorie grafi (1979).

Podminka tesitelnosti siiatkového problému fik4, Ze kazda skupina muZi se musi
znat dohromady s nejméné tolika zenami, kolik je muZi ve skupiné. Je ziejmé, Ze
je to podminka nutna, netrivialni ¢ast Hallovy véty ukazuje. Ze je to i podminka
postacujici.

Princip kompaktnosti umoziiuje ptenést Hallovu vétu na nekonecné soubory
koneénych mnoZin. UkaZeme, ze plati nasledujici tvrzeni.

Prosty selektor pro libovolny soubor konenych mnoZin {(A4,:ie I) existuje pravé
tehdy, kdyz existuje prosty selektor pro kazdy koneiny podsoubor (A4,:ielJ),
Jel[I]=~.

130



841 Filtry a ultrafiltry [

Snadno se nahlédne, ze zuzeni f|J prostého selektoru f pro (A,:iel) na
mnozinu J < I je prostym selektorem pro {A4,:i€J). Na druhou stranu, zobra-
zeni f, které je filtrovanym prodlouzenim systému viech konetnych ¢astecnych
prostych selektort, je hledanym prostym selektorem pro cely soubor.

Omezeni v principu kompaktnosti na koneéné mnoziny v souborech je pod-
statné. Uvazujme soubor {(w,:reR), kde r probiha v§echna realna isla a kazdé o,
je mnozina viech pfirozenych &isel. Je zfejmé, ze pro kazdy konecny podsoubor
existuje prosty selektor. Kdyby bylo mozné pouzit principu kompaktnosti i v tomto
ptipadég, pak by existoval prosty selektor pro cely soubor, a to je prosté zobrazeni
nespoCetné mnoziny R do spodetné mnozZiny w. Vime, Ze takové zobrazeni ne-
existuje.

8.38 Obarvitelnost grafu. Na problému obarvitelnosti grafi ukazeme dalsi po-
uziti principu kompaktnosti. Pfipomenme nejprve zdkladni pojmy.

8.39 Definice. Graf. (i) Graf G = (¥, H) je urCen mnozinou vrchold ¥ a mno-
zinou hran H; hrany jsou nékteré dvouprvkové podmnoziny mnoziny vrchold, tedy
H < [V]%. Rikdme, ze hrana {x, y} € H spojuje vrcholy x a y. Graf je konecny,
jestlize mé& kone¢nou mnozZinu vrchold.

(ii) Graf G, = (V,, H,) se nazyva indukovanym podgrafem grafu G, jestlize

Viev, H =[VW]}nH.

8.40 Piiklady. (a) Uplny graf. Graf K, = (V,[V]*> se nazyva aplny, protoze
kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou.

(b) Kruznice délky n je graf C, = (¥, H), kde V je n&jaka n-prvkovd mnoZina
{vo, ..., v,_,} a mnoZina H sestava z hrany {vo, v,_,} a viech hran {v.v,_,} pro
i<n-— 1L

(c) Je-i 4 = X, kazdé zobrazeni h: 4— X urcuje gral G, = (X, H) s mno-
Zinou hran

H={{xh(x)}:xe A& x # h(x)} .

Vsimnéme si, ze pro zobrazeni f: X — X mnoziny X do sebe je graf G, totozny
a grafem G,, kde h = f|(X — {x: f(x) = x}), a Ze zobrazeni h nema pevné body.

8.41 Definice. Obarveni grafu. Bud k pfirozené ¢islo. Zobrazeni f, které prifazuje
kazdému vrcholu grafu G = (V, H) né&jaké prirozené ¢islo mensi nez k tak, ze
fix) = fly) pokud {x,y}e H. se nazyva k-obarveni grafu G nebo obarveni G po-
moci k barev.

Rikame, ze dany graf je k-obarvitelny, jestlize existuje né&jaké jeho k-obarveni.
Graf je konecné obarvitelny, je-li k-obarvitelny pro néjaké pfirozené k.

Vzhledem k tomu, Ze definice k-obarveni nepoZzaduje, aby bylo pouzito viech
k barev 0,1,...,k — 1, kazdé k-obarveni je také l-obarveni pro [ > k.

131



1 842

8.42 Definice. Je-li G konecné obarvitelny graf, pak nejmensi pocet barev, kterymi
je obarvitelny, se nazyva barevnost grafu G.

8.43 Priklad. Snadno se nahlédne, ze Uplny graf K, ma barevnost n. Kruznice C,
sudé délky n > 2 ma barevnost 2 a kruZnice liché délky n > 3 ma barevnost 3.

V 8.46 ukazeme, Ze graf G, z ptikladu 8.40(c) ma barevnost nejvyse 3.

Nekone¢ny tplny graf neni kone¢né obarvitelny.

Vsechny podgrafy k-obarvitelného grafu jsou opét k-obarvitelné: je-li f k-obar-
veni, pak zuZeni f na néjakou podmnozinu vrchold zdstane k-obarvenim odpovi-
dajiciho podgrafu.

Nasledujici véta spojuje kone¢nou obarvitelnost nekoneéného grafu s obarvitel-
nosti koneénych podgrafa.

8.44 Véta o barevnosti grafu (de Bruijn a Erdés, 1951). Necht k je pFirozené ¢éislo.
Graf G = (V, H) je k-obarvitelny, prdvé kdy: kazdy jeho koneény podgraf je
k-obarvitelny.

Diikaz. Jiz jsme ukazali, Ze z k-obarvitelnosti grafu G plyne k-obarvitelnost kazdého
podgrafu. Opa¢nou implikaci dokazeme pouzitim principu kompaktnosti. Necht §
je mnozina sestavajici ze vSech k-obarveni koneCnych indukovanych podgrafa
grafu G. § je systém casteCnych selektori souboru (A, xeV), kde A, =
={0,1,...,k — 1} pro kazdé x. Navic S pokryva kone¢né podmnoZiny mnoziny V.
Tedy z principu kompaktnosti existuje néjaké filtrované prodlouzeni g systému S.
Pro takové g ziejme plati

g:V—ok a g(x) +gly), jekmile {x,y}eH,
tedy g je k-obarveni grafu G.

8.45 Poznamka., KdyZ v roce 1976 K. Appel a W. Haken rozfesili slavny problém
Gty barev a ukazali, Ze kazdy kone¢ny rovinny graf je 4-obarvitelny, podle véty 8.44
tim dokazali, e kazdy (i nekoneény) rovinny graf je 4-obarvitelny.

Nasledujici tvrzeni, které je dusledkem véty 8.44 o barevnosti grafu, nachazi
uplatnéni v teorii ultrafiltra.

8.46 Lemma o tfech mnoZinach. Bud Y < X a h zobrazeni mnoziny Y do X, které
nemd pevné body, to znamend, 3e pro kaidé xe Y je h(x) + x. Potom existuje roz-
klad mnoZiny X na tfi édsti X = X, u X, v X, takovy, Ze pro kazdé i < 2 plati

(20) WX ]nX =0.

Ditkaz. Zobrazeni h: Y— X uréuje graf G, = (X, H) z ptikladu 8.40(c), kde H =
= {{x, h(x)}: x e Y}. Tvrzeni bude dokazino, ukazeme-li, Ze graf G, je 3-obarvitelny.
Je-li f néjaké 3-obarveni grafu G, a X, je mnozina viech vrcholi obarvenych i-tou
barvou. dostavame (20). K tomu staci ukazat podle 8.44, ze kazdy kone¢ny induko-
vany podgraf grafu G, je 3-obarvitelny. Dokazeme to indukci podle mohutnosti
konetnych podmnozin mnozin X. Kazdy graf s nejvyse tiemi vrcholy je 3-obarvi-
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telny. Ptedpokladejme, ze kazdy podgraf grafu G, s n vrcholy je 3-obarvitelny, a do-
kazujeme, Ze i1 kazdy podgraf s n + 1 vrcholy je 3-abarvitelny. Bud A e [x]~!
Uva7ujme ncjprve piipad, kdy h[4] £ 4. Zvolme n&jaké ve A — h[A] a polozme
B = A — {x]. Vichol x je spojen hranou nejvyse s jednim vrcholem leZicim v B,
a 1o fix). Podle induké&niho pfedpokladu existuje n&aké 3-obarveni f definované
na B. Kazdé takové obarveni f miazeme rozsifit na 3-obarveni definované na
mnoziné A, ptifadime-li prvku x barvu f(x) < 3 riznou od barvy f(h(x)).

Uvazujme zbyvajici piipad, kdy h[A] = 4. Mnozina A je konecna, a proto h
zobrazuje mnoZinu A vzajemné jednoznatné na A. Zvolme néjaké xe€ A a polozme
B = A — {x]. V tomto pfipadé je x spojeno nejvyse se dvéma vrcholy leZicimi v B,
a to h(x) a h™'(x). Opét mizeme libovolné 3-obarveni f definované na B roziirit
na A, zvolime-li f(x) <3 razné od f(h(x)) iod f(h™'(x)).

Dokazali jsme, ze kazdy podgrafs n + 1 vrcholy je 3-obarvitelny, a tedy 1 kazdy
konecny podgraf ma tuto vlastnost.

8.47 Obraz filtru. Necht f je zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y a f~ je
indukované zobrazeni 2(X) do 2(Y) z 4.34.

Obraz neprazdné mnozZiny je neprazdny a pro priniky plati inkluze
flanB] < f[4]n fB].
Tedy pro libovolny filtr # na X je
177 = {sla): ae 7}

centrovany systém na Y.
Snadno se nahlédne, Ze systém

(21) {Ccy:f[CleZ}

je filtr na Y a ze f [ %] je jeho baze.

Uvédomme si, ze samotny obraz f~[# | filtru F nemusi byt filtrem na Y.

Je-ll Z ultrafiltr na X. pak f~[#] je baze ultrafiltru na Y. protoze pro libovolné
A< Y mnozy f'[A4], f '[Y — A] tvofi rozklad mnoziny X a jedna z nich patfi
do ulraliftru .# . To znamena, Ze systém (21) je ultrafiltr na Y.

8.48 Zobrazeni ff. Predchozi Gvaha ukazuje, ze pro kazdé zobrazeni f: X — Y
muazeme definovat zobrazeni fif: X — Y vztahem

Bfliwy={acy:f '[A]ew].

Viimnéme si, ze trivialnimu ultrafiltru % nad bodem xe X pii zobrazeni fif odpo-
vida trividdni ultrafiltr nad bodem f(x). Maze sc stat. ze fif (#) je trivialni ultrafiltr,
1 kdyz ultrafiltr # je netrivialni, napfiklad. je-li / konstantni zobruzeni.

8.49 Pevné body zobrazeni ff. Necht f je zobrazeni mnoZziny X do sebe. Potom
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Bf:BX — BX a ultrafiltr % je pevnym bodem zobrazeni [ff, jestlize Bf (%) = .
Uvédomme si, Ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

€1 po MREAY

(22) Br( ) =,
Ae — f[Ale.

Je-li zobrazeni f identické na néjaké neprazdné mnoziné B < X, pak kazdy
ultrafiltr % € X, ktery obsahuje B, je pevnym bodem zobrazeni ff. K dikazu
pouzijeme druhou podminku z (22). Je-li 4 libovolna mnozina z %, potom
AnBe# a f[AnB]=AnBc f[A], odtud plyne f[A]e#. Podle (22)
je % pevnym bodem zobrazeni ff.

Ukazeme, ze pfedchozi podminka charakterizuje viechny pevné body zobrazeni

Bf.

8.50 Véta. Nechr f je zobrazeni mnoziny X do sebe. Ultrafiltr 4 € X je pevaym
bodem zobrazeni fif, pravé kdyZ f je identita na néjaké mnoziné z #, tedy kdy?

{xeX:f(x)=x}e¥.

Dtikaz. Jednu implikaci jsme jiz dokazali v pfedchozim odstavei. K dikazu
opaéné implikace pouzijeme lemma 846 o tiech mnoZinach. Oznaéme B =
= {xeX:f(x) = x}. Pokud Be%, jsme hotovi. Pfedpokladejme, ze B¢,
to znamena, ze mnozina Y =X — Be%. Necht h = f|Y. Podle 8.46 existuje
rozklad mnoziny X na tki &asti X, X, X, takovy, Ze h[X;]n X, =0 pro i< 2.
Ptitom pravé jedna z mnozZin X, lezi v %, protoze X e%. Je-li X e%, potom
také 4 = X, n Ye, ale f[A] nelezi v %, protoze je disjunktni s X, Ukazali jsme,
7e pro ultrafiltr % neni splnéna druha podminka z (22), to znamena, Ze % neni pevnym
bodem zobrazeni ff. Tim je véta dokézana.

8.51 Pravé dokazané tvrzeni budeme ilustrovat na pfikladé dvouhodnotové miry
na Z(w) a transformace zachovavajici miru.

Podle véty 8.33 vime, Ze na #(w) existuje mira 5 a existuje zobrazeni f:w— o,
které zachovava miru #, to znamena, Ze plati

nf 4] = n4

pro kazdou (métitelnou) mnoZinu 4 S w a navic f neni nikde identické.
Uvazujme specialné dvouhodnotovou miru v na P(w) a ptejme se, jaka zobra-

zeni f tuto miru zachovavaji. Mife v odpovida ultrafiltr % na w sestavajici pravé

z mnozin miry 1. Jestlize zobrazeni f zachovava miru v, pak pro kazdé Ae¥% je

gAY = = 1

atedy f™'[4]e%, neboli % je pevnym bodem zobrazeni ff. Podle véty 8.50 to
znamend, Ze zobrazeni f je idehtické skoro viude ve smyslu miry v.

Ukazali jsme, Ze zobrazeni zachovava dvouhodnotovou miru, pravé kdyz je skoro
viude identické.
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KAPITOLA II

Ordinalni ¢isla roz§ifuji mnoZzinu ptirozenych Cisel za hranice kone¢nych mnozin.
Plati pro né princip (transfinitni) indukce a maji svou aritmetiku. Kli¢em k zavedeni
ordinalnich &isel je pojem dobrého uspofadani, ktery je odvozen z uspofadani
mnoziny piirozenych &isel. Ordinalni Cisla jsou typy vSech dobte uspotadanych
mnozin, zatimco pfirozena ¢isla jsou typy dobrych uspofadani konednych mnozin.
Ordinalnim ¢islim jsou vénovany §§ 1-3. Pii prvnim &teni staci seznamit se s § 1.
s prvni ¢asti § 3, kde je zaveden ordinalni soucet a souéin, a s ¢asti § 2 aZ po vétu
o rekurzi.

Kardinalni ¢isla tvori Cast tfidy ordinalnich cisel. Jsou to mohutnosti dobie uspo-
fadanych mnozin. Plati-li axiom vybéru, kardinalni &isla jsou mohutnosti viech
mnozin. Také kardinalni ¢isla maji svou aritmetiku, ktera se 1isi od aritmetiky ordi-
nalnich &isel. Operace kardinalni aritmetiky odpovidaji mnozinovym operacim
a dovoluji uréit mohutnosti mnozin, které vzniknou mnozinovymi konstrukcemi.
Ve srovnani s operacemi kardinalniho souétu a soucinu, které jsou velmi jednoduché,
je operace mocnéni dosti slozitd a jejyi prubéh neni jednoznalné urlen systémem
axiomt ZFC. Zakladni fakta o kardinalnich éislech obsahuje §4, § 5 je vénovan
mocnindm kardinalnich &isel a dusledkim, které pro mocniny kardinalnich &isel
plynou ze zobecnéné hypotézy kontinua (GCH) a z hypotézy singularnich kardinald
(SCH). Sesty paragraf je vénovan kumulativni hierarchii univerza mnozin, ktera je
matematickym vyjadtenim pfedstavy mnoZinového univerza, ze které vychazi
Zermelova a Fraenkelova axiomatika. Posledni paragraf je vénovan hierarchii
tiidy konstruovatelnych mnozin. Na vztahu obou hierarchii zavisi globalni vlast-
nosti mnozinového univerza. Pii prvnim &teni je mozné §§ 6 a 7 vynechat.

§ 1 Ordinalni ¢isla

UkazZeme, 7e pomoci dvou zakladnich vlastnosti prirozenych &isel Ize definovat
Sirdi tiidu Cisel, ktera nazveme ordinalni. Vedle pfirozenych c&isel, ktera splyvaji
s kone¢nymi ordinalnimi &isly, v této t#idé najdeme i nekonegna (transfinitni) ordi-
nalni ¢isla. Tfida vSech ordinalnich &isel je dobte uspotadana relaci € a plati pro ni
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I 1.1

princip indukce, ktery je zobecnénim principu indukce pro ptirozena &isla. Ukazeme,
ze jsou ordinalni ¢isla dvou typli- izolovana a limitni, 2 podrobné rozebereme viast-
nosti dobrého uspofadani tridy vSech ordinalnich ¢&isel. Na zavér ukazeme, 7e
dobra uspotadani, ktera jsme definovali pro dvojice prirozenych &isel, a uspotradani
kone¢nych mnoZin pfirozenych &isel se pienaseji i na ordinalni &isla.

1.} Definice. Tranzitivni tfidy a mnoziny. Rikame, 7e trida X je tranzitivni, jestlize
kazdy prvek xe X je podmnozinou X, to znamena, kdyz plati

xeX »x< X.

1.2 Z definice 1.1 je zfejmé, zz tiida X je tranzitivni, pravé kdyZ pro libovolné x, y
plati
(1) yexeX -yeX.

Posledni implikaci nelze zaménovat s tvrzenim, 7e relace € je tranzitivni na X.
Z (1) je ziejmé. Ze X je tranzitivni, pravé kdyz (JX < X.

Univerzalni tfida a prazdnd mnoZina jsou tranzitivni. Podle lemmatu 6.19
z prvni kapitoly je mnozina viech prirozenych Cisel trunzitivni a kazdé prirozené
¢islo je také tranzitivni mnozina.

13 Lemma. (i) Jsou-li X a Y tranzitivni Fidy, potom X nY a X UY jsou
tranzitivni.

(i) Je-li kazdy pruek tFidy X tranzitivni mnoZina, potom NX aUX jsou tranzitivoni.

(i) Je-li X tranzitivni tFida, potom relace ndlezent je tranzitivni na X, pravé kdyz
kazdé xe€ X je tranzitivni mnoZina.

Ditkaz. (i} plyne ptimo z definice 1.1.

(ii) Ukazeme, ze ()X je tranzitivni. Necht pro mnoziny y, z plati yeze[)X,
to znamena, Ze pro kazdé xe X plati zex a yex, protoze x je tranzitivni. Tedy
ye()X a ()X je tranzitivni. Podobné se dokaze, e | X je tranzitivni.

(i) Jsou-li x, y, z libovolné mnoZiny takové, 7¢ zeyexeX, potom také
y,z€ X, protoze X je tranzitivni.

Je-li kazdé xe X tranzitivni mnoZina, dostavame, ze ze€ x a relace naleZeni je
tranzitivni na X. Je-li naopak relace € tranzitivni na X, pak je kazdy prvek
x € X tranzitivni.

1.4 Definice. Ordinalni ¢isla. Rikdme, Ze mnozina x je ordindlni ¢islo nebo kratce
ordindl, jestlize x je tranzitivni a relace naleZeni je dobré (ostré) usporadani mno-
Ziny Xx.
TFidu v3ech ordindlnich ¢isel oznacime On, tedy
On = {x:x je ordinalni &islo} .

Pfipomenme, Ze relace € je ostré uspofadani na x, jestliZe je antireflexivni a tranzi-
tivni na x. Je to dobré uspotadani, jestlize kazda neprazdna podmnozina a = x
mé nejmensi prvek.
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18 Ordinalni éislu I

1.5 Z dcfinice ordinalniho ¢isla je zfejmé, ze prizdna mnozina je ordinaln ¢islo
Z véty 6.19 a 6.23 z prvni kapitoly vyplyva. ze kazdé piirozene ¢islo je ordinalni
¢islo @ ze mnozina « vsech prirozenych cisel je také ordinalni cislo. Vime, ze w je
nekonecnd mnozina a 7e prirozena ¢isla jsou kone¢né mnoziny. Pozdéji uvidime,
ze ordindlni Cislo w je supremem mnoziny vech prirozenych Cisel ve tiidé On.
To znamena, ze pfirozena Cisla jsou pravé konetné ordinaly a Ze w je nejmensi ne-
konegné (transfinitni) ordinalni &islo.

Nyni ukazeme, 7e ttida On mé podobné vlastnosti jako kterékoli ordinalni ¢islo:
je tranzitivni a je dobfe uspofadana relaci €. UkaZeme také, Zze On neni mnoZina
a ze je to jedina vlastni tfida s takovymi vlastnostmi.

1.6 Lemma. On je tranzitivni tFida.

Dukaz. Ukazeme, ze kazdy prvek v ordinalniho ¢isla x je také ordinal. Relace na-
lezeni je tranzitivni na ordinalu x a podle 1.3(iii) je kazdy prvek yex tranzitivni
mnoZina. Z tranzitivnosti x také plyne y < x a y je dobfe uspotfddana relaci e.
Tedy y je ordinal a On je tranzitivni tiida.

1.7 Lemma. Jsou-li x, y ordindly, potom plati
() x¢x,

(i) xny jeordindl,

(iii) xeyexcy.

Ditkaz. (i) (sporem). Kdyby platilo x € x, potom relace naleZeni neni antireflexiv-
ni na x a nemuZe byt ostrym uspotadanim na x.

(ii) x N y je tranzitivni mnozina podle 1.3(i) a je dobfe usporadana relaci €, protoze
je podmnozinou ordinalu x (i ordinalu y).

(i) Je-li xey, z tranzitivnosti y dostavame x Sy a z (i) plyne x £ y. Je-li
naopak x < y, potom y — x je neprazdna mnozina. Necht z je jeji nejmensi prvek
vzhledem k uspofadani e. UkaZeme, Ze x = z, a tvrzeni (iii) bude dokazano.

Nejprve ukazeme, ze x < z. Je-li uex, potom také uey a pro u,z z linearity
uspofédani € na y dostavame

uezVu=zV:zeu.

Vzhledem k volbé z v disjunkci nemuZe nastat druhy a tfeti ptipad: rovnost u = =
vede k u¢x a zeu spolu s tranzitivnosti x dava zex. Ukazali jsme, Ze ue:,
to znamena, ze x < z.

Je-li uez, potom z tranzitivnosti y plyne uey. Kdyby u¢x, dostali bychom
spor s minimalitou z v mnoziné y — x. Tedy také 2 < x.

1.8 Véta. Relace ndlezeni je dobré ostré uspordddni tfidy On.

Ditkaz. Podle 1.7(i) je relace € antireflexivni na On. Podle 1.6 je ttida On tranzitivni
a kazdy jeji prvek je ordinal, tedy tranzitivni mnoZina. Podle lemmatu 1.3(iii) je
relace naleZeni tranzitivni na On. Ukazali jsme zatim, Ze € je ostré uspofadani na On.
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Zbytek dikazu rozdélime do dvou krokf. Ukazeme, ze:

nim.

(ii) Kazda neprazdna mnozina ordinalnich ¢isel ma minimélni prvek vzhledem
k uspotadani e.

Tim bude dokazano, ze € je dobré uspofadani na On, protoZe v linearné uspofa-
dané mnoziné€ je minimalni prvek nejmensi.

(i) Jsou-li x, y libovolné dva ordinaly, podle 1.7(ii) je x N y také ordinal. Uva-
zujme inkluze

xXNye<x, xXNysy.

Je vyloueno, aby v obou platila ostra inkluze. Potom bychom dostali x nyexny
a to je ve sporu s tvrzenim (i) lemmatu 1.7. Zbyvaji tfi moznosti.

V ptipadé, ze v obou inkluzich plati rovnost, dostavame x = y. Plati-li rovnost
jen v prvni z nich, podle 1.7(iii) dostavame x ey, a plati-li rovnost jen ve druhé
inkluzi, dostdvame ye x. Relace € je trichotomicka na On.

(ii) Necht a je neprazdna mnoZina ordinalnich &isel a nech{ « € a. Pokud « neni
minimalni prvek mnoziny a vzhledem k uspotadani €, polozme b=an o a b je
neprazdnd podmnoZina ordinalu «. Necht f je nejmensi prvek b vzhledem k e
Ukazeme, Ze § je minimalni prvek mnoZiny a vzhledem k €. Kdyby pro néjaké yea
platilo y e f, z ptedpokladu fex dostavame y€a, protoze « je tranzitivni. To by
znamenalo, e yeana = b a Ze § neni nejmensi prvek mnoziny b. Ukéazali jsme,
Ze B je minimalni prvek mnoziny a vzhledem k €. Stejnym zpisobem se dokaze, Ze
kazda neprazdna podtfida 4 = On ma nejmensi prvek.

Nasledujici tvrzeni je obdobou paradoxu Burali-Fortiho. ktery v roce 1897 uka-
zal, Ze viechna ordinalni ¢isla nemohou tvotit mnozinu.

1.9 Dasledek. TF7ida On neni mnozinou.

Diikaz. Podle 1.6 je On tranzitivni a podle 1.8 je dobfe uspotadana relaci nalezeni.
Kdyby tfida On byla mnozinou, pak by byla ordinalnim ¢islem a platilo by One On.
To je ve sporu s lemmatem 1.7(i).

1.10 Dusledek. Je-li X tranzitivni vlastni tfida dobie uspoFddana relaci nalezeni,
potom X = On.

Diitkaz. Necht X spliuje pfedpoklady tvrzeni. Je ziejmé, ze kazdy prvek xe X
je ordinal, tedy X < On. Kdyby platila jen ostra inkluze a x bylo ordinalni &islo,
které neni prvkem tiidy X, z tranzitivnosti X a z véty 1.8 dostavame X < x.
To vede ke sporu s piedpokiadem, Ze X je vlastni tfida, tedy X = On.

1.11 Oznaleni. Trida viech ordinalnich &isel spolu s dobrym usporadanim relaci
nalezeni a dalsimi operacemi je velmi dilezitou strukturou v teorii mnozin.
V dal§im textu budeme ordindlni Cisla oznaCovat zpravidla malymi pismeny
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1.16 Ordinalni ¢isla 1

fecké abecedy «, 8, 7, %y, 05, ..., @, ... a relaci dobrého usporadani na On budeme
ozna¢ovat < misto €. Budeme psat x < f misto xef a budeme psat o < f
misto xef V a = f. Vyraz « < f§ ¢teme ,(ordindlni c’z’slo) % je mendi nez

¢islo) f“ a podobné vyraz « < f &teme 2 je mensi nebo rovno f*.

(ordindini

1.12 Lemma. (i) Mno?ina x € On je ordindlnim Cislem, pravé kdy: x je tranzi-
tivni mnoZina.

(ii) Je-li A neprdzdnd tFida ordindlnich Cisel, potom (A je nejmensi pruek tFidy A
vzhledem k uspofdddani <.

(i) Je-li a mnozina ordindlnich ¢isel, potom \Ja je také ordindlni ¢islo a je to
supremum mnoZiny a vzhledem k uspofaddni <.

Dikaz. (i) Podle véty 1.8 je kazda mnoZina ordinala dobfe usporadana relac
nalezeni. Je tedy ordin&lnim ¢islem, pravé kdyz je tranzitivni.

(i) Je-li A neprazdna podtiida On, podle diikazu véty 1.8 existuje nejmensi prvek
x€ A vzhledem k uspofadani <. Uvédomme si, Ze z tranzitivnosti ordinall pro
libovolné fe A dostavime x = . To znamena, Ze o = [)A.

(iii) Necht a € On. Podle 1.3(ii) je Ua tranzitivni mno#ina a je to ordinalni &islo
podle (i). Je-li aea, potom o< (Ja= B, tedy a < f podle 1.7(iii) a 1.11. Je-li
y < B, toznamena, je-li yeUa, pak existuje xca tak,ze yea, tedy 7 < x. Uka-
zall jsme, ze Ua je nejmensi majorantou mnoziny a

1.13 Ddsledek. Ordindl w je supremem mnoZiny viech pFirozenych éisel ve tFidé On.
To znamend, Ze w je nejmensi nekonecné ordindlni ¢islo. Konecné ordindly jsou prdvé
pFirozend Cisla.

Dithaz. Podle 6.19(i) 7 prvni kapitoly je sup o = Uw = w. Je-h x nekoncéné ordi-
nalni ¢islo, pak nutné ¢ < v u naopak.

1.14 Lemma. Je-li % ordindlni éislo, pak = |a} je nejmenii ordindl vétsi ne? a.
Rikime, ze o {2} je ndslednikem a a Ze « je pFedchiidcem a U {2} v uspordddni <.
Dikaz. Pro kazdé « je «u {} tranzitivni mnozina ordinald a je to ordinalni ¢islo
podle 1.12(i). Je-li B < xu {a}, pak Bexu{a}, tedy bud Bea. nebo f ==
To znamena, 7e f <o amezixa au {1} neni Zadné ordinalni ¢islo.

1.15 Definice. Izolovana a limitni ordinalni &isla.

(i) Rikame, ze ordinalni ¢islo « je izolované, jestlize x = 0 nebo a ma predchiidce,
to znamena, jestlize existuje ordinal f takovy, ze « = U {f}.

(ii) Rikame, e ordinalni &islo « je limitni, je-li nenulové a nema-li predchiidce.

1.16 Je ziejmé, ze kazdé prirozené &islo je izolované a ze w je limitni ordinalni
¢islo. Ordinalni &islo w U {w} je izolované, ale neni to ptirozené &islo.

Ttida viech ordinalnich ¢isel se rozpada na dvé disjunktni &asti: na izolovana
a limitni ordinalni &isla. Mezi izolovanymi Cisly zaujima nula jako nejmensi
ordinal zvlastni misto, protoze nema pfedchidce.
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1.17 Topologie urtena uspofadanim tfidy On. Na tiidé On mizeme zavést intervaly
stejnym zplsobem jako na realne pfimce. Jsou-li o, f libovolna ordinalni &isla
ax < B, tik&me, ze mnoziny
(f)=[reona<y <pl,
(—a2)={re0ny <2

jsou oteviené intervaly na On. Uvédomme si, Ze intervaly (o, 8) a («,«) mohou
byt i prazdné, jestlize v prvnim pfipadé f = au {a} nebo a=0 ve druhém
ptipadé.

Rikame, Ze mnozina o < On je okolim ordinalu , je-li « prvkem néjakého ote-
vieného intervalu, ktery je podmnozinou o. Otevieny interval je tedy okolim viech
svych prvki.

Jelli =0 nebo a«=puU{B}, potom jednoprvkova mnozina {a} je také
okolim ordinélu o, protoze {0} = (<, 1) a {z} = (8,2 U {«}). V topologii se body,
které maji jednoprvkové okoli, nazyvaji izolované. Ve shodé s tim jsme takova
ordinalni &isla nazvali izolovan4. Je-li A limitni ordinal, snadno se nahlédne, Ze
v kazdém jeho okoli je nekone¢né mnoho ordinalnich ¢isel mensich nez A. Ptitom 4
je nejvétsim prvkem okoli (x, 4 U {i}).

1.18 Ordinalni ¢isla jako typy dobfe uspofadanych mnoZin. Jsou-li dvé mnozinové
relace izomorfni, podstatné se nelisi, 1 kdyz popisuji vztahy mezi prvky ze dvou
riiznych mnozin. Rikame také, Ze izomorfni relace jsou ,,stejného typu‘. Je ziejmé,
%e vztah ,,byti izomorfni® (,,byti stejného typu*) urduje relaci ekvivalence na ttidé
viech relaci. Snadno se nahlédne, Ze ke kazdé mnoZinové relaci existuje vlastni tfida
relaci, které jsou s ni izomorfni. To znamena, Ze tiidy takové ekvivalence jsou
vlastni.

Tim se dostavame k otazce, zda je mozné ptifadit kazdé relaci ngjakou mnozinu
— jeji typ — tak, aby dvéma izomorfnim relacim byl vZdy pfitazen stejny typ. V ta-
kovém pripadé typ reprezentuje celou tfidu navzajem izomorfnich relaci. Idealni
je takovéa reprezentace, ktera dovoluje z daného typu ¢ sestrojit alespoii jednu relaci
typu ¢. Potom miazZeme celou tfidu relaci typu ¢ nahradit jedinou relaci a vysetfovat
jen takové reprezentujici relace.

Ukazeme, Ze ordinalni ¢isla mohou poslouzit jako typy pro relace dobrych
usporadani.

1.19 Véta. Je-li R dobré uspofdddni mnoziny A, pak existuje prdvé jedno ordindlni
Cislo o a jednoznacné ureny izomorfismus o a A vzhledem k < a R.

Diikaz. Pro kazdy ordinal « podle véty 1.5.31 existuje jednoznaéné urleny izomor-
fismus (vzhledem k < a R), ktery zobrazuje A na n&jakou dolni podmnoZinu « nebo
« na néjakou dolni podmnozinu A. Pfitom je-li « < f a i je izomorfismus, ktery
zobrazuje ordinal f na dolni podmnoZinu A4, potom i|« je izomorfni zobrazeni «
na dolni podmnozinu A a podle véty 1.5.31 zadny jiny takovy izomorfismus ne-
existuje. Vime, ze On je vlastni tfida, neni tedy mozné, aby kazdy ordinal § byl izo-
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morfni s néjakou dolni podmnozinou A. Necht f§ je ordinal takovy, Ze A4 je izomorini
s néjakou doini podmnoZinou a < f. Pritom doini znamena totéz co tranzitivni,
protoze jde o uspotadani relaci e. Podle lemmatu 1.12 je tranzitivni mnozina u hle-
dany ordinal a. Podle véty 1.5.31 je to jediny ordinal izomorfni s A.

1.20 Dasledek. Dva riizné ordindly nejsou izomorfhi.

1.21 Véta 1.19 ukazuje souvislost von Neumannovy definice (1923), ktera je dnes
vieobecné pouzivanou definici ordindlu s pivodnim Cantorovym pojetim z roku
1895, ktery definoval ordinalni c¢isla abstrakci jako typy dobie uspotadanych
mnozin.

Nyni ukazeme, Ze lexikografické a maximo-lexikografické usporadani se pfimo
prendseji z prirozenych &isel na ordinalni ¢isla jako dobra uspofadani tiidy
On x On.

1.22 Definice. Lexikografické a maximo-lexikografickeé uspofadani.
(i) Na tride On* definujeme lexikografické uspordddni <, tak, ze pro libovolné
ordinaly o, o, B,, B, poloZime

oy, B) <o Cogy By oy <oy V(e = a, &, < B,).
(i) Maximo-lexikografické usporddani <, , na On?

(g, By <me 2, B
e Max {a;,2,} < Max {2,,§,} V
V (Max {7,.B,} = Max {«,, §,} &
& oy, B) < i (3. B,)) -

1.23 Vé&a. (i) Lexikografické uspoFdddni je dobré ostré usporddani na On®.

(i) Maximo-lexikografické uspofdddni je dobré ostré uspordddni na On*. Navic
kazda dvojice {o, > ma jenom mnozinu pfedchidcti. Maximo-lexikografické uspo-
Faddni je tedy tizka relace.

Ditkaz. Obé usporadani jsou rozsifenim uspotradani, ktera jsme zavedli na w x w
v ptikladu 1.6.28.

(i) Snadno se nahlédne, Ze lexikografick¢ usporadant je antireflexivni a tranzitivni
relace. Ukazeme, ze je to dobré usporadani. Necht u je libovolna neprazdna pod-
mnozina On’. Potom Dom(u) je neprazdna mnoZina ordinalnich ¢isel. necht «
je jeji nejmensi prvek. Polozime-li v = {f: <o, f> €u}, potom v je také neprizdna
mnozina ordinalnich Cisel. Snadno se ovéri, ze {«, ), kde f je nejmensi ordinal
z v, je nejmensi prvek mnoziny u vzhledem k lexikografickému uspofadani. V lexiko-
grafickém uspofadani dvojici (1,0 pfedchazeji viechny dvojice <0,a), xeOn.
Lexikografické usporadani tedy neni Gzka relace.

(ii) Také maximo-lexikografické uspotadani je antireflexivni a tranzitivni relace.
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Podobnym zpdsobem jako v (i) se dokaZe, Ze je dobré. Ukazeme. 7e je Gzké. Necht
(&, B je libovolna uspotadana dvojice ordinald a necht y je vétii z ordinala «. 5.
Je-li (&ny <yp. <% B), potom & n <7y To znamena, Ze kazda dvojice, ktera
prechazi (%, #, je prvkem mnoziny (v U {y})%.

1.24 Definice. Necht [On]<* oznaduje tiidu viech konecnych podmnozin On. tedy
[On]*® = {x:x < On& Fin(x)} .
Pro libovolné dv& kone¢né mnoziny ordinald x, y definujeme
x<yelxF y&max((x —yuly - x)ey),

jinymi slovy x ptechazi y, jestlize symetricky rozdil mnozin x, y je neprazdny a jeho
nejvétsi prvek nalezi do mnoziny y.

1.25 Véta. Relace <0 je uizké dobr¢ ostré usporddani na [On]=.

Ditkaz. V 1.6.2¥ jsme ukazali, Ze < je linedrni uspofadani. Je-li x kone¢na mnozina
ordinald a ¢ je jeji nejvétsi prvek, potom kazdi mnozina y < x je podmnozinou
ordinalu ¢. To znamena, ze <3 je Uzka relace. Ukazeme, Ze je to dobré uspofadani.
Ke kazd¢ mnoziné u < [On]<“ existuje ordinal « takovy, ze u < [a] ¢ Pred-
pokladejme, ze < neni dobré usporadani. Necht « je nejmensi ordinal takovy, Ze
existuje neprazdna mnozina u < [«]<®, ktera nema nejmensi prvek vzhledem k <.
Necht B je nejmensi prvek mnoziny {max (x):xeu} a v je mnoZina viech xeu,
pro které max (x) = B. Z definice uspotadani je ztejmé, #é v je dolni podmnozina
mnoziny u, proto v také nema nejmensi prvek vzhledem k <. Piitom vg
c [Bu{B}]°®, to znamena, ze « = U {B}. Nech{ w vznikne z v tim, Ze
z kazdého xev vynechame nejvétsi prvek f. Potom w < [B]“", a protoze
B < a, existuje nejmensi prvek y mnoziny w vzhledem k <. Polozime-li x =
= y U {B}, pak x je nejmensi prvek mnoziny v (i mnoZiny u) vzhledem k <= — spor.
Relace <0 je tedy dobré uspotadani na [On]<®.

1.26 Transfinitni indukce. Na z4vér vyslovime princip transfinitni indukce, ktery
je zobecnénim principu indukce na mnoziné€ vSech pfirozenych Cisel.

1.27 Véta. Nechi A je tFida ordindlnich Cisel takovd. Ze pro kaZdy ordindl « plati
xS Ao aeA,

potom A = On.
Diikaz. Uvédomme si, ze pfedpoklad « < A4 je ekvivalentni s tvrzenim, Zze kazdy
ordinal f < a je prvkem tfidy A. Kdyby On — 4 + 0, pro nejmensi ordinal «
z této tiidy plati « = A4, ale x¢ 4. To je ve sporu s predpokladanou vlastnosti
tiidy A.

Nasledujici verze principu transfinitni indukce popisuje indukéni kroky pro izo-
lovana Cisla a limitni Cisla kazdy zvlast.
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129 Ordwnalni éislu i1

1.28 Véta. Necht A je tfida ordindlnich Cisel takova, Ze
(i) O0e4

a pro kazdy ordindl « plati
(i) aed-au{ajed,
(iii) x< A—>aed, jelialimitni.

Potom A = On.

1.29 Dilkazy transfinitni indukci. Chceme-li dokazat. ze néjaka formule ¢(a) plati
pro kazdé ordinalni &islo, uvazujeme tfidu

A= {ae0n:ola)}.

Podle ptedchozi véty stali ovéfit, Ze A spliuje podminku véty 1.27 nebo 1.28. Potom
A = On a ¢(a) plati pro kazdy ordinal .

Srovname-li vétu 1.28 s principem indukce pro pfirozena ¢isla (véta 1.6.18), uvi-
dime, e transfinitni indukce mé& navic podminku (iii), kterd dovoluje indukéni
krok i pro w a dalsi limitni ordinaly. Privlastek ,transfinitni* méa zddraznit, Ze in-
dukce pokracuje i za koneéné ordinaly. Princip transfinitni indukce budeme casto
pouzivat v nasledujicich dvou paragrafech a na mnoha dalsich mistech.
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§ 2 Konstrukce transfinitni rekurzi

Seznamime se s metodou konstrukce transfinitni rekurzi, ktera je Jednim ze sil-
nych prostredki teorie mnoZin. Dokazeme tfi nejéastéji pouzivané verze véty o trans-
finitni rekurzi a s jejich pomoci podame jednoduchy ditkaz principu dobrého uspo-
fadani z axiomu vybéru, ktery jsme jinym zptsobem dokazali v 1.7.22.

Ukazeme take, ze kazda vlastni tfida, ktera je dobie uspofadina tzkou relaci,
Je izomor(ni s On. Na ziwver si viimneme alohy parametru, ktere se mohou vyskyt-
nout pfi konstrukei rekurzi.

2.1 V mnoha ptipadech se hodnoty n&jakého zobrazeni konstruuji krok za krokem
opakovanim stejné operace. Pfipomefime znamé rekurentni vztahy

(1) n+0=n,
n + s(m)zs(n +m),

kterymi se definuje soucet prirozenych &isel m, n pomoci zobrazeni s, které kazdému

¢islu n prifazuje néasledujici piirozené ¢islo. Podobng jsme sestrojili zobrazeni, které

danou linearné uspofadanou mnozinu vnofuje do mnoziny viech racionalnich &isel.
Z rovnosti (1) se snadno odvodi vztahy

0+0=0,
O+1=1+0
O+2=14+1=2+0=2,

It

ale z toho jesté neplyne, Ze jsme definovali zobrazeni ,, +™ mnoZiny @ x w do w.
To vyplyva az z véty o definici rekurzi, ktera je disledkem principu indukce. Doka-
Zzeme obecnéjii tvrzeni, které se vztahuje na viechna ordinalni ¢isla.

Véta o transfinitni rekurzi zaru¢uje existenci zobrazeni F, kter¢ je definovano pro
kazdé ordinalni &islo a tak, ze hodnota F(a) zavisi na Gseku F |a. tedy na hodno-
tach funkce F pro ordinalni ¢isla mensi nez a. Podle § 4 kapitoly [ viak takoveé zobra-
zeni nemize byt mnozinou.
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2.3 Transfinuni rekurze 11

2.2 Tkidova zobrazeni. Ptipomenme, ze kazda tfida zastupuje néjaky tiidovy term,
je tedy urena néjakou formuli. Specialné kazda tifida G = V x V ie uvedena
né&jakou formuli ¢(x, y), tedy rovnosti

G = {{x y>ox.y)}

G je ttidové zobrazeni, jestlize spliiuje podminku jednoznaCnosti, to znamend, ze
pro libovolné x, y, z lze dokazat

(o, y) & o(x,2) = y = =.
Potom definujeme

G(x) = y = o(x,y).

Definovat tiidové zobrazeni znamena dat formuli ¢(x,y) s uvedenou vlastnosti.
Nasledujici tvrzeni je tedy schéma vét, které pro kazdou formuli ¢(x, y) definujici
né&jaké zobrazeni G zaruCuje existenci tfidového zobrazeni F s uvedenymi vlast-
nostmi. Dikaz tvrzeni je navodem, jak z formule ¢ sestrojit formuli ¥(x, y), ktera
zobrazeni F definuje.

2.3 Véta o transfinitni rekurzi. Necht G je (t¥idové) zobrazeni, kieré kazdé mnoziné x
piiFazuje mnoZinu G(x). Potom existuje prdvé jedno zobrazeni F, které kaidému
ordindlu o pFifazuje mnoZinu

(2) Flo) = G(F | o).

Diikaz. Necht je dano zobrazeni G. Chceme definovat zobrazeni F:On— V, pro
které plati (2). Ptedpokladejme na chvili, Ze jiz takové zobrazeni F bylo sestrojeno.
Je-li feOn a f = F|pB, potom

(3) Dom (f) = 8.
flo) = G(f|«) plati pro kazdé¢ « < .

Takové zobrazeni f mlZeme chapat jako aproximaci tfidového zobrazeni F. Je
zfejmé, Ze zobrazeni F (jeho? existenci zatim jenom piedpokladame) je sjedno-
cenim tiidy viech aproximaci. Zbytek ditkazu se rozpadé na dvé &asti, nejprve uka-
Jeme, e zobrazeni F s uvedenymi vlastnostmi existuje, a potom ukazeme, ze takové
zobrazeni je praveé jedno.

V ptedchozi iivaze je obsaZen navod, jak sestrojit zobrazeni F. Definujeme tfidu 4
vsech zobrazeni f takovych, ze pro n&jaky ordinél f plati (3). Snadno se nahlédne,
e pro kazdé fe 4 a feDom/(f) je také f|Be A. Dale plati

(a) pro libovolné £,/ € A a ae Dom(f)~ Dom (f) je flo) = f(a),

(b) kazdé BeOn je definiénim oborem né&jakého fe A.

Obé podminky dokazeme pozd€ji. nyni s jejich pomoci sestrojime zobrazeni F.
Polozime-li F = (JA, potom F < On x V az(a) vyplyva, Ze F je zobrazeni. Z pod-
minky (b) dostavame Dom (F) = On. Ukazeme, e pro F plati (2). Necht « je libo-
volny ordinal. Zvolme n&jaké fe A takové, ¢ ae Dom(f). Potom z (a) dosta-
vame
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Jl)=Fla), Jjla=Fla.
Navic
fla) = G(f1a),

protoze f spliiuje podminku (3). Srovnanim poslednich tfi rovnosti dostavame (2).
F je tedy hledané zobrazeni.

Nyni dokédzeme (a): Jsou-li ff' libovolna zobrazeni z 4, potom Dom (f)n
n Dom (f’) je ordinalni ¢islo. Ozname je 8. Indukci dokaZeme, ze f(a) = f'(x)
plati pro kazdé o < 4. Predpokladejme, ze f(B) = f'() plati pro kazdé¢ B < «,
to znamena, 7¢ f|a = f'|o Z podminky (3), ktera plati pro f i f’, dostavame
rovnost

S@) = Gf]a) = G(f |a) = f(x)

a podminka (a) je dokazana. Ptedpokladejme, Ze (b) neplati, to znamena, 7e existuje
ordinal B, ktery neni definiénim oborem Zadného fe A. Necht § je nejmensi ta-
kové &islo. Potom

p = {Dom(g): g 4}

a podle jiz dokazané podminky (a) je f = (J4 zobrazeni s defini¢nim oborem B.
Stejnym zpisobem, jako jsme dokézali, ze pro F plati (2), dokéazeme, Ze pro f plati (3).
To znamena, Ze f'€ A, a dostavame spor s volbou ordinalu . Tim je dokazana pod-
minka (b) i existence F.

Kdyby F’ bylo jiné zobrazeni, pro které plati tvrzeni véty, transfinitni indukci se
dokaze, ze F(z) = F/(2) pro kazdy ordinal o. Postup je stejny jako pfi diikazu (a).
Existuje tedy nejvySe jedno zobrazeni s uvedenymi vlastnostmi.

2.4 Véta o transfinitni rekurzi mai vice ekvivalentnich podob, které se vyuzivaji
pti rGznych typech konstrukci. DokaZeme dvé dalii verze, které mohou &tenafe
inspirovat, aby si dokazal dalgi, které se mu budou lépe hodit.

2.5 Véta. Necht G, je zobrazeni definované na univerzdlni tridé. Pak existuje privé
jedno zobrazeni F: On — V takové, ze

Fla) = GJ(F[O‘])
pro kazdy ordinadl a.

Ditkaz. Je-li dano zobrazeni G,, polozme G(x) = G,(Rng(x)) pro kazdou mnozinu
x. Podle v&ty 2.3 existuje pravé jedna funkce F:On — V takova, e

Fla) = G(F |2) = Gy(F[«])
pro kazdé a € On.

2.6 Véta. Je-li dana mnoZina a a zobrazeni G, G, definovand pro kazdou mnoZinu
pak existuje prave jedno zobrazeni F:On— V takové, Ze plati

>
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28 Transfimni rekurze 11

F(0) = a,
Fla) = G]F(ﬁ) , je-li a ndsiednikem ordindlu f,
F(x) = Gy(F[a]), je-li o limitni ordindl.

Diikaz. Jsou-li dana zobrazeni G,, G, a mnozina a, pro libovolné x polozme

G,(x(f)), je-li x zobrazeni, B ordinal a Dom (x) = § U {),
G(x) ={ G,(Rng(x)), je-li Dom (x)limitni ordinal,
a v ostatnich pfipadech.

Podle véty 2.3 existuje pravé jedno zobrazeni F s defini¢nim oborem On takové,
e pro kazdy ordinal « plati
Flo) = G(F | ).

Snadno se nahlédne, Zze F je hledana funkce. Pro « = 0 dostavame

F(0) = G(F|0) = G(0) = a,
pro o = fu {B}

F(z) = G(F [«) = G,(F(8))
a pro limitni

Flo) = G(F |«) = G,(F[«]).

2.7 Pii definici rekurzi se nékdy pozaduje, aby hodnota F(«) nezavisela jen na tseku
F|a, ale i na ordinalu «. Jinymi slovy, je dano zobrazeni Gy:Onx V-V
a konstruuje se zobrazeni F:0n — V takove, ze

F(o) = Gofo, F| %)

plati pro kazdy ordinal «. I tento pfipad je zahrnut ve vété 2.3. Uvédomme si, Ze % =
= Dom (F|«). Je-li dano zobrazeni G, muZeme definovat zobrazeni G vztahem
G(x) = Go(Dom (x), x). Je-li F zobrazeni z véty 2.3, pro kazdy ordinal « dostavame

Fla) = G(F |a) = Gyl F o).

Transfinitni rekurzi lze z axiomu vybéru (AC) jednoduse dokazat princip
dobrého uspotadani (WO).

2.8 Véta (AC). Kaidou mnoZinu lze dobFe usporadat.
Diikaz. Nechf A je libovolnd mnoZina. MlZeme pfedpokladat, Ze je neprazdna,
jinak neni co dokazovat. Staci, kdyZ sestrojime prosté zobrazeni f né€jakého ordi-
nalu « na 4, které na mnozinu A pfenese dobré uspofadani ordinalu a.

Hledame ordinal o a prosté zobrazeni f. Myslenka dikazu je velmi jednoducha.
Necht g je selektor na 2(A), ktery vybird z kazdé neprazdné podmnoZiny a < A4
prvek gla)ea. Zobrazeni f konstruujeme tak, e nule prifadime prvek, ktery
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selektor vybira z mnoziny A. Jsou-li jiz sestrojeny hodnoty f(3) pro kazdé menéi
ne? néjaky ordinal § a mnozina A — f[B] je neprazdna, f{f) b
z ni selektor vybere.

Existenci zobrazeni f zaruCuje véta o transfinitni rekurzi. Operaci G definujme
vztahem G{x) = g(4 — x) pro kaidé x. Podle véty 2.5 existuje pravé jedno
zobrazeni F takové, e pro kazdy ordinal « je Fl« F[a] Je-li « nejmensi
ordinal takovy,ze 4 — F[a] =0 a f = Fla, z deﬁmce G a vlastnosti F se snadno
ukaZe, Ze f je prosté zobrazeni « na A.

ude prvek

2.9 Je zfejmé, Ze v pfipadech, kdy rekurzi podle véty 2.5 konstruujeme zobrazeni
né&jakého zatim neur¢eného ordinalu do dané mnoziny A, stati, aby operace G byla
definovana na mnoziné 2(A). Pouzijeme-li vétu 2.3, stadi, aby operace G byla defi-
novana na 2(a x A) pro dosti velky ordinal o.

2.10 Uzka dobra uspofadani a On. Rikame, 7e R je uzka relace, jestlize
{y: (y, x) € R} je mnozina pro kazdé x. Vime, ze On je viastni tfida, kterd je dobfe
uspotadana uzkou relaci. Ukazeme, ze kazda vlastni tfida, kterd je dobfe uspofa-
dana uzkou relaci, je izomorfni s On.

Snadno se nahlédne, Ze je-li R uzka relace dobrého uspofadani na tfideé A4, potom
kazda neprazdna podtfida B < A ma nejmensi prvek: libovolny prvek be B je
bud nejmensim prvkem tfidy B, nebo u = {a:ae B & {a,b) €R} je neprdzdnd
podmnozina tfidy 4. Nejmensi prvek mnoZiny u existuje (R je dobré uspotadani)
a je i nejmensim prvkem tfidy B.

2.11 Véta. Je-li R uzké dobré uspoidddni na vlastni tFidé A, pak existuje prdvé jedno
izomorfni zobrazeni F tFidy On na A.

Diikaz. lzomorfismus F sestrojime transfinitni rekurzi. Pro libovolné x necht Gx)
je nejmensi prvek tiidy A — x vzhledem k R. Uvédomme si, z¢ A — x = 0 pro
kazdé x, protoze A je vlastni ttida. Podle vety 2 5 EXIS(U_]C pravé jedno zobrazeni
F:On— V takové, Ze pro kazdy ordinal « je F(x G(F[«]). Ptitom pro libovolny
ordinal  je 4 — F[«] % 0, proto F je prosté zobrazem On do A. Snadno se ovéii,
%e pro libovolné a, § plati

o < fe Fl2) < F(B).

F je tedy izomorfni zobrazeni On na ngjakou dolni podtiidu tfidy A. Kdyby
existoval n&jaky prvek ae A, ktery neni hodnotou zobrazeni F, pak a ma vlastni
tfidu predchiidcti a R neni uzké usporadani. Proto F je izomorfni zobrazeni On
na A.

2.12 Jiny diikaz véty 2.11 Ize ziskat Gpravou dikazu véty [.5.31 bez pouziti rekurze.

2.13 Piiklad. Maximo-lexikografické uspotadani je podle véty 1.23 uzké dobre
uspofadani na On®. Podle véty 2.11 existuje pravé jeden izomorfismus J tfidy on?
4 On vehledem K maximo-lexihografickému usporadani a <. V piikladé 1.6.28 jsme
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2.14 Transfinitni 1 churze 11

ukazali, ze J zobrazuje w x w na w. Pozdéji uvidime, Ze podobna rovnost plati
i pro dal3i limitni ordinaly, specialné pro viechna nekonecna kardinalni ¢isla.

Podle véty 125 je relace < Uzké dobré uspotadani na tiide [On]<“ vsech
konegnych podmnozin t¥idy On. Existuje tedy izomorfni zobrazeni K ttidy [On]<“
na On. Z 1.6.28 vime. ze K zobruzuje [w]* na w. Pozdéji uvidime. ze totéz plati
1 pro vsechna nekone¢na kardinalni ¢isla.

2.14 Parametry transfinitni rekurze. Podle imluv z §§2 a 3 kapitoly I mize mit
formule ¢, ktera definuje zobrazeni G, i dalsi volné proménné pro mnozZiny a pro
ttidy, které chapeme jako parametry. Naptiklad v dikazu 2.11 vystupuji tiidy 4, R
jako parametry v definici zobrazeni G. Rozebereme pfipad, kdy ¢ mé kromé volnych
proménnych x, y jesté jednu volnou mnoZinovou proménnou z a jednu volnou
proménnou C pro tfidy. Je-li dana tfida C, potom

(4) G = {{x, ) 0(x, 3,7, C)}

je zobrazeni a hodnoty G(x) zavisi i na parametrech z a C. Je-li F zobrazeni sestro-
jené transfinitni rekurzi z operace G, jeho hodnoty F(«) také zavisi na parametrech
z, C. Mizeme to zdiraznit tim, Ze sestrojené zobrazeni oznacime F_ .

Vratme se ke vztahim (1), které definuji soudet n + m rekurzi podle proménné m.
Proménna n v nich vystupuje jen jako parametr konstrukce. Je-li dano pfirozené
gislo n, podle véty 2.6, kde a = n, G,(x) = x U {x} a G, je definovano libovolng,
sestrojime zobrazeni F, takové, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo m plati

F(m)=n+m.

Polozime-li F'(n,m) = F,(m) pro kazdé n,m < w, parametr n zobrazeni F, se stal
proménnou zobrazeni F'.

Ukazeme, e takovy postup je korektni, Ze mnozinové parametry zobrazeni de-
finovaného transfinitni rekurzi lze zahrnout mezi proménné néjaké jiné operace.
Predpokladejme, Ze je dana tiida C a ze pro kazdou mnozinu z je tfida G ze vztahu
(4) zobra7enim V do V. Definujeme-li

Gl = {<X’Z’y>:(p(x’y7z’ C)} *

potom G’ je zobrazeni V x V do V. Dale postupujeme jako v dikazu véty 2.3. De-
finujeme A jako tfidu vSech zobrazeni f s defini¢nim oborem f§ x {z} pro n&jaky
ordinal § a mnozinu z takovych, Ze pro kazdé o < f plati

S 2) = G(f = x {2}).

Stejnym zplsobem jako v dukazu vety 2.3 dokaZzeme existenci zobrazeni
F':On x V-V takového, Ze pro kazdy ordinal « a mnoZzinu z plati

Fle,z) = G(F | (x x {z})).
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Uvédomme si, ze hodnota F/(«, z) zavisi jen na hodnotach F'(y,z) pro y < o, ale
nezéavisi na hodnotach F'(y, ') pro 2’ # z!

Snadno se nahlédne, Ze tuto konstrukei Ize dale zobecnit tak, aby hodnota F'(x, 2)
zavisela na hodnotach F'(y,Z), y < a pro viechna z’ z néjaké mnoziny. Nemtzeme
vsak konstruovat zobrazeni F' tak, aby hodnota F'(x,z) zavisela na hodnotach
F'(y,2), v < « pro vlastni tiidu parametri z'.
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§ 3 Ordindlni aritmetika

Zavedeme aritmetické operace na ordinalnich &islech a seznamime se s jejich
vlastnostmi. DokéZeme v&tu o jednozna¢ném vyjadfeni ordinalnich ¢isel podle
mocnin ordinalu w a ukazeme, Ze podobné vyjadieni lze sestrojit pro kterykoli
zéklad n > 1. Aritmetické operace na mnoZiné w spliuji viechny axiomy Peanovy
aritmetiky, to znamena, Ze v teorii mnozin lze dokazat viechny véty o ptirozenych
Cislech, které jsou dokazatelné v Peanové aritmetice. Na zavér dokaZzeme Goodstei-
novu vétu o prirozenych Gislech. Tato véta teorie mnozin (s axiomem nekonecna)
je ptikladem tvrzeni, které neni dokazatelné v Peanové aritmetice ani v teorii kone¢-
nych mnozin, i kdyZ ho lze v obou teoriich vyslovit.

3.1 Definice. Ordinalni funkce. Rikame, 7e zobrazeni F je ordindini funkce, jestlize
jeho defini¢nim oborem je n&jaky ordinal nebo On a Rng (F) < On.

Rikame, %e ordinalni funkce F je rostouci (neklesajici), jestlize pro libovolné
BeDom (F) a « < B plati Fo) < F(B) (F(x) < F(B)).

Piipomenme, Zze dobré uspotfadani ptipousti jenom koneéné klesajici posloup-
nosti. Proto pojmy klesajici a nerostouci ordinalni funkce ani nezavadime.

3.2 Véta. (i) Je-li F rostouci ordindlni funkce, potom o < F(o) pro kaZdé
a e Dom (F).

(i) Je-li A dobFe uspoFddand mnoZina a B < A, pro ordindlni typy %, f mnoZin
A,Bplati < a
Diikaz sporem. (i) Necht « je nejmensi ordinal takovy, 7e F(«) < «. To znamena,
7e pro kazdé f < « plati F(8) > . Polozime-li § = F(«), dostavame F(B) > =
= F(a), a to je ve sporu s predpokladem, Ze F je rostouci funkce.

(i) Necht j je izomorfni zobrazeni mnoZiny 4 na ordinal « a k je izomorfismus
Ba f. Kdyby B>« potom f=jok ! je rostouci ordinalni funkce na § a pro
x dostavame f(«) < «. To je ve sporu s (i).

3.3 Spojitost a limity. Pripomefime, Ze dobré usporadani urCuje na On intervalo-
vou topologii. Libovolna mnozina ordinalnich &isel je oteviena. pravé kdyz je
sjednocenim néjakého systému otevienych intervali. Izolovana ordinalni ¢isla jsou
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pravé viechny izolované body a je-li / limitni ordinal, mnoziny f{a:p < x < 4}
pro p < A tvoti bazi okoli bodu A. Mnozina X € On je uzaviend, pravé kdyz
supremum kazdé jeji podmnoziny je prvkem X. Obvyklé pojmy spojitosti a limity
zobrazeni, které se definuji pomoci okoli, se pfenaseji i na ordinalni funkce. V izo-
lovanych bodech nejsou tyto pojmy zajimavé, miZeme se omezit jen na limitni
ordinaly. Snadno se ukaze, ze neklesajici ordinalni funkece F ma v kazdém limit-
nim ordinalu A e Dom (F) limitu, kterad je supremem pfedchozich hodnot Fla),
o < A

3.4 Definice. Normalni funkce. Rikame, Ze ordinalni funkce F je normdini, je-li
rostouci a spojitd. To znamend, ze pro kazdy limitni ordinal 4 e Dom (F) plati

F(2) = sup [Fla):a < 7} .

3.5 Priklad. Identické zobrazeni je nejjednodussim prikladem normalni funkce
na On. Naproti tomu funkce S, ktera kazdému ordinalu « pfifazuje jeho naslednika
a U {2}, je rostouci, ale neni spojita.

Uvédomme si, ¥¢ pro normalni funkci F a limitni 4eDom (F) je F(4) limitni
ordinal.

3.6 Lemma. Je-li F normdini funkce, potom pro kaidy ordindl B, F0)<p <
< sup Rng (F), existuje nejvétsi ordindl «, pro ktery plati F(a) < .
Ditkaz. Ze spojitosti F plyne, Ze vzor uzavieného intervalu [0, ] je uzaviena
mnoZina, ma tedy maximalni prvek a. ProtoZe F je rostouci, « je nejvétsi ordindl,
pro ktery plati F(a) < B.

Z piikladu 3.5 je zfejmé, Ze tvrzeni lemmatu neplati, jestlize neostrou nerovnost
nahradime ostrou nerovnosti.

3.7 Lemma. Jsou-li F, G normdlni funkce na On, potom FoG je také normdini
funkce.

3.8 Definice. Pevné body. Rikame, ze ordinal ¢ je pevnym bodem ordinalni funkce F,
jestlize F(&) = ¢&.

3.9 Vé&ta o pevaych bodech normalni funkce. Nechi F je normdlni funkce definovand
na On.

(i) Ke kazdému ordindlu « existuje B = «, které je pevnym bodem funkce F. Trida
vSech pevnych bodii normdlni funkce F je tedy neomezend.

Navic, definujeme-li posloupnost ordindli {x,:n < w) tak, Ze 25 = o a pro kazdé
pFirozené n je a,., = F(a,), potom supremum této posloupnosti je nejmensi ze vech
pevnych bodit & = o funkce F.

(ii) TFida vsech pevnych bodit funkce F je uzavfend. To znamend, Ze supremum
kazdé mnoZiny pevnych bodil je také pevnym bodem funkce F.

Dikaz. (i) Je-li ddno =, necht f je supremem odpovidajici posloupnosti. Potom

F(8) = sup {F(a,):n < w} =sup{a,. :n<w} =4,
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kde prvni rovnost plyne £ normality, druba a treti plynou z definice %, _ | a 3.2. Je-li
a < [ a{jeordinal takovy,ze o < ¢ < f§, potom pro n&jaké nplati o, < & <z, _,
Z monoténnosti F dostavame ¢ < =, , = F(x,) < F(¢). To znamena, ze ¢ neni
pevnym bodem funkce F. (ii) Je-li x néjakd mnoZina pevnych bod@ funkce F a 8 je
jeji supremum, podobnym zptsobem jako v (i) dokazeme F(f) = B.

3.10 Disledek. Je-li F normalni funkce na On, podle 2.11 existuje izomorfni zobra-
zeni J tfidy On na tfidu K(F) viech pevnych bodli funkce F. Navic je J normalni
funkce, protoze K(F) je uzavfena trida.

3.11 Pifipomenme, Ze lexikografické uspotadanije dobré uspotadani ttidy On x On.
To znamena, Ze kazdé mnoziné a = On? je jednoznaéné piitazeno ordinalni &islo,
které je typem jejiho dobrého uspofadani. Tento fakt pouZijeme pfi definici souctu
a sou¢inu ordinalnich &isel.

3.12 Definice. Ordinalni soudet a soudin. Necht «, f jsou ordinalni Cisla.

(i) Ordinalni ¢islo, které je typem mnoziny ({0} x «)u ({1} x B) pti lexiko-
grafickém uspotadani, ozna¢ime o + f a nazveme ho soultem ordindlii « a f.

(i) Ordinalni &islo, které je typem mnoziny § x a pii lexikografickém usporada-
ni, ozna¢ime «.f a nazveme ho soulinem ordindlti x a f.

3.13 Mnoziny a= {0} x a a b= {1} x B z definice ordinalniho souctu jsou
disjunktni a pfi lexikografickém uspotadani jsou izomorfni po fadé s ordinaly « a f5.
Soudet a + f je tedy typem sjednoceni dvou disjunktnich mnoZin q, b, které jsou
izomorfni po fadé s a, f, a kazdy prvek mnozZiny a pfedchazi kazdy prvek mnoziny b.
Takovym zpiisobem Ize definovat soucet libovolnych uspotadani (ne jenom dobrych).

Snadno se nahlédne, e « + | = « U {a}. Ptictenim jednotky dostavame nasle-
dujici ordinalni &islo. V dalsim budeme psat o + 1 misto U {a}.

Podobné je «.f typem dobfe usporadané mnoZiny, kterd je sjednocenim dis-
junktnich mnozin uspofadanych podle typu «, které jsou poloZeny za sebou podle
typu f. Uvédomme si, Ze «.f je typem mnoziny f x a pii lexikografickém uspo-
fadani. V kartézském soudinu « a f vystupuji v obraceném potadi! Tato zvlastnost
vznikla historickym vyvojem. Asymetrii v definici (ne ve vlastnostech) ordinalniho
sou¢inu lze odstranit pouzitim zp&tného lexikografického uspotadani, které porov-
nava nejprve druhé &leny a potom teprve prvni ¢leny uspofadanych dvojic. Ordinal
a.f je potom typem mnoziny a x fi pii zpétném lexikografickém uspotadani.

3.14 Jednoduché vlastnosti souctu a soufinu. Pro libovolné ordinaly «, f, 7 plati

a+0=2=0+«a,
a+(B+y)=(x+B)+7
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a pro soudin

Ordinalni soucet a soucin jsou asociativni operace. Uzijeme-li charakterizaci uspo-
fadani w z 1.§ 6, snadno nahlédneme, 7e
l+o=wfw+1,
2.w=wFw.2.

Ordinalni souet a soucin nejsou komutativni operace.

3.15 Lemma. Monoténnost s¢itani. Pro libovolné ordindly «, B, y plati

(i) a<foy+a<y+ B,

(ii) a<foa+7<P+7y.
Dikaz. (i) Z o« < f§ a definice souctu vyplyva, ze 7 + « Je typem vlastni dolni
podmnoziny ordinalu y + 8.

(i) Je-li « < B, potom mnozina usporadanych dvojic, ktera definuje « + 7,
je podmnozZinou mnoziny odpovidajici sou¢tu § + y. Tvrzeni plyne z 3.2.
3.16 Lemma. Monotonnost soutinu. Pro libovolné ordindly o, B, y plati

(i) je-li ¥ > 0, potom

a<fo(y.a<y. f),
(ii) < f-o(a.y<B.y).

Dikaz. (i) Je-li « < f a y > 0, potom a x  je vlastni dolni podmnozZinou f§ x y
pii lexikografickém uspofadani. (i) Je-li « < B, potom y x a < 7 x § a tvrzeni
plyne z 3.2,

Poznamenejme, Ze tvrzeni (i) v predchazejicich dvou lemmatech neplati obecné
pro ostrou nerovnost, protoze 1 < 2, a pfesto

l+o=2+w=uw,
l.o=2ovo=w.

3.17 Distributivnost. Neni té€zké ovefit, ze pro libovolné ordinaly «, B, v plati
df+7)=a.B+a.y,
to znamena, ze ordinalni soutin je zleva distributivni. Naproti tomu je podle 3.14

l+)oFfow+ow.
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Ordinalni soucin tedy neni distributivni zprava.

3.18 Lemma. Je-ii « < B, pak existuje prdavé jeden ordindl ¢ takovy, Ze % + o = .
Diikaz. Je-li @ < B, potom « je dolni podmnozinou f a jeji doplnék f — a je horni
podmnozinou f. Je-li ¢ ordinilni typ f — a, dostavame « + ¢ = B. Jednozna¢-
nost vyplyva z 3.15(i).

3.19 Priklad. Rovnice ¢ + f = w je feSitelnd, pravé kdyz =0 nebo f = w.
V prvnim pfipadé je £ = w jedinym feSenim a ve druhém piipadé je feSenim kazdé
¢ < w.

3.20 Lemma. Pro libovolny ordindl o v mnoZiné viech FeSeni {&,n> rouvnice
+n=u

najdeme jen konecné mnoho riiznych hodnot 1.

Ditkaz sporem. Piedpokladejme, Ze pro néjaké o« v mnoziné viech feSeni dané
rovnice existuje nekoneéné mnoho riznych hodnot 7. Necht <(&,n.), i< w je
posloupnost feseni takova, Ze pro kazdé prirozené i plati ; < #,.,. Z monotonnosti
stitani dostavame ¢, < &, aindukci podle i dokdZeme ¢, | < ¢ prokazdé i < w.
To znamena, 7e mnoZina ordinala {&;:i < w} nema nejmensi prvek — spor.

3.21 Lemma. Je-li > 0, pro kaZzdy ordindl o eXistuji jednoznacné urcené ordindly
d<aag<f takové, Ze

x=f.0+g¢.

Ditkaz. Podle 3.16(ii)je « < B.x. V ptipadé, ze « = f.%, zvolime § =a a ¢ = 0.
Z monotonnosti souétu a soucinu a z levé distributivity se snadno ukéaze, Ze je to
jediné feseni spliujici podminky lemmatu. Je-li « < .2 ajje izomorfismus lexiko-
graficky uspofadané mnoZiny o x f a ordinalu B.a, pak existuje pravé jedna
dvojice {8,0> ea x f takova, ze j({5,¢>) =« Nutné 6 <o a ¢ < f§ a snadno
se OVEfi, Ze

a=f.0+0¢.

3.22 Véta. (i) Pro kazdy ordindl o je ordindini funkce F(Z) = a + & normdlni.

(ii) Pro kazdé = > 0 je ordindlni funkce F(¢)= o.& normdini.

Ditkaz. (i) Z monoténnosti souétu vyplyva, ze F je rostouci funkce, a neni t37ké
ovEFit, Ze je spojita.

(i) Je-li @ > 0, F je rostouci podle 3.16(i). Necht 4 je limitni ordinal, ukaZeme, e
a.A je supremem viech hodnot F(), & < A Jeli o < a., podle ptedchoziho
lemmatu existuji ordinaly § a ¢ < a takové, Ze 0 = «.d + 9. Z monoténnosti
operaci dostavame 6 < A a také 6 + 1 < 4, protoze 4 je limitni. Potom

c=a.8+¢<a.d+a=F0E+1).

To znamena, 2¢ F(4) = o./ je nejmensi majorantou mnoziny {F(¢):& < i}.
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3.23 Definice. Mocniny ordinald. Pro libovolné « definujeme mocninu « rekurzi
podle f§

(i) «° 1

(i) oV = o

(iii) o

I

s

’

sup {¢":0 <y < B}, je-li B limitni ordinal.

Il

3.24 Jednoduché vlastnosti mocnin. Pro libovolné ordinaly «, § plati
(i) 0°=1 a 0#=0, pokud >0,
(i) 1£=1,

(i) o =«a, o =a.a o = (x.a). a.

’

I

3.25 Lemma. Pro libovolné a, B, v plati
(i) a<poa<p,
(ii) (1 <o & f <*,l)—ygg"<o(f7
(iii) pro kazdé « > 1 je o normdini funkce proménné &.
Ditkaz. (i) Indukci podle y. Jesli 7 =0, potom of =p' =1. Jeli a<§f,
y=06+1a « < B zmonotdnnosti soudinu dostavame o’ = o® . a < f°. 8 = B,
Je-li y limitni a pro kazdé & <y jiz plati o’ < f°, potom také « < f.
(ii) Predpokladejme, %¢ « > 1. Indukci podle § se pro kazdé 6 > 0 dokaze
of < %% Jeli B <7y, podle 3.18 existuje & > 0 takové, ze y = f + 6.
(iii) Je-li @ > 1, podle {ii) je «* rostouci funkce promé&nné ¢. Z definice mocniny
je ztejmé, Ze je spojita.
3.26 Lemma. Pro libovolné a, B,y plati
(i) BTN = of a?

(i) @) = o

5

’

Ditkaz. (i) Pro a < 1 tvrzeniplynez 3.24. Je-li & > 1, dokazujeme indukci podle 7.
Je-li ¥ =0, neni co dokazovat. Je-li y =0+ 1, potom B+y=(f + ) + I
a tvrzeni plyne z indukéniho ptedpokladu. Zbyva ptipad, kdy v je limitni ordinal
a tvrzeni plati pro kazdé 6 < y. Potom

o o =d {supa® 0 <<y},

=sup{of . o0 < d <y},

Il

sup {£#*%0 <6 <7},
=sup{e;0<e<f+y)=o"".
Druha a ¢tvrtd rovnost plynou z toho, Ze souéin a soudet jsou norméalni funkce
vzhledem ke druhému argumentu, a tfeti rovnost je indukéni pfedpoklad.
(ii) Plati, je-li jeden z ordinald B, y roven nule nebo « < 1. Ptredpokladejme,

Zze a > 1 azef,yjsourdzné od nuly. Dokazujeme indukci podle y. Je-li y = § + 1,
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tvrzeni plyne z (i) a z indukéniho predpokladu. Zbyva ptipad, ze 7 je limitni ordinal.
Potom f.7 je také limitni ordinal a

(2?)" = sup {(")’; 0 < 6 < 7],
=sup {4 0 < <y},

I

sup {2, 0<e< By} =a7.

Druha rovnost plyne z indukéniho ptedpokladu a tfeti rovnost plyne z toho, Ze
soucin je normalni funkci druhého ¢initele.

3.27 Véta. Jsou-li m, n pFirozend Cisla, potom m + n, m.n a m" jsou také pFirozend
Cisla. Navic
m+n=n+m, m.n=n.m.

Soucet a soucin pfirozenych Cisel jsou komutativni operace, a protoze ordindini soucin je
distributivni zleva, soucin pFirozenych Cisel je distributivni.

Ditkaz. Z definice sou€tu a soucinu je zfejmé, Zze m + n a m.n jsou koneéna ordi-
nalni ¢isla. Indukci podle n dokazeme, Ze i m” je pfirozené &islo. DokaZeme, Ze soudin
pfirozenych &isel komutuje. Snadno se sestroji prosté zobrazeni koneéné mnoziny
nm x n na mnozinu n x m. Prosté zobrazeni prenasi lexikografické usporadani
mnoziny m x n na néaké hncarni usporadani mnoziny n x m. Podle 1.6.3 j50u
na kone¢né mnoziné véechna lincarm usporadani izomorfni. To znamend. z¢ m. 1 =

= n.m. Podobnym zpiisobem se dokaze, ze soucet pfirozenych &isel také komutuje.

3.28 Zuzenim ordinalnich operaci na pfirozena &isla dostivame operace s¢itani,
nasobeni a mocnéni prirozenych Cisel. Z dokazanych vét vyplyva, Ze aritmetické
operace na ptirozenych Cislech v teorii mnoZin maji viechny vlastnosti. které lze
dokazat v Peanové aritmetice. Proto se mnozina w spolu s operacemi souétu a sou-
Cinu a konstantami 0, 1 nazyva standardnim modelem Peanovy aritmetiky.

V aritmetice lze kazdé pfirozené ¢islo vyjadfit rozvojem podle mocnin zakladu
z > 1. UkaZeme, ze obdobné tvrzeni plati i v ordinalni aritmetice. Mezi ordinaly,
které mohou byt zakladem takového vyjadteni, zaujima o vyznaéné postaveni.
Tvrzeni dok&Zeme pro tento specialni ptipad.

3.29 Lemma. Jsou-li k, mg, my, ..., m, pFirozend Cisla a y,, v,, ..., 7, jsou ordindly
men3i neZ 0, potom

W' > @ my + 0 om0 m.

Potom ordinal w”.m.k majorizuje soucet na pravé strané nerovnosti. Podle pred-
pokladuje 6 >y + 1, odkud o’ > @’ "' > ’.m . k.

Ditkaz. Necht m je nejvétsi z pfirozenych Cisel m; a ¥ je nejvétsi z ordinalt 7, i < k.

3.30 Véta o rozvoji ordinalnich ¢isel v mocninach w. Ke kaZdému ordindlu
o > 0 lze jednoznacné p#ifadit prirozend ¢isla k. mg, m,. ..., m, riznd od nuly a ordi-
ndly yo > v, > ... >y, tak, ze
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(1) a=w’.my+ o’ m+ .+ om.

Vyraz na prave strané nazyvime Cantorovym normdinim tvarem ordindiu a.
Je-li

() B=0w® n, + . n + ...+ eon

vyjddreni ordindlu B v Cantorové normdlnim tvaru, potom o < f8, prdvé kdyZ nastane
jeden ze dvou ndsledujicich pFipadit:

(i) k <1 aprokazdé i <k je {y,m> = {;,n,

(i) existuje i < min(k,1) takové, Ze (v, my % {(5,,n, a pro nejmensi takovy
index i je bud v, < J;, nebo y; =96, a m; <n,.
Dittkaz. Indukci podle a« dokéazeme, Ze kazdy nenulovy ordinal lze jednoznalné
vyjadiit v Cantorové normalnim tvaru. Pro a =1 je « = w® .1 jediné vyjadteni,
které splauje podminky véty. Pfedpokladéjme, ze @ > | a ze kazdy nenulovy ordinal
B < « lze jednoznaéné vyjadrit v Cantorové normalnim tvaru. @’ je normalni funkce,
existuje tedy nejvétsi ordinal y takovy, Ze @’ < «. Z normality soucinu plyne existen-
ce nejvétsiho ordinalu 8, «’.6 < a. PFtom & < w, protoZe o' ™! =o' .0 >«
Je-li w'.6 = a, z lemmatu 329 plyne jednoznalnost takového vyjadieni. Je-li
w’ .8 < a, pak existuje pravé jeden nenulovy ordinal f takovy, ze w’.6 + f = «.
Piitom f < ', protoze z B > ’ dostavame o’.d6 + f > w'(6 + 1), a to je ve
sporu s volbou ordinalu é.

Necht

B=w"m + . m+ ..+ o™m

je vyjadfenim ordinalu f v Cantorov€ normalnim tvaru. Polozime-li 7, =7,
my, = 8, pak ¥, > ¥, a(l)je vyjadienim ordinalu « v Cantorové normalnim tvaru.
Jednoznaénost vyjadfeni plyne z lemmatu 3.29 a z jednoznaénosti vyjadieni ordi-
nalu .

Nyni dokazeme druhé tvrzeni véty. Predpokladejme, Ze ordinaly a, § jsou vyjadte-
ny ve tvarech (1) a (2). Plati-li (i}, potom a < B, protoZe zbyvajici ¢leny v rozvoji f
jsou nenulové. Piedpokladejme, 2e plati (i) a Ze i je nejmensi index, ve kterém se
oba normélni tvary lisi. Je-li y, < J, potom a < f plyne z lemmatu 329. Je-li
¥y, =9, a m <n, potom n, =>m + 1
a

0= Wt om e

Podle lemmatu 3.29 posledni séitanec na pravé strané majorizuje soucet vSech
zbyvajicich ¢lent v (1), tedy také a < .

Zbyva dokazat obracenou implikaci. Je-li « < f, normalni tvary (1) a (2) se musi
ligit. Potom bud rozvoj jednoho ordinalu splyva s pocate¢nimi ¢leny rozvoje dru-
hého ordinaluy, nebo existuje i < k, [, kde se rozvoje 1i3i. S pomoci jiz dokazané impli-
kace se ukaze, ze mohou nastat jen ptipady (i) nebo (ii).
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3.31 Disledek. Je-li 2 > 0, potom plati:
(1) existuje prdvé jedno pirozené Cislo | >0 a jednoznaéné uréené ordindly
Vo=V 2.2, lak, Ze

x=w"° + o’ + ...+ wt,
(ii) existuji jednoznacné uréené ordindly f§, v takové, Ze
a=a(f +1).

Ditkaz. (i) Pro kazdy ordinal y a ptirozené m je w’.m soudtem m scitancl tvaru
w'. Rovnost (i) ziskame rozepsanim Cantorova normalniho tvaru (1).

(i) Je-li « v normalnim tvaru (1), poloZme 7 = y,. Potom pro kazdé i< k
je 7, =7 + 6, pro n&jaky ordinal §,. Podle 3.26(i) a z levé distributivity dostavime

a=w(0® my+ao” . m + .+ m).

V zavorce na pravé strané je izolované Cislo tvaru f + 1, protoze m, je ptirozené
¢islo rizné od nuly. Jednoznacnost takového vyjadfeni plyne z jednoznacnosti
Cantorova normalniho tvaru.

3.32 Rozvoj ordinilnich ¢isel podle mocnin libovolného zakladu # > 1. S vyjimkou
lemmatu 3.29 jsme v dikazu véty 3.30 nepouzili Zadné specialni vlastnosti w. Vy-
slovime-li lemma 3.29 opatrnéji, jen pro pravé strany s klesajicimi exponenty
a s koeficienty m; <, muzeme je dokazat pro kazdy zaklad n > 1 misto w
indukei podle .

Kdyz ve znéni (1) v dikazu véty 3.30 viude nahradime ziklad w danym ordina-
lem n > 1 a pfirozena &isla m;, n; nahradime nenulovymi ordinaly mensimi neZ 7,
dokazeme obdobnou vétu o vyjadfeni ordinald podle mocnin zakladu 7.

Omezime-li se jen na pfirozena &isla, dostavame znamou vétu o rozvoji ptiroze-
nych cisel podle mocnin zakladu z > 1. Tohoto vysledku pouzijeme k ditkazu
Goodsteinovy véty (1944), ktera spolu s v&tou Kirbyho a Parise (1981) ukazuje za-
jimavou souvislost mezi aritmetikou nekoneénych ordinalnich &isel a aritmetikou
ptirozenych &isel. Nejprve zavedeme potiebné pojmy.

3.33 Definice. e-islo. Rikame, ze ordinal ¢ je e-Cislo, je-li pevnym bodem funkce
®°, to znamena, 7e ¢ je e-Cislem, jestlize & = w?.

3.34 Pfiklad. Vime, 7e «® je normalni funkce. Podle véty 39 je t¥ida viech
¢-Cisel uzaviena a neomezena. Je zieymé, Ze 7adné pfirozené ¢islo nemlze byt
e-Cislem. Podle véty 3.9 je nejmensi &-Cislo supremem rostouci posloupnosti

o, 0°, W@,
Pozdgji uvidime, ze kazdy ¢len této posloupnosti je spocetny ordinal a Zze nejmensi
e-Cislo, které se oznacuje gy, je také spocetny ordinal.
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Ordinal &, ma uzky vztah k Peanové aritmetice. Gerhard Gentzen (1909-1945)
dokazal v roce 1936 bezespornost Peanovy aritmetiky transfinitni indukci do g,.
Indukce do ¢, je také jadrem dikazu Goodsteinovy véty.

3.35 Goodsteinovy posloupnosti. Je-li dano pfirozené Cislo m, mizeme sestrojit
posloupnost ptirozenych Cisel

{3) Moy My, My, oy My, My g e

tak, Ze polozime my = m a &isla m,, n >0 vypolteme nésledujicim zplsobem:
nejprve vyjadiime m, podle mocnin zakladu 2 a totéz provedeme se viemi exponenty,
které jsou vétsi nez 2. Je-li treba, stejnym zplsobem upravime i exponenty exponentl
atd. Je-li napriklad m = 29, dostdvame

me =2 420 +22 + 1 =200 42070 122 4 |,

Je to vyraz sestaveny jen z &isel nejvyse rovnych dvéma, nazveme ho uplné vyjadreni
¢isla mg podle mocnin zdkladu 2. Cislo m, vypolteme tak, 7e ve vyrazu kazdou dvojku
nahradime trojkou (ostatni &isla ponechame beze zmény) a od vysledku odecteme
jednicku. V naSem piipadé dostavame
my =3C" £330 432 41— 1 ~8.10".

Zname-li jiz &islo m,, m,,, vypotitame tak, Ze v Gplném vyjadfeni ¢isla m, podle
mocnin zékladu (n + 2) véude nahradime zaklad (n + 2) Gislem n + 3 a odecteme
jednicku. Tedy

my, = 4% £ 4Tl gt L 10t
Vyjadfime-li
4 —1=4".34+4>3+4.3+3,
muzeme pokracovat
my =500 4 55D 453 3 457 34 5.3 43— 1~ 10229,
my =60 4+ 667D £ 6.3 4+67.3+6.3+2—1~1070%,
mg =777+ 770 £ 723 4 734734 1= 1~ 1070097,

Vypocet nékolika &lend naznacuje, ze Goodsteinova posloupnost (3) velmi rychle
roste. Nasledujici tvrzeni je prekvapujici.

3.36 Véta (Goodstein 1944). Pro kaZdé pFirozené Cislo m existuje pfirozené n takove,
e m, = 0.

Ditkaz vyuziva dobrého uspotradani ordinalnich cisel. UkaZeme, Ze posloupnost (3)
je majorizovana posloupnosti ordinala {g,:n < w) takovou. Ze pro kazdé n plati

(4) My > 0= fhy < p.
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3.36 Ordinalni ariemetika 11

Protoze dobré uspofadani pfipousti jen kone¢né klesajici posloupnosti, existuje
ptirozené n takové, Ze g, =m, = 0. Cleny posloupnosti p, sestrojime tak, Ze
v iplném vyjadrteni Cisla m, nahradime zéklad v3ude ordindlem w.

Nejprve definujeme zobrazeni e(m, n, x). Jeho hodnotou bude ordinalni ¢&islo,
které vypolteme tak, ze v Gplném vyjadieni pfirozeného Cisla m podle mocnin
zakladu n > 1 vSude nahradime ziklad n ordinidlem x < w. Zobrazeni e definu-
jeme rekurzi podle mprokazdé n > 1 a x < . Je-li m = 0, poloZime ¢(0, n. x) = 0.
Jesim>0 a )

(5) m= ) n.p,
i=0
je jednoznacné vyjadieni m podle mocnin n, poloZime

k

(6) e(m, n, x) Z et.n.xy

Uvédomme si, ze pro kazdé pfirozené m a n> 1 ve vyjadieni (5) plati k < m.
V definici (6) pouzivame jen hodnoty zobrazeni e, kter¢ byly definovany dfive.
Dale definujeme zobrazeni G,(m), O,(m) pro kazdé ptirozené ma n > 1. Polozime

G(0)=0,(0)=0 prokazdé n>1.
Je-li m > 0, definujeme
G,(m) = e(lm, n,n + 1) -1,
0,(m) = e(m, n,w).

Je-li m = m, potate¢nim ¢lenem Goodsteinovy posloupnosti (3), pro jeji zby-
vajici Cleny plati

(7) Moy = Goaplm,).

Snadno se nahlédne, ze pro kazdé ma n > 1 je O,(m) < e,.
Rekurzi podle « < g, pro kazdé ptirozené n definujeme ordinal (a)(n) tak,
Ze polozime

0>(n) =
B+ ) = ﬂ
a je-li « limitni ordinal, je tvaru «’.(f + 1} pro n&aky ordinal f a & > 0,

a potom polozime
@ B+ 1)) () =B+ 0P 0t (0P ()
Indukci se snadno ovéti, ze pro kazdy « < ¢, plati

(8) 0 <a—<adn) <«

pro a = ¢, jiz definice nema smysl.
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Jadrem dikazu Goodsteinovy véty je nasledujici tvrzeni.

3.37 Lemma. Pro kaide a < &, a piirozend Cisla m, n plati:
(i) Je-lim >0, n>0 a x=0,,,(m), potom

On+1(m - 1) = <a>(n)
(i) Pro kazdé n > 1 plati
0, (m)> (n) = 0,+,(G,(m)).

Ditkaz lemmatu. (i) Dokazujeme indukci podle m. Pfedpokladejme, Ze

k
m=y (n+1).p

i=0

je vyjadfeni Cisla m podle mocnin zakladu n + 1 a ze j je nejmensi index takovy,
ze p;# 0. Jeli j=0, potom 2 =[f + 1 pro néjaky ordinal f a tvrzeni plyne
z definice (B + 1)(n) a O,,,(m — 1). Pfedpokladejme, ze j > 0 a Ze tvrzeni jiz
plati pro kazdé m’, 0 < m' < m. Z definice O,., a z vyjadfeni Cisla m dostavame

k
9) S 0,ym—1)= Y @t p 0, ((n + 1}i-[’j - 1).

i=j+1
Ptitom
(100 (n+1Y.p=t=(+1¥.p-D++ 1Y nt+n+1yh -1,
odkud
Opulln + 1 p, = 1) =
= U1 (p— 1) + 09T o+ 0, ((n+ 1T = ).
Z induké&niho pfedpokladu dostavame

On+l(j - 1) = <On+1(j)>(n) = <e(i,n + 1,w)>(n)

Opiilln + U7 = 1) = 0,1 ((n + 107 V)n) = %97 D)(n).
Celkem tedy

(1) Opi(ln+1V. p, = 1) =
— weu,n+1,u') (p _ l) + w(e(_;_n+l.w)>4n} n+ <w(e(j,n+l‘w))(n} >(n)
APj . .

Na druhé strané « je limitni ordindl, a proto
k
<a>(n) — Z we(i,n+1,w). pi + we(j,n+l,m) .(pj _ 1) +
i=j+1

F @felntianm y ¢ glelnT Ledmy(y)
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3.39 Ordindilni aritmetika 1

Tvrzeni (1) plyne z (11) a (9).

(i) Z definice G,(m) a z (i) dostavame

OussGfm) = O, (elmonn + 1) — 1) =
=0, (elm n,n + 1)>(n).
Ptitom
0, lelm,n,n + 1)) = 0 (m),

odkud bezprostiedné vyplyva (ii).

K dokongeni véty 3.36 sta¢i majorizovat ¢leny Goodsteinovy posloupnosti (3)
ordinaly
(12) fy =0, 2m)=m, .

V nasem pripad€ dostavame

Ho = @Y + 0" + 0 + 1,

g = 0 + 0+ w?,

py =09+ 0"+ 0 3+ 34+ w.3+3,
=0 0 0 34+ 0 3+ w3+ 2,

Tedy po = 0,(mg) a ze (7), (12) a 3.37(ii) dostavame

lun+1 = <lun>(n + 2)

Nakonec z (8) vyplyva, e posloupnost i, spliiuje podminku (4), ma tedy jen
koneéné mnoho nenulovych ¢lend.

3.38 Jesté jednou Goodsteinovy posloupnosti. Konstrukci Goodsteinovy posloup-
nosti maZeme zobecnit tim, Ze s prvnim ¢lenem m zvolime i ziklad z > | pro
Giplné vyjadteni &isla my; = m (v plvodni konstrukei jsme zvolili z = 2). Ostatni
¢leny posloupnosti jsou dany vztahem m, ., = G_, (m ). Z dikazu Goodstei-
novy véty je ziejmé, ze jeji tvrzeni plati 1 pro zobecnéné Goodsteinovy po-
sloupnosti.

3.39 Pfirozena &isla v teorii mnoZin a Peanova aritmetika. Ukazali jsme, Ze pro
pfirozena Cisla v teorii mnozin plati viechny axiomy Peanovy aritmetiky, to zname-
na, ze kazdé tvrzeni o pfirozenych ¢islech. které Ize dokazat v aritmetice, je také
vétou teorie mnozin. Rikame, Ze prirozena &isla v teorii mnozin jsou standartnim
modelem Peanovy aritmetiky. Tvrzeni Goodsteinovy véty je pravdivé ve standart-
nim modelu aritmetiky, je tedy bezesporné s axiomy Peanovy aritmetiky. Véta
L. Kirbyho a J. Parise (1982) ukazuje, 7e v samotné Peanové aritmetice toto tvrzeni
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I 339

nelze dokazat. Jinymi slovy, negace Goodsteinovy véty je také bezesporna s axiomy
Peanovy aritmetiky. To znamend, ze Goodsteinova véta je piikladem tvrzeni,
které je v Peanové aritmetice nerozhodnutelné, ale je dokazatelné v teorii mnozin.
Z axiomi teorie mnozin lze tedy o prirozenych &islech dokazat vice nez z axiomi
Peanovy aritmetiky !

Tato skute€nost se prekvapivé odrdzi i v samotné teorii mnozin. Teorie konec-
nych mnozin, ktera vznikne z teorie mnozin, nahradime-li axiom nekonecna jeho
negaci, je konzervativni rozdifeni Peanovy aritmetiky. To znamena, Ze v teorii
koneénych mnoZin se o pfirozenych Cislech daji dokazat tytéz véty jako v Peanové
aritmetice, tedy Goodsteinova véta zde neni dokazatelna. Dostavame se k zajimave-
mu zjisténi, ze pfijetim ¢ odmitnutim axiomu nekonecna ovliviiujeme dokazatel-
nost tvrzeni o ptirozenych &islech, tedy tvrzeni o kone¢nych mnozinich.
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§ 4 Kardinalni ¢isla

Zavedeme pojem kardinalniho ¢isla a ukazeme, Ze kardinalni Cisla vyjadtuji
mohutnosti mnoZin, pro které existuje dobré uspotadani. To znamena, Ze za
predpokladu axiomu vybéru kardinalni ¢isla vyjadfuji mohutnosti véech mnozin.
Kardinalni ¢isla jsou podtfidou On a existuje normalni funkce N (alef), ktera zobra-
zuje On na tfidu viech nekone¢nych kardinalnich ¢isel. Uvedeme zdkladni vlast-
nosti této funkce a pojem kofinality, ktery rozdéluje kardinalni &isla na regularni
a singularni. Nakonec zavedeme operace souctu a soucinu kardinalnich ¢isel a vy-
slovime zobecnénou hypotézu kontinua.

4.1 Prosta zobrazeni a mohutnosti. Vime, ¢ mohutnosti mnoZin lze srovnivat
pomoci prostych zobrazeni a 7Ze relace x = y ,mnoZiny x a y maji stejnou mo-
hutnost** je ekvivalenci na univerzilni tfidé. Chceme-li pfejit od pouhého srovna-
vani velikosti dvou mnozin ke kvantitativnimu vyjadfeni mohutnosti mnoZin,
stojime pfed otazkou, jak reprezentovat tfidy

(1) {yiy=~ x}

viech mnozin, které¢ maji stejnou mohutnost jako x. Jde o to, zda mizeme definovat
zobrazeni, které kazdé mnoziné x pfifadi néjakou mnozinu |x| tak, aby pro libovolné
dvé mnoziny x, y platilo~

(2) x~ ye x| =)y

Idealni je takova reprezentace, kde mnozina |x| je v néjakém vztahu ke tiideé (1).
Mnozinu |x| nazveme mohutnost mnoZiny x.

Pro nékteré tiidy mnozin je snadné definovat mohutnosti jejich prvka tak, aby
byla splnéna podminka (2). Je-li x kone¢nd mnoZina, potom existuje pravé jedno
piirozené Cislo n takové, Ze x = n, a miZeme polozit |x| = n. Podobné, je-li x
spocetna, polozime |x| = w a podminka (2) je splnéna pro kazdou mnozZinu ).

V obou ptipadech jsme mohutnost mnoZiny definovali vhodnym ordinalnim ¢&is-
lem. Nebylo to nahodou. Je-li x mnoZina, kterou 1ze dobfe usporadat (kaidou ko-
nenou i spofetnou mnozinu lze dobfe uspotadat), zvolme néjake jeji dobre uspora-
dani. Vzhledem ke zvolenému uspotadani je x izomorfni s néjakym ordinalem «
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a tiida (1) ma neprazdny prinik s On. Mohutnost |x| mizeme potom definovat
jako nejmensi ordinal, ktery je prvkem tfidy (1). Je ziejmé, 7e zadny ordinal
¢ < |x| nema stejnou mohutnost jako ordinal |x|. To je kli¢ k definici kardinalnich
Cisel.

4.2 Definice. Kardinalni &isla. (i) Rikame, ze x je kardindlni cislo. jestlize x je
ordindl, ktery nelze prosté zobrazit na adné mensi ordinalni &islo. TFidu vsech
kardindlnich ¢isel oznacime Cn, tedy

Cn={xe0on: (V¢ < x) (¢ = %)} .

Kardinalni ¢isla budeme oznaGovat zpravidla malymi pismeny x, 4, u, v ... ze stfedu
fecké abecedy.

(ii) Rikame, ze kardinalni &islo x je mohutnost mnoZiny x, a piseme Ix| = x, jestlize
existuje prosté zobrazeni mnoziny x na x.

4.3 Mohutnosti dobfe uspofadanych mnoZin. Podle 4.1 a definice 4.2 ma kazda
dobfe uspofadand mnozina stejnou mohutnost s pravé jednim kardinalnim &islem.

Naopak, je-li X ~ »x pro n&aky kardinil x, potom existuje dobré uspofadani
mnoziny X podle typu . Je-li f prosté zobrazeni X na x, na mnoZiné X mZeme de-
finovat relaci < tak, Ze f je izomorfismus X a x vzhledem k <0 a dobrému uspofadani
. Staci, polozime-li

x<ye f(x) < f(y)

pro kazdé x,ye X.

Kardinalni ¢isla jsou tedy mohutnosti mnozin, které lze dobfe usporadat. Mnozinu,
ktera nema stejnou mohutnost se Zadnym kardinalnim ¢islem, nelze dobfe uspotadat.
V § 6 ukazeme, Ze i pro takové mnoziny lze definovat mohutnost tak, aby byla splné-
na podminka (2). P¥ijmeme-li axiom vybéru, z principu dobrého uspofadani vyplyva,
ze ke kazdé mnoZing x je pfifazeno pravé jedno kardinalni ¢islo », |x| = .

4.4 Priklady. (a) O a o jsou kardinalni &isla. Vime, 7e o je nekonetna mnozina,
a proto nemlze byt w = n pro Zadné pfirozené n < w.

(b) @ € Cn. Je-li n libovolné prirozené &islo a m < n, potom m < n a podle
1.6.4 kone¢na mnoZina n nemize mit stejnou mohutnost s vlastni podmnozinou m.
Tedy neCn.

(c) @ + 1¢ Cn. Ukazeme, 7e existuje prosté zobrazeni w + | na w. Vime, %e
w + 1 = wu {w}. Polozime-li f(n) = n + 1 prokazdé n < w a f(w) = 0, potom
fje hledané prosté zobrazeni.

Podobnym zptsobem se pro kazdy ordinal « > w ukaze, 7e « + 1 ¢ Cn.

(d) Ukazali jsme, ze kazdé kardinalni ¢islo x > w musi byt limitnim ordinalem.
Neplati to naopak, kazdy limitni ordinal neni kardinalnim Gislem. Napriklad
o+ w>w a podle definice ordinalniho souttu je w +w=w.222.0 = w.
Podobné se ukaze, ze kazdy ordinal w.n pro n < w je spocetna mnozina a neni
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47 Kardmalni ¢isla I

kardinalnim ¢islem. A muzeme jit je$t¢ dal: z definice ordinalniho soudinu vyplyva,
7e ordindl w.w = w’ je také spofetna mnoZina, a indukci se da ukazat, ¢ totéz
plati pro kazdy ordinal 0", n < w.

Vime, ze w” je supremem spocetnych ordinald w”, n < w. Neni proto t&zké se-
strojit prosté zobrazeni w” do w x w apotom do w. To znamena, ze w® je také spo-
¢etny ordinal. Podobné se ukaze, ze

@) @™

5 ree

jsou spocetné ordinaly a jejich supremum — ordinil & — je také spocetny
ordinal. |

Zavér: Ukazali jsme, Ze kazdy ordinal ¢ < w je kardinalnim &islem, ale za kardi-
nalem w nasleduje velky interval ordinalnich Cisel, které nejsou kardinaly. Pozdgji

uvidime, Ze totéz plati pro kazdy nekone¢ny kardinal x.

4.5 Lemma. Je-li X mnoZina kardindlnich Cisel, potom sup X je také kardindlni
¢islo. To znamend, Ze Cn je uzaviena na suprema.

Ditkaz. V 1.12 jsme ukazali, 26 0 = sup(X) = |JX € On. Je tieba dokazat impli-
kaci

A< O0—2AEXO0.

Necht « je libovolny ordinal mensi nez o. To znamena, ze ae|JX a xex pro né-
jaky kardinal xe X. Z tranzitivnosti mnoziny » dostavame a < x < |JX = 0.
Ptitom o % %, protoZze x € Cn. Podle Cantorovy a Bernsteinovy véty nemdaze byt
ani a & 0.

4.6 Véta. (i) Ke kazdému kardindlu existuje vetsi kardindl.

(ii) Cn je vlastni tFida.
Ditkaz. (i) sporem. Ptedpokladejme, Ze x je nejvEtsi kardinalni €islo, potom pro
kazdé a > x existuje prosté zobrazeni ordinalu « na x. Podle 4.3 pak existuje dobré
uspofadani mnoziny % podle typu a. Jsou-li r,, r; n€jaka dobra uspotadani mnoziny x
podle typt « > f > %, potom r, ¥ r; protoZe ordinaly « a § nejsou izomorfni.
Kazdé uspotadani r, mnoziny »x podle typu « je podmnozinou x x x. Pro kazdé
% > x muzeme definovat mnozinu R, e ? P(x x x) viech usporadani mnoziny
podle typu a. Potence mnoziny je opét mnozina a podle predpokladu jsou mnoziny
R,, « > % neprazdné. Vime, ze jsou po dvou disjunk tni. Dostavame tak prosté zobra-
zeni vlastni tiidy On — % do mnoziny 2 P(x x x) a to je spor podle axiomu
nahrazeni.

(ii) Kdyby Cn byla mnozZina, podle lemmatu 4.5 by jeji supremum bylo nejvetsi
kardinalni €islo a to je ve sporu s (i).

4.7 Definice. Naslednik kardinalu, limitni kardinal. (i) Je-li xe Cn, nejmensi
ze vSech kardinalnich &isel A > x nazveme naslednikem kardinalu x a ozna-
gime »*. Rikame, 7e kardinal x je pfedchidcem kardinalu 4, je-li 4 = x*.
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(ii) Rikame, ze kardinal 4 je limitni, jestlize nema piedchtdce.

Je ziejmé, ze pro kazdé ptirozené &islo n plati n* = n + |, %e w je nejmensi li-
mitni kardinal a w* je nejmensi nespocetné kardinalni &islo.

4.8 Funkce N. Ukazali jsme, ze Cn je vlastni tfida, kterd je asti On. Je tedy dobte
uspofddana Uzkou relaci < dobrého uspofadani tfidy On. Podle véty 2.11
existuje jednozna¢né uréena rostouci ordinalni funkce, kterd je izomorfismem tfid On
a Cn. Podle lemmatu 4.5 je to spojita, tedy normalni funkce. Na dolni mnoZiné
o u {o} viak splyva s identitou, protoze o U {w} < Cn.

Stejnou ivahu mizeme opakovat pro tfidu Cn — w viech nekonelnych kardi-
nalnich ¢Cisel a dostavame existenci normalni funkce, kterd zobrazuje On na
Cn — w. To je zajimavéjsi zobrazeni, které pomoci divérné znamych pfirozenych
¢isel ofisluje prvnich w nekonecnych kardinald a vnasi jisté méfitko do svéta ne-
kone¢nych mohutnosti. Vzilo se pro né oznaCeni prvnim pismenem N (alef)
hebrejské abecedy.

4.9 Oznaleni. Jednoznaéné urCenou normalni funkei, ktera zobrazuje On na tiidu
viech nekoneénych kardinalnich &isel, oznagime N (alef) a jeji hodnoty N(«) ozna-
¢ujeme kratce N, (alef alfa).

To znamena, Ze N, oznaCuje a-ty nekonecny kardinal, specialng N, = o, X, =
=", X, =0 atd

Je ziejmé, Ze R, je limitni kardinal a Ze pro a« > 0 je N, izolovany (limitni) kardi-
nal, pravé kdyz « je izolované (limitni) ordinalni &islo.

Soubé&Zné se pro kardinaly N,, «eOn pouzivd oznateni w,, specialné w, =
=w=Np, w; =" =N,,... Oznaleni w, se tradi€né uziva v piipadech, kdy
mame na mysli dané kardinalni ¢islo jako ordinal, tedy i s jeho dobrym uspotadanim.
Tato paralelni symbolika vznikla historickym vyvojem, kdyZ se kardinalni a ordinal-
ni ¢isla definovala abstrakci a symboly R, a w, oznaovaly dvé razné tridy abstrakce.
Pro nas viak N, 1 w, oznaCuji tutéZ mnozinu.

4.10 Véta. Pro kazdé xe On a limitni ordinal & plati
) «<N,,
(ii)
i) N, =sup {N,:a < &},
(iv) R, xR [ =N,
(V) IRl =,
Ditkaz. (i) podle véty 3.2, (ii) plyne z ptikladu 4.4(c). (iii) ze spojitosti funkce N.
(iv) Dokazujeme indukci podle . Pro x = 0 jsme to dokazali v pfikladu 1.6.28(b).
Piedpokladejme, ze « > 0 a ze (iv) plati pro kazdé f < x. Maximo-lexikograficke
usporadani je podle véty 1.23 dobré uspotradani na w, x w,.
Existuje tedy pravé jeden ordinal #, ktery je izomorfni s w, x w, pfl maximo-
lexikografickém uspofadani. Staci, kdyz ukdzeme n = w, Je zfejmé, Ze neplati

w, je limitni ordindl,

—_
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413 Kardindlni isla I

n < w,, protoZze w, X w, X w, = 1, a ukdZeme, Ze nemaze platit w, < n. V opac-
ném pfipadé by néjakd dvojice {y,0)€w, x w, musela mit w, predchidcd pti
maximo-lexikografickém uspofadani. UkaZeme, Ze to neni mozné. Necht{ & =
= max {}',6} + 1. Potom kazdy pfedchidce dvojice (7,6) je prvkem mnoZiny
¢ x ¢, ktera ma mohutnost mensi nez w,, protoze ¢ < w, a || = w, pro n&jaké
B < a Ovetili jsme, Ze n = w, a ze (iv) plati pro kazdé a.

(v) Ptipomefime, ze [N,]““ je mnozina viech konednych podmnozin X,. ktera
je dobie uspotadana relaci < z definice 1.24. Dokazujeme indukci podle «. Pro
a = 0 uzijeme vysledku piikladu 1.6.28(c). Piedpokladejme, 7e « > 0 a Ze tvrzeni
plati pro kazdé § < . Je-lin ordinal, ktery je izomorfni s [N, ] " pti uspofadani <,
snadno se nahlédne, Ze neplati n < w,. Je-li x kone¢na podmnozina X, a ¢ je jeji
nejvétsi prvek, kazdy predchidce y mnoZiny x v uspotadani <o je podle véty 1.25
podmnozinou ¢ + 1. Pfitom & + 1 < w,, tedy |& + 1| = wy pro néjaké f < g,
a podle induk¢niho ptedpokladu je jenom w, koneényen podmnozin ordinalu & + 1.
To znamena, Ze x ma méné nez w, pfedchudc, tedy neplati ani w, < 7 a tvrzeni
(v) je dokéazano.

4.11 Vypocty nebo odhady mohutnosti mnoZin a systém mnoZin jsou ¢asto pod-
statnym krokem k feSeni riznych problému. Piedchozi véta v podstaté urtuje ope-
race kardinalniho sou€tu a sou€inu, které se pouzivaji pro vypolet mohutnosti
sjednoceni a kartézského souinu dvou mnozin.

4.12 Definice. Soulet a soudin kardinalnich &isel. Jsou-li x, 1 kardinalni &isla, jejich
soucet » + A asoucin » . A definujeme vztahy

o+ 2= ({0} x ¥)u ({1} x ),

.k =4 x .

To znamena, ze % + A a x.4 jsou kardinalni &isla, ktera vyjadfuji mohutnost
mnoziny na pravé strané rovnosti, na rozdil od ordinalniho souétu a souginu, ktery
ur¢uje ordinalni typ stejné mnoziny pfi lexikografickém uspofadani. Chceme-li
tento rozdil zdGraznit, mluvime o kardinalnim souétu a soudinu.

Snadno se nahlédne, Ze kardinalni souet a souin jsou asociativni, komutativni
a distributivni operace. Jsou-li %, A pfirozena &isla, kardinalni soudet a souin se
shoduji s ordinalnim souétem a souéinem, protoze w < Cn.

4.13 Jsou-li x, y mnoZiny a x, 4 kardinalni &isla takova, ze |x| = x a |y| = /, potom
%. 4=y x x| =|xx

a % + A je mohutnost disjunktniho sjednoceni ({0} x x) U ({1} x y) mnozin x, y.
Jsou-li x a y disjunktni mnoziny, plati

x4+ A=|xuy.
Z nasledujici véty vyplyva, Ze tato rovnost plati pro libovolné mnoziny x, y, je-li
alespoil jedno z kardinalnich ¢isel x, 4 nekoneZné.
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4.14 Véta. (i) Pro kaidé a,f€On plati
R, + Ny =R, 0N, = max {N, R} .
(ii) Jsou-li x, A kardindlni Cisla a alespori jedno z nich je nekonecné, potom

% + /= max {x, 1},

w.h =max{=x i}, jeli #4>0.
Ditkaz. (i) Necht » = max {R,,N,}, potom podle 4.10(iv) dostavame
2 ({0} x w)u ({1} x wp) <o, x ;<% x xxx%.
Tvrzeni (i) vyplyva z Cantorovy a Bernsteinovy véty. (ii) se dokazuje obdobné.

4,15 Priklad. Kardindlni Cisla a rozklady mnoZin. Uvazujme kardinalni ¢islo W,
které je supremem kardinalnich ¢&isel N, n < w. Definujme mnoZiny 4, n <

Ao = Wy,

A

s=0,—U{A:k<n prokaidé n>0.

Podle ptedchozi véty pro kazdé n plati |4,| = X, < X_. Mnoziny 4, jsou po dvou
disjunktni a jejich sjednocenim je kardinal N_. To znamena, Ze kardinal N |ze roz-
loZit na w, tedy méné nez N, mnozin, z nichz kazda ma mohutnost mensi nez N,

Srovnejme to s kardinalem Ng. Vime, Ze sjednocenim konec¢né mnoha koneénych
mnozin ziskame jenom kone¢nou mnozinu. Kardinal ¥, tedy nelze rozlozit na mensi
polet mnozin mensi mohutnosti.

4.16 Ukazali jsme, Ze kardinaly N, a ¥ maji vzhledem k rozkladim odlisné vlast-
nosti. Dtive nez zavedeme odpovidajici pojmy regularnich a singularnich kardina-
14, povsimnéme si, Zze rozklad ¥, byl definovan pomoci posloupnosti N,, n < ©
se supremem N . Naproti tomu Zadna konecna posloupnost pfirozenych ¢isel nema
supremum N,. Za¢neme tedy oklikou a budeme studovat typy kofinalnich posloup-
nosti.

4.17 Definice. Kofinalni mnoZina. Necht X je mnozina uspofadana relaci <. Rikame,
ze Y € X je kofindlni s X nebo ze Y je kofindini podmnoZinou X vzhledem k uspo-
fadani <, jestlize k libovolnému xe X existuje ye ¥, x < y.

4.18 Je ziejmé, ze kofinalni podmnoZina musi obsahovat kazdy maximalni prvek
mnoziny X. Je-li x nejvétsi prvek mnoziny X, potom {x} je kofinalni podmnozina X.
Snadno se ovéfi, ze je-li Y kofinalni s X a Z je kofinalni s ¥, potom Z je také kofinal-
nis X.

Pokud < neni linearni uspotadani na X, muze se stat, ze Zadna kofinalni podmno-
zina neni linearné uspotadana. Stadi, kdyz v X existuji alesponi dva maximalni prvky,
ale neni to nutna podminka. Naproti tomu se da ukazat, Ze je-li < linearni usporada-
ni, potom existuje dobfe uspofadani kofinalni podmnozina.
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4.19 Kofinalni podmnozZiny ordinalnich €isel. Je-li v limitni ordindl a v < 2. ze 4.17
vyplyva, ze x je kolindlni s «, pravé kdyz sup v = z. Phitom kazdd podmnozina
ordinalu « je dobte uspotadana, ma tedy jednoznacné ur€eny ordinalni typ. V mnoha
piipadech stali uvazovat jen typy kofinalnich podmnozin. Je zfejmé, ze o > 0 je
izolovany ordinal, pravé kdyz ma kofinalni podmnozZinu uspofddanou podle
typu 1. V nasledujici definici se proto omezime jen na limitni ordinaly.

4.20 Definice. Kofinal. Necht x je limitni ordinal. Nejmen3i ordinal B, ktery je
typem uspofadani néjaké kofinalni podmnoziny ordindlu «, nazveme kofindlem
a oznacime cf («).

Pro kazdé limitni « plati w < cf(«) < o a cf(2) je limitni ordinal.

4.21 Priklady.

(a) cf(w) =w,
cf(R,) =w.
(b) cf(w + ) = cf(w. o) =cf(0?) =0,

kde + a . oznacuji ordinalni soucet a sou¢in. Dokonce plati:

(c) Je-li x spocetny limitni ordinal, potom cf (x) = w. Podle ptedpokladu existuje
prosté zobrazeni f w na «. Sestrojime rostouci funkci g, ktera zobrazi w na kofinalni
podmnoZinu «.

Polozime

. g0)=0

gln + 1) = max {f(n), g(n)} + 1 pro n>0.

Zrejmé sup {g(n):n < w} = sup {f(n):n < w} = « a indukci se ovéfi, ze g je
rostouci funkce.

(d) Je-li « limitni ordinal, potom cf(N,) = cf(«). Kardinal N, je supremem kar-
dinald N5, f <« MizZeme se omezit jen na kofinalni podmnoZiny sestavajici
z kardinalnich &isel. Staci si uvédomit, ze mnozina {N;: fex} je kofinalni s N,,
pravé kdyz x je kofinalni podmnozina «.

4.22 Lemma. Pro kazdy limitni ordindl o plati

(i) cffcf{e) = cf(a),

(i) cf(x)  je nekoneéné kardindlni éislo.
Ditkaz. (i) Polozme B = cf(x) a 7 = cf(cf(2)), tedy y < B. Podle definice kofi-
nalu existuje rostouci funkce f. kterd zobrazuje f na kofindlni podmnoZinu 2,
a rostouct funkce ¢, kterd zobrazuje - na kofindlni podmnozinu f. Potom [y
je rostouci funkce, kterda zobrazuje ; na kofinalni podmnozinu «. Proto nemuze byt
¥ < B.

(i) Vime, Ze cf(«) je nekone¢ny ordinal. Kdyby cf(«) nebyl kardinalnim Cislem,
pak existuje kardinal » < cf(x) a prosté zobrazeni f z x na cf(x). PoloZzime-li
g(B) = sup f[B] pro kazdé B < x, potom g je neklesajici funkce a Rng(g) je kofi-

171



I 422

nalni podmnoZina cf () uspofadana podle néjakého typu y < ». Je-li i rostouci
funkce, ktera zobrazuje cf(x) na kofinalni podmnozinu «, potom h[Rng(g)] je
kofinalni podmnoZina a. ktera je uspofadana podle typu y < » < cf(x). To je
ve sporu s definici cf («), proto cf () musi byt kardinalni &islo.

4.23 Definice. Regularni a singularni kardinaly. Necht x je nekone¢né kardinalni
cislo. Rikame, ze x je reguldrni kardindl, je-li cf (x) = ». Rikame, ze x je
singuldrni kardindl, je-li cf (%) < =.

4.24 Ttida Cn obsahuje dvé disjunktni podtiidy regularnich a singularnich kardi-
nall. Podle 4.21 je X, regularni kardinal a N je singularni kardinal. Snadno se na-
hlédne, Ze pro kazdé o« > w je N, singularni kardinal.

Podle 4.22 je kofinal limitniho ordinalu vZdy regularni kardinalni ¢islo. Ptame se,
zda existuji regularni kardinalni ¢isla vétsi nez X,. Ukazeme, Ze ano, pokud pfijmeme
axiom vybéru. Gitik (1979) ukazal, 7e tvrzeni N, je jediny regularni kardinal® je
bezesporné s axiomy ZF. V takovém pfipadé kazdy limitni ordinil « ma kofinalni
podmnoZinu usporadanou podle typu w.

4.25 Véta. Nekonecéné kardindini Cislo x je singuldrni, prdvé kdy? » = )X, kde
X je néjakd mnoZina mohutnosti mensi nez » a (Vxe X)(|x| < »).

Jinymi slovy, kardinal x je singularni, pravé kdyz ho lze vyjadtit jako sumu méné
nez x mnozin mohutnosti mensi nez x.

Duikaz. Je-li » singularni kardinal a X < » je kofinalni podmnozina » usporadana
podle typu cf (x), potom |X| = cf(x) < » a |x| < » pro kazdé xe X. Navic » =
=supX = JX.

Naopak, predpokladejme, Ze » je regularni kardinal a Ze existuje mnoZina X,
ktera vyhovuje tvrzeni véty. Potom Y = {sup(x): xe X} je kofinalni podmnozina x
a |Y| < |X| < % To znamen4, Ze » neni regularni kardinal — spor.

Casto se pouziva nasledujici tvrzeni:

4.26 Dasledek. Je-li x reguldrni kardindl a » = \JX, kde |X| < %, potom pro né-
jaky proek x € X plati |x| = x.

Nyni ukaZeme, Ze z axiomu vyb&ru vyplyva, Ze regularni kardinaly tvori shora ne-
omezenou podtiidu Cn.

4.27 Lemma (AC). Necht |X| <N, a necht pro kazdé xe X je také |[x| <N,
Potom
Ux|<x,.

Je ziejmé, Ze je-li néjaké x € X mohutnosti N, plati rovnost. Nent to v3ak nutnd pod-
minka.

Ditkaz. Ukazeme, Ze |JX lze prostd zobrazit do. o, x w, Podle predpokladu
existuje prosté zobrazeni f> X — w, a pro kazdé xe€ X je mnozina c, viech prostych
zobrazeni mnoziny x do w, neprazdné. Selektor na mnozing C = {c,: xe X}
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potom ke kazdému x e X vybere néjaké prosté zobrazeni g.: x — w,. Prosté zobra-
zeni h:{JX = o, x o, definujeme tak, ze libovolnému ye(JX prifadime hod-
notu hiy) = <8, g,(y)), kde é je nejmensi ordinal takovy, ze yex a f(x) = 4.

4.28 Véta (AC). Pro kazdy ordindl o je N, | reguldrni kardindl.
Dikaz sporem. Vime, Ze cf(X,,,) je kardinalni &islo. Pfedpokladejme, ze N, ., je
singularni kardinal, potom existuje kofinalni podmnozina X < w,,, mohutnosti
nejvyse N,. Podle predchoziho lemmatu dostavame || JX| < N, protoze Ix| < N,
pro kazdé xe X. To je ve sporu s kofinalitou X, ktera tvrdi (JX = o

a+1"

4.29 NedosaZitelné kardinaly. Ukazali jsme, Ze v teorii mnoZin s axiomem vybéru
Je kazdy nekonelny izolovany kardindl regularni. Vime, 7e w je limitni regularni
kardinal. Polozme si otdzku, zda existuji limitni a regularni kardinaly vétsi nez w.
Podle 4.21(d) takovy kardinal musi byt pevnym bodem funkce N.Z véty 3.9 vyplyva,
ze existuji libovolné velké singularni kardinaly, které jsou pevnymi body funkce N.
Nase otazka tedy zni: existuji regularni kardinaly, které jsou pevnym bodem funkce
X ? Takova kardindlni ¢isla si vyslouZila oznageni nedosazitelna: zdola je nelze do-
sdhnout ani pfechodem k nasledujicimu kardinalu, ani supremem mnoZiny mensi
mohutnosti. Dnes se takova €isla nazyvaji slabé nedosazitelna.

4.30 Definice. Slabé nedosaZitelné kardinaly. Rikame, e kardinalni &islo x je
slabé nedosaZitelné, je-li x nespoCetny limitni a regularni kardinal.

4.31 Pojem slabé nedosaZitelného kardinalu zaved]l F. Hausdorff (1908). Teprve
mnchem pozdgji se ukazalo, Ze existenci takovych kardinalnich ¢isel nelze dokazat
z axiomd teorie mnoZin (je-li bezesporna).

Existence slabé nedosazitelného kardinalu vyZaduje, aby dvé vlastnosti — regula-
rita a limitnost — spocetného kardinalu N, platily i pro n&jaké nespocetné kardi-
nalni ¢islo. Tvrzeni ,existuje slabé nedosazitelné kardinalni ¢gislo* proto mtZeme
chapat jako silngjsi formu axiomu nekoneéna. Jak uvidime pozdéji, je mnoho
problémd, které vedou k otazce, jak dlouha je $kala kardinalnich &isel v teorii mnoZin
a zda existuji kardinalni Cisla s urCitymi vlastnostmi. Neni-li existence takovych &isel
dokazatelna v teorii mnoZin (naptiklad proto, Ze jde o kardinalni ¢isla vétsi nez slabé
nedosazitelny kardinél), fikame, Ze jde o ,,velké" kardinalni ¢islo. Slabé nedosazitel-
ny kardinal je nejmensi z velkych kardinal, kterym bude vénovan § 5 kapitoly 1.

4.32 Mohutnost potence mnoZiny. Jaka je mohutnost riznych systémd podmnozin
dané mnoziny a mohutnost jeji potence, to je jedna z otazek, se kterymi se pfi
fedeni riznych problémui znovu a znovu setkavame. Pro konecné mnoziny induket
podle n < w dostavame

IX| = n > |2(x) = 2.

Jaka je viak mohutnost 2(X), je-li X nekoneena?Je-li |X| = » € Cn, potom 2(X) x
~ P(x) a stadi urdit mohutnost 2(x). V analogii s kone¢nymi mnoZinami se mo-
hutnost #2(x) vyjadiuje jako kardinalni mocnina 2*.
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Ptejme se nejprve, jakd je mohutnost #(w) a jaké mohou byt mohutnosti systému
munosin ptirozenych &isel. Podle véty 1.6.42 ma .#{w) stejnou mohutnost jako mno-
¥ina R viech realnych ¢isel a uzavieny interval [0. 1] < R, #{w) ma tedy mohutnost
kontinua. Ptame-li se, jaké mohou byt mohutnosti systtmit S € #(w), mizeme
stejné dobfe zkoumat mohutnosti mnozin redlnych ¢isel. Zjistujeme, Ze pro jednoduse
definované nekonecné mnoziny realnych ¢isel nemame mnoho na vybranou: takove
mnoziny jsou bud spocetné, nebo maji mohutnost kontinua.

4.33 Mohutnosti otevienych a uzavienych mnoZin realnych ¢isel. Snadno se nahlédne,
7e libovolné dva uzaviené netrivialni intervaly Ize na sebe zobrazit prostym (linear-
nim) zobrazenim. To znamen4, Ze kazdy netrivialni interval ma mohutnost kontinua
a totéz plati pro kazdy neprazdny otevieny interval. Proto i kazda neprazdna otevie-
nd mnozina ma mohutnost kontinua.

Vime, Zze kazda kone¢na mnozina realnych ¢isel je uzaviena a prosta konvergentni
posloupnost spolu s limitou je pfikladem spocetné uzaviené mnoziny. Uzaviené
mnoziny redlnych ¢isel mohou nabyvat viech mohutnosti » < w. UkaZeme, Ze
kazda nespocetna uzaviena mnozina realnych ¢isel ma mohutnost kontinua. Nejprve
vySettime specialni ptipad perfektni mnoziny. Pfipomenme, ze X < R je perfektni
mnoZina, je-li neprazdna, uzaviena a nemi zadné izolované body.

4.34 Lemma. KaZdd perfektni mnoZina redlnych Cisel md mohutnost kontinua.
Ditikaz. Vime, ze mnoZzina Q vSech racionalnich ¢isel je spocetna a husta v R. Z toho
plyne, Ze mnozina v3ech uzavfenych intervali s racionalnimi konci je také spocetna.
Budeme uvazovat jen takové intervaly, JejichZz koncové body jsou riizné, a mnoZzinu
viech takovych intervalll oznacimu U.

Necht P je libovolna perfektni mnoZina. Vime, Ze P musi mit vice nez
jeden bod, necht pgy,p,€P jsou dva rizné body. Necht I, I, e U jsou dis-
junktni intervaly takové, ze pyely, p,el, a Po=Pnl, P,=PnI, jsou
dvé disjunktni perfektni podmnoziny P. Nyni miZeme stejny postup opakovat
s kazdou z nich. Sestrojime disjunktni intervaly I,,,1,, € U a perfektni pod-
mnoziny Pgyo, Po; & P, a podobné pro mnozinu P, sestrojime intervaly [,,,/,,
a perfektni podmnoziny P, P,, & P. Je ziejme, Ze pro libovolnou kone¢nou
posloupnost nul a jednitek oe ““2 sestrojime interval I, a perfektni mno-
zinu P, =P~ tak, ze pro libovolné dvé rizné posloupnosti g, g stejné
délky jsou I, a I, disjunktni. Pfitom miZeme poZadovat, aby délka intervald I,
s rostouci délkou posloupnosti ¢ klesala k nule.

Je-li s€“2 nekonecna posloupnost nul a jedniéek, potom podle principu vloze-
nych interval (1.8.26) je (){P,:0 < s& oe ““2} jednobodova podmnoZina per-
fektni mnoziny P. Pfitom dvéma riznym nekone¢nym posloupnostem odpovidaji
dva razné prvky mnoZiny P. To znamena, ze P ma také mohutnost kontinua, protoze
2 xR
4.35 Véta (Cantor, Bendixson). KaZdd nespocetnd uzavFend mnoZina redlnych Cisel
obsahuje perfektni podmnoZinu.
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Ditkaz. Necht C je libovolnd nespocetnd uzaviend mnozina realnych ¢isel. Spocet-
nou mnozinu viech neprazdnych otevienych interval s racionalnimi mezemi
oznatime U. Rekurzi podle « < w, konstruujeme uzaviené mnoziny C, < C.
Polozime C, = C a je-li jiz sestrojena uzavien4d mnozina C,, C,_, vznikne z C,
vypusténim viech izolovanych bodii. Protoze kazdy izolovany bod xeC, mutZeme
oddélit od zbytku mnoziny C, néjakym intervalemz U, C, — C,, | je nejvyse spo-
Cetnd mnoZina. Je ziejmé, Ze C,,, je také nespoletna uzavienad mnozina. Je-li
¢ < w, limitni ordinal a viechny mnoziny C,, a < ¢ jiZ byly sestrojeny, poloZime
C. = ({C,:a < &}. Potom i C, je nespoletna a uzaviena.

Uvédomme si, Ze kazdy bod xe C — C, lze oddélit od C, n&jakym intervalem
z U tak, ze dv€ma riznym bodim pfifadime dva rzné intervaly. Ptitom U je spo-
¢etnd mnozina a w; je nespocetny kardinal. Existuje tedy a < w, takové, ze C, =
= C,,,. To znamena, ze C, je perfektni podmnoZina mnoziny C.

4.36 Ukazali jsme, Ze kazda nespocetna uzaviena mnoZina realnych ¢isel obsahuje
perfektni podmnoZinu, ma tedy mohutnost kontinua. Dokéazali jsme o trochu vice,
Ze kazdou nespocetnou uzavienou mnozinu realnych &isel 1ze jednoznaéné rozlozit
na perfektni mnoZzinu a nejvyse spocetnou rozptylenou mnozinu. Pfipomenme, ze X
je rozptylena mnozina, jestlize kazda jeji neprazdna podmnozina obsahuje izolovany
bod. V nasem pfipadé je C, = C,,, perfektni podmnoZina C a snadno se nahlédne,
Zze C — C, jerozptylena.

Vime, Ze nekoneéné oteviené nebo uzaviené mnoziny realnych &isel jsou bud' spo-
¢etné, nebo musi mit mohutnost kontinua. D4 se ukézat, Ze stejné tvrzeni plati i pro
vSechny Borelovské mnoZiny a pro viechny analytické mnoZiny na realné pfimce.
Tyto vysledky naznacuji, Ze mezi N, @ mohutnosti kontinua jiZ neni zadna ,,sttedni“
mohutnost. Toto tvrzeni vyslovil Cantor jako domnénku jiz v roce 1878, ktera se
stala znama jako hypotéza kontinua (CH). Cantor ji formuloval v nasledujicim tvaru:

(CH) Mo = N, .

ProtoZe ani pozdégjsi vysledky o mohutnostech Borelovskych a analytickych mnozin
nebyly s hypotézou kontinua ve sporu, nelze se divit, Ze se Cantor a po ném mnoho
dalsich po léta snazili tuto domnénku dokazat. V roce 1908 vyslovil F. Hausdorff
takzvanou zobecnénou hypotézu kontinua (GCH) ve tvaru

(GCH) (V) (2% = N, ).
Ptipomeiime, 7e 2% je mohutnost 2(w,). Zobecnéna hypotéza kontinua tvrdi, Ze
kazda takova potence ma za mohutnost kardinalni ¢islo, to znamena, ze kazdou

mnoZinu #(w,) Ize dobte usporadat. A. H. Kruse a H. Rubin dokazali v roce 1960,
Ze zobecnéna hypotéza kontinua implikuje axiom vybéru.
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§ 5 Kardinalni aritmetika

Zname jiz soucet a soulin kardinalnich &isel a vime, Ze se v oboru nekonednych
kardinald redukuji na maximum z obou argumentl. Zavedeme mocniny kardinall,
soudty a souciny soubort kardinalnich &isel, které jsou nezbytné pro vypocty mohut-
nosti raznych matematickych struktur, to znameni systémi mnoZin a zobrazeni.
Seznamime se s vlastnostmi kardinalni funkce 2%, kterd uruje mohutnosti
P(x), a »*, ktera urCuje mohutnost mnoziny viech zobrazeni z 4 do %, a s jejich
vztahem k funkci gimel. UkaZeme, Ze zobecnéna hypotéza kontinua (GCH), ktera
predepisuje hodnoty 2%=, radikalng zjednodusuje i pribéh mocniny a funkce gimel.
Podobny vliv na prabéh zminénych kardinalnich funkci mé hypotéza singularnich
kardinal (SCH).

Axiomy teorie mnoZzin pfipousteji velkou volnost pro hodnoty 2% na regularnich
kardinalech. Pro singularni » viak hodnoty 2% zavisi na hodnotach 2* pro 4 < .
Na zavér vyslovime Silverovu vétu (1974), kterda je podstatnym krokem fedeni
problému singularnich kardinald, a vétu Shelahovu (1982), ktera dava horni odhad
pro hodnoty 2* na singularnich kardinalech. V celém oddilu budeme pfedpokladat
axiom vybgru. Kazd4d mnozZina je tedy ekvivalentni s pravé jednim kardinalnim
Cislem, které vyjadiuje jeji mohutnost.

5.1 Mohutnosti mnoZin zobrazeni. Pfipomenime, Ze °a je mnozZina viech zobrazeni
mnoziny b do a. Specialng, je-li @ = {0, 1} = 2, potom 2 je mnozina viech cha-
rakteristickych funkci podmnoZin ¢ € b. Jsou-li . 4 kardinalni Cisla takova, ze
la| = % a |b| = 4, potom mnoziny "a a *» maji stejnou mohutnost podle 1.5.53.
Stati tedy zkoumat mohutnost mnoziny “x.

5.2 Definice. Kardinalni mocnina »*. Jsou-li x, 4 kardinalni &isla, kardindlni mocni-
nu »* definujeme vztahem PR
wh = R

jako kardinalni &islo, které je mohutnosti mnoziny viech zobrazeni 4 do ».
5.3 Z definice souctu a souinu kardinalnich ¢isel a z 1.5.52 a 1.6.32 pro libovolné
kardinaly x, 4, u, v dostavame
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(i) 2*=12(x) > x.
(i) (OFx<sp&.<v)>2 <,
(i) =% =

(iv) () = .
Jsou-li %, A ptirozena &isla, indukci podle 4 se dokaze, ze kardinalni mocnina »* se
rovna odpovidajici ordinalni mocning. Na ptirozenych &islech tedy splyvaji operace
kardinalni a ordin&lni mocniny. Neni téZké vypocitat hodnoty »* v ptipadech, kdy
alespon jeden z argument je pfirozené Cislo.

b

5.4 Véta. Pro libovolnd kardindlni ¢isla x, A plati

(i) 0°=1,
A+0-0"=0,

(i) »° =1,
=1,

(i) (x20&0<i<o)-x=x,
(iv) Q<x<i&1A>w) -t =2"
Drkaz. (ili) se dokéaZe indukci podle 2 s pouzitim 4.10(iv). (iv) Je-li fe*», potom
feP(A x x), a podle ptedpokladu je |4 x »| = /. Dostavame
2 <o = o <1900 x A = 2] = 2

5.5 Piiklady. MnoZiny redinych Cisel a spojité funkce. MnoZina redlnych ¢isel R
a P(w) maji stejnou nespoletnou mohutnost 2%, fikame ji mohutnost kontinua.
Hustd mnozina Q vSech racionalnich ¢isel je spocetna.

(a) Mohutnost mnoziny O(R) vsech otevFenych mnozin na R. Uvazujme nejprve
mnozinu [R]* viech dvouprvkovych mnoZin realnych &isel. Snadno se nahlédne,
7e [R]? = 2%, protoze

22 <R <R x Rl =2°.2° = 2%,

To znamena, 7e mnoZina I(R) viech neprazdnych otevienych intervald na realné
ptimce ma také mohutnost kontinua. Pfitom kazda neprazdna oteviena mnozina
je sjednocenim spocetného souboru intervalt z I{R). Dostavame nerovnosti

2 = [I(®) < |o(®) < [PIR) = (2 = 20 = 2
odtud plyne lO®R)| = 2.

’

Systém viech otevienych mnoZin na realné primce ma mohutnost kontinua a kazda
uzaviena mnozina je doplitkem prave jedné oteviené mnoziny. To znamena, Ze systém
vSech uzavienych mnozin na realné pifimce ma také mohutnost kontinua.

(b) Mohutnost mnoziny C(R) vSech spojitych redlnych funkct. Oznaéme C(R) mno-
Zinu vSech spojitych funkci f:R — R a polozme si otazku, zda existuje realna
funkee g, jejiz graf ma neprazdny prinik s grafem kazdé spojité funkce fe C(R).
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Mohutnost mnoziny C(R) dava kli¢ k tefeni problému. Vime, ze kazda spojita
funkce fe C(R) je jednozna¢né uréena svymi hodnotami v racionalnich bodech.
Vime take, ze kazda konstanta ceR je spojita funkce. Shrnutim dostavame

2 = [R] < [C(R) < |*R| = (2 = 2.

To znamena, Ze existuje prosté zobrazeni, které kazdému realnému ¢islu r pfitazuje
pravé jednu funkci f, e C(R) tak, Ze soubor

(1) {freR)
obsahuje viechny funkce z C(R). Polozime-li
g(r) = f{r) prokazdé¢ reR,

je ziejmé, Ze g je hledana funkce, jejiz graf protina graf kazdé fe C(R). Poviimnéme
si, Ze funkce g byla sestrojena diagonalizaci souboru (1), ktery indexuje spojité funkce
realnymi Cisly. Neni té7ké nahlédnout, Ze g neni prvkem C(R).

5.6 Mohutnosti sjednoceni a souint souborii mnoZin. Je-li (X,:ie /) soubor mno-
Zin s indexovou mnozinou /, ptejme se, jaka je mohutnost sjednoceni
X =Ux,.
iel
Stejné jako u sjednoceni dvou mnozin zkouméame nejprve pripad, kdy jsou mnoZiny
X; po dvou disjunktni. Potom ke kazdému xe X existuje pravé jeden index iel
takovy, ze xe€ X, Necht x; jsou kardinalni &isla takova, ze |X|| = %, pro kazdé
iel. Na rozdil od mnozin X; nemusi byt kardinalni ¢isla »; po dvou disjunktni
mnoziny. Vhodnym prot&jskem mnoZiny X je tedy disjunktni sjednoceni
K = Ui} x %),
iel

Ukazeme, Ze existuje prosté zobrazeni mnoziny X na K. Axiom vybéru zarucuje
existenci souboru {f;:iel), kde f, je prosté zobrazeni X; na x, Ptitadime-li
kazdému xe X dvojici i, f{x)>, kde i je jednozna¢né uréeny index takovy, ze
x € X;, dostavime prosté zobrazeni X na K. Sta¢i tedy urcit mohutnost mnoziny K.

Podobnym zpiisobem se pomoci zobrazeni f; sestroji prosté zobrazeni kartézské-
ho sou€inu X X, na sou¢in Xz, Mohutnost kartézského sou¢inu mnozin je stejna
jako mohutnost odpovidajiciho soudinu kardinalnich ¢&isel.

5.7 Definice. Soucet a soulin souboru kardinalnich &isel. Necht (x:iel) je
soubor kardinalnich ¢isel. Jeho soucet

2= |U({i} x )]

iel iel

definujeme jako mohutnost disjunktniho sjednoceni kardinald », a souéin

[ T2 = X~

iel iel
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510 Kardmadlni aritmerika 1

definujeme jako mohutnost kartézského souéinu kardinalt x. Specialng, je-li
%, = % pro kazdé iel a |I| = A, potom

[T = =

iel
5.8 Neéco nového pfinasi jen pfipad, kdy I je nekonedni mnozina. Soudet
a soucin kone¢ného souboru kardinala lze vyjadiit pomoci operaci souétu a sou-
¢inu dvou kardinalnich &isel.

Snadno se nahlédne, Ze soucet a soudin souboru kardinlt se permutaci indext

neméni. Jsou-li 4; kardinalni ¢isla takova, ze », < 4; pro kazdé iel, potom

le < Z)‘: ?

iel iel
aje-li J € I, potom také )

Zz, < ZK‘.

ieJ iel

Podobné nerovnosti plati i pro souéiny. Jsou-li X, libovolné mnoZiny takové, ze
%, = |X,| prokazdé¢ ie I, potom
|UX.'\ = Z%i'

tel iel

Jsou-li navic mnoziny X, po dvou disjunktni, plati rovnost. Neni to viak nutna
podminka.

5.9 Definice. MnoZiny [ X]* a [X]“* Je-li X mnozina a A kardinalni &islo, defi-
nujeme

(X ={xxc X&|x =1},

[(X]**={x:xc X &|x| < 1}.

Obé mnoziny jsou ¢asti 2(X), [X]* sestava z podmnozin mohutnosti 4 a [ X ]<*
sestava ze viech podmnozin mohutnosti mensi nez 4. Specialng [X]<“ je mnozina
viech kone¢nych podmnozin X, kterou jsme definovali jiz v prvni kapitole. Povsim-
n&me si, e pro 4 > |X| dostavame [X]** = 2(X) a [X]* = 0.

5.10 Lemma. Necht X je mnoZina mohutnosti x a A je kardindlni ¢islo. Potom
0 x1 ®*, je-li 7 < x,
(i) [[X]4 = 2 »*,  jeli A<x™.

u<i

Ditkaz. (i) Je zfejmé, Ze mohutnost [ X ]* zavisi jenom na x a 4. Mazeme predpo-
kladat, ze X =x. Pro libovolnou mnozinu xe [x]* existuje zobrazeni fe*x
takové, 2¢ x = Rng(f). Pomoci axiomu vybéru kazdému xe[x]* ptifadime
pravé jedno takové zobrazeni f,. Dostavame tak prosté zobrazeni [x]* do *x.
Abychom dokazali obracenou nerovnost, uvédomme si, 7e kazdé zobrazeni fe *x
je prvkem [4 x x]* Shrnutim obou fakti dostavame
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< |l x w]] =l <

(i) plyne z (i) a z toho, Ze mnoziny [X]*, # < A jsou po dvou disjunktni.

i

5.11 Definice. Slaba mocnina x *. Pro libovolné kardinaly #, /. definujeme

xh= Y
H<A
kde na pravé strané s¢itame pres kardinalni Cisla mensi nez 4. Rikéme, Ze % *je
slaba mocnina kardinali x, A.

5.12 Lemma. Necht #, i€l jsou nenulovd kardindlni ¢isla. Je-li I} nebo nékteré
z %; nekonecné kardindlni islo, potom

Y x; = max (|

iel

,sup {#,:iel}).

Diikaz. Necht x = supx, Podle 5.8 je D%, > x a protoze viechna x; jsou ne-
nulova, dostavame stejnou nerovnost pro |I|. Abychom dokazali obracenou ne-
rovnost, uvédomme si, ze disjunktni sjednoceni |J({i} x x,) lze prosté zobrazit
do I x x.

5.13 Disledek. (i) Jsou-li X, mnoZiny takové, Ze pro kaidé iel je |X] ==,
a sup{x;:i€l} je nekonecny kardindl vét3i nebo rovny 1], potom

U, = sup e 1} = .
(ii) Kardindl % je singuldrni, pravé kdyz existuji kardindly 7 <x a x» <x
pro i < A takové, Ze

X = Z%i'

i<

5.14 Lemma. Je-li 3%, > 2 pro kazdé ie I, potom

Yoo <.

iel iel
Dikaz. Je-li I nejvyse dvouprvkova mnozZina, neni tézke tvrzeni ovefit. Piedpokla-
dejme, ze |I| > 2. Sestrojime prosté zobrazeni disjunktni sumy Uiy x %) =D
do Xx, = K. Podle predpokladu jsou nula i jedni¢ka prvkem kazdého kardina-
lu %, Kazdé dvojici ¢j,2) €D chceme pfitadit zobrazeni f,€K. Pro libovolne
jel a a < x; polozime
L, jeli i,
0, je-lli i=j,

ol = |

apro a>0

) = {0, je-li i,

a  jelli i=j.
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518 Kardindglni aritmetika il

Snadno se nahlédne, Ze je to prosté zobrazeni mnoziny D do K. Tim je nerovnost
dokéazana.

5.15 Véta. Konigova nerovnost. Jsou-li %, A; kardindlni ¢isla takovd, Ze x, < 4,
pro kazdé iel, I %0, potom

Z%l < l—l’{x

iel iel
Dikaz. Je ziejmé, ze vSechna 4; jsou nenulova kardinalni &isla. Je-li pro néjaké
jel 4; =1, potom viechny funkce fe XA nabyvaji v bodé j téze hodnoty. Vy-
pustime-li index j, mohutnost sou¢inu se nezméni. Stejné tak mizeme vypustit &len
%, = 0 nadruhé stran€ nerovnosti. Mlizeme tedy predpokladat, ze 4, > 2 pro kazdé
iel, apodle lemmatu 5.14 dostavame Y x, < y 2, < []A.

Piedpokladejme na chvili, ze plati rovnost. To znamena, Ze existuje soubor
(X;1iel) po dvou disjunktnich mnozin takovy, e |X| =, pro kazdé¢ iel
a |JX; = X4. Diagonalni metodou sestrojime funkci ge X4, ktera neni prvkem
#Adné z mnozin X,. Pro kazdé iel nechf Y, = {f(i): fe X,}. Potom |Y| < |X| =
= %, < 4; afunkcez X; svymi hodnotami v bodé i nemohou vycerpat .. Polozime-li

g(i) =min(4, — Y)  pro iel,
potom ge XA, ale neni prvkem Zadné mnoziny X, — spor. Plati tedy ostra

nerovnost.

5.16 Konigova véta je zobecnénim Cantorovy véty 1.6.32 o mohutnosti potenéni
mnoziny. Je-li |I| = » aprokazdé iel je », = | a /4, = 2, z Konigovy nerovnosti
dostavame x» < 2. Navic plati:
5.17 Dasledek. Jsou-li %, A kardindlni éisla takovd, Ze « > 2 a A = w, potom

(i) ef29) > l

(if) of (x )

(iif) At

Dikaz. (i) je specialnim ptipadem (ii). Je-li (%,:i < 2> posloupnost kardinalnich
gisel mensich nez »*, z Konigovy nerovnosti dostavame

Yox, < [t = () = «*.

i<a i<i
To znamena, Ze kazda kofinalni podmnozina kardinalu »* musi mit mohutnost
vétsi nez A. (iii) Necht 4= Y4, kde 4 jsou kardinaly takové, ze A, < 4 plati
pro kazdé i < cf(4). Z Konigovy nerovnosti dostavame

i= Y A< [T A=
1<cf(4) 1<cf(A)

5.18 Funkce 2%+ Shrneme-li vie, co jsme o mocninach 2% zatim dokdazali, jsou to
nasledujici nerovnosti:
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(2) a< B2 <2,
A N
of (2%) > N, .
Budeme-li ptedpokladat, ze pro hodnoty 2™ plati
(H) (V) (2% =X, ),

vidime, Ze tato hypotéza vyhovuje nerovnostem (2) stejné dobfe jako zobecnéna
hypotéza kontinua (GCH). To znamen, Ze uvedené nerovnosti neuruji hodnotu
2%« ani v jediném specialnim ptipadé.

K. Godel (1939) dokazal, ze zobecnéna hypotéza kontinua je bezesporna vzhle-
dem k axiom@m teorie mnoZin. MiZeme tedy predpokladat, ze 2% =N,.
P. Cohen (1963) ukazal, ze hypotéza kontinua je nezavisla na axiomech teorie mnozin:
je bezesporné predpokladat, ze 2% je N, nebo n&co jiného. Mohutnost kontinua
tedy neni jednozna¢né urdena axiomy teorie mnoZin. W. Easton (1970) ukazal, ze
nerovnosti (2) jsou vie, co lze z axiom@ dokazat o hodnotach 2% pro regularni X,
H. Woodin (1981) dokazal, Ze i hypotéza (H) je bezesporna vzhledem k axiomam
teorie mnozin, predpokladame-li Ze existence superkompaktniho kardinalu je beze-
sporna s axiomy teorie mnozin.

Nyni se budeme zabyvat hodnotami 2 pro singularni kardinaly .

5.19 Lemma. Je-li % limitn{ kardindl, potom
2x — (2<x)cf(x) )
Diikaz. Jednoduchym vypoctem dostavame
(2<x)cf(x) S zx,c((;q — 2;«.

Ptitom 2°* je mohutnost mnoZziny viech shora omezenych podmnozin limitniho
kardinalu ». K dtkazu opaéné nerovnosti staci ukéazat, Ze libovolnad podmnozina
X € % je jednozna¢né urena jistou posloupnosti <X, :a < cf(x)> omezenych
podmnozin. Necht {x,:a < cf(x)) je rostouci posloupnost kardinalnich ¢isel se
supremem x. Libovolné podmnoziné X < x pfifadime posloupnost mnozin X, =
= X nx, pro a < cf(x). Je ztejmé, Ze jsou-li X, ¥ dvé rizné podmnoZiny kardi-
nalu %, jim ptifazené posloupnosti se musi lisit ve viech ¢lenech od jistého pocinaje.

5.20 Definice. Funkce gimel. Pro libovolny nekoneény kardinal x definujeme
funkci

7(2) - Kchn
kterou nazyvame gimel. Je to kardinaini funkce, ktera zobrazuje tfidu viech neko-
ne¢nych kardinalnich gisel do Cn. Vime, Ze g(x) > %, a z Konigovy nerovnosti
také plyne cf (g(x)) > cf(x), specialné cf (¢(x))'> N, pro kazdy nekonecny kar-
dinal x. ’
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5.21 Véta. Prabeh funkce 2% (i) Je-li N, reguldrni kardindl, potom
2= 4(R,).

(i) (Bukousky) Je-li R, singuldrni kardindl, mohou nastat dva pripady: (a) Existuje
B < a tak. Ze pro kaidy ordindly v intervalu f <7y <« plati 2% = 2™, potom

Ma _ Ng . J<Na
(b) Ke kazdému B < « existuje 7,8 <7 < « takové, Ze 20 < 2%/ Potom

W = (25%)

Ditkaz. (i) Proregularni X, je ¢(N,) = 8% = 2% K dikazu (i) pouzijeme lemma-
tu 5.19. Je-li splnén predpoklad tvrzeni (a), potom 2<% = 2%# a muazeme piedpo-
kladat, ze cf (R,) <N, < X,. Podle 5.19 dostavame

Na (ZNﬂ)CI(Na) = 288 — D<K«

Je-li splnén ptredpoklad tvrzeni (b), potom 2<% je limitni kardinal, a cf(2°%=) =
= cf(X,). Tvrzeni plyne z lemmatu 5.19.

5.22 Funkce g a 2™. (i) Predpokladejme, ze N, je singuldrni kardinal, ktery spliiu-
je podminku {ii){a) z ptedchozi véty, potom z K&nigovy nerovnosti dostavame

cf(2%) >N,  prokaidé y<a.

Stejna nerovnost plati i pro 7 = «, protoze na levé strané je regularni kardinal.
Vime, ze v ptipadé (b) je cf (2°%<) = cf(N,) < N,. To znamena, ze 2% nabyvé nej-
men$i mozné hodnoty vzhledem k 2%, f < a, pokud je splnéna podminka
cf (2%) > N,. Jinak 2% = g(2<M).

(ii) Viechny hodnoty 2™ jsou jednoznacn& uréeny priibéhem funkce ¢. Ve dvou
piipadech je to explicitng vyjadteno v piedchozi vété. Zbyva pripad (ii)(a). Je-1i N,
nejmensi kardinal takovy, ze 2% = 2% potom bud je N, regularni, nebo N je sin-
gularni a musi spliovat predpoklady tvrzeni (ii)(b). V obou ptipadech dostavame
PALIES Q(Nﬂ).

5.23 Singularni kardinaly a GCH. V 5.18 jsme konstatovali, Ze hodnoty 2™ pro
regularni X nejsou jednoznaCné ureny axiomy teorie mnozin. D4 se ukazat, ze
kterykoli rozumné definovany regularni kardinal N, napiiklad

NO’ Nlr NIOO’ Nu+ 10 No, +1>
muze byt prvni, na kterém se porusi zobecnéna hypotéza kontinua, to znamena, Zze
2% > R,,, a 2™ =N, prokazdé f < a
Otazka, zda hypotéza kontinua mize byt poprvé porudena na singularnim kardi-

nalu, ztstala dlouho otevfena. Silver (1974) dal negativni odpovéd pro singularni
kardinaly s nespocetnou kofinalitou. Pro singularni kardinaly se spocetnou kofi-
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nalitou ukazal Magidor (1977), Ze tvrzeni 2% =N__, a 2% =N, ., pro kazdé
ptirozené n je bezesporné s axiomy teorie mnozin, pokud je bezesporné predpokla-
dat, Ze existuje jista dvojice velkych kardinalnich &isel.

V Silverové vysledku jde o specialni horni odhad mohutnosti 2% pro singularni
N, jestlize 2% =N,,, pro kazd¢ B <« Galvin a Hajnal (1975) dali horni
odhad mohutnosti 2% za slabsich predpokladd, je-li N, silné limitni singularni
kardinal s nespodetnou kofinalitou. Shelah (1982) dokazal, Ze stejny odhad plati
pro viechny silng limitni singularni kardinaly (5.25).

5.24 Véta (Silver). Je-li W, singuldrni kardindl takovy, Ze cf(N,) > w, a pro kaZdé
B < a plati 2% =N, |, potom také 2% =N, .

Diikaz Silverovy véty vyuziva vlastnosti stacionarnich mnoZin. Provedeme jej
v 111.2.29.

5.25 Definice. Silné limitni kardinalni &sla. Rikame, Ze kardinalni &islo x je
silné limitni, jestlize pro kazdy kardinal 1 < x plati 2% < x.

Je ztejmé, Ze w je siln€ limitni kardinal a Ze kazdé silng limitni kardinalni &islo je
limitni. Da se ukazat, ze ke kazdému kardinalu 4 existuje silng limitni singularni
kardinal x > A.

5.26 Véta (Galvin, Hajnal, Shelah). Je-li W, silné limitni singuldrni kardindl, potom
2% <N pygern + -
Navic, je-li « = +y a ¥ + 0, potom
2 <Ny yjerony
Specidlné, jsou-li X, a N, ,,, silné limitni kardindly, dostdvdme

Nw
2 < N(ZNU’+
No| o N
PALS < ‘\wl*(ZNO)'

Dutikaz véty presahuje ramec této knihy (Shelah 1982).
527 Vlastnosti funkce N3¥. Jsou-li #, A nekonednd kardinalni &islaa » < A, potom
»* = 2" podle 54. Je-li naopak /1 < x, podle 510 je x»* = |[x]¥. Jeli navic

A < cf{x), potom kazda podmnozina X < x mohutnosti 4 je shora omezena
néjakym ordindlem ¢ < x. Proto

(3) [ = UL

E<x

Pro ptipad cf(x) < 4 < % dostavame:
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529 Kuardinalni aritmetika 1l

5.28 Lemma. Je-li N, limitni kardindl a cf(R,) <N, potom
N?ﬁ — (Z \\‘:::ﬂ)cf(Na) )

y<z

Diikaz. Necht
4= o,
y<az
je mnoZina viech zobrazeni w; do w,, jejichz hodnoty jsou shora omezeny néjakym
kardinalem x < w,. Podle 5.8 je |4] < YN}, Ptitom R¥* je mohutnost mnoziny
viech zobrazeni f:w; — w, UkaZeme, Ze kazdé takové zobrazeni je jednoznacné
urceno jistou posloupnosti zobrazeni z A.

Necht (x,:& < cf(X,)> je rostouci posloupnost kardinlnich &isel, kter je ko-
finalni s N,. Je-li f zobrazeni w; dow,a & < cf(N,), necht f; je zobrazeni wg do %,
definované vztahem f,(8) = min(f(8), %) pro kazdé & < w,. Je ziejmé, ze po-
sloupnost {f;: ¢ < ¢f(N,)> jednoznatné urCuje zobrazeni f. To znamena, ze R* <
< (IN#)fta) Majorizujeme-li kazdy clen sumy kardinalem N3, dostavame opac-
nou nerovnost.

5.29 V&ta. Pro mocniny W27 plati nasledujici tvrzent:
(i) Je-li « < B, potom Wi* = 2%
(i) (Hausdorff) Je-li & =y + 1, potom

N;\‘ilzNy+l'x?ﬂ
111 arski) Je-li a limitni a X, < ¢ , potom
iii) (Tarski) Je-li o« limitni a Wy < cf(N,), p

N = PN

y<a

(iv) (Bukovsky) Je-li cf(X,) < Ny < N,, mohou nastat dva pFipady:

(a) Existuje v < o takové, ze WJ# = W' pro kaZdé 6, y < 6 < a, potom

R = NN
(b) Pro kazdé 7 < a existuje 6, 7y < 0 < o takové, Ze \\‘?" < N3, potom
N = p(N), kde N, = TN
Ditkaz. (i) a (iii) jsou dusledkem (3): predpokladejme. ze < x=7y + 1. Pro
kazdy ordinil ¢ takovy, ze o, < & < o, ,, je |[£]¥] = N Podle (3) a 5.12 do-
stavame
N SN, L) N

Opa&na nerovnost je zfejma. Snadno se ovéfi, ze vzorec (i) plati i pro « < .
(iii) Je-li o limitni a N, < cf(N,). z(3) dostavame N}'# < Y N}». Obracena nerovnost
plyne z 5.12 a z monotdnnosti mocnin. (iv) Spliuje-li 7 < « podminku tvrzeni (a).
potom pro kazdé 6 < x plati N; < NJ» <N tedy take W, < XJ». Odtud
dostavame
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(4) N < NP < (W) = N

Je-li splnéna podminka tvrzeni (b), potom cf(R,) =cf(X,) a tvrzeni plyne
z lemmatu 5.28.

5.30 Disledek. Induktivni vypocet W3#. Pro libovolné o a pevné B plati:

(i) Existuje-li kardindl = < R takovy, Ze ™ > R, potom WY = ™ Specidlné.
je-li « < B, dostdvdme WI# = 2%,

(1) Je-li %™ <N, pro kazdy kardindl » < X,, potom

R N, pokud Nz < cf(N,),
* NI pokud  of (N,) < Ny < W,

Ditkaz. (i) Je-li » < X, kardinal takovy, ze »™* > N, potom v nerovnosti (4)
mizeme vSude nahradit W, kardindlem x a dostavame R = %5,
(i) Uvazujme nejprve piipad « =7+ 1. Potom nutné N, < cf(N,) =N,
a podle Hausdorffovy formule dostavame N} = X, . N = N, Je-li  limitni ordi-
nal, podle ptedpokladu je N, =Y N
y<a

a tvrzeni plyne z 5.29(iii) a (iv)(b).

5.31 Funkce N} a ;. Mocnina N} nabyva vzdy nékteré z nasledujicich hodnot N,
2%, 4(X,) pro néjaké y < a. Dokazeme to indukci podle «. Pro « =0
a libovolné f dostavame WI# = 2% Predpokladejme, ze « > 0 a Ze tvrzeni plati
pro kazdé y <a a libovolné B. Rozebereme pfipady (i) a (i) z 5.30. V prvnim
existuje & < « takove, ze N}# = NI, a tvrzeni plyne z indukéniho predpokladu.
Ye druhém ptipadé neni co dokazovat.

Vime, ze hodnoty 2% jsou jednoznacné urCeny pribéhem funkce ¢. Odtud plyne,
Ze totéz plati i pro hodnoty N}#. Naopak z definice funkce ¢ je zfejmé, e jeji hodnoty
jsou jednozna¢ng urceny pribéhem mocniny R¥?. Magidor (1977) ukazal, ze hodnoty
funkce g nejsou jednozna¢ng uréeny prabéhem funkce 2™, je-li existence superkom-
paktniho kardinalu bezesporna s axiomy teorie mnozin.

Piijmeme-li zobecnénou hypotézu kontinua (GCH) jako daldi axiom, potom
#(N,) =N, pro kazdé o a vypocet N se radikalng zjednodusi.

5.32 Disledek (GCH). Pro libovolné ordindly «, B plati

N, . je-li Wy < cf(N,),
NP =0N, 0, Jerli of(R) < N, <N,
Npops  Jjelli <8,

5.33 Hypotéza singularnich kardinald. Zobecnéna hypotéza kontinua predepisuje
hodnoty 2% =x" pro viechny nekonetné kardinaly. Tim daleko prekracuje to,
co lze odvodit z axiomd, které ponechavaji jistou volnost hodnotam 2* pro regular-
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534 Kardmalnr aritmenha 1t

ni x. Solovay (1974) vyslovil hypotézu singuldrnich kardindli (SCH), ktera uréuje
chovani funkce gimel na singularnich kardinalech. Je to nasledujici tvrzeni:
(SCH) Pro kazdy singularni kardinal N, plati

g(Nz) = max (2CHN,)3 N: + 1) .

Pcviimnéme si, Zze pro regularni N, hypotéza dava jen rovnost 2% = g(N))
z véty 5.21. Kdybychom ptedpokladali, Ze hypotéza plati i pro viechny regularni
kardinaly, nedostaneme nic nového. Hypotéza singularnich kardinald je disledkem
zobecnéné hypotézy kontinua, to znamena, ze je také bezesporna s axiomy teorie
mnozin. Je-li X, singularni kardinal, z GCH dostavame 2™ < & a 4(N) = N, , |,
jak pozaduje SCH. Magidor (1977) ukazal, e SCH neni dokazatelna v téorii mnozin,
pokud jé existence superkompaktniho kardinalu bezesporna s axiomy. Na druhé
strané Jensen (1976) ukazal, Ze hypotéza singularnich kardinald je dokazatelna
v teorili mnozin rozdifené o axiom, ktery zakazuje existenci vSech dosti velkych
kardinald.

Na zavér ukaZeme, Ze hypotéza singularnich kardinali zjednodu3uje vypocet
hodnot 2%# a N,

5.34 Dusledek (SCH). (i) Je-li W, singuldrni kardindl, potom
IR 27N > jesth’z’e Cf(2<Nu) >N,
@<, jestlize cf(2°%) <N, .

(ii) Pro libovolné ordindly o, B plati

e jedli 2 =N
N =1 N, je-li 2% <N, a Ry < cf(R,),
N, jeeli 2% < W, a of(R) <N,

Ditkaz. (i) Polozme x = 2<% Je-li cf(») > N,, podle 5.22 jde o ptipad (ii)(a)
z véty 521 a 2% = . Je-li cf(x) < X, jde o ptipad (ii)(b). Pfitom x je singularni
kardinal a 2™ < x. Z hypotézy singularnich kardinalt dostavame 2% = ¢(x) =
=x".

(ii) Postupujeme indukci podle z. Pro « = 0 a libovolné f tvrzeni plati, protoze
NMs = 2% > N,. Predpokladejme, ze o > 0 aZe véta plati prokazdé y < a akazdé
B. Je-li 2% > W, potom NI = 2% podle 5.30(i). Pfedpokladejme, ze 2™ < N_.
Je-li & =5 + 1, podle indukéniho pfedpokladu je W' <N, a N =N, podle
Hausdorffovy formule. Je-li « limitni ordinél, podle indukéniho pfedpokladu je
N% < N, prokazdé 7 < « Tvrzeni plyne z 5.30(ii). V pripade. ze cf (N,) < N, < N,
z indukéniho pfedpokladu dostavame 2™« < N, az SCH plyne N = 4(N)) =
=N, 7
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§ 6 Fundované relace a axiom fundovanosti

K nejdilezitéjsim prostfedkim teorie mnozin patii transfinitni indukce a rekurze,
které jsou vazany na dobra uspofadani. Pfirozenym zobecnénim pojmu dobré uspo-
fadani se dostavame k pojmu fundované relace, ktery dovoluje rozsitit metody
indukce a rekurze i na relace, které nejsou dobrym uspotadanim.

Dokazeme véty o fundované indukci a fundované rekurzi. Potom se budeme vé-
novat relacl nalezeni a ukaZeme, Ze existuje nejveétsi tranzitivni tiida, fikame ji
fundované jadro, na které je relace € fundovana. Tato tfida je sjednocenim kumula-
tivni hierarchie mnozin, ktera vznikne iterovanim operace potence. Ukazeme, Ze je
uzaviena na mnoZinové operace a Ze jejimi prvky jsou zakladni ¢iselné obory —
mnoziny w, Z, Q, R a C viech prirozenych, celych, racionalnich, realnych a komplex-
nich &isel. Ukazeme, Ze fundované jadro ma podobné postaveni vzhledem k uzkym
fundovanym relacim, jaka ma tfida On vzhledem k dobrym uspotddanim: budeme
definovat Mostowského kolapsujici zobrazeni a s jeho pomoci ukazeme, ze kazda
extenzionalni Uzka fundovand relace ma izomorfni kopii ve fundovaném jadrte.

Axiom fundovanosti zarucuje, Ze relace € je fundovana. To znamena, Ze univer-
zalni tiida splyva s fundovanym jadrem. Tato skute¢nost dovoluje v mnoha dule-
Zitych pripadech nahradit vlastni tfidy mnoZinami. Dokazeme, Ze princip fundova-
né indukce potom plati pro viechny fundované relace a ze kazda relace ekvivalence
muze byt vhodné reprezentovana mnozinami. Tim bude feSen problém faktorizace
vlastnich tfid podle relaci ekvivalence. Podrobnéji se budeme zabyvat dvéma spe-
cialnimi ptipady této ulohy, a to zavedenim mohutnosti mnozin. které nelze dobie
usporadat, a reprezentovanim tfid navzajem izomorfnich matematickych struktur.

6.1 Definice. Fundované relace. (i) Rikime, ze relace R je fundovand, jestlize
kazda neprazdna mnozina ma alespofi jeden R-minimalni prvek. Rikdme, ze r je
R-minimdlIni prvek mnoziny X, je-li re X a pro zadné xe X neplati {x,r) e R.

(ii) Rikame, Ze relace R je fundovand na tiidé A, jestlize kazda neprazdna pod-
mnozina ttidy 4 ma alespon jeden R-minimalni prvek. Tedy R je fundovana relace,
je-li fundovana na univerzalni tridé.
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65 Fundovane relace a axiom fundovanosit 11

6.2 Fundované relace jsme definovali pomoci R-minimality, ktera pfipomina
obdobny pojem pro uspofadani. Je ztejmé, ze fundovana relace je antireflexivni,
ale tim kon¢i analogie s ostrym uspofadanim, protoZze fundované relace nemusi byt
tranzitivni. Nékteré pojmy z uspofadanych mnozin budeme viak pouzivat i pro
fundované relace, protoze jsou nazorné a vystihuji, o co jde.

Snadno se nahlédne, Ze kazda podtiida fundované relace, specialné prazdna
relace, je fundovana. Je-li R relace fundovana na tfidé A. potom R, = Rn (4 x A)
je fundovana relace.

6.3 Priklady. (a) Relace € je fundovana na kaydém ordinalu i na On. Relace €
je také fundovana na mnoziné A4 = {0, {0}, {{0}}}, ale neni tranzitivni na 4. Proto
€, je fundovana relace, ktera neni tranzitivni.

(b) Ostré lexikografické uspotadani na ttidé On x On je fundovana relace.
Je-li R < A x A ostré dobré uspotradani na tfidé A, potom R je fundovana relace.
To znamena, Ze fundované relace jsou zobecnénim dobrych uspotadani.

(c) Relace R definovana na On x On vztahem

R = {{a, ), <, BO): B < B}

je fundovana.

(d) Relace inkluze je fundovana na mnoZiné ““2 viech konecnych posloupnosti
nul a jednicek. Tato mnozZina spolu s uspofadanim inkluzi se nazyva Gplny binarni
strom. Obecng, je-li 4 neprazdna mnozina a « ordinal, potom relace inkluze je fun-

4 na mnozingé
dovana na mnoZiné 4= |4
b<a

vsech posloupnosti prvkii z 4 délky mensi nez «. Mluvime o uplném A-arnim stromu
vysky «. Stromova uspotradani jsou casto uzivanymi ptipady fundovanych relaci.
Budeme se jimi podrobnéji zabyvat v § 3 III. kapitoly.

6.4 Snadno se nahlédne, ze fundovana relace neptipousti kone¢ny cyklus ani ne-
kone¢nou klesajici posloupnost. Je-li R fundované relace, pak neexistuje zadna
posloupnost {a,:n < w) takova, ze {qa,,, a,”>€ R pro kazdé n. Z axiomu vybéru
plyne i opac¢na implikace.

6.5 Véta (AC). Relace R je fundovand, prdvé kdy? neexistuje 3ddnd nekoneénd po-
sloupnost klesajici v R.

Diikaz. Stadi, kdyz ukazeme, Ze relace, ktera neni fundovana, pripousti nekonenou
klesajici posloupnost. Necht R je relace a necht u je neprazdna mnozina, kterd nema
R-minimalni prvek. To znamen4, Ze pro libovolné xeu existuje yewu takové, Ze
{y, x> € R. Zvolme n&jaké dobré uspotadani < mnoziny u a konstruujme posloup-
nost <a,:n < oy nasledujicim zpisobem. Libovolné zvolime a,eu. Je-li jiz
sestrojen prvek a,eu, pak a,,, je nejmendi prvek mnoziny {yeu:<{y, a,> € R}
v dobrém uspotadani <. Potom pro kazdé prirozené n dostavame {a,.,,a,) €R,
takze R ptipousti nekoneénou klesajici posloupnost.
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6.6 Uzké fundované relace jsou nejdulezitgjsim pripadem fundovanych relaci,
protoze zaruduji existenci minimalnich prvki nejenom v neprazdnych podmnozi-
nach, ale i ve viech neprazdnych tiidach. Pro uzké fundované relace lze dokazat véty
o indukci a rekurzi podobné tém, které zname pro ordinalni ¢isla.

Ptipomenme, Ze relace R je uzka, jestlize kazdé y ma v R jenom mnozinu pied-
chudct {x: {x,y> € R}. Relace nalezeni a inkluze jsou Uzké, to znamena, ze v pfi-
kladu 6.3 jsou (a) a (d) uzké fundované relace. Relace (b) (c) z 6.3 nejsou Gzke.

Ukazeme, 7e uzké relace dovoluji sestrojit tranzitivni nadmnozinu ke kazdé
mnozing.

6.7 Definice. R-tranzitivni mnoZina. Rikame, e mnozina 4 je tranzitivni vzhledem
k relaci R, nebo kratce, ze A je R-tranzitivni mnozina, jestlize pro kazdé¢ ae A je

{x:(x,a}eR}gA.

Je ziejmé, Ze e-tranzitivni mnoZina je totéZ co tranzitivni mnozina z definice 1.1.
Prinik libovolného systému R-tranzitivnich mnozin je R-tranzitivni mnozina.
Podobné i sjednoceni mnoziny R-tranzitivnich mnoZin je R-tranzitivni mnozZina.

6.8 Lemma. R-tranzitivni obal. Je-li R uzkd relace, pro libovolnou mnoZinu u existuje
R-tranzitivni nadmnozina, kierd je nejmensi vzhledem k inkluzi. Oznadime ji Uglu)
a nazveme ji R-tranzitivnim obalem mnoZiny u.

Dtkaz. Je-li dana mnozina u, rekurzi definujeme mnozZiny u,, n < w. Polozime

Uy = U

Uy = {x:(Fyeu)(x,y>eR)}  pro kazdé n.

V kazdém kroku dostavame jen mnoZinu, protoZe R je uzka relace. Je zfejmée, Ze
U”n je R-tranzitivni nadmnoZina mnoziny u. UkaZeme, Ze je to R-tranzitivni obal
mnoziny w. Je-li v libovolna R-tranzitivni nadmnozina u, potom indukci ovéfime,
Je u, < v pro kazdé n < w. To znamena, ze {Ju, = Uglu) < v.

6.9 Priklad. Tranzitivni obal mnoZiny. Pro libovolnou mnoZinu u je podle lemmatu
6.8 U_(u) nejmensi tranzitivni nadmnozina mnoziny u. Rikame ji tranzitivni obal
mnoziny u. Je ztejmé, ze U_(u) = u pro kazdou tranzitivni mnozinu u, specialné
pro kazdy ordinal. Viimnéme si, ze pro libovolné x je U{x}) nejmensi tranzitivni
mnozina, jejimz prvkem je x.

6.10 Lemma. Princip minimality. Je-/i R uzkd fundovand relace, potom kaidad ne-
prdzdnd tFida md alespon jeden R-minimdini prvek. )

Diitkaz. Je-li dana neprazdna tfida A, necht r je né&jaky jeji prvek. Pokud r neni
sam R-minimélni v A, uvaZujme neprazdnou mnozinu u = 4 N Ug({r}). Ta ma
n&jaky R-minimalni prvek s. UkaZeme, Ze s je také R-minimalni prvek tiidy A.
V opadném piipadé existuje t€ 4 takovy, ze {t,s) e R. Odtud plyne t€u a s neni
R-minimalni v u — spor.
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6.11 Véta. Fundovana indukce. Je-li R uzkd fundovand relace a X je tiida takovd,
Ze pro kazdé x plati

(1) {yi{p,x)eR} = X »xeX,

potom X = V.
Ditkaz sporem. Predpokladejme, ze¢ V — X #0 a Ze x je R-minimalni prvek
V — X. Potom x¢ X, ale {y:<{y,x)eR} < X. To je ve sporu s ptedpokladem (1).

6.12 Véta. Fundovana rekurze. Necht R je uzkd fundovand relace a necht G je
zobrazeni definované na univerzdlni téidé V. Potom existuje pravé jedno zobrazeni F
takové, e Dom (F) = V a

F(x) = GF | {y:<y,x>eR})  pro kazdé x.

Ditkaz. Postupujeme obdobné jako pii dikazu véty 2.3 o transfinitni rekurzi. Defi-
nujeme tfidu A viech zobrazeni f takovych, ¢ Dom (f) je R-tranzitivni mnozina
a pro kazdé x e Dom (f) plati

J(x) = G(f[{y: (x> eR}).
Fundovanou indukei lze dokazat

(a) pro libovolné f,f'€ A a xe Dom (f) ~ Dom () je f(x) = f'(x),

(b) pro kazdé x existuje fe A takové, ze Dom(f) = Ug({x}).

Dokéazeme jen tvrzeni (b). Je-li x libovolna mnoZina, pak Ug({x}) je nejmensi
R-tranzitivni mnozina, jejimz prvkem je x. Predpokladejme, ze pro kazdé y takove,
7e {y,x)€R, existuje zobrazeni ge A4 s definiénim oborem Ug({y}). Podle (a)
je takové zobrazeni urceno jednozna¢né, mizeme jej oznalit g,. PoloZime-li

h=Ulfg,:<y.x>eR},

potom h je také zobrazeni podle (a). Navic, h je definovano pro vsechny prvky mno-
ziny Ug({x}) s vyjimkou x. Zobrazeni f, pro které plati (b), ziskame tak, ze h rozsi-
fime o hodnotu f(x) = G(h|{y: <y, x>eR}). Podle véty 6.11 je podminka (b)
dokazana pro kazde x.

Polozime-li F = {JA4, stejnym zplsobem jako ve v&t€ 2.3 dokazeme. ze F je
zobrazeni, které vyhovuje tvrzeni vé€ty. Nakonec fundovanou indukci ovétime, ze
takové zobrazeni je jediné.

6.13 Typové funkee. Je-li R uzka fundovana relace, rekurzi podle R mizeme defi-
novat zobrazeni ¢g: V — On tak, ze pro libovolné x polozime

(2) or(x) = sup {ogly) + 1: x> € R}
Podle véty 6.12 je funkce ¢, jednoznaéné urena podminkou (2) a je definovana pro
kazdé x.

Rikame, 7e g, je typova funkce relace R a Ze g,(x) je typ mnoZiny x (vzhledem
k R). Snadno se ukaze, Ze typ nula maji pravé viechny R-minimalni prvky tiidy V.
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Typ jedna maji mnoziny, které nejsou R-minimalni, ale maji jen R-minimalni pred-
chidce.
Pro libovolné x, y plati

() (6, y) € R = 0glx) < gly) -

Na druhou stranu, existuje-li zobrazeni g, které spliiuje podminku (3), potom R je
fundovana relace. Nemusi viak byt Gzka. Pro fundovanou relaci z ptikladu 6.3(c)
Ize definovat zobrazeni, které spliiuje{3) a dokonce i (2). Pro relaci 6.3(b) podobné
zobrazeni neexistuje.

6.14 Fundovana indukce a rekurze vzhledem ke tfidé. Je-li R Uzka relace, ktera je
fundovand na né&jaké tiidé 4, podle 6.2 e R, = Rn (4 x A) uzkad fundovani
relace. Pro R, bychom mohli pouzit vétu 6.11 o fundované indukci v doslovném
znéni. Ve v&t3iné ptipadl bychom jen obtizng ovefili predpoklad (1). Uvédomme si,
7e kazdé x¢ 4 je R,-minimalni prvek tiidy V. Ovéfit (1) pro x znamena ukazat,
7e x € X. Pritom na mnozinach, které nejsou prvky tfidy A, zpravidla nezaleZi.

V takovych ptipadech je vhodné omezit indukci jen na tiidu 4. Ovéfime-li, ze
pro kazdé xe A plati

(1) lyed:(y,x)eR} < X - xeX,

stejnym zplsobem jako v 6.11 dokazeme A4 < X. To je princip fundované indukce
vzhledem ke tfidé A.

Podobné je tomu s fundovanou rekurzi. Pouzijeme-li vétu 6.12 pro operaci G
a relaci R, dostavame zobrazeni F takové, ze Dom (F) = V a pro kazdé x plati

(4) F(x) = G(F|{y: <y, x> eR,}).

Snadno se nahlédne, e pro kazdé x¢ A je F(x) = G(0). Na dopliiku tiidy 4 dosta-
vame nezajimavé konstantni zobrazeni. Omezime-li se jen na tiidu A, podle (4)
pro kazdé ae A plati

() Fla) = G(F|{yeA:{y,ayeR}).

Ukazali jsme, ze za uvedenych piedpokladi existuje zobrazeni F takové, Zze
Dom(F)= A4 a pro kazdé aeA plati (5. To je princip fundované rekurze
vzhledem ke tridé A.

Fundované jadro je nejvétSi ze viech tranzitivnich t¥id, na kterych je fundo-
vana relace €. Je pekvapivé, ze takova tiida existuje a maze byt definovana z prazdne
mnozZiny iterovanim operace potence.

6.15 Definice. MnoZiny V.. Pro kazdy ordindl o definujeme mnozinu V. PoloZime

v, =0,
Vier = g’(Vz)’
V, =UW¥  prolimitnii.
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6.19 Fundované relace a axiom fundovanosti 11

Ttida WF je sjednocenim vsech mnozin V,, tedy

WF = |J{V,: xeOn}.

6.16 Lemma. Pro kazdy ordindl a plati

(i) V. je tranzitivni mnoZina,

(i) V<V, prokazdé p <u,
to znamena, ze mnoziny V, tvofi kumulativni hierarchii a WF je také tranzitivni
ttida.
Ditkaz transfinitni indukci. Uvédomme si, ze V, je tranzitivni mnoZina, pravé kdyz
kaZdy jeji prvek je také jeji podmnoZinou. Ob€ tvrzeni jsou zfejma pro o limitni
apro a = 0. Je-li V, tranzitivni, pak V, = V,,,, a snadno se nahlédne, 7e V,, | je
také tranzitivni. WF je tranzitivni podle lemmatu 1.3.

6.17 Definice. Typova funkce tfidy WF. V kumulativni hierachii pfibyvaji nové
prvky tiidy WF jen jako podmnoZziny néjaké mnozZiny V,. Pro libovolné xe WF
muizeme definovat

o(x) = min {a: x < V,}.

Rikame, Ze g je typovd funkce pro tFidu WF.
Snadno se ukaze, ze pro libovolny ordinal « a xe WF plati

(6) ox) =aexeV, v,

= a+1 = Vg

V.= {xe WF:ox) < a}.

6.18 Lemma. Pro libovolné ye WF a libovolné x plati

(i) xey—olx)<ely),
(i) xe WFexc WF.

Ditkaz. (i) Je-li o(y) = B, potom y < V,, ale y¢ V. Pro libovolné xey dosta-
vame xe V; € WF a o(x) < o(y).

(i) Je-li x  WF, polozme a = sup {o(y) + l:yex}. Potom x < V, podle (6)
a xeV,,, € WF. Opatna implikace plyne z toho, ze WF je tranzitivni trida.

6.19 Véta. WF je nejuétsi tranzitivni tFida, na které je fundovand relace €. Rikdme,
Ze WF je fundované jadro relace €.

Ditkaz. Podle 6.18(i) spliiuje typova funkce ¢ podminku (3) z 6.13. Relace € je tedy
fundovana na ttidé WF. UkéaZeme, Ze je to nejveétsi tranzitivni tfida s touto vlast-
nosti. Necht X je tranzitivni tfida a necht € je fundovana na X. Ukazeme, Ze
X € WF. V opatném ptipadé je X — WEF %0 a podle principu minimality
existuje alespoii jeden e-minimalni prvek xe X — WF, protoze € je izka relace.
Potom x & WF, protoze x € X a Zadny prvek mnoZiny x nepatii do X — WF.
Podle 6.18(ii) je x € WF, spor.
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6.20 Relace € je tzka a fundovana na WF. Podle 6.13 existuje pravé jedna typova
funkce ¢ takova, ze pro kazdé xe WF plati

o(x) = sup {e(y) + 1:yex}.

Piesvédeime se, Ze typova funkce ¢ z 6.17 spliiuje uvedenou podminku. Tim bude
ospravedinén jeji nazev. Je-li xe WF, polozime a = sup {o(y) + 1:ye x}. Potom
x = V, podie (6) a o je nejmensi takovy ordinal, tedy o(x) = 2.

Ukazali jsme, ze kazda tranzitivni tfida, na které je fundovana relace €, je pod-
ttidou WF, specialné¢ On < WF.

6.21 Lemma. Pro kaZdé o€ On plati

(i) ola) = o,

(i) a=V,non.

Dikaz. (i) transfinitni indukci. Pfedpokladejme, e pro kazdé f < o plati o(f) = §.
Potom « < V, a pro zadné f§ < o nemize platit o < V}, proto gfa) = a.
(i) plyne z (i) a (6).

6.22 Fundované jadro WF ma dalsi zajimavé vlastnosti. Kazda mnozZina, ktera
vznikne z prvkt WF né&akou mnozinovou operaci, je sama také prvkem WF. Ri-
kame, Ze ttida WF je uzaviena na mnozinové operace. Protoze w e WF a z mnoziny
vSech prirozenych isel lze sestrojit mnoziny Z, @, R, C viech celych, racionalnich,
realnych a komplexnich ¢isel, tyto ¢iselné obory jsou také prvkem fundovaného
jadra.
6.23 Lemma. Nechf x,ye WF, o = g(x) a B = max {o(x), o(y)}. Potom:

(i) Mnoziny x~y, x —y, Ux, Dom(x), Rng(x), {x} a 2(x) jsou prvky WF
a typ kazdé z nich je <o + 1.

(ii) Mnoziny x Uy, {x,y}, (x,y>, x x y a *y jsou také proky WF a typ kazdé
z nich je nejvyse fi + 3.

(iii) Mnoziny Z, Q, R, C vsech celych, raciondlnich, redlnych a komplexnich ¢isel
Jjsou proky V. .
Ditkaz. (i) Podle pfedpokladu je x < V, a totéz plati pro xny a x — y. Podle
6.18(ii) patfi obé mnoziny do WF a jejich typ je <a. Podobn& | Jx < V,, protoze
V. je tranzitivni mnoZina. Piipomefime, ¢ Dom (x) a Rng(x) jsou podmnoziny
UUx. Dale 2(x) < 2(V,) = V,,, a totéz plati pro {x}.

(ii) Podle piedpokladu je x Uy < V. Je-li aex a bey, potom {a b} <V,
a (a,b) € V,,,, odkud dostavime {a,b>eV;,, a x x yc Vs, Nakonec
vy Px x y) S Vyys

(iii) Podle lemmatu 6.21 je w < V,. Mnozina Z viech celych &isel vznikne fakto-
rizaci w x w podle jisté relace ekvivalence. Proto Z € #(w x w) < V, ;. Po-
dobné postupujeme i pro dalsi ¢iselné obory. Uvédomme si, ze @ vznikne fakto-
rizaci mnoziny Z x (Z — {0}), R 2(Q) a C =R x R.
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6.24 Fundované relace a WF. Podle véty 6.19 fundované jadro zahrnuje kazdou
tranzitivni tiidu, na které je relace € fundovana.

Nyni ukdzeme, ze fundované jadro zahrnuje 1 obrazy viech uzkych fundovanych
relaci. Je-li R Gzka relace fundovand na tridé A, pak existuje zobrazeni tiidy 4 do
WEF. které relaci R pfevadi na e.

6.25 Definice. Mostowskg£ho kolaps. Je-li R uzka relace fundovana na tiidé A4, fun-
dovanou rekurzi na 4 definujeme zobrazeni F tak, ze

F(x) = {F(y):ye A&y, x> e R

pro kazdé xeA. Rikame, Ze F je Mostowského kolapsujici zobrazeni nebo
kratce Mostowského kolaps tfidy A uréeny relaci R.

6.26 Z definice je zfejmé, ze obor hodnot kolapsujiciho zobrazeni je tranzitivni
tiida a Ze pro libovolné x,ye A plati

{(x,y>eER - F(x) € F(y) .

Fundovanou indukci se dokaze, 7e F(x)e WF pro ka?dé xe A. To znamena, 7e F
zobrazuje tfidu 4 na tranzitivni ¢ast fundovaného jadra. Nemusi to vzdy byt zaji-
mavé zobrazeni. Je-li R =0 nebo je-li R disjunktni s 4 x A, potom F(x) =0
pro kazdé xe A. UkaZeme, 7e kolapsujici zobrazeni je izomorfismus vzhledem
k R a g, prave kdyz R je extenzionalni na A.

6.27 Definice. Extenzionalni relace. Rikame, ze relace R je extenzionalni na tfidé 4,
jestlize pro libovolné x, y € 4 plati

(Vzed)((z,x)eR = (zy)eR) > x = y.

Jinymi slovy, relace R je extenzionalni na A, jestlize na A plati axiom extenzionality
v ptipadg, Ze relaci € nahradime relaci R.

6.28 Pfiklady. (a) Kazdé linearni uspotadani na tfidé A je extenzionalni na A.
(b) Je-li A tranzitivni t¥ida, potom relace € je extenzionalni na 4, protoze pro kazdé
a€eAdjea={xed:xeal
(¢) Je-li A mnoZina sestavajici ze dvou prvkd 0 a {{0}}, pak € neni extenzionalni
na A. Uvédomme si, ze €, = 0. Obecng, prazdna relace neni extenzionalni na adné
tfide, ktera ma alespon dva prvky. Extenzionalnost relace R je tedy nutnou podmin-
kou, aby kolapsujici zobrazeni bylo prosté.

6.29 Mostowského véta o kolapsu. Je-li R uzkd relace. kterd je extenziondini a fun-
dovand na tridé A, pak existuje pravé jedna tranzitivni tfida M < WF a jednoznacné
urcené zobrazeni F, které -obrazuje A na M a je izomorfismem vzhledem k relacim
Rae.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze Mostowského kolapsujici zobrazeni F spliuje podmin-
ky véty. PoloZime-li M = Rng(F), potom M je tranzitivni ¢ast WF. Stagi, ukaze-
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me-li, 7e F je prosté zobrazeni, z definice F pak bude ziejmé, Ze F je izomorfismus A
a M vzhledem k R a e. Predpokladejme, Ze F neni prosté a ze a je R-minimalni
prvek tiidy {xeA:(3ye A)(x # y & F(x) = F(y))}. Zvolme néjaké be A rizné
od a takove, 7e¢ F(a) = F(b). Potom {veA:{v,a>eR} + {weAd:{w,b)eR]},
protoZe R je extenzionalni na 4. Mohou nastat dva piipady. Predpokladejme, ze
pro néjaké ve A je (v,a)€R, ale {v,b)¢R. Potom F(v)e F(a) = F(b) a z de-
finice F plyne, ze F(v) = F(w) pro néjaké we 4, které je rizné od v. Dostavame
spor s minimalitou prvku a. Stejnym zpisobem dojdeme ke sporu i ve druhém pfi-
padg, kdy existuje we A takové, Ze (w,b)€eR, ale {w,a)¢R. Zobrazeni F je
tedy prosté a je to izomorfismus. Zbyva dokazat jednoznacnost F a M. Kdyby F’
byl jiny izomorfismus zobrazujici 4 na M’, fundovanou indukci dokazeme F(x) =
= F'(x) pro kazdé¢ xe 4, odkud plyne M = M".
Je-li R relace nalezeni, dostavame dualezity specialni ptipad véty o kolapsu.

6.30 Véta o kompresi (Godel 1938). Je-li A © WF a e je extenziondlni na tFidé A,
potom existuje prdvé jedna tranzitivni tFida M <= WF a jednoznainé urcené zobra-
zeni F, které je izomorfismem tFid A, M vzhledem k relaci €. To znamend, Ze pro libo-
volné x,ye A plati

x €y F(x)e Fly).
Je-li B tranzitivni tFida a B < A, potom
Flx)=x  prokaidé xeB.

Diikaz. Relace € je uzka a je fundovand na WF. Je-li 4 < WF, prvni Cast tvrzeni
plyne z Mostowského véty o kolapsu. Je-li B € 4 tranzitivni, fundovanou indukci
se dokaze, 7¢ F(x) = x pro kazdé xeB.

6.31 Axiom fundovanosti a WF. Pfipomenime, ze axiom fundovanosti je nasledujici
tvrzeni:

(Va)(a + 0 - (Ixea)(x na = 0)).
Je-li xea a x na =0, potom x je e-minimalni prvek mnoziny a. Axiom fundova-
nosti tedy tvrdi, 7e relace € je fundovana. Protoze WF < V a univerzalni tfida je
tranzitivnoi, z véty 6.19 dostavame:
6.32 Véta. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) axiom fundovanosti,

(i) V=WF,

(i) (Yx)(3x)(xe V).
6.33 Axiom fundovanosti postuluje duilezitou vlastnost relace nalezeni a globalné
charakterizuje univerzum mnozin. V tom se podobéa axiomu extenzionality. Plyne

z néj, Ze do univerza patfi jen takové mnoziny, které vzniknou z prazdné mnoziny
postupnym iterovanim operace potence. Podle véty o kompresi nemuze mit takove
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6.35 Fundovane relace a axiom fundovanosti 11

univerzum Zadny netrivialni automorfismus, to znamena izomorfni zobrazeni uni-
verza na sebe.

Na rozdil od axiomu extenzionality, ktery pouZivame tak ¢asto, Ze si to ani neuvé-
domujeme, axiom fundovanosti jsme zatim nepouZzili k dikazu zadné véty teorie
mnozin. Co ziskdvame a co ztracime, pfijmeme-li tento axiom? Ziskavame pfes-
néj3i popis univerza mnozin a moznost pouzivat fundované indukce a rekurze
podle € na celé univerzalni tfidé. To zjednodusuje studium modeld a metamatematiky
teorie mnozin a dava nové matematické prostredky pro fedeni nékterych problémi,
které se tykaji tfid. Ztracime mnoZiny, které nejsou prvkem fundovaného jadra,
napfiklad mnoZiny tvaru x = {x}. Takové mnoZiny pfestavaji byt predmétem
naseho zajmu. Podle lemmatu 6.23 to neni Zadné podstatné omezeni. Zakladni &i-
selné obory jsou prvky fundovaného jadra, které je uzavieno na mnoZinové operace.
Do fundovaného jadra tedy patii i viechny dalsi struktury, které z nich lze vytvorit
obvyklymi matematickymi konstrukcemi. Nic podstatného neztracime ani v meta-
matematice: da se ukazat, 7e pfidanim axiomu fundovanosti k ostatnim axiomim
ziskdAme bezespornou teoril, je-li bezesporna teorie mnozin bez axiomu fundovanosti.

Axiom fundovanosti v mnoha ptipadech dovoluje nahradit vlastni tfidy mnozi-
nami.

6.34 Nahrazeni tfidy podmnoZinou. Jde o technicky prostredek, ktery je dan existenci
kumulativni hierarchie mnozin. Je-li dana neprézdna tfida A, pak existuje ordinal «
takovy, 7ze ¥, n 4 je neprdzdnad mnoZina. Je-li « nejmensi ordinal s touto vlast-
nosti, ziskavame podmnoZinu a = ¥V, n A4 tiidy 4, kterou mizeme vyjadfit po-
moci typové funkce néasledujicim zpisobem:

a={xed:(¥yed)lolx) < oy}

Je ziejmé, Ze mnoZina a zavisi jen na tiide¢ A a ze jeji definice je navodem, jak nahradit
libovolnou ttidu néjakou jeji podmnozinou.

Piedvedeme dvoji pouZiti takového postupu: dokazeme, Ze princip minimality
plati pro viechny fundované relace a ze kazda relace ekvivalence ma mnozZinovou
reprezentaci ttid ekvivalence. Toho vyuzijeme k definici mohutnosti mnozin, které
nelze prosté zobrazit na zadné kardinalni ¢islo. Nejprve dokazeme:

6.35 Lemma. KaZdd relace obsahuje uzkou relaci, kterd mad stejny obor hodnot.
Jinymi slovy, ke kazdé relaci R existuje uzkd relace S takovd, ¢ 'S € R a Rng(S) =
= Rng(R).

Ditkaz. Je-li dana relace R, s vyuzitim typové funkce ¢ definujeme relaci S

S = {<x,y>eR:yeRng (R) & (V) ({t, v> € R = olx) < olt))} -

Je ziejme, ze S splituje tvrzeni lemmatu, protoZe pro libovoiné yeRng(R) ze viech
dvojic <{x,y) € R do S patti jen ty, ve kterych je x nejmeniiho mozného typu.
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Princip minimality a fundovana indukce plati pro vSechny fundované relace.
Je-li R fundovana relace a A neprazdna t¥ida, necht R, = R (4 x A) a S< R,
je uzka relace z lemmatu 6.35 takova, Ze Rng(S) = Rng(R,). Potom S je také
fundovana relace a podle lemmatu 6.10 existuje S-minimalni prvek ae A. Je ziejmé,
7e a je také R-minimalni prvek ttidy A. V opaéném piipadé existuje be A tak, Ze
¢b,ayeR, tedy aeRng(R,) = Rng(S), a pro néjaké ce A musi platit {¢c,a)eSs.
To je ve sporu s S-minimalitou prvku a.

Ukazali jsme, Ze princip minimality vysloveny v lemmatu 6.10 plati pro vSechny
fundované relace. Stejné tak muZeme vynechat omezeni na uzké relace v principu
fundované indukce z véty 6.11, kterd je disledkem principu minimality. Ze znéni
1z ditkazu véty 6.12 je vidét, Ze v principu fundované rekurze nelze vypustit omezeni
na Gzké relace.

6.36 Mohutnost mnoZin. Definovat mohutnost mnoziny x je totéz jako reprezento-
vat tfidu {y: x & y} viech mnozin y, které lze prosté zobrazit na x. To je jednoduché,
pokud lze mnoZinu x dobfe uspofadat, potom prvkem uvazované tiidy je pravé
jedno kardinalni &islo, které jsme definovali jako mohutnost |x| mnoziny x. V tomto
ptipadé dokonce dostdvame

(7) x = |x|.

Pokud x nelze dobfe uspotadat, musime pouzit axiom fundovanosti. Polozime-li
x| = {yiy = x & (72) (z % x) > ely) < o))},

neni tézké ovéfit, Ze pro libovolné x a y plati

(8) xxye =)l

Mnozinu |x| miizeme plnym pravem nazvat mohutnost mnoziny x. Da se ukazat,
7e pfi této definici mohutnosti jiz neplati (7). Proto je vyhodné kombinovat oba
pristupy a pravé uvedenou definici mohutnosti vyhradit jen pro mnoziny, které
nelze dobfe uspotadat.

Axiom fundovanosti ma podstatnou roli pfi definici mohutnosti. A. Lévy (1969)
ukazal, ze bez axiomu fundovanosti a axiomu vybéru nelze definovat zobrazeni,
které by kazdé mnoziné x pfifadilo mnozinu |x| tak, aby platilo (8). Podstatna je
i role dobrého uspofadani pfi dikazu (7). D. Pincus (1974) ukazal, ze bez axiomu
vybéru neexistuje zobrazeni takové, Ze (8) a (7) plati pro libovolné mnoZiny.

Zavedeni mohutnosti je jen specialnim ptipadem reprezentace tiid ekvivalence.

6.37 Véta. Reprezentace tfid ekvivalence. Je-li R relace ekvivalence na tridé A,
potom existuje zobrazeni . A — P(A) takové, Ze

2(a) = 1(b) = {a,b) e R
plati pro kaZdé a,be A.
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Diukaz. K definici zobrazeni t pouzijeme typovou funkci ¢. Pro libovolné ae 4
definujeme

t(a) = {xe A: (a,x) e R& (Yye A)(<a, ) € R - ox) < o())} -
Ze symetrie a tranzitivnosti R plyne, Ze T ma poZadovanou vlastnost.

6.38 Typy uspofadanych mnoZin. Necht 4 je tfida viech uspofadanych mnozin.
Jejimi prvky jsou viechny dvojice (a, r) takové, Ze r je néjaké uspofadani na mno-
Ziné a. Izomorfismy mezi uspofadanymi mnoZinami definuji relaci =, ktera je

ekvivalenci na tfidé 4. Podle véty 6.37 existuje zobrazeni 1, pro které plati
Ka, 1)) = 1<b, s)) = Ca,ry = (b,s).

Rikame, ze 1({a, r)) je typem uspotadané mnoziny (a, r). Je to neprazdna mnozina
sestavajici z nékterych uspofadanych mnoZzin, které jsou izomorfni s {(a,r).
Zname-li typ uspotadané mnoziny, zname viechny jeji vlastnosti, které se zachova-
vaji pti izomorfnim zobrazeni.

Je ztejmé, Ze stejnym zpisobem muzeme definovat i typy jinych matematickych
struktur, grup, okruht, téles, Booleovych algeber a dalsich.
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§ 7 Konstruovatelné mnoZiny

Pojem konstruovatelné mnoziny je radikalnim pokusem o co nejpfesnéj§i vyme-
zeni univerza mnoZin. Konstruovatelné mnoziny tvofi jakési minimalni jadro uni-
verza mnozin, jehoZ prvky se konstruuji kazdy zvlast transfinitnim iterovanim
nékolika jednoduchych operaci. OdliSnost takového postupu vynikne, srovname-li
jej s konstrukci hierarchie mnozin V,, ktera v jediném kroku w + 1 generuje
viechny nekone¢né podmnozZiny V,, tedy nespocetné mnoho mnozin najednou.

Budeme definovat mnoziny L, & V, a tfidu L viech konstruovatelnych mnozin.
Da se ukazat, Ze v L plati v§echny axiomy teorie mnoZin a navic tvrzeni V=L, které
se nazyva axiom konstruovatelnosti. Volné feceno, tfida L je model rozsiteni Zer-
melovy a Fraenkelovy teorie mnoZin, které oznacujeme ZF + V=L,

Technické prosttedky ke studiu tfidy L, které vytvotil K. Godel (1938), byly
rozvinuty R. B. Jensenem (1972) do té miry, Ze dovoluji zcela detailni popis univerza
konstruovatelnych mnozin, jakému se vymyka kazdy jiny model teorie mnozin.
Proto se tfida L t&i velké pozornosti a je mistem, kde se testuji rizné hypotézy.

Univerzum konstruovatelnych mnozin miZeme studovat matematicky jako spe-
cialni tiidu definovanou v teorii mnoZin nebo metamatematicky jako model teorie
mnozin. To druhé by vyzadovalo vice prostfedkd z matematické logiky, nez jsme
mohli do této knihy zafadit. Seznamime se s jednoduchymi vlastnostmi mnozin L,
a ukazeme, 7e axiom vybéru (AC) a zobecnéna hypotéza kontinua (GCH) vyplyvaji
z axiomu konstruovatelnosti. To znameni, Ze L je modelem ZFC + GCH. Na
z&vér si viimneme vztahu mezi univerzem konstruovatelnych mnozin a univerzem
viech mnozin. Uvedeme Jensenovu vétu o pokryti, ktera tvrdi, Ze konstruovatelné
mnozZiny mohou dobte aproximovat vSechny nespocetné mnoziny ordinala, pokud
univerzum mnoZzin neobsahuje n&které typy velkych kardinalt. Ukéazeme, Ze v ta-
kovém ptipadg plati hypotéza singularnich kardinalt (SCH). jejimiz dasledky jsme
se zabyvali v § 5.

7.1 Hierarchie mnoZin L . Chceme-li ispornéji napodobit proces, kterym se vytvareji
mnoziny V,, budeme na kazdém kroku postaveni pfed stejnou otazku: Je-li L_ vse,

co jsme dosud vytvofili, které podmnoziny x & L, nemlzeme zapfit, a proto mu-
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72 Konstruovatelné mnoziny i1

sime zafadit jako prvky do mnoziny L_, ;?,,VSechny,* tvrdi axiom potence. Poku-
sime se tento hlas ignorovat a hleddme odpovéd u ostatnich axiomi. Axiom dvojice
pozaduje viechny mnoZziny {u, v} pro w,ve L, a prihlédneme-li k axiomu sumy,
zatadime i dalsi kone¢né podmnoziny. Podle schématu vydéleni musime pfidat
viechny mnoZiny tvaru

x={teL;:olta,,..a,)},

kde ¢ je n&jaka formule a mnoziny ay, ..., a, jsou n&jaké jeji parametry. Je ziejmé,
Ze v kroku « nemtizeme brat mnoZiny q,, ..., a, odjinud nez z L, a Ze kazdy kvanti-
fikator ve formuli ¢ se mize vztahovat jen na prvky z L, Rikame, Ze mnozina x
je v L, definovana formuli ¢ z parametri a,..., a,. Schéma nahrazeni pozaduje
zafadit viechny podmnoziny L,, které jsou obrazem néjaké mnoZiny uel, pfi
definovatelném zobrazeni. Ve vsech pfipadech jde o podmnozZiny L, které jsou
v L, definovatelné néjakou formuli z parametrai z L.

To je jeden pohled na mnoZinu L, ,. NemiZzeme ho pouzit k definici mnozZiny
L, ., protoze prekrauje ramec jazyka teorie mnozin. Mluvi o formulich i mnozi-
nach soucasné.

Podrobnéj$im metamatematickym rozborem lze ukézat, Ze existuje mén& nez
deset zakladnich operaci, s pomoci kterych lze kazdou takovou podmnozinu L,
sestrojit z prvkd L, a mnoziny L . Zde je piiklad takové sady operaci:

Fu) = Dom/(u),
Fy(u) ={{x,ypeuxey},
Fylu) = {<nx>: (xyyeul,
Falu) = {{x20,y): x, ), 2) €uj,
Fslu,v) = {u, v},
(
(

7.2 Uzavér mnoZiny na operace F, ..., F,. Rikame, Ze mnoZina Y je ucavfena na
operace F, ..., F,, jestlize pro kazdé u,ve Y je také Fl{u) €Y proi=1,23,4
a Fluv)eY pro j=5,6,7.

Podobng, jako se konstruuje tranzitivni obal mnoziny, mtizeme ke ka?dé mno-
ziné X sestrojit nadmnozinu uzavienou na operace F, Rekurzi sestrojime mnoziny
X, pro n < . Polozime

Xo=X
a pro kazdé ptirozené n
X =X, u{x:BurveX)(x=Fu V..V
Vo Vx=FuV..Vx=Fifuo)V..Vx=F,uv)}.
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Potom Df(X) = (JX, je nejmensi nadmnozina mnoZiny X, kterd je uzaviena na
operace F,. Je-li X nekoneéna, potom |Df(X)| = |X|.
Protoze nam pujde jen o podmnoziny x < X, které lze vytvofit pomoci operaci
F, z prvkd X a z mnoZiny X, poloZime
Def (X) = Df(X u {X}) n 2(X).

7.3 Definice. MnoZiny L, a tfida L. Pro kazdy ordinal definujeme
L, =0,

L,.y = Def(L,),

. UL,,  jelialimitni.

B<a

[\4
Il

Dale
L =L,

aeOn
Rikame, ze L je tiida konstruovatelnych mnozZin, a jeji prvky nazyvame konstruova-
telné mnoZiny.

7.4 Srovnani mnoZin V_ a L. Z definice je zfejmé, Ze pro kazdé o plati
L, = V,. Navic pro kazdé pfirozené n plati

Ln = Vn ’
odkud také
Lw=Vw’ ‘Lulz‘Vw|=w
Potom
Vil = 12(V,) = 2¢,
ale

IL01+1| =w,

protoze uzavienim spocetné mnoziny L, u {L,} na zakladni operace ziskame
jenom spocetnou mnozinu. Mizeme fici, Ze hierarchie V, roste exponencialng,
zatimco hierarchie L, roste jen linearn€. Vic o tom fika nasledujici tvrzeni.

7.5 Lemma. Pro libovolné ordinadly «, B plati:

(i) L, je tranzitivni mnoZina,

(i) a<f—L, <L,

(i) «=L,~On,

(iv) a=w=]L] =l
Ditkaz transfinitni indukci. Je ztejmé, Ze (ij{iii) plati pro « = 0. Nejprve ukazeme, ze
L, < L,,,, pokud je L, tranzitivni. To bude kli¢ k dikazu (i) a (ii). Je-li L, tranzi-
tivni a xelL, potom x< L, Odtud dostavame xelL,,,, protoze xe€
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78 Konstiuotatelne mnozany 1

e Df(L, v {L,}). Odtud také plyne, ze L,,, je tranzitivni: pro kazdé¢ xelL,,,
je x< L, < L,_,. Pro limitni o plyne (i) z definice L,. Plati-li (i) pro n&jaké B,
z dokazané inkluze je ztejmé, Ze plati i pro B + 1. Pro limitni 8 plyne (ii) z definice
Ly. Tvrzeni (iii) a (iv) dokazujeme spolecng. Je-li « limitni a obé tvrzeni plati pro kazdé
¢ < a, potom (iii) a (iv) plati i pro a. Je-li @ = Onn L,, potom « je definovatelna
podmnozina L, a proto €L, ,. Piitom zadny ordinal > « nemize byt prvkem
L,. . protozeneplati f = L,. Toznamena,ze « + 1 = L_,, » On. Timje dokazano
(iit). Je-li |L,| = |o| = o, potom uzavér mnoziny L, u {L,} na zakladni operace
ma také mohutnost |«, odkud plyne |L,, | < «. Obracena nerovnost plyne z (iii).

7.6 Disledek. L je tranzitivni tfida a On < L.

Ukéazeme, ze tfidu L lze dobfe uspofadat, pouzijeme k tomu nasledujici tvrzeni.

7.7 Lemma. KaZdé dobré uspoFadani mnoZiny X lze rozsiFit do dobrého uspofdddni
jejiho uzdvéru Df(X) na operace F, ..., F,.

Diikaz. Je-li < dobré uspofadani mnoziny X, rekurzi podle n < w mizeme defi-
novat usporadani <, kazdé mnoziny X, z definice uzavéru Df(X). Necht < je <.
Vime, ze kazdé xe X,; — X se ziskd néjakou operaci F; z né&akych prvka
uv,e X (F,...,F, miZeme také povazovat za operace dvou proménnych). S po-
uzitim <, definujeme dobré lexikografické uspotadani mnoziny X x X. Ke kaz-
dému xeX, — X piifadime nejmensi dvojici {(u,v) takovou, Ze x = F{u,v)
pro n&jakou operace F,. Plati-li x = F{u, v) i pro n&jakou jinou operaci, zvolime tu
s nejmensim indexem. Tim jsme ke kazdému xe X, — X jednoznaén& piifadili
trojici ({u,v), iy a dobré uspofadani mnoziny (X x X) x  uruje dobré uspo-
fadani r;, mnoZiny X, — X. Necht <, je dobré usporadani mnoziny X, které
je souctem uspofadani <, a r,. To znamena, ze kazdy prvek mnoziny X predchazi
kazdy prvek z X, — X aprvky z X jsou usporadany relaci <,aprvkyz X, — X
relaci r,. Podobnym zpiisobem definujeme uspotadani <., mnoziny X, ,, z uspo-
tadani <, mnoziny X, Sjednocenim vSech relaci <, dostavame usporadani
mnoziny Df(X).

7.8 Lemma. Pro kaZdy ordindl x existuje relace <, e L dobrého usporddani mno-
Ziny L, takovd, 2e < = |J{<,:x€0n} je dobré usporaddni tvidy L.
Dikaz. Pro a =0 polozime <1, = 0. Je-li <, dobré uspofadani mnoZiny L.,
rozsifime ho do uspofadani mnoziny L,u {L,} tak, ze L, bude nejvétii prvek.
Dobré uspofadani mnoziny Df(L, u {L,}) indukuje dobré uspotadani <, , jeji
podmnoziny Def(L,) = L,,,. Je ztejmé, 2e L, je dolni podmnozinou L,_, vzhle-
dem k uspofadani <, , | a ze < je Uzka relace dobrého uspofadani t¥idy L. Da se
také ukézat, ze kazda relace <, je prvkem L.

Muzeme fici, Ze dobré uspotadani tiidy L z pfedchoziho lemmatu je dano potadim,
v jakém se generuji jednotlivé konstruovatelné mnoziny. Z lemmatu 7.8 také plyne,
Ze existuje prosté zobrazeni tiidy L na On.
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Pro konstruovatelné podmnoziny nekone¢nych kardinald v L plati nasledujici
tvrzeni, které uvadime bez dikazu:
(1) Pro kazdé « a kazdou konstruovatelnou x € w, existuje f < w,,, takové,
Ze xe Ly

7.9 Axiom konstruovatelnosti tvrdi, Ze V=L, to znamen4, ze ttida L obsahuje
vechny mnoziny.

7.10 Véta. Axiom konstruovatelnosti implikuje axiom vybéru a zobecnénou hypotézu
kontinua. Tedy

V=L - (AC& GCH).

Diikaz. Podle lemmatu 7.8 je < dobré uspofadani tfidy L. Je-li V=L, pak < jec
dobré uspotadani na kazdé mnozZing x.

Podle (1) pro kazdé¢ o plati P(w,)c L, ., a podle lemmatu 7.5(iv) je na
pravé strané inkluze mnozina mohutnosti w, , ;. Odtud plyne GCH.

7.11 Bezespornost axiomu kobstruovatelnosti. K. Gddel (1938) ukazal, ze axiom
konstruovatelnosti je bezesporny vzhledem k axiomim Zermelovy a Fraenkelovy
teorie mnozin. To znamena, Ze teorie mnozin s axiomem konstruovatelnosti
ZF + V=L je bezesporna, je-li bezesporna samotna teorie mnozin ZF. Tento
vysledek se obvykle zapisuje

Con (ZF) - Con(ZF + V=L),

kde predikat Con vyznaluje bezespornost (konzistenci) uvedené teorie. Podle
véty 7.10 dostavame take

Con (ZF) - Con (ZFC + GCH),

to znamena, ze axiom vybéru a zobecnéna hypotéza kontinua jsou bezesporné
vzhledem k axiomim teorie mnoZin. Na dlouhou dobu zUstala teorie ZFC + GCH
nejsilnéj$im rozsifenim teorie mnozin, o kterém bylo znamo, Ze je bezesporné vzhle-
dem k ZF.

Alespofni naznalime dikaz bezespornosti axiomu konstruovatelnosti. Nejprve
se ukaze, ze viechny axiomy ZF plati ve tfidé L. Vyjadiime se piesngji. Pro libo-
volnou formuli ¢ miiZzeme sestrojit formuli @' tim. Ze kazdy kvantifikator formule @
relativizujeme do tfidy L. To znamena. Ze kardou podformuli (Vx)... formule ¢
nahradime formuli (Vxel)... a kazdou podformuli (3x)... nahradime formuli
(3xeL).... Rikame. ze axiom ¢ plati ve t¥idé L, jestlize plati formule ¢*. Jde o to
dokézat formuli @* pro kazdy axiom ¢ (pfipomenme, Ze axiomy ZF nemaji volné
proménné). V n&kterych piipadech je to docela jednoduché. Vime, Ze L je tranzi-
tivni tfida, a podle 6.28(b) je relace € extenzionalni na L. Podle definice 6.27 je to totéz
jako axiom extenzionality ve tfidé¢ L. Podobné (axiom dvojicel* je formule

(VaeL)(VbeL)(3zeL)(VxeL){xeze (x =a V x = b)),
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713 Konstruovatelné mnoziny I

ktera plyne z uzavienosti tiidy L na operaci dvojice. Platnost daliich axiom
ve tfidé L nebudeme ovéfovat, vyuziva se pfitom uzavienosti tfidy L na definovatel-
né podmnoziny kazdé mnoziny L,.

Nakonec je tfeba ovéfit, Ze také axiom konstruovatelnosti plati ve tfidé L. Vime,
ze L obsahuje viechny ordinaly a Ze je to tfida uzaviena na operace F,..., F-.
Protoze v L plati viechny axiomy ZF, miZzeme v L znovu definovat celou hierarchii
konstruovatelnych mnoZin. Tim sestrojime tfidu L' < L. Di se ukazat, Ze
L' =L, a to znamena, ze v L plati axiom konstruovatelnosti.

7.12 Nezavislost axiomu konstruovatelnosti. P. J. Cohen (1963) ukazal, Ze negace
axiomu konstruovatelnosti je také bezesporna vzhledem k axiomim ZF. Dokazal,
ze plati

Con (ZF) = Con (ZFC + VL),

Con (ZF) - Con (ZFC + ~GCH),

to znamena, Ze k axiomlm teorie mnoZin je mozno bezesporné ptidat negaci zobec-
néné hypotézy kontinua a negaci axiomu konstruovatelnosti. ZFC + V=L je
tedy jen jedno z mnoha roziifeni teorie mnoZin, kterd jsou bezesporna vzhledem
k ZF. Studium kombinatorickych principt, které plati na téidé L, ukazalo, 7e je to
podstatné silngjsi teorie nez ZFC + GCH.

K dikazu nezavislosti Cohen vytvotil novou metodu, které se fika metoda forsingu.
Tato metoda byla rozpracovana P. Vopénkou a nezavisle D. S. Scottem a R. M. So-
lovayem na metodu booleovskych rozsiteni modelt teorie mnozin, ktera je dnes nej-
pouzivanéjsi metodou ditkazii bezespornosti v teorii mnoZin.

7.13 L jako vnitini model teorie mnoZin. Rekneme, e néjaka tranzitivni tfida M
je vnitini model teorie mnozin, jestlize ve tfidé M plati kazdy axiom teorie mnoZin.
To znamena, ze pro kazdy axiom ¢ plati formule ™, ktera vznikne z ¢ relativizaci
kvantifikatori do tfidy M, podobné jako formule ¢" vznikla relativizaci ¢ do L.
Vime, Ze tfida L je model teorie mnozin, a da se ukazat, Ze je minimalni v nasledu-
jicim smyslu:

(2) Je-li M vnitini model teorie mnoZina On € M.
potom L = M.

MiZeme tici, Ze univerzum konstruovatelnych mnozin je jeden z moznych svéta
teorie mnozin. Univerzum viech mnoZin je ptipadné jiny z moZnych svétd. Trida L
je v ur¢itém smyslu nejmensi svét teorie mnozZin.

Ve tiid¢ L mizeme znovu definovat vSechny pojmy teorie mnozin, naptiklad
pojem kofinalu a kardinalniho &isla, které se ted budou vztahovat jen ke konstruo-
vatelnym mnoZinim a zobrazenim. MuiZeme se ptat, jsou-li kofinaly a mohutnosti
ordinalnich ¢&isel uvnitf L v néjakém vztahu ke kofinalim a mohutnostem pocita-
nym vné L. Nasledujici dalezita véta Jensenova ukazuje, Ze kofinaly a mohutnosti
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ordinalnich Zisel vné a uvnitf L se nemohou pfilis 1i8it, pokud v univerzu mnozin
neexistuji nékteré typy velkych kardinald. Tento pfedpoklad lze nejpfesnéji vy-
jadiit popfenim existence jisté mnoZiny pfirozenych ¢isel, jejiz oznaenmi 0*
(0 s kiizkem*) ptipomina hudebni terminologii. Existenci této mnoziny si vynucuje
kazdy ,dosti velky" ze tiidy velkych kardinali. ’

7.14 Jensenova véta o pokryti (Jensen 1974). Neexistuje-li 0 %, potom plati:
(CT) Ke kazdé nespoCetné mnozingé X < On existuje YeL takovd,
fe X< YalXl=]|Yl

7.15 Jensenovu vétu o pokryti uvadime bez dikazu. Jeji tvrzeni, které jsme oznaéili
(CT), je dokonce ekvivalentni s neexistenci mnoziny O*. Mazeme ¥ici, ze CT je slabsi
formou axiomu konstruovatelnosti. Kazda mnoZzina nemusi byt konstruovatelna,
ale konstruovatelné mnoziny dobfe aproximuji nespocetné mnoziny ordinalnich
Cisel.

Tvrzeni véty o pokryti (CT) je bezesporné vzhledem k axiomim ZFC, protoze
vyplyva z axiomu konstruovatelnosti. Mzeme je pridat jako dodatecny axiom
a ziskdme dalsi z mnoha roziifeni teorie mnozin. Podle 7.11 dostavame

Con (ZF) — Con (ZFC + CT).

Ukazeme, ze v teorii mnoZin s axiomem vybéru z (CT) vyplyva hypotéza singular-
nich kardinald (SCH), ktera tvrdi, Ze rovnost x<® = 2% 5»* plati pro kazdy
singularni kardinal =.

7.16 Véta. CT — SCH.

7.17 Mezi dvéma svéty. Dfive, ne? dokazeme ptedchozi vétu, pfipomenme, Zze L
je modelem ZFC + GCH, a uvédomme si, co z toho vyplyva. Viechny pojmy,
které jsme dosud pouzili, mizeme definovat také v L. Specialné ordinalni a kardi-
nalni Cisla, nasledniky kardinalQ, kofinadly a operace kardinalni aritmetiky, které
se pak vztahuji jenom k univerzu konstruovatelnych mnozin. Odpovidajici operace
v L budeme oznacovat indexem L. Vime, Ze .

OncLcVv,

a da se ukazat, ze On" = On a o= o podobné jako L% = L. V ordinalnich
¢islech neni zadny rozdil, ale obé univerza se mohou lisit v podmnozinach ordinald
a v zobrazenich mezi ordinaly. Podle definice je w} nejmensi z nekoneénych ordinali,
ktery nelze zobrazit prostym konstruovatelnym zobrazenim na w. Mlze se stat,
7e takové zobrazeni w] na w existuje, ale neni konstruovatelné. V takovém piipadé
je oY jen spocetnym ordinalem v univerzu viech mnozin. Je-li % kardinalnim
¢islem v L, znamena to jen tolik, Ze x nelze zZadnym konstruovatelnym zobrazenim
prosté zobrazit na né€jaky mensi ordinal. Pokud takové zobrazeni existuje, ale neni
konstruovatelné, x je jen ordinalnim &islem v univerzu viech mnozin. Naopak je
zfejmé, Ze kazdy kardinal v univerzu mnozin je kardinalem i v L. Dostavame
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Cn < Cn". Podobné cf'(2) je neymendi ordinal, ktery je typem konstruova-
telné kofinalni podmnoziny ordinalu «. Pfitom « muze mit i dal3i kofinalni pod-
mnozZiny, které nejsou konstruovatelné. Proto ¢f (x) < cf " («) a mbZe platit i ostra
nerovnost, specidlné néktery kardinal, ktery je regularni v L. muiZe byt singu-
larni v univerzu vdech mnozin. Podobné se nahlédne, ze (x*)* < %™ pro kaZdy
kardinal x. Mzeme shrnout: o¢ méné je mnoZzin a zobrazeni v L, o to vice je tam
kardinalnich &isel a kofinaly nabyvaji vyssi hodnoty.
Diikaz véty 7.16. Ptedpokladejme, Ze plati tvrzeni v€ty o pokryti a Ze x je singularni
kardinal. Potom x je také kardinal v L a ukaZeme, 7e (")} = »~. V opatném
ptipadé je (x")- <x* a (x*) je ordinal, kterA ma v univerzu viech mnozin
mohutnost x a kofinalitu mensi nez %, protoZe x je singularni kardinal. To znamena,
ze (x*)* ma n&akou kofinalni podmnoZinu X mohutnosti menii nez ». Podle
tvizeni (CT) z véty o pokryti existuje konstruovatelna nadmnozina Y2 X, ktera
ma také mohutnost mensi nez x (je-li X nespocetna, pak |X| = |Y|, aje-li X spocetna,
pak |Y| = , < x). Miizeme ptedpokladat, Ze X = Y < (x*)}, protoze Y (x*)-
je také konstruovatelnd mnozina. To znamena, Ze Y je konstruovatelna kofinalni
podmnozina ordinalu (x "), ktery je regularnim kardinalem v L. Existuje tedy
konstruovatelné prosté zobrazeni mnoziny Y na (x*)t. Ve hfe jsou jesté dalsi ave
prosta zobrazeni. Jedno zobrazuje Y na néjaky kardinal A < x a druh¢ zobrazuje
(x")“ na x. Je zfejmé, Ze v univerzu viech mnoZin existuje prosté zobrazeni 4 na x,
a to je ve sporu s predpokladem, ze » je kardinal. Proto (x* )t = x.

Oznaéme v = cf(x). Ukazeme, Ze plati hypotéza singularnich kardinald, tedy
rovnost

=20 xt

I

Z kardinalni aritmetiky dostavame

2¥ . x"

IA

@ = [

Jde o horni odhad mohutnosti mnoziny [»]". Podle CT je kazda X e[x]* pod-
mnozZinou né&jaké konstruovatelné Y < x, kterd ma mohutnost v* < x (je-li v ne-
spocetné, pak dokonce |Y| = v). Ptitom kazda konstruovatelna mnozina mohutnosti
v’ méa jen (v7) =v".v" =2" podmnoZin mohutnosti v. Spo&itame-li viibec
vechny konstruovatelné podmnoziny kardinalu x, dojdeme k &islu (x )" = 5",
protoZe v L plati zobecnéna hypotéza kontinua. Celkem dostavame horni odhad
%" < 2¥.x" a hypotéza singularnich kardinald je dokazana.

7.18 Z Jensenovy véty o pokryti vyplyva, Ze univerzum viech mnoZin se podoba
tfidé L, pokud neexistuji zadné anebo jen ,,malé* z velkych kardinala. V takovém
univerzu plati hypotéza singularnich kardinalt (SCH), ktera zjednodusuje kardinalni
aritmetiku téméf tak podstatné jako GCH. Univerzum viech mnoZin a L se mohou
podstatné liit, pokud existuji nékteré typy velkych kardinald. To nemusi hned zna-
menat, Ze neplati SCH, ktera neni ekvivalentni s tvrzenim CT z véty o pokryti.
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Jensen (1982) ukazal, ze z neplatnosti SCH plyne existence vnitfniho modelu teorie

mnoZin, ve kterém je mnoho velkych kardinala: existuje métitelny kardinal, ktery
je limitou méfitelnych kardinala.
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KAPITOLA III

Nekoneéna kombinatorika se zabyva nekoneénymi systémy mnozin s urcitou
organizovanosti. Motivace pro studium takovych systémui vychazi z uspotadanych
mnozZin (systémy vzijemné disjunktnich prvkd, stromy, dobte kvaziuspotadané
mnoziny), z mnoZinové topologie (husté podmnoZiny prostoru, idealy, ultrafiltry,
stacionarni mnoziny), z algebry, teorie miry a teorie grafi (mnoZiny nezavislych
prvkd, métitelné kardinaly). Pritom nas miZe zajimat, zda uréity typ systému existu-
je, ptipadné jaké dodate&né predpoklady jeho existenci zaruduji (Aronszajnilv strom,
Suslintv strom). Existuji-li systémy daného typu, miZeme se ptat, jaké jsou jejich
mohutnosti (systém skoro disjunktnich mnoZin, systém nezavislych mnoZin) nebo
kolik je viech systémil daného typu (ultrafiltrdt na dané mnozing) nebo zda existuji
dostate&né velké podsystémy s vy$§im stupném organizovanosti (Ramseyova véta).
Podrobnéjsi prehled vysledkt uvadime v zéhlavi jednotlivych paragrafi. Axiom
vybéru pouzivame v celé kapitole.

§ 1 Kombinatorické vlastnosti mnozZin

Seznamime se s klasickymi vysledky kombinatorické teorie mnozin, které jsou
dalezité pro studium riznych matematickych struktur. Budeme se postupné zabyvat
disjunktnimi zjemnénimi souborid mnozin, nezavislymi systémy rozkladd, skoro dis-
junktnimi a kvazidisjunktnimi systémy (4-systémy), volnymi mnozinami pro mno-
Zinové zobrazeni. Zajimaji nas pfevazné maximalni mozné velikosti takovych systé-
md a mnozZin. V celém oddilu budou symboly %, 4 znacit nekonecna kardinalni
Cisla a v bude znagit libovolny (i kone¢ny) kardinal.

Zatneme jednoduchym pozorovanim, tykajicim se souboru koneénych mnoZin.
1.1 Necht n je kladné ptirozené cislo. Je-li dano n mnozin A,, ..., 4,, z nichz kazda
ma n prvkd, pak miZeme vybrat prvky x;e€ A4, tak, ze x; # x,, jakmile i .
Prejdeme-li od kone¢ného n k nekone¢nému kardinalu x, plati ponékud silngjsi
tvrzeni.
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11 1.2

1.2 Lemma o disjunktnim zjemnéni. Necht (A,: a < %) je soubor x mnoZin, z nichz
kazdd md mohutnost x. Potom existuje soubor (B« < )y vzdjemné disjunkinich
mnozin takovy, Ze pro kaidé « < x plati B, < A, a |B|=x. Rikdme, ze
(B, a < x) Je disjunktnim zjemnénim souboru (A :a < x).

Diitkaz. UvaZzujme maximo-lexikografické uspofadani na » x x. Necht S je systém
viech prostych zobrazeni f, ktera jsou definovana na dolnich podmnozZinach » x x
tak, 7e pro kazdé <a,y)eDom(f) je f(a,7)€ A4,. Systém S je uspofadan inkluzi,
necht g je n&jaké maximalni zobrazeni v S. Ukéazeme, Ze g je definovano na celém
% x x. V opaéném piipadé existuje nejmensi dvojice <{a,y), kterd nepatii do defi-
ni¢niho oboru Dom (g). To znamena, ze |Dom(g)| < x, a jelikoz |A,| =%, je
A, — Rng(g) + 0. Mizeme proto vybrat prvek x,,€A4, razny od viech g(B,y)
a zobrazeni g prodlouzit. To je ve sporu s maximalitou g. Ovéfili jsme, Ze
Dom (g) = » x x. Pro a < x polozme

B, = {gle,7): v < #}.

Z vlastnosti zobrazeni ze systému S plyne, ze B, < A,. Zobrazeni g je prosté, tedy
|Bl=x a B, B, jsou disjunktni pro rizna a, f. Dokazali jsme, Ze {(Bix<x)
je pozadované disjunktni zjemnéni.

1.3 Lemma. Nechf {A,:a < x) je soubor podmnoZin néjaké mnoZiny X, z nichZ
kazdd md mohutnost x. Potom existuje % vzdjemné disjunktnich mnoZin B, < X,
B < x, pro které plati
|B{il = K’
|Byn A, = pro kazdé o, fex.

Ditkaz. Necht {(C,:a < x) je disjunktni zjemnéni souboru (Ao <) z 1.2,
Kazdou mnozinu C, rozlozme na x ¢asti C(a, ), < x tak, ze kazda mnozina C(a, B)
ma mohutnost x. Mame tedy C, = (J{C(a, f): B < »} proka?dé o < x. Pro f <

polozme
- By = U{C(a, B):x < x} .

Mnoziny B, jsou sjednocenim x mnozin mohutnosti %, tedy |By| = x. Pro f+7v
a libovolné ay, a, jsou mnoziny C(a,, B) a C(a,, y) disjunktni, proto jsou disjunktni
i mnoziny B, a B,. Pfitom B, protina kazdou mnozinu 4, v mohutnosti %, protoze
Cle, B) = A, B,

Dokazané lemma zarucuje, mimo jiné, existenci dvou disjunktnich mnozin ta-
kovych, %e kazdi z nich ma neprazdny pranik s kazdou mnoZinou vychoziho
systému. PouZiti ukaZeme na pfikladech.

|

1.4 Priklady. (a) Rozklad mnoZiny raciondlnich Cisel na husté podmnoZiny. Mno-
7ina Q racionalnich éisel je hustou podmnozZinou realnych ¢isel R. Uk4zeme, Ze mno-
inu Q lze rozlozit na nekoneéné mnoho &asti {g,: new} tak, ze kazdé g, je opét
hustou podmnoZinou v R.
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14 Kombinatorické vlastnosti mnozin 111

Uvazujme linearni uspofadani racionalnich Cisel podle velikosti. Necht [, n < w
je néjaké ocislovani viech neprazdnych otevtenych intervalii na mnoZiné Q. Kazdy
interval I, < Q je spogetny, mizeme pouzit lemmatu 1.3, podle kterého existuji
mnoziny g,, m < w, které¢ jsou vzajemné disjunktni a kazda z nich ma neprazdny
prinik se viemi intervaly I,. To znamena, Ze mnoZiny g, jsou hustt v Q@ i v R.
Pokud systém {q,,:m < w} nepokryva celé Q, vezmeme g, (Q — | g,,) misto

m>0

4o, Ostatni g,, ponechime beze zmény, a tak ziskdme hledany rozklad celé mno-
7iny Q. Z dikazu je zfejmé, Ze tvrzeni o rozkladu plati pro kazdou spocetnou hustou
podmnozinu R, nikoliv pouze pro Q.

(b) Bdze ultrafiltru. Necht & je filtr na x. Pfipomehme, ¢ B < % je baze
filtru &, jestlize kazd4 mnoZina z # je nadmnoZinou néjaké mnoZiny z B.

DokéaZeme, Ze uniformni filtr # na x (kazda mnoZina X € # ma plnou mohut-
nost x), ktery ma bazi mohutnosti < %, neni ultrafiltrem. Jinymi slovy, jakakoliv
baze kazdého uniformniho ultrafiltru na » ma mohutnost v&tsi nez .

Dokazujeme sporem. Predpokladejme, Ze néjaky uniformni ultrafiltr # ma bazi
B< #, |B| < x. Necht <a,:a < %) jengjaké oislovani viech prvki z B, v ocislovani
ptipoustime i opakovani. Viechny mnoZiny a, maji mohutnost x, tedy z 1.3 plyne,
e existuji dv& disjunktni mnoZiny by, b, € % takové, Ze jedna je doplikem druhg,
a pro kazdé i<?2 a kazdé a<x je b;na,+ 0 To znamena, Ze ani jedna
z mnozin b; neni nadmnozinou néjaké mnoziny z B a ptitom bud b,, nebo b, musi byt
v ultrafiltru. Dostali jsme spor s tim, Ze B je baze ultrafiltru &.

(c) Bernsteinovské mnoZiny. Budeme se zabyvat mnozinami realnych isel. Vime,
e uzaviené podmnoZiny realné pfimky jsou bud nejvyse spocetné, nebo maji jiz
plnou mohutnost 2°. Navic, viech uzavienych mnoZin je 2°.

Necht {G,: « < 2°} je n&jaké olislovani viech nespogetnych uzavienych mnozin.
Podle 1.3 existuji vzijemné disjunktni mnoziny b,, a < 2* reilnych Cisel, kazda
z nich protina kazdou nespo&etnou uzavienou mnozinu.

Rikame, 7e mnoZina B < R je bernsteinovskd, jestliZe ona i jeji doplngk protinaji
kazdou nespocetnou uzavienou mnozinu. Tedy kaZd4a mnoZina b, je bernsteinovska.
Bernsteinovské mnoZiny jsou zajimavé z hlediska miry.

Je-li B bernsteinovska mnoZina, pak je lebesgueovsky neméfitelnd a také nema
Baireovu vlastnost (viz IV.1.29).

K tomu staéi dokazat, Ze kazda méfitelna podmnoZina mnoZiny B nebo R — B
ma miru nula, a také, e ka?da podmnoZina mnoziny B nebo R — B, kterd ma
Baireovu vlastnost, je hubenou mnoZinou.

Nechf 4 < B je métitelna. Libovolna uzaviena mnozina G S A je nejvyse spo-
getna, protoZe nespoletna uzaviena mnozina ma neprazdny prinik s R — B,
a tedy m(G) = 0. MnoZina kladné miry obsahuje uzavienou mnozinu také kladné
miry a to znamena, ze m{A4) = 0.

Necht A € B ma Baireovu vlastnost. Potom A = C u D, kde C je Gy-mnozina
a D je huben4a mnoZina. ProtoZze kazda nespoletna Gs-mnoZina obsahuje nespocet-
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111 1.4

nou uzavienou mnoZinu, je mnozina C nejvyse spodetna, a tedy hubena. Mnozina 4
je sjednocenim dvou hubenych mnozin, proto je také hubena. Stejnou ivahu mizeme
pouZit i pro mnoZinu R — B.

Znama Vitaliho konstrukce nemétitelné mnoZziny vyuziva invarianci Lebesgueovy
miry viéi posunuti, tedy vlastnosti souvisejici s grupovou strukturou realnych ¢isel.
Naproti tomu Bernsteinova konstrukce vyuziva topologickych vlastnosti realné
primky.

1.5 Definice. Nezavislé systémy mnoZin. Necht
(1) {M(o, i): x€ A4,i < 2}

je systém podmnozin kardinalu x takovy, 7e pro kazdé « tvofi mnoziny M/, 0)
a M(q, 1) rozklad kardinalu x (to znamena, ze M(x, 1) = x — M(, 0)).

Rikame, ze systém (1) je nezdvislym systémem mnoZin na x, jestlize pro kazdou
konetnou mnozinu B € A a pro kazdé zobrazeni f: B — 2 ma prinik

({M(x, f(«)): 2 € B}
mohutnost x.

Je-li (1) nezavislym systémem, pak viechny mnoziny M(x, i) maji mohutnost x
apro o, ¥ o, je M(a,,0)+ M(x,,0). To znamena, Ze nejvétsi mozna mohutnost
nezavislého systému mnoZin na x je rovna mohutnosti mnoziny [»]* neboli 2*.

UkaZeme, Ze existuje nezavisly systém maximalni moZné mohutnosti 2* sesta-
vajici dokonce z rozkladd kardinalu x na x Casti.

1.6 Véta o nezavislych rozkladech. Na nekoneiném kardindlu x existuje systém
mnozin {Mla, B): o < 2%, B < x} takovy, ze

(i) pro kazdé o <2 je {M(x B):B < %} rozklad mnoziny x, neboli pro
By < By < n je Mo, B,) 0 Ml B,) =0 a U{M(e, B): B < x} =,

(i) pro kazdou kone¢nou mnoZinu B < 2° a kaidou funkci f:B-—x je
IN{M( e BY| = x.

Diikaz. Vezméme mnozinu P viech dvojic {x, f), kde x je konetna podmnoZina
kardinalu » a f je zobrazeni f:2(x)— x. Pro koneéné x € x mnozina viech
zobrazeni z #(x) do » m4 mohutnost %, viech kone&nych mnoZin x < x je také x,
tedy |P| = x. Stadi proto nalézt nezavisly systém rozkladt sestavajici z podmnozin
mnoziny P. Pro libovolné y < x a f < x definujeme

M(y, B) = {<x, /Y e P: f(x 0 y) = B}

a uvazujme systém
(2) {M(y.B):y = », B <x}.

Je ztejmé, 7e pro dané y = x je {M(y, B): B < x} rozklad mnoziny P. Dokazujeme
(ii). Zvolme libovolné kladné prirozené n, dale vzajemné riizné podmnoziny kardi-
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1.8 Kombinatoricke vlastnosti mnoZin 1

nalu % yo, ¥, .- yo_; @ libovolnou posloupnost f,.8,,...,5,_, ordinalnich ¢isel
mensich nez ».

Mnoziny y, i<n jsou vzaijemné rdzné, proto vsechny symetrické rozdily
y; Ay, i <j < n jsouneprazdné mnoZiny. Pro kazdou konecnou mnoZinu x < %,
ktera ma néjaké spoleéné prvky s kazdym rozdilem y, Ay, i <j <n, plati

(3) xOy; #£xny;, jakmile i j.
Zvolme jedno takové x a definujme zobrazeni f,:2(x) » » predpisem
1) B;,  jakmile z= xny, pro n&aké i < n,
z =
) 0 jinak.
Nyni je zfejmé, Ze
(x, f> e Mlyo, Bo) 0o o MUy, 1, B,—).
Koneénych mnozin x < %, které spliiuji (3), je », to znamena, e také
IN{M(y., B;):i <n}| = %. PodmnoZin y < x je 2%, proto systém (2) sestava z 2
nezavislych rozkladt. Dikaz je hotov.

1.7 Pravé dokazani véta zarufuje existenci nezavislého systému 2* rozkladd na
kazdé nekoneéné mnoZiné X mohutnosti . Potfebujeme-li krat3i nezavisly systém,
staéi nékteré rozklady z dlouhého systému vynechat, tim neporusime nezavislost.
Kazdy rozklad v nezavisiém systému rozkladd z véty 1.6 ma plnou mohutnost x.
Jednotlivé rozklady miZeme zmenSit tim, Ze nékteré mnoZiny rozkladu slou¢ime
do jedné. Tim neporusime podminku nezavislosti. Naptiklad, polozime-li pro kazdé
o< 2"

A, 0) = M(,0),
Ao, 1) = UY{M(e, f): 0 < B < x},
dostavame nezavisly systém mnozin {A(x, i):a < 2%,i < 2}.
Nasledujici tvrzeni se tyka aproximaci funkci v kartézském souéinu a je kombi-

natorickym jadrem topologické véty Hewittovy, Marczewského a Pondiczeryho
z ptikladu 1.11(b).

1.8 Disledek. Necht (A;:i€I) je soubor mnozin takovy, ?e |A| < » prokaidé iel
a |I| < 2%, Pak existuje mnozina S = X{A;:i€l), kterd md mohutnost <x, a pro
kazdou funkci fe X<A;:iel) a kazdou konetnou mnoZinu J = I existuje g€S
takove, Ze

flI=glJ.

Diikaz. Sta&i omezit se na soubor, ve kterém [ # 0 a kazda mnoZina A, je alespon
dvouprvkova. Vime, Ze na x existuje nezavisly systém rozkladd {M(i,a): i€ l,ac 4,}.
Pro kazdé iel je {M(i,a):ae A} rozklad x na |4, &asti.
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Nechf a < %. Pro i€l polozme G(i) = a, pravé kdyz ae M(i,a). Tim je de-
finovana funkce G,e X{A; i€ Iy. Mize se stat, Ze pro a < f§ < x jsou funkce G,
a G, stejné. Polozme S = {G,:a < x}, zfejmé |S] < x.

Je-li dana libovolna funkce fe& X<{A;:iel)> a libovolna neprazdna kone&na
mnozina J < I, pak z nezavislosti dostavame

({M( £():ieJ} + 0.
Pro libovolné « z tohoto priniku plati
flJ=¢G,1J.
Ovetili jsme, Ze systém S ma pozadované vlastnosti.

Nezavislé systémy mnozZin slouzi ke generovani rznych filtrd a ultrafiltra. Filtr
na x je specialni podmnozinou mnoziny (), tedy néjakym prvkem mnoZiny 2 2(x),
proto na x existuje nejvyse 2% filtrd. B. Pospisil (1937) ukazal, Ze podet ultrafiltri
na % dosahuje horniho odhadu poctu filtra.

1.9 Definice. Je-li # filtr na x, pak charakterem filtru & rozumime kardinal

(%) = min {|B|: B je baze filtru #} .

Je ztejmé, ze pro filtr & na x je y(F)-< 2%, a & je hlavni, pravé kdyz x(#) = 1.
Filtr, ktery neni hlavni, ma nekoneény charakter. Podle 1.4(b) je charakter uniform-
niho ultrafiltru na » vZdy vétsi nez x.

1.10 Véta (Pospisil). Pro kazdé nekonecné x existuje 2*° uniformnich ultrafiltri
na x, neboli |Bx| = |(x)| = 2%". Navic, mnoZina vSech uniformnich ultrafiltrii, které
maji maximdlni mozny charakter 2*, md také mohutnost 2*".

Ditkaz.  Dokazujeme nejprve prvni Cast. Vezméme n&jaky nezavisly systém
{M(e, i)« < 2%,i < 2} mnoZin na x, jeho existenci jsme dokézali v 1.6 a 1.7. Z ne-
zavislosti uvaZovaného systému plyne, Ze pro kazdou funkci f:2* —2 mnoZina

S, = {Mla, f(e): o« < 27

je uniformné centrovany systém mnoZin na x. Pro dané f existuje néjaky ultrafiltr
% ; na x, ktery sou¢asné rozsifuje S, i Fréchetdv filtr na x. Ultrafiltr % je uniformni
a¥, 25,

Jsou-li f;g dvé rtzné funkce z 2° do 2 a je-li f(«)# g(¢), potom mnoziny
M(, f(2), M(a, g(«)) jsou disjunktni a prvni padne do %, a druha do #,. Z toho
plyne, ze %, # %, Vsech funkci f:2% - x je 2%", proto poget uniformnich ultra-
filtrt na x je také 227,

Dokazali jsme |%(x)| = 22", Uniformni ultrafiltry tvofi podmnozinu viech ultra-
filtrt na x, %(x) < B, a vime, ze |Bx| < 27, tedy |%(x)| = |Bx| = 2*".

Dukaz druhé &asti. Vyjdeme opét ze stejného nezavislého systému mnozin na x,
ale misto S, pouzijeme bohatsi systémy. Pro kazde f:2* — 2 polozme
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T, =S,u{x—[(\r:Ye[Ss]*}.
MnoZina T, obsahuje krom& mnoZin z S, také dopliiky viech priniki spoetnych
podsystemi systemu S . Ovéfime, ze pro kazde fje T, uniformné centrovany systém
na x. Pro kladna ptirozena ¢isla n, k méjme dany riizna ordinalni¢isla ey, ..., a, - ; < 2*
a rizné spoetné podmnoziny Y, ..., Y,_; € 2. Zvolme Cisla §; pro j < k vza-
jemné rizna a také riznd od viech Cisel «; tak, aby ;€ Y, ProtoZe mnoziny Y,
jsou nekonecné, takova volba je mozZna. Je ziejmé, ze

O M(a;, f(e)) 0 ,Oh(“ ~ N{ME 1) ¢e v} 2
2 (M(a, f()) N JOkM (8,1 — £(B)).

i<n
a z nezavislosti vychoziho systému plyne, Ze prinik ma mohutnost x. Tedy T, je
uniformné centrovany systém.

Necht 7} je n&jake rozsiteni systému T, do uniformniho ultrafiltru na ». Ovétime
sporem, Ze x(¥;) = 2*. Pfedpokladejme, Ze ultrafiltr ¥; ma bazi B mohutnosti
<2*. Vime, ze 2 mnozin M(a, f(«)) je v ultrafiltru ¥; a |B| < 2, tedy existuje C € B
takové, ze mnoZina

Y' = {a < 2:C = Mo, (o))}
je nekonecna. Vezméme spocetnou podmnozinu Y < Y'. Potom
€ < N{M(e, f(@)): ae Yyev;

(e = N{M(w flz)): e Y} e T, < ¥,

neboli v ultrafiltru ¥} leZi mnoZina i jeji dopln€k a to je spor. Proto x(¥}) = 2*.
Dokazali jsme, ze |V € %(x): (¥) = 2| = 2%~

1.11 Piiklady. (a) Zobecnéné nezdvislosti. Necht 4, » jsou nekoneéna kardinalni
Cisla a nechf x“* = x (tedy 4 < x). Pak existuje systém {A(a, f): a0 < 2%, B < x}
rozkladi na x plné mohutnosti 2%, ktery je A-nezavisly, to znamena, Ze pro kazdé
B < 2* mohutnosti </ a pro kaZzdou funkci f: B — x je mnozina

(Ve f): «< B)
neprazdna a ma mohutnost .

Uvédomme si, Ze pro nekonefné x plati x~“ = », a w-nezavislost je totéz, co
obvykly pojem nezavislosti. Uvedené tvrzeni je proto zobecnénim véty 1.6. Je-li 4
nespocetny kardinal, pak A-nezavislost je siln&j$i neZ pouha w-nezavislost. Nepte-
kvapuje, Ze existence velkého A-nezavislého systému na x zavisi na vztahu mezi
kardinily »x a A.

Snadno se ovéfi, Ze na w nemuiiZe existovat nekonedny w,-nezavisly systém mnozin.
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Dtikaz zobecnéného tvrzeni ziskame pravou diikazu véty 1.6. PouZijeme mnoZinu
P ={C(A,Fy:Ae[»]|“" F:B—x Be[P(4)]"*},
pro kterou z predpokladu x“* = x plyne |P| = x. Pro C < x, stadi polozit

A(C,a) = {<A, F): AnCeDom (F)& F(ANC) = a}, je-li 0 <o < x

AC,0)=P — U{M(C,4):0 <« < %} .

(b) Véta (Hewitt, Marczewski, Pondiczery). Jsou-li S, i€l topologické prostory,
z nichZ kazdy md hustou podmnoZinu mohutnosti <x, a je-li |I| < 2%, pak topologicky
soucin X<S;:i€I) obsahuje néjakou hustou mnoZinu mohutnosti <x.

Diikaz plyne z 1.8. Jsou-li A, husté mnoziny v S, |4,| < %, pak mnozina funkci
S = X{A;:iel) popsanav 1.8 ma mohutnost <x a je husta v sou¢inu XS ieD.

Ptipomenime, Ze topologicky prostor je separabilni, jestlie obsahuje hustou
podmnoZinu, ktera je nejvyse spoletna. Je ziejmé, Ze soucin koneéné mnoha
separabilnich prostorit S, i<n je opét separabilni prostor, protoZe jsou-li
A, < S, husté mnoziny v S, pak mnoZina XA4; je husta v XS..

Z dokazané véty plyne, Ze dokonce soucin 2“ mnoha separabilnich prostorti
je opét separabilni prostor. Specialné prostor 2“2, kde 2 = {0, 1} je diskrétni, je
separabilni. Neni t&zké ovéfit, ze prostor **)"2 jiZ neni separabilni. To znamena,
%e ve vété (Hewitt, Marczewski, Pondiczery) je omezeni |I| < 2* nutné.

1.12 Definice. Skoro disjunktni systémy. (i) Rikdme, 7e dvé podmnoziny x, y
kardinalu x jsou skoro disjunkini, jestlize |x N y| < 3.

(i) Rikame, ze S je skoro disjunktni systém mnoZin na x, zkracené AD systém,
jestlize S < [x]* a kazdé dvé rizné mnoziny z S jsou skoro disjunktni.

(iii) Skoro disjunktni systémy na x jsou uspofadany inkluzi. Rikame, Ze S je
maximdlni skoro disjunktni systém na x, kratce MAD systém, je-li maximalni vzhle-
dem k inkluzi.

Z principu maximality plyne, Ze kaZdy skoro disjunktni systém na x mizZe byt
rozsiten do maximalniho skoro disjunktniho systému.

AD systém S na » je MAD systémem, pravé kdyz pro kazdé xe[x]* existuje
yeS takové, ze |x N y| = ». Zajimaji nas maximalni moZné mohutnosti AD systé-
mi na x. Je ziejmé, ze kazdy disjunktni systém podmmnozin » nemlzZe mit vétsi
mohutnost ne? x. Jina je situace pro AD systémy.

1.13 Lemma. Piedpokldddme, Ze % je nekoneény kardindl.

(i) Zddny AD systém na » mohutnosti cf(x) neni maximdini.

(ii) Existuje AD systém na x mohutnosti >x" .

Ditkaz. (i) Necht v =cf(x) a {4,:¢ <'v} je n&jaky AD systém na ». MnoZiny
A, zmensime o malé mnoziny tak, abychom ziskali disjunktni systém. Pro « <v
poloZme

Ay =A, — {4 B < a}.
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1.13 Kombinatorické vlastnosti mnozin [

Od A, jsme odeetli mnoZinu, kterd je sjednocenim méné nez cf(x) mnozin
A, N A, pro B < a, z nichZ kazda ma mohutnost mensi nez x, a tedy mnozinu mo-
hutnosti <x. To znamena, Ze |4, — A)] < %, |4} =% a libovolna mnozina je
skoro disjunktni s A4,, pravé kdyz je skoro disjunktni s A,. Systém {A,:a < v} je
disjunktni.

V ptipadé regularniho » je v =% a sta¢i vzit mnozinu B < %, ktera vybira
po jednom prvku z kazdé mnoziny A.. Potom |B| = % a B je skoro disjunktni se
vSemi mnozinami A4,, tedy vychozi syst¢ém neni MAD systémem. Je-li % singularni,
tedy v < %, nechf {x,,a < v) je rostouci posloupnost kardinal konvergujici ke .
Pro kazdé « <v zvolme mnoZiny b, < A, tak, ze |b,| = %, a polozme B =
= {J{b,:« < v}. Jelikoz mohutnosti mnozin b, konverguji ke %, je |B| = x. Pro
a<vje BnA,=b, toznameni, Ze B je skoro disjunktni s A, a tedy také s A,
Dokazali jsme, Ze {A4,:« < v} neni MAD systémem.

(if) Pro regularni » vezméme ngjaky rozklad R = {4, < %} kardinalu x na
mnoZiny mohutnosti x. Jakykoliv MAD systém na » rozsifujici rozklad R ma podle
(i) mohutnost >x.

Zbyva singularni ». Na tomto mistg ukazeme vyuziti systém skoro viude riiznych
funkci. Necht {x,:« < v je rostouci posloupnost nekonednych kardinalé konver-
gujici ke ». Uvazujme kartézsky soucin C = X{(x} :a < v). Prvky z C jsou ordi-
nalni funkce f definované na v takové, e pro kazdé a < v plati f(«) < %, . Rikame,
Ze dvé funkce f,geC jsou skoro viude rtzné, jestlize |{x < v: f(a) = g(a)}| < v.
ProtoZe v je regularni kardinal, posledni podminka je ekvivalentni s tim, Ze existuje
£ <v takové, ze f(B) + g(f) pro viechna B> ¢ Necht {f:y <x} < C je
libovolny systém mohutnosti x. Pro kazdé « < v polozme

g2) = sup {/fa) + L7 <}

Mnozina {f,(«) + 1:y < x,} ma mohutnost nejvyse »,, a je proto omezenou pod-
mnoZinou kardinalu .. To znamena, Ze g(a) < x) pro kazdé o < v, tedy geC.
Pro dané y < » necht ¢ je nejmensi ordinalni &islo takové, ze y < %, Potom
g(®) # f(«), jakmile & < a < v, a tedy g je skoro viude riizné od kazdé funkce f,,
¥ < x

Tim jsme ukézali, Z¢ miZeme rekurzi sestrojit systtm S = {g;:6 <x*} < C
mohutnosti ¥ * vzajemné skoro vSude riznych funkci. Tento systém pouZijeme
ke konstrukci hledaného AD systému na x.

Nejprve rozlozime mnoZinu x» na v &asti, x = (J{A4,:a < v}, tak, ze |4,| = »].
Kazdou mnozinu A, dale rozlozime na x mnoZin A(x, B), f < =), z nichz kazda
ma mohutnost »,. Koneéné pro § < x* poloZme

By = U{A(e, fi0): e < v},

kde f; je funkce ze systému S.
Mohutnosti mnozin A(x, f;(«)) s rostoucim « konverguji ke x, tedy |Bj| = x.
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Jakmile y <8 < x*, je B,n B, < |J{4,:a < &}, kde & < v je &islo, od kterého
pocinaje jsou funkce f, a f; viude razné. Tedy |B,n By <x a {B;:6 <x*} je
AD systém na » mohutnosti »*.

1.14 Nejvétsi mozna mohutnost AD systému na x je 2*. Ptime-li se, jestli vzdy
existuje MAD systém na x mohutnosti 2%, odpovéd neni jednozna¢na. Za ptedpo-
kladu GCH kladna odpovéd plyne z 1.13. Neptedpokladame-li GCH, J. Baumgartner
ukazal, Ze na w; nemusi existovat zZadny MAD systém mohutnosti 2°'. S dikazem
této konzistence se seznamime v kapitole IV.

Nicméné na mnoziné w vzdy existuje néjaky AD systém, tedy i MAD systém mo-
hutnosti kontinua. To plyne z nasledujiciho obecnéjiiho tvrzeni pro »x = w.

1.15 Véta. Jestlize 2<% = x, potom existuje AD systém A < P(x) mohutnosti 2.
Ditkaz. Misto mnoziny x vezméme mnozinu X = <*{0,1} viech posloupnosti nul
a jednitek délky <x. Z predpokladu 2°* = x plyne, ze |X|=x Pro kazdé
fi»—{0,1} poloZme

A, = {f|a:a<x}.

Je ztejmé, ze A, e[X]*. Jsouli fge*{0,1} dv& rizné funkce, necht & je
nejmensi ordinal, pro ktery f(£) + g(¢). Potom A, n A, < {f]y:y < ¢}, a proto
|4, " A <& <% Tedy {4,:fe*{0,1}} je AD systémem mohutnosti 2* na
mnoZin€ X, kterd m4 mohutnost x.

Z véty 1.15 vyplyva, Ze neexistuje-li MAD systém na o, plné mohutnosti 2!,
neplati hypotéza kontinua.

Na w existuje MAD systém mohutnosti kontinua, tedy nejvétsi mozné mohut-
nosti. Problém, zda kazdy nekonetny MAD systém na w ma mohutnost 29, je
nerozhodnutelny v teorii mnoZin.

1.16 Priklady. (a) Elegantni konstrukce skoro disjunktniho systému mohutnosti
kontinua na spocetné mnoziné vyuziva struktury realné ptimky. Na mnoziné Q
racionalnich ¢isel sestrojime AD systém tak, Ze pro kazdé iracionalni &islo r vybereme
jednu posloupnost p(r) = {a,:new} racionalnich &isel, ktera konverguje k r.
Jsou-li ry, r; libovolna rizna iracionalni Cisla a ¥, ¥, jsou jejich disjunktni okoli,
z konvergence posloupnosti p(r;) plyne, Ze pro kazdé i < 2 je p(r,), az na konegnou
mnozinu, éasti ;. To znamena, ze p(r,), p(r,) jsou skoro disjunktni nekoneéné mno-
ziny. Ovétili jsme, 2e S = {p(r):r iracionalni} je AD syst¢m na @ mohutnosti
kontinua.

Zkonstruovany systém S vSak neni maximalnim skoro disjunktnim systémem,
protoze k libovolnému iracionalnimu ¢islu r Ize sestrojit jinou posloupnost racio-
nalnich &isel konvergujici k r a disjunktni se zvolenou posloupnosti p(r). Navic vhod-
nou volbou prvnich &lent posloupnosti p(r) mizeme docilit toho, zZe¢ Q@ = |JS.
V takovém pfipadé dokonce plati, Ze pro kazdou nekone¢nou mnozinu A4 < Q
bud existuje kone¢na S, < S takova, ze¢ 4 < |JS,, nebo existuje nekoneéna pod-
mnozZina B € A, ktera je skoro disjunktni se viemi mnozinami z S.
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1.19 Kombinatorické vlastnosti mnozin I

(b) Konstrukce nezdvislého systému mnoZin z AD systému. Necht § = {a,: a < 2°}
je n&jaky AD systém na w. Pomoci S snadno ziskame nezavisly systém mnoZin mo-
hutnosti kontinua na spoetné mnozingé X = [w]*“. Pro kazdé a <2° de-
finujeme

bo={xeX:xna, %0}
ba.l =X - ba,O‘

Ctenat se snadno presvédei, ze {biia < 2% i <2} je nezavisly systém podmnozin
mnoziny X.

(c) MAD systém na » mohutnosti ». Podle 1.13(i) nemiZe takovy systém existovat
na regulamim x, pfipada v uvahu pouze singularni kardinal. P. Erdos a S. Hechler
(1973) dokazali nasledujici tvrzeni: Je-li » silné limitni singularni kardinal, pak na
» existuje MAD systém mohutnosti x.

Zavér (GCH): Na libovolném kardinalu x existuje MAD systém mohutnosti v,
pravé kdyz v  cf(x) a 1 <v < 2%

1.17 Definice. 4-systém. Rikame, Ze systém mnozin 4 je kvazidisjunkini nebo ze je
4-systém, jestlize existuje pevna mnozina b takova, Ze pro kazdé dvé rlizné mnoZiny
x,yeAd je xny=>b MnoZina b se nazyva jddrem A-systtmu. Odeéteme-li od
kazdé mnoziny 4-systému jeho jadro, ziskame disjunktni systém.

Rikame, ze (A;:ieI) je A-soubor, jestlize existuje mnozina b takova, Ze pro riizna
ijel je Ain A; =b.

Nasledujici tvrzeni je snadno zapamatovatelné a je specialnim pripadem véty
o existenci 4-systému, ktery se ¢asto pouziva.

1.18 Lemma. Je-li A nespoletny systém koneCnych mnoZin, pak existuje nespocetny
podsystém B < A, ktery je A-systémem.

Lemma plyne z nasledujici véty, kdyZ poloZzime A = w, a % = w, protoze pro
kazdé spocetné ordinaini ¢islo je mnoZina viech jeho konenych podmnozin opét
spocetna.

1.19 Véta o A-systémech (Erdds, Rado 1960). Nechr 1 > x a A je reguldrni kardindl
takovy, Ze pro kaidé o < ) je |a=* < A. Je-li A systém mmozin mohutnosti A
a kaidd mnozina x € A mad mohutnost mensi nez x, pak existuje A-systém B <= A
mohutnosti A.

Dikaz. Podle predpokladu je |4 =24 a pro xed je |x<x <4, proto
|UA| < 1. Nezalezi na tom, z kterych prvkd se mnoziny xe A skladaji, mizeme
ptedpokladat, ze (J4 = A. Ka?da mnoZina xe A je podmnozinou 4 a je uspota-
dana podle ordinalniho typu <. Jelikoz 4 je regularni a ¥ < A, existuje ordinalni
gislo ¢ < » takové, e mnoZina A; = {x € A: x je typu ¢} ma mohutnost 1. Zvoli-
me pevné takové ¢ a uvazujeme pouze systém A,.
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Pro kazdé¢ « < A je |«**| < A, to znamend, e téch xeA,, které jsou pod-
mnozinami &, je méné nez 4. Tedy (JA, nemizZe byt omezena podmnozina A. Pro
£ <o a xeA, necht x(¢) je &-ty prvek mnoziny x. JelikoZ 1 je regularni a

UA1 = U {x(&):xeA,},
$<e
existuje n&jaké &, pro které je mnozina {x(£):x€ 4,} neomezena. Necht &; je nej-
mensi takové & (ptipad &, = 0 je mozny). Polozme

ag =sup{x(n) + Lin < &, &xeA,}.

Pro kazdé n < ¢, je podmnoZina |x(n):xe A} omezena v A, proto o, < 4,
a navic pro libovolné xe A, a n < &, je x(n) < a,

Nyni transfinitni rekurzi pro f < A vybereme x,€ A; tak, ze plati x,(&;) > o,
a x4(£,) je v8t3i nez viechny prvky z U x,. Existence takového x; plyne z toho, Ze

y<

a < 4, U x, je omezena a {x({,): x€ A,} je neomezena mnoZina v A.

<
Polozme Ay = {x4: B < 2}. Potom |4,| = A aproriizné x, y€ 4, je x N y < a,.
Jelikoz |og*| < A, existuji b < 2y a B < A, takové, ze |Bj=4a xna,=b pro
kazdé xe€B. Tedy B je hledany 4-systém s jédrem b.

Pfedpoklad regularity kardinalu 2 je nutny i v pfipadé systému sestavajicich jen
z kone¢nych mnozin.

1.20 Pfiklad. Pro libovolny singular A > cf (1) = v existuje systém A dvouprvko-
vych mnoZin, ktery ma mohutnost A, a 72adny 4-systém B = A nema plnou mohut-
nost 4. Necht (4,:¢ < v) je rostoudi transfinitni posloupnost kardinali konvergu-
jici k &. Pro & < v polozme

A= {{Aon}:de<n <A}

Je zfejmé, ze A, je d-systém s jadrem 11} lA | = 2;,, <A Polozme A =
={4: ¢ < v}, pak |A| =2 Jakmile & # ¢, pak pro libovolné xe A4,
ye A, je xny=0. Toznamena, Ze 4-systtm B < A je bud podmnozinou neJa-
keho A4,, a pak < /ey <4, nebo [BnA| <1 pro kazdé & <v, a pak

|B] < v < A V kazdém ptipadé je |B| < 4.
Pravé uvedeny pfiklad je typicky pro singularni kardinaly a naznacduje, Ze
v nékterych pripadech muzeme tvofit dvoustupfiové 4-systémy.

1.21 Kaktusové lemma. Necht A je singuldr s nespocetnou kofinalitou v = cf (1)

a necht' A je systém konecnych mnoZin takovy, ze |A| = A. Potom existuje konecnd

mnoZinar a pro kazdé « < v existuji B, © A a konecnd mnoZina r_ takové, Ze plati
(i) mohutnosti |B [ pro o <v konvergujz kA,

(i) pro kazdé o < v je B, A-systém s jadrem r,,

(i) {ry;o < v} je d-systém s jadrem r,

(iv) jellia<B<vaxeB, yeBg pak xny=r.
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1.22 Kombinatorické vlastnosti mnozin 11

Dtikaz. Zvolme {4,:« < v} rostouci posloupnost regularnich kardinala konvergu-
jici k 4 tak, ze A, >v. Necht {A:x<v} je rozklad mnoziny A4 takovy, ze
|4,] = A, pro kazdé « < v. Podle véty 1.19 existuji d-systémy B, < 4,, |B| = 4.
Pro kazdé a < v zvolme pevné takovou mnozinu B, a polozme r, = (B,

Soubor {r,: o < v) sestava z jader systému B;, tedy z kone¢nych mnozin. Protoze
v je nespoetny regularni kardinal, existuje podle véty 1.19 neomezena podmnozina
X < v akoneéna mnoZina r takové, 7e {r,: xe X} je 4-systém s jadrem r. MnoZina
X < v ma ordinalni typ v a jeji prvky lze jednoznaéné ocislovat viemi ordinalnimi
gisly @ < v. Jednoduchou zaménou indext systémi r,, B, a kardinald 4,, kdy
misto x piSeme «, jakmile x je a-ty prvek X, dosdhneme toho, Ze indexova mnoZzina
bude celé v. Ziskali jsme tak 4-systémy B, pro o < v a 4-systém {r,: « < v}, jejichz
jadra jsou r, pro o < v a r, pro které plati (ij{iii).

Daldim protezanim systémi B, zabezpe&ime (iv). Pro o <v polozme C, =
= J{UBj: B < a}. Jelikoz A, je regularni a 4, >v, je |CJ< 4, Kazde
x € B, protina mnoZinu C, v kone¢né mnoZiné. Kone¢nych podmnozin mnoziny C,
je méné nez |B,| =4, a proto existuje kone¢na mnozina ¢, € C, a mnoZina
B! < B, takové,ze |B.| = 1, aprokazdé xe B, je xn C, = c,. Jeziejme, ze ¢,
< r,. Nakonec polozme

B, =B, — {xeB.:(3B<V)((x — r)nry; £ 0)}.

Protoze B! je A-systém s jadrem r,, zmensi se B, oproti B nejvyse o v mnozin,
tedy |B,| = 1, Pro B <o <v zvolme xeB; a yeB, Jelikoz yeB; a x< C,,
je ynx<se¢, Sr,. Z definice mnoziny B; plyne, ze r,nx Sy a jelikoz
r, €y ry;<x, to dohromady znamena, Ze r<Synx<r,nrg=r, neboli
yn x = r. Dokazali jsme, 7e 4-systémy B,, o < v spliuji i podminku (iv).

Véta o 4-systémech se pouziva pro vypocet Suslinova ¢isla uspotadanych mnozin
a topologickych prostort.

1.22 Definice. Suslinovo &islo. Necht (P, <) je uspofadand mnozina.

(i) Rikame, Ze prvky x, y € P jsou disjunktni, a piSeme x L y, jestlize Zadny prvek
z P neni soucasné mensi nez x a y.

(ii) Rikame, Ze X = P je disjunktni mnotina, jestlize kazdé dva rtzné prvky
x,y€ X jsou disjunktni.

(iii) Kardinalni &slo c(P, <)=sup{{X|: X < P je disjunktni mnoZina} se
nazyva Suslinovym &islem usporadané mnozZiny (P, <).

(iv) Suslinovo ¢islo topologického prostoru S je kardinalni ¢islo c(S) = sup {|X|: X
je disjunktni mnozina otevienych neprazdnych podmnoZin prostoru S}.

Je ztejmé, Ze Suslinovo ¢islo neprazdné linearné uspotadané mnoZiny stejné jako
usporadané mnoziny s nejmensim prvkem je rovno 1. Pro topologické prostory je
Suslinovo ¢islo realné pfimky a vibec kazdého nekoneéného separabilniho Haus-
dorffova prostoru ;.
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1.23 Lemma. Nech! A je nespoCetny reguldrni kardindl a necht {(A; i€l) je
soubor mnoZin takovy, Ze kaZdd mnoZina A; je mohutnosti <A UvaZujme mnoZinu

P = {f:f je koneénd funkce a f(i)e A; pro kazdé ie Dom (f)}

usporddanou opacnou inkluzi, to znamend, Ze f < g« g < f. Potom kaZda disjunktni
mnofina X S P md mohutnost <2X. Odtud plyne, Ze Suslinovo é&islo c(P, 2) < A.
Ditkaz sporem. Necht X = {f,:« < A} € P je disjunktni mnozina mohutnosti 1.
Polozme a, = Dom(f,). Soubor {a,:o < 1) sestava z koneénych mnoZin a ma
nespodetnou regularni délku A. Z véty 1.19 plyne, Ze existuje mnozina W < 1 mo-
hutnosti 4, pro kterou je soubor {a,:oxe W) d-souborem s né&jakym jadrem b.
JelikoZ X je disjunktni mnozZina, zadné dvé rizné funkce z X nemaji spole¢né pro-
dlouZeni. Odtud plyne, Ze jadro b je neprazdni mnoZina a pro rizna &, ne W jsou
funkce f;|b a f,|b rizné. Predpokladali jsme, ze |4,| < 4, a vime, Ze b je ko-
netna, proto [X<A;:ieb)| < A JelikoZ mnozina {,|b:¢e W} ma mohutnost 4,
dostavame spor. Ditkaz je hotov.

1.24 Disledek. Suslinovo ¢islo Cantorova prostoru 2 je NX,. Totéz plati i pro zobec-
néné Cantorovy prostory *2, kde « je libovolny nekoneény ordindl.

Oznagime-li O(S) mnozinu viech otevienych neprazdnych mnozin topologického
prostoru S, pak O(S) je uspofadana inkluzi a zfejmé plati ¢(S) = c(0(S), ). V ka-
pitole o Booleovych algebrach uvidime, Ze kazda uspofadana mnozina jednoznacné
uréuje Booleovu algebru a Stonelv prostor viech ultrafiltrd na této algebie. Susli-
nova &isla uspofadané mnoziny a odpovidajiciho Stoneova prostoru jsou si rovna.

1.25 Piiklad. Suslinovo Cislo soucinu topologickych prostorii. Je-li {S;:ie I} soubor
topologickych prostort takovy, Ze Suslinovo &islo kazdého topologického souginu
kone&ng mnoha prostori S; je <N, potom c(X(S;:ie [)) < N,.

Diikaz vyuziva 1.18. Pfedpokladejme, ze V,, « < w, jsou vzajemné disjunktni
neprazdné oteviené mnoziny prostoru X<{S;:ieI). Muzeme predpokladat, Ze
ka?da mnoZina je bazova. Pak V, zavisi pouze na koneéné mnoZiné soufadnic
a,  I. Necht (a,:0e W) je 4-soubor s jadrem b a |W| = X,. Viechny projekce
n(V,), « e W na prostor XS ieb) tvofi nespodetny disjunktni systém otevienych

mnozin v soudinu kone¢né mnoha prostord S; a to je spor.

Problém, zda Suslinovo &islo soucinu kazdych dvou prostort se spocetnym Susli-
novym ¢&islem je opét spocetné, neni rozhodnutelny v ZFC. R. Laver ukazal, ze z hy-
potézy kontinua plyne negativni odpovéd. Martiniv axiom MA  fesi problém
pozitivng.

1.26 Definice. Volna mnoZina. Necht A je libovolna mnozina. MnoZinovym zobra-
zenim na A nazyvame funkci
F: 4 - P(4)
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1.27 Kombinatorické vlastnosti mnozin [l

takovou, e a¢ F(a) pro kazdé ae A. Rikame, ze podmnozina B < A4 je volnou
mnoZinou pro F, jestlize pro kazdé ae B je B N F(a) = 0. Ekvivalentné, B je volna,
jestlize pro kazdé dva prvky a,be B plati a¢ F(b).

Zajimaji nas podminky na mnoZzinové zobrazeni, za kterych existuje velka volna
mnozina. P. Turan byl prvni, ktery polozil kolem roku 1930 problém tohoto typu.
Ptal se, existuje-li volna nekonena mnozZina pro mnozinové zobrazeni F: R — Z(R),
kdyz kazda mnozina F(r) je kone¢na. Odpovéd je pozitivni, dokonce existuje volna
mnoZina mohutnosti 2%°.

Na druh¢ strané, mnozinové zobrazeni F na x definované piedpisem F(x) =
={g:B< a} pro kazdé a < x je ptikladem zobrazeni, pro které plati

(Vo < ) (|F(a)] < %),

a presto neexistuje ani dvouprvkové volnd mnozina pro F.

Lze ogekavat vice, budeme-li predpokladat, ze pro mnoZinové zobrazeni F na
x existuje kardinal v < x takovy, e pro kazdé a < x plati |F(a)| < v.

Ruziewicz vyslovil 1936 hypotézu, Ze za téchto piedpokladi existuje volna mno-
Zina pro F plné mohutnosti ». Tato hypotéza byla zodpovézena kladng D. Lazarem
(1937) pro regularni x a A. Hajnalem (1961) pro singularni x.

1.27 Véta o volnych mnoZinach. Necht s a v jsou kardindly, » nekoneéné a v < x.
Necht' A je mnoZina mohutnosti x a necht F je mnoZinové zobrazeni na A takové, Ze
|Fla)l < v pro kazdé ae A. Potom existuje mnozina B = A mohutnosti %, kterd
Jje volna pro zobrazeni F.

Diikaz. V8imnéme si, Ze vSechny volné mnoZiny pro dané mnoZinové zobrazeni
jsou usporadany inkluzi a spliluji podminky principu maximality. Existuji tedy
maximalni volné mnoZiny.

Nejprve vySetiujme ptipad, kdy je » regulami. Rekurzi pro a < v vybereme
mnoziny A, € A takové, Ze pro kazdé o < v je A4, néjaka maximalni volna pod-
mnozina mnoziny A — (J{4,: B < a}.

Pokud pro n&jakeé o je |4, = %, jsme hotovi, protoze mnoZina 4, m4 pozadované
vlastnosti.

Piedpokladejme, Ze tato situace nenastane, tedy ze pro kazdé « < v je |4,| <
a dojdeme ke sporu. Protoze |F(a)| < v < x, pro kazdé « < v plati

IU{F(a):ae 4}l <.

Odtud a z regularity x plyne, Ze mnoZina

B = Ua, 0 UFla):ae UA,)

a<v a<v

ma mohutnost <x, a proto A — B+ 0. Zvolme xeA4 — B. Pro kazdé a <v
plati

x¢ Uas 1 x¢A, 0 U{Fla)ae4,),
B <a
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m 1.27

a protoze A, je maximalni volnad mnozina, je F(x)n A4, # 0. MnoZiny A, o < v
jsou vzajemné disjunktni, F(x) ma s kaZdou z nich neprazdny prinik, tedy nutné
|F(x)| = v. To je viak spor s tim, ze |F(a)] < v pro ka?dé aeA. Pro regularni »
je véta dokazana.

Ptedpokladejme nyni, Ze x je singular. Polozme A = cf(x) a zvolme rostouci
posloupnost {x,:a < A) kardinali konvergujici ke x takovou, 7e x, = max (2%, v*).
Zvolme dale rozklad {A4,:« < A} mnoziny A takovy, ze pro kazdé o < i je
|4,] = »}. Kardinaly »] jsou nekonecné a regularni, v < %, a proto z prvni &asti
dikazu plyne, 7e pro o < A existuji mnoZiny B, S A,, |B.| = x, které jsou volné
pro F.

Pro a < 4 polozme

B.= B, - U{Fla):ae U 4,
B<a
Od B, odetitame mnoZinu mohutnosti <x,, tedy |B,| = »}. Navic pro libovolné
x € B, plati

(4) Fx)nU{Bjsa < f < i} =0.

Dale rekurzi vybereme pro kazdé a </ a kaidé ¢ < x, mnoziny B(%,¢) < B,
tak, Ze plati

(i) B(e, &;) N B, &) = 0, jakmile &, < &, < %,

(ii) je-li x e B(a, &), pak F(x) je disjunktni se {J{B(B,¢): B < a},

(iii) je-li mohutnost mnoZiny

() {xe(B, - H{B(“’ n): Fix) ~ U B(B, <) = 0}

f<a

nejvyie x,, pak B(,¢) je pfimo mnozina (5), je-li mohutnost mnoziny (5) vétsi
nez »,, pak B(a, ¢) je n&jaka jeji podmnoZina mohutnosti x,.
Nyni, pokud pro néjaké ¢ < %, ma mnoZina

X, = U{B&):a< A}

mohutnost %, jsme hotovi, protoZe z (4) a (ii) plyne, Ze X, je volni mnoZina pro F.
Dokazujeme sporem, Ze takové ¢ existuje. Pfedpokladejme, Zze pro kazdé
¢ < x, plati

|UB(e, €): o < 2] < x.
To znamen4, Ze pro kazdé ¢ < x, existuje cx(cf) < 4 takové, ze
[UB(e, &): o0 < 2] < g, -

Jelikoi %o jeregularni kardinala x, > 4 = cf (), existuje y < 4 takové, Ze mnozina
={f< xo o) =y} ma mohutnost x,. Odtud plyne, Ze pro kazdé e Y je
B(% ¢) <
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1.28 Kombinatorické vlastnosti nino zin Il

Mnozina B, — |J{B(,¢):¢ < %o} je neprazdna, protoze |B,| = a |B(y,&)| <
< %,. Vezméme n&jaky prvek xe B, — (J{B(y,£): & < x,}. Potom x nelezi také
v 24dné mnoziné B(y,¢), e Y a to znamena podle (iii), ze pro kazdé e Y plati

F(x) nU{B(B,&): B < v} # 0. Z toho a z (i) plyne, ze |F(x)| > x, > v, a to je spor.
Dikaz véty je kompletni.

MnoZinova zobrazeni jednoznacné urCuji orientované grafy bez smycek. Je-li
totiz F: A — P(4) mnoZinové zobrazeni, pak odpovidajici graf G, sestava z mnozi-
ny A jako mnoziny vrcholdt az vrcholu a vede hrana do vrcholu b, pravé kdyz b e F(a).
Formalng G; = (4, H), kde H = {{a,b):be F(a)}. Vidime, ze mnozina B < 4
takova, ze zadné dva vrcholy z B nejsou spojeny hranou v grafu G, je pravé volnou
mnoZzinou pro zobrazeni F.

Naopak, je-li G = (A4, H) néjaky orientovany graf bez smycek a polozime-li
Fla) = {be A:{a,by e H} pro kazdé¢ aeA, dostaneme mnozinové zobrazeni F
na A a je ztejmé, ze G = G;.

S mnozinovymi zobrazenimi a volnymi mnozinami jsme se setkali jiz v kapitole 1.
Lemma o ttech mnozinach 1.8.24 nefika nic jiného, neZ Zze pro mnoZzinové zobrazeni
F na A takové, ¢ pro kazdé ae A je |F(a)| < 2, existuji tfi volné mnoziny, jejichz
sjednoceni je A.

Stejnym zpisobem jako lemma o tfech mnozinach, uzitim principu kompaktnosti,
lze dokazat obecnéjsi tvrzeni znamé také de Bruijnovi a Erddsovi. Necht n je kladné
ptirozené &islo. Je-li F mnoZinové zobrazeni na A takové, ze pro kazdé ac A je
|F(a)] < n, pak A je mozno rozlozit na 2n ~ 1 volnych mnozin.

Nasledujici véta je alternativou zminéného tvrzeni pro ptipad nekoneéného n.

1.28 Véta (Fodor). Necht A ax jsou nekonecné kardindly, A < x. Necht A je mnofina
mohutnosti x. Je-li F mnoZinové zobrazeni na A takouvé, Ze pro kazdé ae A je
|F(a)] < A, pak existuje systém S < P(A4) sestdvajici z volnjch mnozin a takovy, ze
ISl<1alys=a

Ditkaz. Rekurzi pro libovolnou mnozinu X e [A]* definujeme mnoziny X, < A.
n<ow tak,ze Xo= X, X,,, =JF[X,]. Potom mnozina X, = {J{X,:'n < w}
ma mohutnost 4 a je uzaviena vic¢i F v tom smyslu. ze pro kazdé xe X, je
F(x) < X,

Z toho plyne, ze mnozinu A mizeme vyjadiit jako sjednoceni x mnozin
A = J{A4,:« < x}, kazda z nich ma mohutnost 1 a je uzaviena vici F.
Polozime-li pro kazdé a < x

B, =4, - U4,,
p<a
je ziejmé, Ze mnoziny B,, « < x pokryvaji celou mnozZinu A4 a jsou vzajemné
disjunktni. Navic. z uzavienosti mnozin 4, vici F plyne, ze pro libovolné x € B, je

(6) Fx)nU{Bjia < B <x}=0.

19
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Nejprve popideme konstrukci, jak pro libovolnou neprazdnou mnozinu T < A4
ziskat systém H(T) nejvyse A volnych podmnoZin mnoziny T, pro ktery plati

Y xe(T — UH(T)) — By e UH(T)) (y € F(x)).

To znamena, Ze systém H(T) bude mit tuto vlastnost: pokud H(T) nepokryva celou
mnozinu T, kazdy prvek, ktery nepatii do nékteré volné mnoziny z H(T), je spojen
s né&jakym prvkem mnoziny (JH(T).

Polozme T, = TN B, pro kazdé a < x. Nutné |T| < 4, a proto, je-li T, + 0,
viechny prvky z T, miZeme ogislovat (ptipadné s opakovanim) tak, ze

T, = {alo, &): € < 4).

Pro £ < A zvolme maximalni podmnozinu Y, mnoziny

{alo, &) < & T, # 0}
takovou, Ze

B < o< x—alp,&)¢Flala £)).

Podle (6) je Y, volna mnozina.

Systém H(T) = {Y,: ¢ < 4} splituje podminku (7), nebot je-li xe T — J{¥,: & < 4},
pak x = ale, &) pro n&jaké o <x, &< A, a protoZe x¢ Y, z maximality Y,
plyne, 7e F(x) obsahuje n&jaky prvek a(f,&)e Y, pro f < a.

Hledany systém S nezavislych mnoZin ziskame opakovanym pouZitim konstrukce
systému H(T) pro T < A. Polozme T, = 4 a S, = H(T;). Dale rekurzi pro n < A
ziskame mnoZiny 7, a systémy S, volnych podmnoZin mnoziny T, tak, ze poloZime

T,=A4~-U{Us:¢ <n},
S,=H(T), pokud T, +0, jinak S,=0.

Ovétime, 2¢ S = |J S, ma poZadované vlastnosti. Kazda mnozina ze systému

n<2i
je volna pro F, |S,| < A pro n < A, tedy |S| < 4.

Zbyva ovétit, 7e |JS = A. Viimnéme si, e 4 — US = ({T,:n <1} aze T,
je disjunktni s mnozinou (J{US,: & < n}. Kdyby existovalo n&jaké xe A — |JS,
pak xe T, pro kazdé n < 4, proto podle (7) F(x) ma neprazdny pranik se viemi
mnoZzinami US,,, n <4, které jsou vzajemné disjunktni, odtud plyne spor
|F(x)| = 4. Tedy {JS = 4 a dikaz je hotov.

Dokazanou vétu miZeme vyjadtit v fei teorie grafi.

1.29 Véta. Nechf 1 je nekonetny kardindl. Je-li G = (A,H) orientovany graf bez
smyCek a md-li kaZdy jeho vrchol vystupni stuperi <A, pak graf G je A-obarvitelny.
Ditkaz. Jakmile |4| < A, je tvrzeni trivilni, protoze rozklad mnoziny 4 na jedno-
prvkové mnoziny zarutuje A-obarvitelnost. Jakmile A < |A|, pak v dasledku véty
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1.30 Kombinatorické vlastnosti mnozin I

mizeme mnozinu A rozlozit na 4 volnych mnoZin. Takovy rozklad uréuje obarveni
grafu G pomoci 4 barev.

Ukazeme jednoduché pouziti véty 1.27 v uspofadanych mnoZzinach.

1.30 Lemma. Nechf (A, <) je nekonetnd uspoFddand mnoZina. Necht existuje
kardindlni Cislo v < |A| takové, Ze pro kazdé ae A md dolni mnofina («,a) =
= {x€ A:x < a} mohutnost <v. Pak existuje mnoZina X < A vzdjemné neporovna-
telnych prokii takovd, ze |X| = |A|.

Ditkaz. Polozime-li F(a) = («,a) pro ae A, ziskime mnoZinové zobrazeni F
na A, které spolu s v spliiuji predpoklady véty 1.27. Proto existuje velkad volna
mnozina X pro F. Je vidé&t, Ze rtzné prvky z X jsou neporovnatelné.
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§ 2 Stacionarni mnoZiny

Seznamime se s hlavnimi vysledky o stacionarnich mnozinach, které tzce souvisi
s ordinalnimi funkcemi a s filtry a idealy na ordinalech. Zavedeme pojmy uzaviena
neomezend mnozina, stacionarni a nestacionarni mnozina, regresivni funkce, filtr
uzavienych neomezenych mnoZzin, normalni filtr.

Dokazeme Fodorovu vétu, kterd charakterizuje stacionarni mnoziny pomoci
regresivnich funkci. Seznamime se s Ulamovymi maticemi a vétou o rozkladu sta-
cionarni mnoZiny na stacionarni podmnoziny. Dokazeme také Silverovu vétu, jejiz
specialni pripad (bez stacionarnich mnozin) jsme vyslovili v I1.5.24.

V zavéru zavedeme kombinatorické principy diamant & a tverecek [,

V celém oddilu %, 4 zna&i nekone¢na kardinalni ¢isla, § znadi limitni ordinalni
&islo.

2.1 Definice. x-iplny filtr. Rikame, Ze filtr # na mnoZiné X je x-ip/ny, jestlize
libovolny prinik méné nez x mnozin z filtru # je opét v .%.

Ideal £ na X je x-plny, jestlize libovolné sjednoceni méné nez x mnozin
z ¥ jeopétv S, '

Kazdy filtr i ideal je podle definice w-Uplny, »-uplnost dava néco nového jen
v pripadé, kdy » je nespoletny kardinal. Misto w, -Gplnosti se také mluvi o o-tiplnosti
filtru nebo idealu. Je zfejmé, Ze filtr je x-Gplny, pravé kdyz dualni ideal je x-uplny.
Hlavni filtr je charakterizovan tim, Ze je x-Gplnym filtrem pro kazdy kardinal x.

2.2 Definice. Fréchétuv filtr, ideal. Necht X je nekoneéna mnozZina a |X] = x. 1deal
[X]<* nazyvame Fréchétovym idedlem na X. Dualni filtr k Fréchétovu idealu nazy-
vame Fréchéniv filtr.

Je-li # Fréchéttv ideal na kardinalu A, pak je cf (4)-0plny, neni vsak cf ()" -Gplny.
Ideal viech spodetnych podmnoZin nespocetné mnoziny X je o-uplnym idedlem.
Ideal vsech mnozin Lebesgueovy miry nula a ideal viech hubenych mnoZzin jsou
znamé piiklady o-uplnych ideald na realné primce.

Budeme se zabyvat podmnoZinami néjakého pevné zvoleného nekoneéného
kardinalniho nebo limitniho ordinalniho ¢isla. Piipomefime, Ze kazdy ordinal je
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2.6 Staciondrni mnoziny 11

také topologicky prostor s topologii danou dobrym uspofadanim. Ma tedy své
oteviené a uzaviené mnoziny. UkdZeme, Ze v n€kterych ptipadech uzaviené a ne-
omezené mnozZiny generuji filtr.

2.3 Definice. Uzaviena neomezena mnoZina. Necht ¢ je limitni ordinal.

(i) Rikame, Ze mnozina A = je neomezend (v §), jestlize A je kofinalni s 6, neboli
sup4 = 6.

(ii) Rikame, Ze mnozina A S 6 je uzavFend (v &), jestlize pro kazdé limitni ¢islo
o < ¢ plati

sup(Ana)=a—>aecAd.

(iii) Rikame, ze mnozina A =& je uzaviend neomezend (v ), ma-li vlastnosti
(i) a (it).

Uzaviené mnoZiny jsou pravé mnoziny uzaviené v topologii uspotadani ordi-
nalnich &isel.

2.4 Priklady. (a) Pro ka?dé « < & je & — a uzavienia neomezena mnoZina v o.
(b) Mnozina {« < &:«limitni} je uzaviena v § a je-li § limitou limitnich ordi-
nald, pak je také neomezena. MnoZina {« < d:xnekonetny kardinal} je uzaviena
a je neomezena, pravé kdyz 6 je limitni kardinél, to znamena, ze § = X, pro néjaky
limitni ordinal-g.
2.5 Uzaviené mnoziny souviseji s normalnimi funkcemi. Vime, ze pro libovolnou
mnoZinu A € On existuje jediné ordinalni ¢islo « a jediny izomorfismus f ordinalu
« a mnoziny A vzhledem k <. Rikame také, ze f je éislujici funkce mnoZiny A.

Pro uzavienou mnozinu A < ¢ je Cislujici funkce mnoZiny A rostouci a spojita,
tedy normalni.

Predpokladejme, Ze § je regularni kardinal. Pak kazda neomezeni podmnozina
X < & je usporadana podle typu d. Odtud je zfejmé, Ze uzaviené neomezené mnoZiny
v § jsou pravé obory hodnot normalnich funkei f:6 — 6.

Ptedpokladejme nyni, ze x = cf(§) < 6. Ukazeme, Ze existuje normalni funkce
definovana na x, ktera konverguje k 5. Z definice kofinality vime, Ze existuje neome-
zend mnozina X < & uspotfadana podle typu x. To znamena, Ze &islujici funkce g
mnoziny X je rostouci, g:x —  a konverguje k 6. Polozime-li pro « limitni
fl2) = sup {g(B): B < &} a pro zbyvajici a f(a) = g(a), ziskame normalni funkei
fix— & konvergujici k 8. Obory hodnot normalnich funkci f:% — J, které kon-
verguji k &, jsou typické ptiklady uzavtenych neomezenych mnozin v é. Na rozdil
od regularniho kardinalu tim nejsou vyCerpany viechny uzaviené neomezené pod-
mnoziny ordinalu é.

2.6 Necht cf(6) = w. Pak kazda mnozina X = ¢ kofinalni s & a typu w je
uzavienou neomezenou mnozinou v 6. Snadno nalezneme dvé takové mnoziny,
které jsou disjunktni, a tedy uzaviené neomezené mnoZiny netvofi centrovany
systém.
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m 2.7

2.7 Zajimavéjsi a také dilezitéjsi je ptipad, kdy cf(d) > w. Za tohoto ptedpokladu
je snadné ovéfit, Ze pro neomezenou mnozinu C S § je jeji derivace

C' = {o < &: « je hromadny bod mnoziny C}

uzavienou neomezenou mnozinou v 6.
Dale ukaZeme, ze uzaviené neomezené mnoziny tvofi centrovany systém.

2.8 Definice. Je-li cf(5) > w, systém

Cub(8) = {X = 6:(34 = X)(4 je uzaviena neomezena v J)}

se nazyva filtr generovany uzavienymi neomezenymi mnoZinami nebo stru¢néji
filtr uzavienych neomezenych mnoZzin.

NadmnozZina uzaviené mnoziny nemusi byt sama uzavieni, proto kazd4 mno-
zina v Cub(6) je neomezens, ale nemusi byt uzaviena. Podstatné viak je, ze
uzaviené neomezené mnoZiny tvofi bazi filtru Cub (), jak vyplyva z nasledujiciho
tvrzeni.

2.9 Lemma. Nech cf(8) > w. Potom

(i) pranik libovolného systému méné nez cf () uzavienych neomezenych mnozin
je opét uzavFend neomezend mnoZina,

(ii) Cub(d) je cf (6)-tiplny filer.

Ditkaz. (i) Necht v je kardinal <cf(5) a necht 4, i < v jsou uzaviené neomezené
mnoziny. Ovéfime, ¢ A = ()A; je také uzaviend neomezena. Je ziejmé, Ze A je
uzaviena, dokazujeme neomezenost. Necht o, < 6. Rekurzi pro n < w budeme
definovat rostouci posloupnost ordinald «, < § tak, 7e kazdy interval [a,,a,,,)
ma neprazdny pranik s kazdou mnozinou A;. Odtud, z uzavienosti mnoZin A4;
a nespocetné kofinality 6 plyne, z¢ o =supa, <6, xeAd, a > a, proto 4 je
neomezena.

Méjme definovano o, Z neomezenosti mnozin A4; plyne, ¢ mnoziny A; — «,
jsou neprazdné. Necht X < J je n€jaka mnozZina, ktera vybira alespofi jeden prvek
z kazdé mnoziny A, — o, i <v, a |X| <v. PoloZime-li «,,, =sup X + 1, pak
@, < a,,, <9, ajelikoz X < [«,a,,,), je splnéna podminka neprazdnych pra-
nikd.

(i) Z prvni ¢asti ditkazu vime, Ze pranik libovolného konegného podtu uzavie-
nych neomezenych mnoZin je opét mnozina uzaviena a neomezena, tedy neprazdna.
To znamena, ze Cub () je filtr. Necht X_ e Cub(8) pro a < v, kde v < cf(3).
Vyberme uzaviené neomezené mnoziny 4, < X,, pak ()4, < ()X, a tedy podle
(i) je ()X, Cub(8). Ov&fili jsme, Ze filtr Cub (8) je cf (§)-Gplny.

Podmnoziny ordinalu J se déli z hlediska filtru uzavienych neomezenych mnozin
na malé a velké, pro které zavedeme zvlastni pojmenovani. Piipomefime, Ze
Cub* () znati dualni ideal k filtru Cub (5).
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2.13 Staciondrni mnoziny m

2.10 Definice. Stacionarni mnoziny. Necht cf {§) > w.
(i) Rikame, Ze mnoZina E < § je staciondrni (v 8), jestlize E ¢ Cub* (9).
(ii) Mnoziny lezici v idealu Cub*(8) se nazyvaji nestaciondrni.

Je ziejmé, Ze mnoZina X = ¢ je stacionarni, pravé kdyz ma neprazdny prinik
s kazdou uzavienou neomezenou mnozinou C < §. Tuto charakterizaci budeme
Zasto pouzivat pfi dikazu, Ze dana mnoZina je stacionarni. Kazda mnozina z Cub (4)
je stacionarni. Je-li E < 6 stacionarni a A e Cub (), pak pranik En 4 je stacio-
narni mnoZina. Sjednoceni méné nez cf (5) nestacionarnich mnozin je nestacionar-
ni mnoZina. Tedy, rozlozime-li néjakou stacionirni mnoZinu v 6 na méné nez cf (6)
mnozin, pak alespoi jedna mnoZina rozkladu je stacionarni.

2.11 Pfiklad. Necht cf(8) > v, kde v je nekone&ny regularni kardinal. Ukazeme,
Ze mnoZina

E() = {a < &:cf(a) = v}

je stacionarni v 8.

Libovolna uzaviena neomezena mnozina C v § ma mohutnost >v. Pro v-ty
prvek ¢, mnoziny C z uzavienosti C plyne cf(c,) =v. Tedy E(¥)~nC + 0 pro
kazdou uzavienou neomezenou mnozinu C a to znamena, e E(v) je stacionarni.

Specialné E(w) € w, a E(w,) € w, je ptiklad dvou disjunktnich stacionar-
nich mnozin v w,.

Normalni funkce zprostiedkuji pfevod mezi stacionarnimi mnoZinami v § a sta-
cionarnimi mnoZinami v x = cf(§) > w. Je-li fix— & normalni funkce, ktera
konverguje k 0, pak zfejmé obraz uzaviené neomezené mnoZiny v x je uzaviena ne-
omezend mnozina v 4. Na druhou stranu. je-li 4 uzaviena neomezena v J, pak
podle 2.5 je také 4 ~ Rng (/) uzaviend neomezena v §, a proto mnozina

{o < x: (@) A} = £ [Rug(f) 4]
je uzaviena neomezena v x. Tim jsme dokazali:

2.12 Lemma. Necht x =cf(0) > w. Je-li fix— & normdlni funkce, kterd kon-
verguje k 6, pak pro libovolné A < 6 plati:

(i) AeCub(8) e {o < x: f(a)e A} € Cub(x),

(ii) A je staciondrni v &« {0 < x: f(a) € A} je staciondrni v x.

Z ptedchoziho vyplyva, Ze stadi zabyvat se stacionarnimi mnoZinami na regular-
nich kardinalech vétSich nez w.

2.13 Definice. Diagonalni prinik, normalni filtr.

(i) Necht (A,:a < x> je soubor podmnoZin kardinilu ». Mnozinu AA, =
= {y < x:(Va < y)(v€ 4,)} nazyvame diagondinim priinikem mnozin A,.

(ii) Filtr & na x, ktery rozsifuje Fréchétdv filtr a je uzavieny na diagonalni
praniky, se nazyva normadlni filtr. Normdlni idedl je ideal dualni k normalnimu filtru.
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Snadno se ovéfi, ze
A4, = N{A, v < x}.

Normalita je zesilenim x-Gplnosti. Predpokladejme, Zze & je normalni filtr na x,
a necht pro dané v < x jsou B,, a« <v mnoZiny z %. Potom mnoZina B =
= [){B,va:a < v} je diagonalnim priinikem souboru {A,:« < x), kde 4, = B,
pro a<v a A,=x pro v<a<x tedy BeZ. Navic [{B,a <v}2
2Bn (;c - v) a x —ve#, protoze F rozsituje Fréchétav filtr. To znamena, Ze
(B, € %, a tedy normalni filtr na x je x-plny.

a<y

Odtud plyne, ze na zadném singularnim kardinilu neexistuje normélni filtr.
Neexistuje ani na w. Zbyvaji tedy nespocetné regularni kardinaly. Je-li » takovy
kardinal, pak mnoZiny x — o pro o < x tvofi bazi Fréchétova filtru na » a jsou
soutasné uzaviené neomezené, proto Cub (x) rozsituje Fréchétav filtr.

2.14 Lemma. Nech! x > w je reguldrni kardindl. Jsou-li 4,, « < » uzaviené ne-
omezené mnoziny, pak diagondlni prinik AA, je opét uzaviend neomezend mnoZina.
To znamend, Ze filtr Cub (x) je normdlni filtr na x.

Dilkaz. Ovéfime neomezenost A4, uzavienost je ziejma. Zvolme ¢, < x. Podle
29 vime, 7¢ (){4,:« < &,} je neomezeni mnozina. Nechf &, je nejmensi prvek
této mnoziny >¢&,. Rekurzi ziskame rostouci posloupnost ¢, délky w takovou, Ze
évreN{Aypa<é} a &, >¢&, plat pro kazdé n<w. Pro &=supé,
z uzavienosti mnozin A4, plyne e (){4,:a < &}, to znamena, ze ¢eAA, Doka-
zali jsme, 7Ze A4, je uzavieni neomezena mnoZina.

Necht (X,:a < %) je libovolny soubor mnoZin z Cub (x). Vybereme uzaviené
neomezené mnoZiny A, < X,. Jelikoz AA, < AX a podle predchoziho AA, e
€ Cub (x), jetaké AX, € Cub (x). Ukazali jsme, ze Cub (%) je uzavieny na diagonalni
praniky, a protoZe x je regularni, roziifuje Fréchétdv filtr. Tedy Cub(x) je
normalni filtr na x.

2.15 Definice. Regresivni funkce. Necht 4 je mnozina ordinlnich &isel. Rikame,
7e funkce f: A -— On je regresivni na A, jestlize pro kazdé nenulové aed je
fo) < a.

Jinymi slovy, funkce je regresivni, je-li vSude, kromé nuly, mensi nez identické
zobrazeni.

Nasledujici, ¢asto pouZivané tvrzeni charakterizuje stacionarni mnoZiny pomoci
regresivnich funkci. Vysvétluje pojem stacionarni mnoziny, protoze kazda regresivni |
funkce na takové mnoziné nabyvéa stejné hodnoty v neomezené mnoha bodech.

2.16 Véta (Fodor 1956). Necht » > w je reguldrni kardindl. Pro mnoZinu E < x
jsou ndsledujici vlastnosti ekvivalentni:

(i) E je staciondrni,

(i) pro kazdou regresivni funkci na E existuje o < % takové, ze f~'{a} je ne-
omezend mnoZina,
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2.18 Staciondrni mnoziny 1

(iii) kazdd regresivni funkce na E je konstantni na néjaké staciondrni mnoziné.
Ditkaz. Postupné& dokazeme (i) — (iii) — (i) — (i).

(i) — (iii). Necht E je stacionarni mnoZina. Pfedpokladejme naopak, Ze f je regre-
sivni funkce na E takova, ze pro kazdé o < % je f~'{a} nestacionarni mnozina.
Pro kazdé o <x zvolme uzavienou neomezenou mnoZinu A, takovou, Ze
A, f"Ha} = 0. Necht A = AA,. Vime, e 4 je uzaviena neomezena, a proto
AN E musi byt neomezend mnozina. Vezméme libovolné yeE, y > 0. Pro
«=f(y) plati a <y, protoZe f je regresivni, a yef '{a}. Odtud plyne, Ze
y¢ A, aproto také y¢ A. Ukazali jsme, Ze 4N E < {0}, a to je spor.

(i) = (i) je zfejmé, protoZe stacionarni mnoZina je neomezena.

(ii) = (i). Pro nestacionarni mnoZinu X < x nalezneme regresivni funkci f na X,
jejiz vSechny vzory jsou omezené mnoziny. Zvolme uzavienou neomezenou mnoZi-
nu A disjunktni s X. Necht ¢ je nejmensi prvek v 4. Pro ffe X polozme

_fsup(4n ), jestlize B> ¢,
f(B) = {0, jestlize B <¢.

Jeli BeX a B>¢, je f(B)e A, protoze AnB +0 a A je uzaviena. Navic,
f(B) < B, B¢ A, aproto f(B) < B. Tedy f je regresivni na X. Funkce f nespliiuje
(if), protoze pro libovolné a < x plati f~'[«] = {BeX:f(f) <a} <y, jakmile
y€A a y > a. Dikaz je hotov.

2.17 Predpokladejme, Ze f je néjakd regresivni funkce na stacionarni mnoZiné
E < 4, kde 4 je regularni kardinal > o. Zajimaji nas vzory f ~'{«}, které jsou sta-
cionarnimi mnoZzinami. Necht S je systém vSech stacionarnich vzorl funkce f. S je
disjunktni systém mnozin a z 2.16(iii) plyne, Ze S pokryva celou mnozinu E aZ na
nestacionarni mnoZinu. Navic S je maximalni disjunktni systém stacionarnich pod-
mnoZin mnoziny E v nasledujicim smyslu: pro kazdou stacionirni podmnozZinu
X € E existuje stacionarni X, < X, kterd je podmnoZinou né&jaké YeS. To
znamena, ze X N'Y je také stacionarni mnozina.

Ukéazeme, Ze kazdou stacionarni mnoZinu E < 1 lze rozloZit na A stacionarnich
podmnoZin, nebo ekvivalentné, Ze existuje A vzajemné disjunktnich stacionarnich
podmnozin mnoZiny E. Zajimaji nas v této souvislosti regularni kardinaly 1 > w.
Pro takové A mlZe nastat jedna z moZnosti: bud A= x", to znamena, 7e 4 je
néslednik nekoneéného kardinalu %, nebo 4 je limitni regularni kardinal a to znamen4,
Ze A je slabé nedosaZitelny kardinal.

Nejprve se budeme zabyvat kardinaly, které jsou nésledniky nekonetného kar-
dinalu.

2.18 Ulamovy matice. Popiseme konstrukci matice sestavajici z podmnozin kardi-
nalu w,. Podstatné vyuZijeme toho, Ze v, je naslednik kardinalu w, to znamens,
Ze w lze zobrazit na kazdé o < w,.
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Pro kazdé y, w <y < w, zvolme vzijemné jednoznaéné zobrazeni f, kardi-
nalu © na 7. Systém {f;w <y < o} urluje w zobrazeni g,:(w, — w) - w,,
kde g,(v) = £,(n) pro kazdé w <y < w,. Nyni polozme

X(n, ) = {7 > B:g,() = B}

pro kazdé n < w a kazdé f < w,. Dostavame tak systém podmnoZin kardinalu
w, indexovany prvky @ x w, neboli (v, w, )-matici

(1) X(n,B):in<w,f<w).

Ovétime, ze kazdy tadek i sloupec matice (1) je disjunktnim systémem mnozZin a Ze
sjednoceni kazdého fadku i kazdého sloupce je celé w, az na spocetnou mnoZinu.
Mnoziny X(n, ), B < w, jsou pravé vzory funkce g,, proto jsou vzajemné disjunktni
a U{X(n B): B < w,} = w, — w. Viechny funkce f, jsou prosté, a proto pro n # m
jsou funkce g, a g,, vSude rizné. To znamena, Ze kazdy sloupec sestavéa ze vzajemné
disjunktnich mnozin. ProtozZe f, je zobrazeni w na celé v, je pro kazdé¢ f < w,

U{X(n,ﬁ):n < a)} =w, — (B + 1).

Sjednocenim libovolného sloupce nebo fadku matice (1) dostavame celé w, aZ na
spocetnou podmnozinu.

Vsimn&me si, Ze viechny funkce g, jsou regresivni na w, — .

2.19 Definice. Rikame, 7¢ soubor (X (a, B): o < x, B < x*) podmnozin kardinalu
x* je Ulamovou matici na x*, jestlize pro kazdé « <x a B <x* plati

() B # B~ X(@B,) " X(o, B,) =0,

(i) o # o= X, B) 0 X(a, B) = 0,

(i) et — UL B p <) < ,

(iv) et = U{X(o ) < % < 2.

Matice (1) je Ulamovou matici na @, = @*. Stejnym postupem jako ve 2.18
se dokézZe:
2.20 Véta (Ulam 1930). Pro kaZdy nekonecny kardindl » existuje Ulamova matice
nax”*.

Tato véta ma nékolik zajimavych dasledkua.

2.21 Véta (Ulam). Nech! A =x" je ndslednik nekoneéného kardindlu. Je-li ¥
A-uplny ided!l na A rozsiFujici Fréchétiw idedl, pak existuje A vzdjemné disjunktnich
mnoZin, 2ddnd z nich neleZi v £.
Ditkaz. Pokud £ je piimo Fréchétuv ideil, tvrzeni je snadné, protoZe stadi vzit
rozklad kardinalu A na 4 mnozin, kazdou mohutnosti 4.

Pro obecny ptipad pouzijeme Ulamovu matici {(X(o, B):a < %, < 1) na A.
Sjednoceni kazdého sloupce matice lezi v dualnim filtru #*. Ideal # je A-uplny
a kazdy sloupec m& méné neZz A mnoZin. Proto pro kazdé f < A existuje &islo
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2.26 Staciondrni mnoZiny 1

h(B) < x takové, ze X(h(B), )¢ #. Mame funkci h z regularniho A = x* do x.
Proto existuje o < x, pro které |h™'{h}| = A. Pro takové « je {X(o, §): h(B) = «}
hledanym systémem mnozZin.
2.22 Disledek (Ulam). Na 4 = x* neexistuje A-tiplny uniformni ultrafiltr.

Jinymi slovy, naslednik kardinalu neni métitelnym kardinalem, viz 5.26.

2.23 Dasledek (Fodor). (i) Je-li 2 = x* > w, kaZdou staciondrni mnozinu E < A
Ize rozloZit na A staciondrnich podmnoZin.

(i) Pro kazdé reguldrni A > o existuje A vzdjemné disjunktnich staciondrnich

podmnoZin A.
Ditkaz. (i) Ideal # = {X < A: X n EeCub* (1)} splituje predpoklady véty 2.21,
proto existuje 4 vzajemné disjunktnich mnoZin D, = A, které neleZi v #. To zna-
mena, Ze pro kazdé o < 4 je E, = E N D, stacionarni mnoZina, a tedy {E,:a < A}
je disjunktni systém stacionarnich podmnoZin mnoZiny E.

(i) Je-li 4 = x*, jde o specialni ptipad tvrzeni (i). Je-li 4 limitni, tedy slab& nedo-
sazitelné, pak existuje 4 nekonecnych regularnich kardinald v < 4 a podle 2.11
pro kazdé takové v je E(v) = {a < A:cf(«) = v} stacionarni mnozina v A. Navic,
pro v; £ v, je E(vy)n E(v,) = 0.

R. Solovay ukazal, Ze 1 v pfipadé slabé nedosaZitelného A lze kazdou stacionarni
mnozinu rozlozit na plnou mohutnost stacionarnich podmnozin. K dikazu potfe-
bujeme jemngjsi prosttedky.

2.24 Definice. Necht A = On. (i) Rikame, Ze de 4 je staciondrnim bodem v A,
jestlize cf(§) > w a mnozina A N je stacionarni v §.

(ii) nst (4) znaci mnoZinu bodi v 4, které nejsou stacionarni v 4. Specialné kazdé
ae A, které je izolované &islo nebo mé spodetnou kofinalitu, lezi v nst(4).

225 Lemma (Solovay). Nechf A je reguldrni nespocetny kardindl. Je-li E < A
staciondrni v 4, pak nst(E) je opét staciondrni mnoZina v A.

Diikaz. Nechf C je libovolni uzaviend neomezend mnoZina v 4. Vezméme mno-
Zinu C’ viech hromadnych bodti mnoziny C. C’ je také uzaviena neomezenaa C' < C.
MnozZina E je stacionarni, proto En C’ % 0, a necht § je nejmensi prvek tohoto
priniku. Zfejm& & je limitni ordinal a je-li cf(§) = w, pak denst(E). Jeli
cf(8) > w, z definice C' plyne, z¢ mnozina 6 N C' je uzaviena neomezeni v o.
Ptitom E {6 nC') =0. To znamena, ¢ E N je nestacionarni v §, tedy opét
denst(E). Ukazali jsme, ze denst(E)nC. Mnozina nst(E) ma neprazdny
prinik s kazdou uzavienou neomezenou mnozinou, a proto je stacionarni.

2.26 Priklady. (a) Necht ¢ je limitni ordinal. Ptame se, pro jaké mnoziny X < &
existuje regresivni funkce f na X, ktera je neklesajici a konverguje k 6.
Vsimnéme si, Ze pro regresivni neklesajici funkci f konvergujici k § plati

() (Va < 8)(f~'[«] je omezena v 4).
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Z regresivnosti plyne, Ze mnozina X musi byt neomezena. Predpoklidejme
cf (5) = w a vezméme rostouci posloupnost ,, n < w konvergujici k d, pro kterou
& = 0. Polozime-li f(0)=0 a f(a)=max{¢:¢ <a} pro O<a<d, je f
funkce definovana na 9, ktera je neklesajici regresivni a konverguje k 8. Tyto vlast-
nosti ma i ziZeni f| X na libovolnou neomezenou mnozinu X < 6.

Je-li cf(d) > w, pak z dikazu 2.16 a 2.12 plyne, Ze pro neomezenou mnozinu
X = ¢ existuje regresivni neklesajici funkce na X konvergujici k 6, pravé kdyz X
je nestacionarni v 4.

(b) Je-li f regresivni a neklesajici na stacionarni podmnoziné regularniho kardi-
nalu 1 > w, pak f mé pravé jeden stacionarni vzor.

2.27 Véta (Solovay 1971). Nechi A > w je reguldrni kardindl. Kazdou staciondrni
mnoZinu E < A midZeme rozlozit na A vzdjemné disjunktnich staciondrnich mnoZin.
Ditkaz. Uvazujme mnoZinu A = nst(E)n E'. A je stacionarni v 1, protoZe je
pranikem stacionarni a uzaviené neomezené mnoziny, A < E. Kaidé de A4 je
limitni, E N & je neomezena v J a je-li cf(8) > w, je navic nestacionarni v §. Vyuzi-
jeme 2.26(a) a pro kazdé e A zvolime regresivni neklesajici funkci f; definovanou
na E n§, ktera konverguje k 6.
Pro libovolné ¢ e E je zobrazeni g, definované na 4 — (¢ + 1) predpisem

g¢(5) = ﬂs(i)

viude mensi nez &, to znamena, Ze je regresivni na stacionarni mnoZzing, a ma proto
néjaky stacionarni vzor.
Pro libovolné ¢ e E polozme

f(€) = min {8:g; *{B} je stacionarni v 4} .

Funkce f je regresivni na E a protoZe f; jsou neklesajici, je neklesajici take f.
Podle 2.26(b) to viak znamena, Ze f je vSude mensi nebo rovna o, kde « je jediné
gislo, pro které je vzor f~'{a} stacionarni mnoZina.

Koneéné definujme funkci g na A — (« + 1) pfedpisem

(3) g(6) = sup {Ee Ens: f(¢) < a}.

Z vlastnosti (2) funkci f; plyne, Ze mnoZina na pravé strané rovnosti (3) je omezena
v 8, tedy g(8) < 8. To znamena, Ze g je regresivni funkce na stacionarni mnozing.

Nasim cilem je ukazat, Ze g ma A stacionarnich vzord. Tim bude dokézano, ze
mnozinu A, ale také E 2 A, lze rozloZit na 4 stacionarnich mnozZin.

Ptedpokladejme, Ze g ma mén€ nez 4 stacionarnich vzord. Z regularity 4 plyne,
e existuji ¥ < A a nestacionarni mnozina M (mtzeme predpokladat « + 1 < M)
takové, ze pro kazdé e A — M je g(5) < y. Podle definice funkce g to znamena,
e pro kazdé feE, £ >7 apro kazdé ded — M, 6> ¢ je f;(¢) > . Zvolme
néjaké EeE, ¢ >y, Pravé jsme ukazali, 7e mnozina {5e A — (¢ + 1): f;(&) > o}
je celé A az na nestacionarni mnozinu. Soucasné mnozina
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2.31 Staciondrni mnoziny 111

{ded - (& +1): f8) <o} = g; '[a]

je stacionarni podmnoZzinou mnoziny A — to je spor. Tedy g ma A stacionarnich
vzoru a dikaz je skoncen.

2.28 Ptiklad. Pocet ultrafiltri: roz3ifujicich dany filtr.
(a) Je-li & filtr uzavienych neomezenjych mnoZin na regularnim 2 > w nebo
(b) je-li & uniformni filtr na 4 > w a ma charakter <4 nebo
(c) je-li # uniformni o-uplny filtr na w,, pak pocet viech ultrafiltrd rozsifujicich
filtr & je stejny jako pocet viech ultrafiltrli na uvazovaném kardinalu.

Ve vSech ttech ptipadech se dikaz opird o stejnou vlastnost filtru F: existuje
A vzajemné disjunktnich mnoZin A, € A, z nichZ kazda je kompatibilni s #. To
znamena, ze & U {4,} tvoti centrovany systém. V ptipadé (a) plyne existence
systému A_, « < A z existence rozkladu A na 4 stacionarnich mnozin, v ptipadé (b)
plyne z 1.3 a 1.4(a) a v ptipadé (c) z véty 2.21 pro 4 = w,.

Nyni pro kazdy ultrafiltr % na 1 je

FolUA:Xew)

aeX

centrovany systém. Pro razné ultrafiltry na 4 jsou centrované systémy neslucitelné,
a proto se rozéituji do raznych ultrafiltri. To znamena, Ze existuje 2** ultrafiltrg
na 4, které rozsifuji dany filtr &

2.29 Hypotéza kontinua a singularni kardinaly. Dokazeme Silverovu vétu 11.5.24,
ze které vyplyva, Ze singuldrni kardinal s nespoCetnou kofinalitou nemuze byt
prvni, pro ktery se poruii zobecnéna hypotéza kontinua. Staciondrni mnoZiny
hraji dulezitou roli v ditkaze a umoziuji obecnéjsi formulaci: plati-li hypotéza
kontinua pro dostateéné mnoho mensich kardinalnich &isel, platii pro dany singuldr.
Proto je véta 5.24 z 11. kapitoly specidlnim ptipadem nasledujiciho tvrzeni.

2.30 Véta (Silver 1974). Necht A je singuldr s nespocetnou kofinalitou. Je-li mnoZina
{v < 2:2" = v*} staciondrni v A, pak 2* = 1*.

V daldsim 4 znadi singularni kardinal s nespodetnou kofinalitou a x = cf(4).
Nejmensi takovy kardinal je R, s kofinalitou w,.

Dukaz Silverovy véty spociva v odhadech mohutnosti systém skoro viude raz-
nych funkci.

2.31 Definice. Necht A < ». Rikame, e funkce f. g definované na x jsou na A skoro
viude rizné, jestlize existuje « < x takové, Ze pro viechna fed4 a f>a je

1(B) + g(B).

Podle ptedpokladu je 4 singular s kofinalitou x a z 2.5 plyne, Ze existuje normalni
funkce h:x — A, ktera konverguje k 4 a jeji hodnoty jsou nekone¢na kardinalni
Cisla. Zvolme jednu takovou funkei (A& < x).
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Zajimaji nas funkce z kartézského soucinu

(@) X{A:a <}

Je podstatné, Ze systémy skoro viude riznych funkci z (4) maji, za jistych pred-
pokladd, men3i mohutnost nez cely kartézsky soudin. Snadno se ukaZe, Ze soucin (4)
ma mohutnost 4* > A.

Nasledujici lemma je klicem k ditkazu Silverovy véty.

2.32 Lemma. Necht pro kaZdé o < x je A <A a nechf A< x je staciondrni
mnoZina v %.
(i) Kazdy systém S < X A, skoro vsude na A riiznych funkci md mohutnost <A.

a<x

(i) Kazdy systém T < X A} skoro viude na A riznych funkci md mohutnost <A™ .

Dtkaz. Kardinaly 4, konverguji k A, proto z pfedpokladu plyne, Ze pro kazdé
v < 4 plati v < A, specialné »* = 2* < A

(i) Necht B je mnoZina viech limitnich ordinalti z A. Je ziejmé, 2¢ B < A je také
stacionarni v x. Pro libovolné fe X A, definujme funkci f,:B — x predpisem

a<x

fil@) = min {B < x: f(a) < A5}

Z normality posloupnosti {1,:a < %) plyne, Ze f, je regresivni na B, a tedy pro né-
jaké B < x jevzor B, = f;'{B} stacionarni. Pro takové B je funkce f | B, ome-
zena islem Ag.

Kazdému f ptitadme funkci ¢(f) = f|B,. Prorizné fgeS jsou ¢(f) a ¢(g)
také riizné, protoze B, a B, jsou stacionarni podmnoziny mnoziny A a podle pred-
pokladu jsou f a g skoro v§ude na A4 rizné. To znamen4, Ze ¢ zobrazuje jednozna&né
systtm Sdo D = J{*A,;a <% X = x}. Odtud |S| < D] <2*. Y @ =2".i=4

Tedy |S| < A.

(i) Na T zavedeme linearni uspotadani < a ukazeme, e pro kazdé feT ma
dolni usek («, f) mohutnost <A. Odtud jiZ snadno plyne, ze |T| < A*.

Zvolme ultrafiltr % na x, ktery roziituje filtr Cub (x) takovy, ze 4e%. To zna-
mena, Ze kazda mnoZina X e je stacionarni v x. Pro f,ge T definujme

fege{a<xfle)<gl))en.

Snadno se nahlédne, Ze < je antireflexivni a tranzitivni. ProtoZe rizna f,geT
maji skoro vSude na A rizné hodnoty, plati bud g < f; nebo f< g. Odtud plyne,
Ze < je linearni uspotfadani.

Vezméme feT a oznatme W = («,f). Odhadujeme mohutnost W. Pro
geW polozme B, = {x€ A:g(@) < f(«)}. Jelikoz B,e%, je B,< A stacionarni
v x. Systtm W prost® zobrazime na systtm W' < X4, Pro kazdé o < x je

flo) < 47, proto muzeme zvolit prosté zobrazeni ¢,: f(«) — 4,. Pomoci souboru
zobrazeni ¢, prifadime funkci ge W funkci g€ X 4, ptedpisem

a<x
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2.34 Staciondrni mnoziny 11

gy o), jeli «eB,,
ole) = {0, jinak.

Jsou-li g,, g, € W rizné funkce, pak g3, g; jsou skoro vdude rizné na B, N B, € .
To znamena, ¢ W' = {g’:ge W} ma stejnou mohutnost jako W. Je-li X stacio-
narni podmnoZina x, polozme

W(X)={geW:X cB,}.
Ztejmé W' = (J{W'(X): X < » stacionarni} a kazdé W'(X) spliiuje predpoklady
tvrzeni (i). Odtud dostavame |W| = |W'| < 2.1 = A,

Dokazali jsme, Ze T je linearné usporadano relaci <1 a e pro kazdé feT je
(<, f)l <4, proto |T| < A*.

2.33 Ditkaz Silverovy véty. Predpoklad véty je podle 2.12 ekvivalentni s tim, Ze
A={x<x:2==2}} je stacionarni v x. Odtud plyne, Ze 2% < A plati pro kazdé
a < x. Pro kazdé ae A zvolme prosté zobrazeni ¢,: P(4,) » 1}. Kazdé podmno-
7iné X < 1 piifadime funkei fy e X A7 ptedpisem
o (X n4), pokud aeA,
)= i

s jinak.
Prorizna X,Y < 4 existuje o, < x takové,Ze X n 4, Y n A, prokazdé o > oy
Pfitom ¢, jsou prosta zobrazeni, to znamena, Ze fy a f, jsou na A skoro viude rizné
funkce, Ziskali jsme tak prosté zobrazeni (1) na systém

{(feXxeie XA,

a<x

ktery spliiuje predpoklady lemmatu 2.32(ii). Odtud dostivame |#(1)] = 2* = 2*.
Dukaz je skoncen.

Silverova véta, nebo spiSe metoda dikazu, dava nové svétlo na hypotézu singu-
larnich kardinald (SCH) diskutovanou ve 11.5.33,

2.34 Dasledky. (i) Plati-li hypotéza singuldrnich kardindli pro singuldry se spocet-
nou kofinalitou, plati pro vSechny singuldrni kardindly.

(i1) (Erdds, Hajnal, Milner 1968). Predpoklddejme, Ze A je singuldr s nespoCetnou
kofinalitou x a Ze pro kazdé v < A je v < A. Potom kaZdy systém mnozin S < P(4)
takovy, Ze mnozina {B < A:|{BnX:XeS} <|Bl} je staciondrni v A, md mohut-

nost < 2.
Diikaz. (i) Dokazujeme indukci, Ze pro libovolny singular 4 plati
(5) ASM@ = max (210 1%),

pokud (5) plati pro viechny singulary se spocetnou kofinalitou.
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Nechf i je singular s nespocetnou kofinalitou x = cf(4) takovy, Ze pro
vsechny singulary v < 4 plati (5). Odtud podle I11.5.34(ii) plyne, Ze pro kazdy singu-
lar v < 4 plati
(6) v '= max (2%, v*).

Je-li 2* > 4, pak A* = 2* > A, atedy 4 spliiuje (5). Rovnost 2% = 1 nemiZe nastat
podle Konigovy nerovnosti.

Piedpokladejme, 7e 2 < A. Potom mnoZina S = {v</1,v>2"&cf(v) = w}
je stacionarni v A a podle (6) pro kazdé veS plati v*=v*. Vezméme spojitou
rostouci posloupnost kardinald (4,:a < x> konvergujici k 4. MnoZina A =
={a<x:icf(d,) = w&Af =4} je stacionarni v x. Pro kazdé xeA vezméme
prosté zobrazeni @, mnoziny [4,]%* do .. Pfitadime ka?dé¢ mnoZing¢ X < A mo-
hutnosti <x funkci fy definovanou na x predpisem fy(a) = ¢,(X N 4,), pokud
x€A, a jinak fi(a) =0. Ziskali jsme tak prosté zobrazeni mnoziny [A]** na
systém na A skoro viude riiznych funkci

(e xelt)= = Xi
Tedy podle 2.32(ii) je A = 4" a 1 spliiuje (S).

(ii) Diikaz je obdobou pfedchoziho dikazu. Necht (A,:a < %) je rostouci spojita
posloupnost kardinali konvergujici k A. Pro systtm S < (1) poloZme A =
={a<x:|{X n4:XeS}| <4} Z ptedpokladu na systém S plyne, ze 4 je
stacionarni v x. Zvolime-li pro kazdé ae 4 vzijemné jednoznalné zobrazeni ¢,
mnoziny {X ni,:XeS} do 4, ziskame, podobné jako v ptedchozim dikaze,
systém na A skoro viude riznych funkci {fy: X €S} = X 4,. Tedy podle 2.32(i)
je IS| < 4. asx

2.35 Diamantové kombinatorické principy. Silverova véta je ptikladem, v jehoz
dikaze hraji stacionarni mnoziny dalezitou roli. Setkdme se je3té s jinymi priklady
pouziti stacionarnich mnozin. ReSeni otizek bezespornosti znamych probléma
{Suslinovy a Kuperovy hypotézy, viz § 3) vedlo k formulaci principi, tykajicich se
stacionarnich mnozin, které nalezly Sirsi pouziti.

R. Jensen vyslovil nejdilezitéjsi z téchto principii (<, [, morass) a ukazal, ze
plati v univerzu konstruovatelnych mnozin. Uvedené principy nejsou dokazatelné
v teorii mnozZin, ale jsou relativné bezesporné. To znamena4, Ze je lze pridat jako novy
axiom. Resi nékteré problémy, které jsou jinak nerozhodnutelné. Maji podobnou
ulohu jako axiom vybéru nebo hypotéza kontinua.

2.36 Mnoziny uzaviené na operace. Zatneme jednoduchym pozorovanim. Pfipo-
mefime, Ze operaci na mnozin€é A se rozumi kazdé zobrazeni f: 4" — A, kde n
je ptirozené Cislo, kterému se fika Cetnost operace f.

Necht na A4 jsou dany operace f,, i€l anecht n, je Eetnost operace f;. Rikame, ze
Y © A je uzaviend na operace, jestlize pro kazdé iel plati

fly]cvy.
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2.38 Staciondrni mnoziny 1

Jinymi slovy, Y je uzaviena na operace f;, jestlize pro libovolné prvky x;, x,,...,x, € Y
je vysledek operace f{x, ..., x,) opét prvkem mnoZiny Y.

2.37 Uzavér mnoZiny na operace. Necht f, iel jsou operace na mnoZiné A.
Ukazeme, Ze pro kazdé X < A existuje mnozina Y & A takova, e (i) obsahuje X,
(ii) je uzaviena na operace a (iii) je to nejmensi mnozina (vzhledem k <), pro kterou
plati (i) a (ii).
MnozZina Y se nazyva uzdvér mnoZiny X na operace f, i€l a budeme ji
znagit CI(X).
Pro libovolné Z < A polozme
opz) =z v yslzv].
iel
Iterovanim zobrazeni Op ziskame uzavér mnoziny X. Polozme
cx)= U x,,
n<w
kde Xo=X a X,,, = Op(X,) pro kazdé n < w. Je snadné ovéfit, Ze mnoZina
CI(X) spliiuje podminky (i}-{ii).
Uvedena konstrukce umoziiuje odhadnout mohutnost uzavéru CI(X). Specialng,

uvazujeme-li nejvyse spodetné mnoho operaci na mnoZiné A4, pak pro kazdou ne-
koneénou X < A ma uzavér CIX) stejnou mohutnost jako X, protoze

x| < |cix)| < |x| + ‘(LlXI = |x].

Jinymi- slovy, uzavienim nekone¢né mnoZiny na operace ziskime mnoZinu stejné
mohutnosti.

Ctenat snadno nahlédne, 7¢ ma-li mnoZina X mohutnost >w,, pak jeji uzavér
na o, operaci bude mit stejnou mohutnost jako X. Podobn& i pro daldi mo-
hutnosti.

Nasledujici tvrzeni je zobecnénim ptedchoziho pozorovani.

2.38 Véta. Necht 1 > w je reguldrni kardindl a necht f, i€l je méné nez A operaci
na A. Potom mnoZina

C ={x <A a jeuzaviené na operace f, i€l}
je uzaviend neomezend v A.

Toto tvrzeni je obdobou znamé Lowenheimovy-Skolemovy-Tarského véty
smérem doli.
Ditkaz. Uzavienost mnoZiny C je zfejma. Dokazujeme neomezenost. Necht a, < 4.
Protoze A > w a regularni, je uzavér Cl(«,) na operace f; mens§i mohutnosti nez 4,
a proto Cl(x,) je omezena mnoZina v A. To znamen4, Ze existuje «; < 4 takové, ze
Cl(x,) < @,. Rekurzi ziskame rostouci posloupnost a,, n < w, pro kterou Ci(x,) =
c a,,,. Jeziejmé, Ze pro « = sup«, je
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1t 2.38

Clle) = | Clle,) = «,
tedy « > «, a je uzaviené na operace f;.
Dokazali jsme, Ze C je také neomezena v A.

2.39 Pfiklady. (a) Necht f je vzajemné jednoznainé zobrazeni w, na w, X w,.
MnoZina

C = {2 < w,: f zobrazuje « na o x «}

sestdva praveé z ordinalnich Cisel, ktera jsou uzavieni na operace f ', n,f a m, f,
proto je podle 2.38 uzaviena neomezena.
(b) Necht (f,:a < w,) je soubor operaci na w,. Potom mnoZina

D = {a < w,:a je uzavienéna f;, B < «}

je uzaviend neomezena.
Pro kazdé « < @, poloime A4, = {B <w,:f uzaviené na f,}. Jelikoz D =
= AA,, podle 2.38 a 2.14 je D uzavieni neomezena.

2.40 Definice (Jensen 1968). Diamantovy princip & je nasledujici tvrzeni: Existuje
posloupnost {A4,:a < w,) takova, Ze pro kazdé o« < w, je A, € « a pro libovolné
X c w, jemnozina {a < w;: X Na = A,} stacionarni v w,.

Posloupnosti, ktera spliiuje podminky ¢, fikame <& -posloupnost.

241 Lemma & — CH.
Dikaz. Necht (4,: « < w,) je O-posloupnost. Potom pro kazdé X < w existuje
o w < a<w takové, ze X = X na = A4,. Odtud plyne, Ze existuje prosté zobra-
zeni #(w) do w,, proto 2° = w,.

Diamantovy princip < je zesilenim hypotézy kontinua. O-posloupnost obsahuje
viechny omezené¢ podmnoziny w, a navic s libovolnou pfesnosti aproximuje viechny
podmnoZziny w,.

2.42 Priklad. Vime, podle 1.15, Ze za pfedpokladu CH existuje skoro disjunktni
systém mnoZin na w, mohutnosti 2**. Ukazeme, Ze za piedpokladu O existuje ta-
kovy systém sestavajici navic ze stacionarnich mnoZin.

Necht (4,:a < w,) je O-posloupnost. Pro X € w, polozme
SX)={a<ow:Xna=4,).

Pro rizné X,Y< w, je S(X)nS(Y)< o, kde a je nejmensi prvek z X A Y.
Tedy {S(X): X < w,} je AD systém plné mohutnosti 2°* sestavajici ze stacionarnich
mnozin.

Existuje ptirozené zobecnéni diamantového principu i pro vétéi kardinaly.

2.43 Definice (Jensen). Necht 1 > w je regularni kardinal a necht E < 4. Princip
< ,(E) oznatuje nasledujici tvrzent:

242



2.45 Staciondrni mnoZiny I

Existuje posloupnost {A,:ae E) takova, ze pro kazdé¢ weE je A, S o a pro
libovolné X < 1 je mnozina {aeE: X na = A} stacionarni.

Posloupnost (A,:a€ E) spliujici podminky < (E) nazyvame < (E)-posloup-
nosti.

Misto O ,(4) piseme struénéji ©, a jakmile A = w,, index A vynechavame.

Je zfejmé, Ze jakmile plati O ,(E), pak E je stacionarni v 4. Je-li E, € E, € 4,
pak O,(E)) = O (E,).

Podobné jako 2.41 se dokaze

(7 O~ (W< A2 <),

Diamantovy princip ma fadu ekvivalentd. Uvedeme jeden z nich.

2.44 Definice. Pro E< A, 1> w regularni O(E) oznatuje nasledujici tvrzeni:
Existuje posloupnost {W,:a < 1) takova, ze pro kazdé a < 1 je W, < P(a),
|W, < |« a pro libovolné X < / je mnozina {«€ E: X nae W,} stacionarni.

Pov§imnéme si, Ze posloupnosti zarugené v principech &, ©,(E), O(E) mazeme
pozménit na nestacionarni mnozing, aniz bychom porusili platnost odpovidajiciho
kombinatorickému principu.

2.45 Viéta (Kunen). O,(E)«> OY(E).
Dtkaz. Implikace — je zfejma, stadi polozit W, = {4,}. Dokazujeme opa&nou
implikaci. Necht (W,:a € E) je O(E)-posloupnost. Potiebujeme nalézt & ,(E)-po-
sloupnost.

Zvolme vzajemné jednoznaéné zobrazeni f kardinalu 4 na 1 x 1. Podle 2.39(a)
vime, z¢ mnozina C = {o < A: f[«] = « x «} je uzavien4 neomezend. Z posloup-
nosti (W,:ae E) a zobrazeni f ziskdme novou posloupnost (R,:a€ E), kde

R, ={f[Y]:Ye W)}, pokud aeCnE
a jinak
=0.

Nejprve ovéfime, Ze pro libovolné X' < 1 x 4 je mnozina
(8) S'={aeE: X n(axx a)eR,}

stacionarni v 4. Pro dané X'< A x A vezméme mnozinu X = f7'[X] < A
Z ptedpokladu O'(E) plyne, 7¢ mnozina S = {«a€E: X naeW,} je stacionarni.
Pro 2aeCnS plati XnoaeW, a f[Xna]=f[X]nfle]=X (e xa)
proto X' n(x x «)eR,. Ukazali jsme, 26 CnSc S, tedy § je stacionarni
mnozina.

Nyni ukazeme jak z posloupnosti (R,:a€ E) ziskame < ,(E)-posloupnost.

Je-li aeE, je |R,] < la] a R, € P(« x ). Zvolime ogislovani R, = {H{a, f): p < a}
pro kazdé aeE a poloZime pro a€E, f < «
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Ala, B) = Ho, B)" 18y = {y: By>erd= p)) .

Je ztejmé, 7e A(x, f) < o Ukéazeme, Ze pro néjaké B, < 4 je {A(x, fy):acE)
hledana & ,(E)-posloupnost. Predpokladejme, ze to neplati. Pro kazdé f < A zvolme
X, < 4 takové, ze

{ae E: Xy o= Ale, B)}

je nestacionarni v /. Polozme X' = (J ({8} x X,) a vezméme mnozinu S’ defino-
i

vanou vztahem (8). Pro a €S’ existuje &islo g(a) < a takoveé, ze

X' (e x @) = o, ga).

Ziskali jsme funkci g, ktera je definovana a regresivni na stacionarni mnoziné S'.
Podle Fodorovy véty existuje ¥ < 4 takové, ze vzor S, = g~ '{y} je stacionarni.
Pro kazdé aeS, plati X' n(e x «) = rx,y) a soucasné (X' n{a x a))' {7} =
= X, na, odtud dostavame X, na = A(s, ). To znamena, Ze mnozina

{veE: X, 0o = Alo,y)} 28,

je stacionarni, to je spor s volbou mnoziny X,.
Dokazali jsme, ze pro ngjaké B, < 4 je {(A(x, fo):x€ E) <& ,(E)-posloupnost.
Dikaz je hotov.

2.46 Princip < je silngjsi nez CH, neplyne ani z GCH. Pro 1 > w; neni O, tak
silné tvrzeni. Za ptedpokladu GCH plati pro nasledniky nespocetného kardinalu
dokonce silnéjsi verze diamantového principu.

2.47 Princip O¥(E), kde 1 je nespocetny regularni kardinal a E je jeho stacionarni
podmnoZina, zaru€uje existenci posloupnosti {(W,:aeE) takové, Ze pro kazde
«eE je W, < P(a), [W] <o a pro libovolné X = 4 existuje uzaviena neome-
zena mnozina C < A takova, Ze pro kazdé «e CnE plati X nae W,.

Je ziejmé, ze z OXE) plyne O4(E), a tedy podle 2.45 také O,(E). Navic,
z O¥(E) plyne & ,(D) pro kazdou stacionarni mnozinu D < E, a také O,

2.48 Véta (Gregory 1976, Shelah 1980). Pfedpokiddejme GCH. Je-li A > w, pak
pro kazdé reguldrni » < A takové, ze » + cf(2), plati O*.(E(x)).

Specidlné, je-li 2° = w, a 2** = w,, potom plati O, (E(w)).
Ditkaz. UkaZeme, e kdyz 2* = A™ a pro n&jaké regularni »x < 4 plati bud

(i) =4,
nebo

(ii) 2 je singular, x # cf(4) a pro kazdé v <1 je v <4,
potom ¥, (E(x)).

Z predpokladu 2* = 1* plyne, Ze vSech omezenych podmnozin kardinalu 4%
je A*. Zvolme o&islovani

9) (Aga < A%
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248 Staciondrni mnoZiny 111

viech omezenych mnozin v 4" s 27 nasobnym opakovanim. Pro libovolnou mnozinu
X € A" sestrojime funkci f: 47 — A" a uzavienou neomezenou mnozinu C < 77,
Podle piedpokladu pro kazdé « < A* se mnozina X n« vyskytuje v souboru (9)
A*-krat. MiZzeme proto rekurzi sestrojit rostouci funkci 14" — 1% takovou, Ze

pro kazdé « < A" je X na = A,,. Polozme

C={a<i*:fla]lca} a E={6<2:A<6&cf(5)=

Je ziejmé, 7e C je uzaviena neomezena v A" a O (E) > O¥.(E(x)).
Necht pro x, A nastava ptipad (i). Pro kazdé 6e E polozme

m={ﬂLGJyAa:Ye[5]<" (VpeY)(4, <o)}

Je ziejme, ze W; < P(0) a |W;| < |8 = A* = A. Ovétime, e (W;:5€ E) splituje

podminky O ¥.(E). Necht X < 1% a vezméme f a C sestrojené pro X v prvni asti

diikazu. Pro libovolné 5 € C n E zvolme mnozinu Y < 6 kofinalnis da |Y| = x

Jelikoz d€C, f[Y] je kofinalni podmnozina . Odtud plyne, Ze
Xné=UXnp= UAN,,

BeY

To znamena, 2e X N & € W;. Dokazali jsme, ze pro kazdé e CnE je X nde W,
tedy OF-(E).

Uvazujme ptipad (ii). Oznaéme p = cf(4) a vezméme rostouci posloupnost
kardinald {4,,¢ < p> konvergujici k 1. Predpokladame, Ze x > p, protoze
x < p spada do ptipadu (i). Pro kazdé o < A" zvolme neklesajici posloupnost
(V(2,&): & < u) podmnozin ordinalu « takovou, ze a = |J V(e &) a |V(a, &) < 4,

S<u

pro kazdé ¢ < p. Pro 6 € E definujeme

= (U B < (Ve [Ve. 07 Udy < o).

€

Je ziejmé, 2¢ W, < #(3), a podle predpokladu (i) je |Wj| < ZIV(& O <

Ovétime, ze (W;:5€ E) je posloupnost pro OF.(E). Necht X = l* a vezméme
f a C definované pro mnozinu X v prvni Casti dikazu. Pro ée En C zvolme
mnozinu Y < & kofinalni s 6 a |Y| = x. Potom f[Y] je kofinalni podmnozina ¢
a |f[Y]| = > p Tedy existuje Qe[Y]* takové, ze f[Q] < V(5,) pro n&jake
& < u. Potom X n§e W, protoze

Xmé—Hszﬁ— UA,

el e ve.e).

Dokazali jsme, Ze i v tomto ptipad€ pro kazdé 6e CnE je X nde W, Dikaz
je hotov.
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2.49 Zastavime se u jednoduché otazky. Je-li E stacionarni podmnozina regular-
niho kardinalu », mizeme se ptat, zda existuje n&jaké & < x takové, ze End je
stacionarni v 6. Otazka mé smysl pouze pro kardinaly x > w,, protoze pojem stacio-
narni mnoziny je zaveden pro ordinaly § s nespocetnou kofinalitou. Pokud takové
& < » existuje, Fikame, ze 6 reflektuje stacionarnost mnoZiny E.

Podie 5.10 je pro nedosazitelny kardinal, ktery je slabé kompaktni, odpovéd
pozitivni. Co mlZeme Fici o této vlastnosti pro nasledniky nekone¢ného kardinalu?

Je-li x regularni, pak E(x) = {6 < x7:cf(8) = x} je stacionarni mnoZina v =”,
ale jeji stacionarnost neni reflektovana zadnym ordinilem 6 < x* s nespoetnou
kofinalitou. Pro limitni 6 < x* je cf(d) < x a zvolime-li uzavienou neomezenou
podmnozinu C € & usporadanou podle typu cf(8), potom E(x)n C'= 0, a tedy
E(%) A & neni stacionarni v 4.

Seznamime se s dal3im Jensenovym principem [J;, nazyvanym prosté Ctverecek.

2.50 Definice. Princip (1, : Existuje posloupnost mnozin {(C;: 8 < 4% & § limitni)
takovd, Ze pro kazdé limitni § < A* plati
(i) C; < 6 aje uzaviena neomezené v 4,
(if) je-li cf(8) < 4, pak |C,| < A,
(iii) je-li ¥ < & limitni bod mnoziny C,, pak C. = C;ny.
Posloupnost {(C;:8 < A1) spliwjici podminky (iHiii) nazyvame O,-posloupnosti.

Viimnéme si, ze [J, zaruCuje existenci mnozin C, pro ordinaly az do nasledniku
1. Pro A = w &tveretek [T, plati, sta¢i polozit C; = 6. Jinym prikladem (O, -po-
sloupnosti je posloupnost {C;:6 < w; & § limitni), kde pro kazdé  je C; kofi-
nalni podmnozina é typu w sestavajici z izolovanych ¢&isel.

Pro A > w v3ak princip [J, neni dokazatelny v teorii mnozin. Misto (J,,, budeme
psat kratce [J. Jensen (1972) ukazal, 7e z V=L plyne OJ, pro kazdé¢ A. To zna-
mena, ze tvrzeni (VA) [, je bezesporné s teorii mnozin.

Necht (C,:6 < A* & § limitni) je [J,-posloupnost pro A > w. Potom z (ii)
a (iii) plyne, ze pro § < 2* takové, ze cf(6) = 4, je typ (C;) = A. Je-li 4 singular,
pak pro kazdé & < i* je typ (C,;) < A. Odtud plyne, e typy usporadani viech
mnozin C; jsou nejvyse rovny A.

Ukazeme, ze [J, tesi negativné problém reflexe stacionarnosti pro kardinal 1%,

2.51 Véta. Predpoklddejme A > w a [, Potom pro kaidou mnoiinu X < A*
staciondrni v A% existuje Y < X, kterd je také staciondrni v A*, ale Zddné & < A™
nereflektuje staciondrnost mnoziny Y.

Dikaz. Necht {C;:0 < A" &§ limitni)> je [O,-posloupnost. Limitni ordinaly
<A” rozlozime na tfidy podle typi uspofadani mnoZin C,;. Pro a < 4 polozme
T, = {6 < A" :typ(C,) = a}. Nejprve ukazeme, e ka?da mnozina T, je nestacio-
narni véude pod 1*. Vezméme libovolné B < 1* takové, ze cf(f) > w. Necht
C; je mnozina hromadnych bodd mnoziny C; v §. Vime, ze Cj je uzaviena neomeze-
navp,ajeli de Cy n T, pak é je limitni, C; = C; n & atyp(C,) = «. To znamena,
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2.54 Staciondrni mnoziny 1

Zze mnozina C; N T, je nejvyde jednoprvkova, a proto T, N fi je nestacionarni v f.
Necht X je stacionarni podmnozina 4. Systém {7, X % 0:« < A} je rozklad
stacionarni mnoziny X n {8 < 1*:4 limitni} na méné nez A* ¢asti. Jelikoz ideal
nestacionarnich mnozin v 4% je 1*-Gplny, existuje néjaké « < 1 takové,ze X N T,
je stacionarni v A*. Pro jedno takové « polozme Y= X N T, Jelikoz YS T,
je také mnozina Y nestacionarni viude pod 1*. Dtikaz je hotov.

2.52 Dusledek. Predpoklidejme GCH a (3, pro 4 > w. Potom existuji staciondrni
mnozina E < A% a [O,-posloupnost (D;: 6 < A" & & limitni) takové, e plati

(i) Dy~ E =0 pro kazdé ,

(ii) ©5-(E).

[ ,-posloupnost spliujici (i) se nazyva O,(E)-posloupnosti.
Dikaz. Podle véty 2.48 vime, Ze existuje regularni x takove, ze plati O *.(E(x)).
Odtud plyne, ze pro kazdou stacionarni mnozinu E < E(x) plati ©,.(E).

Nech{ (C;:6 < A* &4 limitni) je néjaka ([3J,-posloupnost. Zvolme o <1
takové, ze pro mnozinu T, definovanou v pfedchozim dikaze je mnoZina E =
= T, n E(x) stacionarni v A*. Plati ©,.(E). Tim je dokézéno (ii), zbyva dokazat (i).

Bud 8 < A* limitni. Existuje-li ¢eC; takové, Ze mnozina C;n ¢ ma typ a,
pak existuje jediné takové &, a v tomto ptipadé polozme B; = C; — (£ + 1). Jestlize
7adné takové ¢ neexistuje, polozme B; = C,. Snadno se ovéii, Ze mnoziny B;
tvoti [O,-posloupnost. Navic, Zadny limitni bod mnoziny B; nelezi v T,. Proto
uvazujme mnoZiny Bj viech hromadnych bodl ¢ < 6 mnoZin B,. Je-li B; neome-
zena v 4, a to je vzdy, kdyz cf(6) > w, polozime D, = Bj;. Je-li By omezena v 4,
pak cf(8) = w a D; ziskame tak, Ze ptidame k mnoZin¢ B; n&jakou kofinalni pod-
mnozinu s 4, jejiz prvky jsou izolované ¢isla a vétsi nez viechny prvky z Bj.

Posloupnost (D,:4 < A* & & limitni) je hledana [J,.(E) posloupnost.

2.53 Existence stacionarni mnoziny E € A* pro 4 > w takové, ze plati ©,+(E),
spolu s existenci [1,(E)-posloupnosti je kombinatoricky predpoklad, z které¢ho
plyne existence 1*-Suslinova stromu. UkaZeme to v nasledujicim oddilu.

2.54 Bezespornost kombinatorickjch principii < a [J. Jensen (1972) ukazal, Ze prin-
cipy ©,(E) pro kazdé stacionarni E < 4 a A regularni a (VA) [J, plati v univerzu
konstruovatelnych mnoZin L. Jsou tedy bezesporné s teorii mnozin. Navic ukazal,
ze © neni disledkem CH.

Podle (7) (viz 2.43) ¢, implikuje identitu 2<% = 1, ktera neni dokazatelna v teorii
mnozin. To znamena, Ze neni dokazatelny ani princip O ,.

Poruseni (3, pro 4 > o je mnohem obtiZn&jsi. Jensen (1972) ukazal, ze pokud
neplati (1, pro n&jaké A > w, potom A" je Mahliv kardinal v L. Speciainé z (0
plyne, Ze existence Mahlova kardinalu je bezesporné s teorii mnozin.

Poruseni [J, pro n&jaké singularni A, naptiklad —1(J , ma za dasledek beze-
spornost existence métitelnych kardinald.
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Jsme svédky situace, ktera neni neobvykla v teorii mnozin, kdy néjaké tvrzeni
o malém kardinalnim ¢&isle, naptiklad (T, dava bezespornost existence néjakého
velkého kardinalu.
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§ 3 Stromy a linearni usporadani

Nejprve se budeme zabyvat typy uspofadani mnozin realnych ¢&isel. UkaZeme,
7e existuje plna mohutnost 2*“ mnoZin realnych &isel, které maji navzajem neporov-
natelné typy. Seznamime se se Speckerovym uspofadanim a se Suslinovym problé-
mem charakterizace uspofadani realné primky, ktery vede k Suslinové hypotéze.
Budeme definovat Kureptv systém mnoZin a vyslovime Kurepovu hypotézu.

Zavedeme duleZity pojem stromu a dok4Zeme existenci Aronszajnova stromu.
Ukazeme, jak za pomoci kombinatorickych principl © a [J lze konstruovat
Suslinovy stromy.

PopiSeme dualitu mezi linearné uspofadanymi mnoZzinami a stromy a ukaZeme ji
na vztahu mezi Speckerovym uspotadanim a Aronszajnovym stromem a mezi
Suslinovou ptimkou a Suslinovym stromem.

Mnohé zakladni otazky tykajici se linearnich uspofadani a stromd (naptiklad
Suslinova nebo Kurepova hypotéza) jsou nerozhodnutelné v teorii mnozin. V za-
vérecném odstavci je uveden stru¢ny ptehled vysledkd tykajicich se bezespornosti.

3.1 Typy linearn€ uspofadanych mnoZin. Jsou-li dvé linearné uspoiadané mnoziny
izomorfni, fikéme, Ze jsou stejného typu. Ptipomefime, Ze typ linearné usporadané
mnoZiny (L, <) je néjakd mnozina tp (L, <), kter4 reprezentuje tfidu viech uspo-
fadanych mnozin izomorfnich s (L, <.

Vime, Ze ordinalni &isla jsou typy dobfe usporadanych mnozZin. Stejné jednoduché
typy pro viechna linearni uspofadani nejsou bohuZzel po ruce. Typy linearnich
uspofadani v§ak muzeme definovat pomoci axiomu fundovanosti zplisobem, ktery
je uveden v §6 kapitoly Il. Izomorfni vnofeni pak davaji pfirozenou moznost
vzijemného porovnavani typi.

3.2 Porovnavani typd. Necht ¢ = tp(L, <,) a ¥ = tp(K, <) jsou typy linearné
uspofadanych mnozin. Rikdme, Ze ¢ /ze vnoFit do Y nebo ze \ roz§ifuje @, a piseme
@ <y, jestlize existuje prosté zobrazeni f: L — K, které zachovava uspofadani.
Tedy ¢ < ¢, pravé kdyz existuje izomorfni vnoreni (L, <,> do (K, <,).
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Je ziejmé, Ze < je reflexivni a tranzitivni relace. Uspofadané mnoziny stejného
typu maji nejen stejnou mohutnost, ale i izomorfni uspofadani. Relace < neni
slabé antisymetricka, neplati pro ni obdoba Cantorovy a Bernsteinovy véty.

3.3 Priklad. Realnou ptimku R s obvyklym uspotadanim lze izomorfné vnofit
do jeji podmnoziny R, = R — {0}. To znamena, 7¢ tp(R) < tp(R,) a soudasnd
tp(R,) < tp (R). Pfitom viak mnoZiny R, a R nejsou izomorfni, tedy tp (R) + tp (R,).

3.4 Mohutnost typu. Inverzni typ. Necht ¢ je typem linearniho uspofadani (L, <, ).
(i) Mohutnosti typu ¢ rozumime mohutnost mnoziny L. Znagime ji .
{ii) Typ mnoziny L pfi inverznim uspotadani >, znatime ¢* a nazyvame jej
inverznim typem k typu ¢.
Je ztejmé, Ze |@| = |p*|. Specialné w* je spocetny typ inverzni k typu o.

3.5 Typy o, 1, A. Pfirozena, raciondlni a realna &isla s obvyklym uspofadanim
jsou zakladni piiklady linearné uspofadanych mnozin. Jim odpovidajici typy uspo-
fadani se zna¢i symboly w, #, A. Snadno se nahlédne, Ze w* *+ w, n* =7
a A* = A

3.6 Baze tiidy typi. Je-li C tfida typd, fikame, ze mnozina B < C je bdzi pro C,
jestlize pro kazdé ¥ e C existuje ¢ € B takové, ze ¢ < y.

3.7 SpoCetné typy maji fadu hezkych vlastnosti. Uvidime ve 4.9, 7e z Ramseyovy
véty plyne, Ze pro kazdy spocCetny typ ¢ plati @ < ¢ nebo w* < ¢. Jinymi slovy,
{w, w*} je bazi pro mnoZinu viech spoletnych typi. Odtud plyne, Ze je to také baze
pro tfidu vSech nekonecnych typu.

Tvrzeni 6.40 z kapitoly 1 fika, Ze 1 je univerzalni spoéetny typ. To znamena, e
pro kazdy spocetny typ ¢ plati @ < 5. Specialn& pro kazdy spocetny ordinal « je
a < #, neboli existuje podmnoZina X < @, ktera je usporadana podle typu a.

Nespocetné typy jiz nemaji tak hezké vlastnosti. Ukazeme, ze {w,,w?} netvofi
bazi tfidy nespocetnych typa.

3.8 Lemma. Zddnd podmnoZina redlné pFimky neni uspofddand podle typu w, ani
odle typu o, ted

p ypu @y, tedy w, £, wrfgl.

Ditkaz. Ukazeme, Ze neexistuje mnozina X < R typu w,. Stejné tvrzeni pro typ

w} se dokazuje podobné.

Predpokladejme, ze existuje mnoZina X = {x,:a <o} = R takové, e pro
vechna « < f je x, < x;. Pro kazdé a < w, vybereme jedno racionalni &islo q,
takove, Zze x, < g, < x,,,. Dostavime prosté zobrazeni nespocetného kardinalu
w, do spoCetné mnoziny racionalnich &sel a to je spor.

3.9 Realné typy. Rikame, ze ¢ je redlnym typem, Jestlize @ < A. Realné typy jsou
pravé typy podmnozin realné primky.
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3.10 Speckerovy typy. Erdés a Rado (1956) polozili otazku, zda w,, w* a ne-
spocetné realné typy tvofi bazi pro viechny nespocetné typy. Kratce nato dal
E. Specker negativni odpovéd. Ukazal, Ze existuji nespocetné linearné uspotadané
mnoziny takové, Zze 7adna jejich nespocetna podmnoZina neni typu o,, ani w?,
ani neni izomorfni s né€jakou podmnozZinou redlné piimky. Takovym linearnim
uspotadanim fikdme Speckerova uspofdddni a typy nazyvame Speckerovy. Specke-
rovymi typy a jejich vztahem k Aronszajnovym stromim se zabyvame v 3.63.

Je zajimave, ze Speckerovy typy maji mohutnost pravé w,, viz 3.63. Odtud plyne,
ze {w,, !}, nespoCetné realné typy a Speckerovy typy tvoii mnozinu, kterd je
bazi pro tfidu vSech nespocetnych typu.

Ukazeme, Ze za pfedpokladu hypotézy kontinua neexistuje koneénd baze pro
nespocetné typy. Je dosud otevienym problémem, zda toto tvrzeni plati i bez doda-
te¢nych mnozinovych predpokladi.

3.11 Neslutitelné typy. Rikame, ze dva typy ¢, ¥ stejné mohutnosti jsou nesluciteiné,
jestlize pro Zadny typ x mohutnosti |@| neplati soutasné y < ¢ a y < .
3.12 Véta (W. Sierpinski 1950, S. Ginsburg 1955, J. Baumgartner 1982). Necht ¢
je redlny typ mohutnosti 2°.

(i) Existuje systém S < {¢:¢ < @ & [¢| = 2°} vzdjemné neporovnatelnych typit
takovy, Ze S md maximalni moZnou mohutnost 2*.

(i) Existuje systém T< {y:¢ < @&|¥| =2} vzdjemné neslucitelnych typt
takovy, ze |T| = (2°)*.
3.13 Disledek. Za pFedpokladu CH systém T sestdvd z neslucitelnych typti mohut-

nosti w,. To znumend, Ze za pFedpokladu hypotézy kontinua nemizZe existovat konecnd
baze dokonce ani pro nespoletné redlné typy.

Dtive nez tato tvrzeni dokdZeme, zavedeme pojem uzavéru izomorfismu a ukazeme,
ze existuje pouze 2, v jistém smyslu maximalnich, izomorfnich zobrazeni podmnozin
realné primky do realné pfimky.

Je-li f:A — B izomorfismus mnozin A4, B < R, definujme uzavérf izomorfismu /
nasledujicim zplisobem: Pro libovolna realna &isla x, y

y=Jx) (Ve >0)(@x, x, e A)(x; < x < x, & flx)) <y < flx )
& (xy — x;) < e&(f(x)) = flx,)) < ¢).
Je ziejmé, e f < f, proto 4 < Dom(f). Navic xe Dom(f) — A, pravé kdyz
x =supf{aed:ia<x} =inf{aed:a> x},

sup {f(a):ae A& a < x} =inf{f(a):acA&a> x}.

Pro kazdé takové x je f(x) = sup f[4 n (<, x)].
Snadno se ovéti, ze f je také izomorfismus a Ze je to nejvétsi izomorfismus, jehoZ
hodnoty jsou jednozna¢né uréeny zobrazenim f.
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3.14 Lemma. Je-li f izomorfismus mezi podmnoZinami rediné primky, pak existuje
nejuyse spoletné zobrazeni g < f takové, e f < g.

Ditkaz. Necht f je izomorfismus, ktery zobrazuje mnoZinu 4 na B. UkaZeme, 7e
existuje nejvyse spocetnd mnozina A, & A takova, ze kazdé xe 4 — A4, je limit-
nim bodem obou mnoZin {a€ Ay:a < x} i {a€dqyia > x}.

Mnozinu A4, ziskame tak, ze vybereme nejvyie spoetnou mnoZinu A, S A4
hustou v A4 a k ni pfidame viechny body z 4, které nejsou oboustranné hromadnymi
body mnoziny A4,. Necht B, € B je nejvyse spodetna mnozina s obdobnymi vlast-
nostmi jako Ao Vezméme C = A, u f '[B,] a polozme g = f|C. Je snadné
ovéfit, ze zobrazeni g ma pozadované vlastnosti.

3.15 Dikaz véty 3.12. Necht 4 < R ma mohutnost 2 a ¢ = tp(4). Necht
{fi < 2% je ocislovani viech spocetnych izomorfism mezi mnoZinami realnych
Cisel.

Rekurzi sestrojime mnoZinu Z = {z,:a < 2°} < 4, kterou pouzijeme k dikazu
(i) a (ii). Predpokladejme, ze a < 2% a Ze jsme jiz sestrojili z; pro B < a. Necht Z,
je uzavér mnoziny {z,: < «} na viechna zobrazeni f, a f;~' pro § < a. Pritom
|Z.| < 2%, miZeme tedy vybrat z,e A tak, ze z,¢ Z,. Takto ziskame mnoZinu Z.

Nyni pro libovolné X < 2° polozme Z(X) = {z,:xe X}. Ukazeme, ze jsou-li
X,Y < 2¢ takové, ze X — Y je kofinalni podmnozZina kardinalu 2%, pak Z(X) se
ned4 izomorfné vnotit do Z(Y).

Predpokladejme naopak, ze f:Z(X)— Z(Y) je néjaké vnoreni. Podle 3.14 je
f € /. pro n&jaké x. Zvolme fe X — Y takové,ze f > a. Pak z;,e Z(X) a f(z) =
= f{z;)€ Z4.,. Podle piedpokladu je f(z;) =z, pro néjaké yeY. Pritom
z.€Zy,,,tedy y < B, a BeX — Y. Toznamena, ze y < B, azkonstrukce mnoZiny
Z dostavame z; = [~(z,) = [, '(z,)€ Z,. To je spor, protoze z, ¢ Z,.

(i) Vezméme nezavisly systém {X(a,i):2 < 2*,i < 2} mnozin na 2* mohut-
nosti 2*“. Takovy systém existuje podle 1.7. Pro rizna ¢.n < 2** ma rozdil
X(&,0) — X(1,0) mohutnost 2¢, a je proto kofinalni s 2. To znamena, ze typy
mnozin Z(X(&,0)) pro ¢ < 2** jsou vzijemné neporovnatelné.

(ii) Vezméme systém S skoro disjunktnich mnozin na 2¢ takovy, ze |S| > 2¢.
Takovy systém existuje podle 1.13(i1). Pro kazdé X €S necht y; je typ mnoZiny Z(X).
UkazZeme, ze pro rizna X, YeS jsou typy ¥y a ¥, nesluditelné. Piedpokladejme,
ze Y je néjaky typ mohutnosti kontinua takovy, ze ¥ < Yy, ¢,. Existuje tedy
E = X mohutnosti 2° takové, e Z(E) ma typ . Pfitom E—Y je kofinalni s 29,
a proto Z(E) nelze vnofit do Z(Y). To znamena, ze ¥ £ ¢, — spor. Systém T =
= {¢x: X € S} ma viechny pozadované vlastnosti. Tim je véta dokazana.

Uvédomme si, ze kaZdy systém vzajemné neslucitelnych realnych typt y takovych,
e |¢| = 2%, uréuje skoro disjunktni systém mnozin na 2*. To znamena, ze bez
dodate¢nych predpokladd nelze zvysit mohutnost systému T v tvrzeni (i) véty 3.12.
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3.16 X,-husté realné typy. Spocetnd hustd mnozina X < R ma tu vlastnost, Ze
pro kazdy neprazdny otevieny interval / je / n X spoletny. Vime také, ze viechny
spocetné husté mnoziny v R jsou typu 1. Pojem X, -husté mnoziny v R je pfirozené
zobecnéni spodetné husté mnoziny.

Rikame, ¢ D © R je W,-hustd, jestlize pro kazdy neprazdny otevieny interval /
je |~ D| =X,. Je-li D ¥,-husta mnoZina, jeji typ se nazyva N,-husty typ.

N,-hustd mnoZina ma mohutnost ;. Na druhou stranu, je-li X € R mnoZina
mohutnosti X, pak mnozina

Xo={xeX:(F>0)(Xnle—xx)| <o V|Xn(xx+4 <o

je nejvyse spocetni. Snadno se nahlédne, ze mnoZina X — X, je izomorfni s néjakou
N, -hustou mnoZinou, takZe jeji typ je ¥,-husty. Odtud plyne, Ze X -husté realné
typy tvofi bazi pro viechny nespocetné realné typy.

Vsechny spoletné husté neboli Ry-husté mnoziny jsou izomorfni. Pro ¥,-husté
mnoziny podobné tvrzeni neni dokazatelné.

Piedpokladame-li, ze 2° < 2°!, pak jiz existuji rizné X -husté typy. Podle 3.14
s kazdou ¥,-hustou mnoZzinou maZe byt izomorfni nejvyse 2° podmnozin realné
primky. Pritom je 2°' rGznych X, -hustych mnoZin. To znamena, Ze je 2** rznych
N, -hustych typi.

Ptedpokladame-li CH, pak dokonce existuje 2** vzajemné nesluéitelnych X, -hus-
tych typt. To plyne z 3.12(ii) a dikazu 3.15.

Na druhou stranu J. Baumgartner (1973) ukazal, 7e tvrzeni ,,viechny N,-husté
mnoziny jsou izomorfni“ je bezesporné s teorii mnozin. V takovém pfipad€ nutné
2¢ = 2“1, ale neni to postacujici podminka.

3.17 Susliniv problém se tyka vztahu Suslinova ¢isla a separability linedrné uspo-
tadaného topologického prostoru.

Je-li nekonedny Hausdorffiv topologicky prostor X separabilni, to znamena,
existuje-li spoCetna hustd podmnoZina Y < X, potom existuje nejvySe spoletné
mnoho vzajemné disjunktnich otevienych podmnozin prostoru X. Jinymi slovy,
Suslinovo &islo ¢ (X) prostoru X je w.

Klasickd Cantorova véta, ktera charakterizuje uspofadani realné pfimky R,
tvrdi, Ze kaZda linearn& uspofadana mnoZina (X, <) takova, Ze

(i) X je husté uspofadana a nema nejmensi ani nejvétsi prvek,

(ii) je dedekindovsky uplna, to znamena, Ze kazda neprazdna shora omezena pod-
mnoZina ma supremum v X,

(iii) je separabilni,
musi byt izomorfni s R.

Suslin (1920) polozil otazku, zda podminka (jii) v Cantorové vét¢ maze byt na-
hrazena slabsi podminkou

(iv) c(X) = .
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Kdyby to nebylo mozZné, pak musi existovat linearné uspofidana mnozina
(X, <) takova, ze X jako topologicky prostor s intervalovou topologii ma spocetné
Suslinovo ¢islo, ale neni separabilni. Takovou uspofadanou mnoZinu nazyvame
Suslinovou pFimkou.

3.18 Suslinova hypotéza (SH) je tvrzeni ,neexistuje 7adna Suslinova piimka“.

Je ziejmé, Ze pokud plati Suslinova hypotéza, podminky (i}{iii) a (i), (ii), (iv)
jsou ekvivalentni. UkaZeme, Ze i naopak z ekvivalence uvedenych podminek plyne
Suslinova hypotéza. To znamena, e Suslinova hypotéza je ekvivalentni s tvrzenim,
7e podminky (i), (ii) a (iv) charakterizuji uspotadani realné primky.

3.19 Véta. Existuje-li Suslinova pFimka, pak existuje Suslinova pFimka {L, <),
kterd je husté uspofddand, a v Zddném neprdzdném otevFeném intervalu neexistuje
spoletnd hustd podmnoZina.

Diikaz. Necht X je n&jaka Suslinova ptimka. Definujme relaci ekvivalence na X
tak, ze x ~ y, pravé kdyZ existuje nejvyse spoletna mnozina husta v intervalu s kon-
covymi body x a y.

Necht P < X je né&jaka tfida ekvivalence odpovidajici relaci ~. Je ziejmé, ze P
Je konvexni mnozina. Ovétime, Ze P je separabilni prostor. Necht M je né&jaky
maximalni systém vzajemné disjunktnich otevienych intervalil (x, y) takovych, Ze
x, y€ P. Jelikoz Suslinovo ¢islo ¢(X) = w, je |M| < . Pro kazdy interval Ie M
vyberme néjakou nejvyse spocetnou mnozinu D; < I, ktera je hustd v I. Potom
mnoZina

D= |D
IeM
je nejvyse spocetna a pfidame-li k ni nejmensi a nejvétsi prvek mnoziny P, pokud
existuji, dostaneme mnozZinu hustou v P. Tedy P je separabilni prostor.

Polozme L= X|~. Faktorovou mnoZinu L linearné usporadame relaci <,
kde P < Q znamena, Ze bud P = Q, nebo néjaky (kaZdy) prvek z P je mensi nez
néjaky (kazdy) prvek z Q v uspotadani primky X.

Postupné ovétime, Ze (L, <) je husté uspofadana mnoZina, Z4dny neprazdny
otevieny interval neni separabilni a Suslinovo &islo c(L) = w. Pro kazdé PelL
zvolime nejvyse spocetnou mnozinu H, < P, ktera je husta v P v uspotadani ptim-
ky X.

Necht P < Q. Kdyby interval (P, Q) byl prazdny, pak pro libovolné xe P
a yeQ mnozina Hp U H,, je husta vintervalu (x, y)atoznamena, ¥e x ~ y — spor.
Tedy < je husté usporadani. Podobné se dokaze, Ze interval (P, Q) neni také separa-
bilni prostor.

Predpokladejme, 7¢ ¢ (L) > w. Potom existuji vzijemn& disjunktni neprazdné
intervaly (P,, Q,) pro a < w,. Pro kazdé « vybereme prvky x,eP, a Ve € Q,
Kazdy interval (x,, y,) pfimky X je neprazdny, protoze P, < Q, a x, neni ekviva-
lentni s y,. Tedy (x,, y,) pro @ < w, je nespodetné mnoho disjunktnich otevfenych
intervald na pfimce X — spor. Dokazali jsme, 2¢ c(L) = w.
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3.20 Piedpokladejme, ze neplati Suslinova hypotéza. Podle predchozi véty existuje
Suslinova ptimka (L, <), ktera je husté uspoiédané. Muzeme ptedpokladat, Ze L
nema nejmensi ani nejvétsi prvek. Potom dedekindovské zuplnéni pfimky L bude
opét husté usporadani mnoZina se stejnym Suslinovym &islem a také bez spodetné
husté mnoziny. Ziskame tim linearn€ usporadanou mnozinu, ktera spliiuje podminky
(i), (ii) a (iv) z 3.17, ale nespliuje podminku (iii). Ukazali jsme, Ze pokud podminky (i),
(ii) a (iv) charakterizuji realnou pfimku, potom plati Suslinova hypotéza.

3.21 Kurepova hypotéza. D. Kurepa (1936) se ptal, zda existuje systém mnoZin
S € P(w,) takovy, ze |S| > w, a soulasné pro kazdé « < w, je mnozina
{4 na:A4eS} nejvyse spoletna.

3.22 Oznaleni. Je-li F n&jaky systém mnoZin a X libovolnd mnoZina, potom
zuZeni F na X je systém

FIX={AnX:AeF}.
3.23 Kurepilv systém. Rikame, ze F S P(w,) je Kurepiiv systém, jestlize
(i) |F ‘ 2 0y,
ale
(i) |F|X| <o prokazdé X < w, takové, ze |X| < w.
Je ziejmé, Ze systém S z 3.21 je Kureptv systém.

3.24 Kurepova hypotéza (KH) je tvrzeni ,existuje Kurepav systém*.

KH je nerozhodnutelna v teorii mnozin. Z negace Kurepovy hypotézy vyplyva,
Ze w, je nedosaZitelny kardinal v L. Tedy z negace KH plyne bezespornost existence
nedosazitelného kardinalu. Naopak Silver (1971) ukazal, Ze bezespornost existence
nedosazitelného kardinalu implikuje bezespornost negace Kurepovy hypotézy.

3.25 Kurepova pfimka je linearné uspofadana mnozina (L, <), pro kterou plati
(i) IL] = w,,
(ii) existuje husta mnozina X < L mohutnosti w,,
(iii) Zadnou nespogetnou mnoZinu realnych ¢isel nelze izomorfng vnotit do L.

3.26 Véta. Kurepuv systém existuje, prdvé kdy? existuje Kurepova pFimka.
Ndznak ditkazu. Necht F je Kurepiv systém. Vezmeme-li charakteristické funkce
na w, véech mnozin 4 € F spolu s jejich lexikografickym uspotfadanim, dostaneme
Kurepovu primku.

Naopak, necht (L, <) je Kurepova ptimkaa M < L husta mnozina mohutnosti
o,. Prokazdé xeL polozme D, = {yeM:y < x}. Pak F = {D,:xeL} < (M)
a F je Kureplv systém na M.

3.27 Seznamili jsme se se Suslinovou a Kurepovou hypotézou. Kazda z nich je
nerozhodnutelna v teorii mnoZin.
Uvazujeme-li soubéZné& o platnosti ¢i neplatnosti hypotézy kontinua, Suslinovy
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hypotézy a Kurepovy hypotézy, je celkem osm moznych ptipadd. Je znamo
(Devlin 1978), ze kazdy z nich je bezesporny s teorii mnoZin, pfipadné s teorii mnoZin
a existenci nedosaZitelného kardinalu (jde-li o " KH).

3.28 Speckerovy typy linearniho usporadani, Suslinova a Kurepova hypotéza maji
ekvivalentni vyjadieni v teci stromd.

Pojem stromu je zobecnénim pojmu ordinalu. Stromy reprezentuji procesy, které
se v jednotlivych krocich mohou vétvit. U ordinala se pfechod od mensiho k vétsi-
mu d&je pouze v jednom sméru, od daného ordinalu k jeho nésledniku a na limitnich
krocich k nejbliz§imu limitnimu ordinalu.

Zpocatku je nutné zavést n€kolik pojmi o stromech. Jako obvykle x, A zna¢i ne-
konedné kardinaly, v je libovolny kardinal.

3.29 Definice. Strom je uspofadana mnozina (T, <) takova, Ze pro kazdy vrchol
x e T mnozina viech jeho pFedchiidci {ye T'y < z} je dobfe uspofadana relaci <.

Podstrom stromu T je libovolna podmnozina T’ < T se stejnym uspofadanim <.
Je-li navic T’ dolni podmnoZina, tikame, ze T’ je dolni podstrom stromu T.

Pokud bude ziejmé, které uspofadani stromu mame na mysli, piSeme kratce T
misto (T, <).

Piipomenime, Ze v libovolné uspofadané mnozing (A4, <) se podmnoZina
A' < A, ktera je linearné uspofadana, nazyva fetézcem. Naopak, podmnoZina,
ktera sestava ze vzajemné neporovnatelnych prvki, se nazyvéa antifetézec.

Vzhledem k tomu, Ze ve stromu je mnoZina piedchidct libovolného vrcholu
dobfe uspofadana, kazdy fetézec je dobfe uspofadanid mnoZina. Pfitom mnoZina
fetézch je také uspofadana inkluzi a spliuje podminky principu maximality. Proto
kazdy Fetézec je obsaZen v né&jakém maximalnim fetézci.

3.30 Definice. Vétev je maximalni fetézec ve stromu.

Vétev obsahuje s kazdym prvkem také vechny jeho pfedchidce. Kazda vétev
je tedy dolni podmnoZinou stromu.

3.31 Definice. Necht T je strom. (i) Je-li x e T, ordinalni &islo, které je typem dobte
uspotadané mnoziny («, x), nazyvame vySkou vrcholu x ve stromu T a zna&ime
H(x) nebo kratce H(x).

(ii) Mnozina 7, = {xe T H(x) = a} se nazyva a-td hladina stromu T.

Dolni podstrom sestavajici ze viech hladin T; pro f < « budeme oznacovat
T|a

(i) Vyska stromu T je nejmensi a takové, ze T, = 0. Znacime ji H(T). Jinymi slovy
H(T) = sup {Hy(x) + 1:xe T}.

Mluvime-li o hladinich stromu, mame na mysli jeho neprazdné hladiny, to zna-
mena T, pro « < H(T).

(iv) Délkou vétve rozumime typ jejiho uspofadani. Je to vidy ordinalni &islo
<H(T).
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(v) Je-li délka vétve v < T rovna vysce stromu T, tikame, Ze v je kofindlni vétev
ve stromu T.

Ptitom kofinalni vétev nemusi byt kofinalni podmnoZzinou vzhledem k uspofadani
stromu T.

Nejprve si povsimneme jednoduchych souvislosti mezi zavedenymi pojmy.

Je-li xeT, a f <« pak existuje jediny vrchol y vysky f takovy, ze y < x. To
znamena, Ze fetézec («—,x] ve stromu T je selektorem na mnozing {Tj:f < «}.
Kazda kofinalni vétev (pokud existuje) je selektorem na mnoZiné viech hladin.

Dvé rizné hladiny jsou disjunktni. Rizné vrcholy z téze hladiny jsou neporovna-
telné. Hladiny jsou pfiklady maximalnich antifetézca v T.

Jsou-li x, y neporovnatelné vrcholy, pak existuje nejmensi ordinal o takovy,
Ze se lisi pfedchtidci X', y' vrchold x, y v hlading T,. Totéz plati pro kaZzdou hladinu T,
takovou, ze « < f < min (H(x), H(y)). Pro neporovnatelné vrcholy x, y jsou mnozi-
ny [x, =) a [y, =) jejich naslednikd disjunktni.

Je-li § dolni podstrom stromu 7, pak vyska kazdého vrcholu xe S ve stromu S
je stejna jako jeho vyska ve stromu T Je-li S libovolny podstrom stromu T, pak pro
kazdy vrchol x €S plati jen nerovnost Hg(x) < Hy(x).

3.32 Priklady. (a) Kazdy ordinal a s obvyklym uspotadanim je strom. Jeho vyska
je « a pro kazdé B < a plati H,(B) = .

(b) Je-li A # 0 a« ordinal, pak mnoZzina “*A viech posloupnosti prvki z 4 délky
< a uspofadani inkluzi je strom. Tento strom ma vy$ku « a pro kazdé f < « mno-
%ina #A tvoti jeho B-tou hladinu. Nazyva se upinym A-drnim stromem vyiky .

Specialné, je-li 4 = {0,1}, jde o tiplny bindrni strom vysky «.

Uplny binarni strom vysky @ nazyvame Cantorfiv strom.

(c) Nechf o(Q) je mnozina viech (i transfinitnich) rostoucich omezenych posloup-
nosti racionalnich &isel. Jinymi slovy, o(@) je mnoZina viech izomorfnich vnofeni
ordinalnich &isel na omezené podmnoZiny racionalnich Cisel.

0(Q) s uspotadanim danym inkluzi je strom vysky w,, ktery nema zadnou kofi-
nalni vétev.

(d) Necht » je nekoneény kardinal. Uvazujme mnoZinu T viech posloupnosti
pe “*2 takovych, ze mnozina {«e€ Dom (p): p(a) = 1} je konegna. Potom T spolu
s inkluzi je strom vysky % a kazda jeho hladina ma méné nez » prvkd.

Je-li cf(x) > w, pak existuje pravé x kofinalnich v&tvi v T, protoze kazda kofi-
nalni vétev je urena charakteristickou funkci kone¢né podmnoziny kardinalu «.

Je-li cf(x) = w, pak existuje »™° kofinalnich podmnozin kardinalu x uspotada-
nych dle typu w. Kazda charakteristicka funkce takové mnoziny uréuje kofinalni
vétev stromu T. Existuje tedy alespoii x*°, tedy vice nez x rliznych kofinalnich v&tvi.

Vyska stromu a mohutnost jeho hladin, existence a pocet kofinalnich vétvi jsou
dulezité charakteristiky nekoneénych stromd.
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V prikladu 3.32(c) je strom vysky w,, ktery nema zadnou kofinalni vétev. Jeho
hladiny maji pro viechna nekonena « < w, mohutnost 2*. Pro libovolny nekonec-
ny kardinal » snadno sestrojime strom vy$ky » bez kofinlnich vétvi.

3.33 Piiklad. Necht x je nekonegny kardinal, v = cf(x) a necht {x,: 8 < v) je
rostouci posloupnost, ktera konverguje ke ». Potom mnozina

T={Ka, )<, &p <V}

spolu s uspotadanim <, kde
(o, By < fYesf=F&a<a,

je strom vy3ky x, ktery nema zadnou kofinalni vétev. Strom T je sjednocenim v vétvi,
kazda ma délku <x. Viechny hladiny stromu T maji mohutnost cf (x).

Takovy strom neni pfili§ zajimavy, ale vede k otazce, zda existuji kofinalni vétve
v kazdém stromu vy3ky %, jehoz hladiny maji mohutnost < cf (x). Odpovéd zavisi
na tom, zda existuje Aronszajniiv cf (x)-strom (3.42).

3.34 Definice. Strom vysky x, jehoZ viechny hladiny maji mohutnost mensi nez
kardinal v, se nazyva (x, v)-strom. (x, x)-strom nazyvame kratce x-stromem.

Klasicka véta D. Koniga (1926) tesi zakladni piipad w-stromi.

3.35 Véta. Kazdy w-strom md kofinalni vétev.
Drtikaz. Necht T je w-strom. Pak T je nekoneény a kazda hladina T, je konena.
Zvolme t,€ T, takové, Ze mnoZina (ty, —) vSech jeho naslednikii je nekonetna.
Ptitom T, je kone€na a
! (t» =) = Q [x, —).
xel

Existuje tedy ¢, € T, takové, ze t; > to a(t;, —) je op&t nekone&né. UZitim axiomu
vybéru mizeme pro kazdé n vybrat ¢, e T, tak, Ze (t, —) je nekonetné a t, < t,, .
Potom {t,:n < w} je kofinalni vétev v T.

3.36 Priklady. (a) (D.Konig) Bude-li lidstvo Zit neomezené dlouho, dnes Zije muz,
jehoZ rod nikdy nevymfie po megi.

(b) Necht f je zobrazeni mnoZiny B < A do A takové, ze vzory viech X € A jsou
kone¢né mnoZiny. Necht existuje a€ A takové, ze pro kazdé prirozené n existuje
posloupnost {x,, ..., x,> takova, ze f(x,) = a a prokazdé i < n plati f(x;,,) = x;
Potom existuje nekone¢na posloupnost {x;:i < w) prvkl z B se stejnymi vlast-
nostmi.

Uvédomme si, Ze toto tvrzeni zahrnuje i pfiklad (a).

3.37 Definice. Rikame, Ze strom T nemd krdtké vyhony, jestlize pro libovolné ordi-
naly a < f < H(T) akazdé xe T, existuje ye T, takové, Ze y > x.

Jinymi slovy, strom nema kratké vyhony, jestlize z kazdého vrcholu do kazdé
vyssi hladiny vede n&jaka vétev.
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3.38 Lemma. Necht T je (x, cf (x))-strom. Potom existuje dolni podstrom T' stromu T
vysky x, ktery nema krdtké vyhony.
Ditkaz. Vezméme mnozinu T’ téch xeT, pro které mnozina naslednikd (x, —)
ve stromu T ma mohutnost x. Je ziejmé, ze T" je dolni podstrom stromu T.
Necht xe€ T,. Pro libovolné f8 takové, e « < f < », ma mnoZina

Ubn-)

veTy
mohutnost x a pokryva celé (x, ») aZ na mnoZinu mohutnosti <x. Ptitom
|Ty| < cf(x), proto existuje ye Tj, takove, ze y>xa I(y, —>)| = x. To znamen,
7¢ ye T'. Podobnou tvahou dokazeme, ze néjaké xe Ty je v T', tedy T % 0.
Odtud plyne, ze T’ nema kratké vyhony a ma vysku .

Pro (x,cf(x))-stromy je problém existence kofinalnich v&tvi preveden na
(, cf (x))-stromy bez kratkych vyhonti. Uvédomme si, Ze kofinalni vétev ve stromu 7"
z 3.38 je také kofinalni vétviv T.

Snadno dostavame nasledujici zobecnéni Konigovy véty.

3.39 Dasledek. Pokud cf(x) = w, kazdy (%, w)-strom md kofindlni vétev.

Ditkaz. Necht T’ je podstrom bez kratkych vyhonti z 3.38 (x, w)-stromu T. Necht
{a,:n < w) je rostouci posloupnost ordinald, kterd konverguje ke x. Pro kazdé
n < w mbZeme vybrat vrcholy x, e T, tak, Ze x, < x,,,. Retézec {x,:n < w}
uréuje kofinalni vétev T.

Kofinalni vétev ve stromu lze zaruéit 1 v dalsich ptipadech. Staci, kdyz strom je
Stihly a dostatené vysoky.

3.40 Véta. Predpoklddejme, Ze v < cf(x). Potom kazdy (x,v)-strom md kofindlni
vétev.

Diikaz. Nejprve ukazeme, Ze staci vySetfovat ptipady, kdy » je nespocetny regularni
kardinal a v je nekoneény regularni kardinal mensi nez x.

Pokud cf(x) = w, je véta specialnim ptipadem 3.39. Je-li x singular a cf (x) > w,

vezméme kofinalni podmnoZinu C < » typu cf (x). Potom
s=UT,
aeC
je podstrom stromu T, ktery je (cf(x), v)-stromem. Kofinalni vétev v § uruje kofi-
nalni vétev v pivodnim stromu T. Stali proto vySetfovat stromy s regularni
vySkou.

Predpokladejme, Ze x je nespoletny regularni kardinal, v < x a T je (%, v)-strom
bez kratkych vyhond. Odtud plyne, ze |T;| < |T;| < v prokazdé a < B < x, asnad-
no se nahlédne, ze také sup {|T;|: « < %} < v. Je-li v singular, pak existuje regularni
kardinal v’ < v takovy, Ze T je (x, v')-strom. Je-li v konetné, pak w < x a T je
(x, w)-strom. Ukazali jsme, e stadi vySetiovat ptipad, kdy v je nekoneény regularni
kardinal.
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Uvazujme stacionarni mnoZinu E = {a < #:¢cf(2) = v}. Ukéazeme, ze pro kazdé
2eE existuje &islo f(a) < o takové, Ze interval [ f(a),«) neobsahuje délku zadné
vétve stromu T.

V opatném piipadé pro néjaké aeE existuje rostouci posloupnost ordinald
<a¢:§ < v), ktera konverguje k o, a pro kazdé & < v existuje vétev v, délky .
Potom mnozina A4 = {v,,,(x): ¢ < v}, kde v,,,(a) je -ty prvek vétve v, ,
obsahuje antifetézec A’ mohutnosti v. Pfitom kazdy vrchol z A' mé vydku <«
a ma alespoii jednoho naslednika v hladiné T, Proto |T|>v — spor.

Ziskali jsme regresivni funkci f na stacionarni mnozing E. Podle Fodorovy véty
existuje neomezena mnozina E' < E, nakteré je f konstantni s néjakou hodnotou .
To oviem znamena, ze libovolna vétev v T je bud kratsi délky nez 8, nebo ma délku x.
Proto kaZda vétev prochazejici néjakym vrcholem x e 7, je kofinalni vétvi v T
Dukaz je hotov.

Pro nespocetny regularni kardinal » viak kofinalni vétev v x-stromu nemusi
existovat.

3.41 Véta (Aronszajn — viz Kurepa 1937). Existuje w,-strom bez kofindlnich vétvi.
Ditkaz. Strom T konstruujeme jako dolni podstrom w-arniho stromu vysky w,.
Kazdé jeho hladina T, sestava z nékterych prostych funkci g:a — w takovych, ze
®-Rng(g) je nekonetna mnoZina. Odtud plyne, e v T neexistuje vétev délky o,,
jinak by existovalo prosté zobrazeni kardinilu w, do w. Potfebujeme pouze
zajistit, aby |T,| < w, pro viechna a < ,.

Hladiny T, konstruujeme rekurzi tak, aby platilo:

(s) pro kazdé y < «, feT, a koneénou mnozinu x S w-Rng(f) existuje ge T,
takové, 7e f < g a x S w-Rng(g).

Polozime T, = {0}. Predpokladejme, Zze pro « >0 mame jiz sestrojeny T,
7 <o Pokud a = f + 1, T, sestava ze viech pripustnych prodlouzeni funkci z T;.

Necht « je limitni. Pro dané y <@, feT, akonetné x < w-Rng(f) nalezneme
funkci g, ktera bude spliiovat (s).

Zyolme rostouci posloupnost {a,:n < @) konvergujici k « takovou, ze «, = 7.
Vyuzitim indukéniho pfedpokladu snadno soucasné zkonstruujeme posloupnost
funkci (f,:n < w) a rostouci posloupnost koneénych mnozin {x,:n < w) tak,
ze plati

=17 X = X,
LeT,, =1

Xy © Xpr1s x, € w-Rng(f,.,).
Polozime-li

g=U#1,

n<w

g je prosté zobrazeni « do w.
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Ux,cwRnglg) 2 fcyg.

n<w

Funkce g bude prvkem T,. ProtoZe existuje pouze spoCetné mnoho trojic ¥, f; x,
mnozina T, je spocetna.

a<wy

spolu s inkluzi je w,-strom bez kofinalnich vétvi.

3.42 Definice. Aronszajniiv x-strom je x-strom, ktery nema zadnou kofinalni vétev.
Je-li » = w,, mluvime 6 Aronszajnové stromu.

V Aronszajnové x-stromu nejsou kofinalni vétve, tedy ani fetézce velikosti .
V nasledujici definici budeme navic pozadovat, aby neexistoval ani antifetézec ve-
likosti x.

3.43 Definice. Susliniv x-strom je x-strom, ktery nema fetézec ani antifetézec mo-
hutnosti .

Je-li » = w,, mluvime o Suslinové stromu.

Pro kaZdy singular » existuje Suslintv, tedy i Aronszajniiv #-strom, jak je zfejmé
z ptikladu 3.33.

Podle Konigovy véty nemiZe existovat Aronszajniiv w-strom. Naproti tomu
existuje Aronszajniv w,-strom, tvrzeni 3.41. Zda existuji Aronszajnovy w,-stromy,
nelze rozhodnout v teorii mnozin. Za predpokladu GCH v3ak existuji Aronszajnovy
»*-stromy pro kaZdé regularni ». Zistava otevienym problémem, plati-li to i pro
nasledniky singularnich kardinala.

Existence Aronszajnovych x-strom@ pro nedosaZitelné x souvisi s jemng;jsi klasi-
fikaci velkych kardinala.

3.44 Véta (Specker 1949). Je-li x“* = x, pak existuje Aronszajnfw %" -strom.

3.45 Disledek (GCH). Pro kazdé reguldrni » existuje Aronszajnitv x* -strom.
Diikaz. Podminka z véty 3.44 je ekvivalentni s tim, Ze x je regularni kardinal a pro
kazdé v < % je 2" < x. Z GCH plyne, Ze tuto podminku spliuje kazdy regularni
kardinal.

K diikazu véty 3.44 pouzijeme Kunenovo (1977) kombinatorické tvrzeni, které
je samo o sobg zajimavé.

3.46 Lemma. Je-li A reguldrni kardindl, pak existuji prostd zobrazeni f,:oa —
pro o < A" takovd, %e

e < B: £(8) + £} < 4,

jakmile f < o < A7,
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Ditkaz. Nejprve dokazeme lemma pro regularm 4 > w. Dukaz zobecnuje postup
uzity ve véteé 3.41 a opira se o nasledujici fakta o stacionarnich mnoZinach:

(i) Kazda mnozina M < /4 mohutnosti 2 ma nestacionarni podmnozinu X € M
stejné mohutnosti.

(ii) Je-li Y < 4 stacionarni mnozina a {Y,:« < 4} je jeji rozklad na nestacionar-
ni podmnozZiny, potom

Y ={min(Y):a<l}cY

je stacionarni mnozina a mnozina Y — Y’ neni stacionarni.

Obé tvrzeni plynou z Fodorovy véty. Vezmeme-li za X mnoZzinu viech bodt z M,
které maji v M bezprostfedniho pfedchidce, dostavame (i). Kdyby Y — Y’ byla
stacionarni mnozina, pak na ni mizZeme definovat regresivni funkci, ktera kazdému
¢eY, — Y piifazuje nejmensi prvek mnoziny Y,. Podle Fodorovy véty by jedna
z mnozin Y, musela byt stacionarni. )

Necht £ je ideal viech nestacionarnich podmnozin 4. Pro kazdé o < 2* uva-
Zujme mnoZinu

S(@) = {fia — A: f je prosté a Rng(f)e #}.

Je ztejmé, Ze kazdé S(«) # 0. Jestlize se funkce f, g e S(a) lisi v méné nez A bodech,
piSeme f ~ g.

Rekurzi podle « vybirame funkci f, € S(a) tak, aby platilo:

(iii) pro kazdé y < a a geS(y) takové, ze g ~ f,, existuje g eS(a) takové, ze
gcg af~g-

PoloZime f, = 0. Predpokladame, Ze x > 0 a Ze jiz mame sestrojeny funkce f,,
y <a. Pokud a =f + 1. pak f, je kterckoli pfipustné prodlouzeni funkce f;.

Je-li o limitni s kofinalitou v. zvolime normalni posloupnost <{a,: ¢ < v), ktera
konverguje k o, takovou, ze «, = 0. Jelikoz v < 2 aideil s je #-aplny, z indukéniho
predpokladu plyne, Ze existuje posloupnost funkci {(g,:& < v) takova, e g, € S(a),
ge~ fop @ 9: S gy Pro & <1,

Polozme

g= {Qgg a Y =Rnglg).
Je-li Ye#, pak geS(a), avtakovém pripadé polozime f, = g.

Pokud Y¢.#, pak nutné v = 2, a funkci f; sestrojime pozménénim funkce g.
Mnoziny Y, = g, [[@ %.,)] pro & < 4 tvoti nestacionarni rozklad stacionarni
mnoZiny Y. Necht Y’ < Y je stacionarni mnoZina z (i) a necht X < Y’ je nestacio-
narni mnozina mohutnosti A podle (i). Ozna¢me 4 = g~ '[Y’] a necht h je n¢jaké
prosté zobrazeni 4 do X. Nyni polozime f, = hug|(«x — A4). Funkce f, je prosta,
definovana na « a Rng(f)< (Y — Y)u X je nestacionarni mnozina. Navic
z konstrukce Y’ pro kazdé & < A dostavame |4 o <A Proto f|a, ~ g,
a tedy také f,|a, ~ f,. Odtud plyne, Ze pro kazdé f <« je f,|f ~ f,. Snadno
se ovéii, Ze pro f, plati (iii).
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Uvedeny dakaz lze pouzit i pro 4 = w, pokud misto idealu nestacionarnich
mnoZin uvaZujeme systém viech podmnozin X < w, které maji nekonedny
doplnék.

3.47 Dfikaz véty 3.44. Vezméme zobrazeni (f,:a < x*), ktera zaruduje ptedchozi
lemma, a pro kazdé o < x* polozme

T, = {g: g je prosté zobrazeni a do x& g ~ f,}.

Z ptedpokladu »<* = » plyne, ze |T,| < ». Navic, pro f < « a kazdé geT, je
g|Be T, Toznamena, ze T = |J{T,:a < x*} spolu s inkluzi je x*-strom. Kofi-
nalni vétev v T by urlovala prosté zobrazeni kardinalu x* do x. Proto T je
Aronszajniv % -strom.

3.48 Specialni Aronszajnovy stromy. Aronszajniiv x”-strom sestrojeny v 3.41 nebo
3.47 sestava z prostych funkci s hodnotami v x a je uspofadan inkluzi. Vezmeme-li
podstrom 8 = J{T,,,:a < %}, pak S je také Aronszajniv %' -strom a navic
je sjednocenim nejvyse x antifetézcd, a to

A, ={feS:Dom(f) = o+ 1 & f(a) = ¥}
pro y < #.

Takoveé stromy se nazyvaji specidlni Aronszajnovy x* -stromy.

Vime, Ze kazdy Suslinliv % *-strom je Aronszajnovym x*-stromem, ale nemdze
byt specialnim stromem. Je-li T Suslindv x*-strom, potom |T| = »* a kaZdy anti-
fetézec v T ma mohutnost nejvy$e . To znamena, 7e T nemiZe byt sjednocenim
% antifetézcu.

Odtud plyne, ze metodami, které jsme pouzili pro konstrukci Aronszajnovych
stromil, nemiZeme sestrojit zZadny Susliniv strom. K tomu potfebujeme néco navic.

Ukazeme, Ze SuslinGv x*-strom lze sestrojit, pfidame-li k predpokladu % <* = x,
ktery jsme pouzili ke konstrukci Aronszajnova stromu, jesté diamantovy princip
O, -(E(x)). Nejprve viak zavedeme dalsi pojem o stromech.

3.49 Definice. Stupen vrcholu x ve stromu T je mohutnost mnoZiny viech jeho
bezprostiednich nasledniki, to znamena

st(x) = |{ye T'x < y& H(y) = H(x) + 1}|.
Je-li st(x)> 2, tikame, Ze vrchol x se vétvi.

3.50 Lemma. KaZdy A-strom, ktery nemd antifetézec mohutnosti A a jehoZ kaidy
vrchol se vétvi, je Suslinitv.
Ditkaz. Je potteba ukézat, Ze takovy strom nema kofinalni vétev. Je-li b néjaka
jeho kofinalni vétev, pro kazdé xeb necht y(x) je bezprostiedni naslednik, ktery
nelezi v b. Potom {){x): x e b} je antifetdzec mohutnosti 4, spor.

Abychom ziskali Suslintiv A-strom, stadi sestrojit A-strom, jehoz kazdy vrchol
se vétvi a kazdy antifetdzec ma mohutnost mensi nez 4.
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3.51 Lemma. Nech! T je A-strom a A je nespoCetny reguldrni kardindl. Je-li A = T
maximdlni antiFetézec, potom mnoZinu

C={a<AANT]|a je maximdlni antietézec v T | a}

je uzaviend neomezend v A.

Diitkaz. MnoZina A je maximalni antifetézec ve stromu T, proto ke kazdému xeT
existuje y e A, které je srovnatelné s x. Necht f: T— 4 je néjaké zobrazeni, které
kazdému x e T pfifadi s nim srovnatelny prvek f(x)e A. Je zfejmé, ze pokud T |«
je uzavieno na zobrazeni f, pak A N (T |«) je maximalni antifetézec v T |« Po-
dobné jako ve v&t¢ 2.38 se ukaze, Ze C je uzavieni neomezena.

3.52 Véta (Jensen). Plati-li x** =x a O,.(E(x)), pak existuje Susliniw %™ -strom.

Specidlné, je-li x = w, pak O zaruCuje existenci Suslinova stromu.

Ditkaz. Strom (T, <) sestrojime rekurzi po hladinach 7, pro a < x* spolu s uspo-
fadanim <, mnoziny T |« + 1. Vrcholy budou ordinalni &isla <x*, tedy T < x*.

Necht (A,:ae E(x)) je O, (E(x))-posloupnost.

Hladiny T, a uspofadani <; konstruujeme tak, aby platilo:

(i) kazdym vrcholem xe T |a prochazi alespon jedna vétev kofinalni v T|a,
ktera ma prodlouZeni do hladiny T, a vrchol x se vétvi,

(i) pokud o je limitni a cf (2) < x, pak ka?da kofinalni vétev v T |x ma pravé
jedno prodlouzeni v T,,

(iii) pokud cf(x) = % a mnoZina A, z diamantové posloupnosti je maximalni
antitetézec v T | o, pak kazda vétev v T |a, ktera ma prodlouzeni do T, obsahuje
néjaky prvek z A4,

(iv) 7] < .

Strom T, ktery spliuje podminky {i}-(iv). jc x *-strom. ukazeme, Ze je Suslindv.
Podle lemmatu 3.50 sta¢i ukazat, ze kazdy antifetézec ma mohutnost mensi nez x *.
Necht A = T je maximalni antifet®zec. Z mohutnosti hladin plyne, Ze mnoZina
C, ={e<x*:T|aca} jeuzavieni neomezend v »”. Necht C je uzaviena ne-
omezena mnoZina z 3.51 sestavajici z &isel o, pro kterd A n T|a je maximalni
antitetézec v T'|a. Podle O,.(E(x)) je

S={ao<x"icfle) ==& A, =Ana}

stacionarni mnoZina. Odtud plyne, ze pro ae S~ Cn C, je A, maximalni antife-
tézec v T |a a cf (o) = ». Podle (iii) je kazdy vrchol v T, srovnatelny s n&jakym
x € A,. Toznamena, Ze A, je maximalni antifetézec v celém Titedy A, = A a |4] < x.

Zbyva popsat konstrukci hladin T,. Polozime T, = {0} a 0 <, 0. Predpokla-
dejme, ze « > 0 a Ze jiz mame sestrojen strom (T l o, <.

Je-li @ = B + 1, prokazdy vrchol x € T; dohladiny T, ddme dva jeho bezprostied-
ni nasledniky. Tim je sestrojena hladina T, a roziteni usporadani <. Z induk¢niho
predpokladu plyne |T,| < x.

Je-li o limitni s kofinalitou v, ukaZeme, Ze kazdym xe T |a prochazi alespoii
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jedna kofinalni vétev v T | a. Necht x € T | a, tedy x € Ty pro néjaké f < a. Zvolme
rostouci posloupnost {«,:& < v), ktera konverguje k «, takovou, Ze a, > f. Podle
(i) existuje x,€ T, takové, Ze x <p X, Vyuzijeme-li (i) a (ii), rekurzi sestrojime
fetézec <x¢: E<vyv T | a takovy, Ze x.€ T, aten uréuje kofinalni vétev, ktera
prochazi vrcholem x.

Uvazujme dva pkipady. Je-li v < %, pak na hladin€ T, pfipojime jeden vrchol
ke kazdé kofinalni v&tvi v T|a. Z predpokladu x* = » plyne, ze |T| < x.
Je-li v =%, vybereme nejvyse x kofinalnich vétvi v T|a tak, aby kazdy vrchol
lezel v n&jaké vybrané vétvi, a pokud 4, je maximalni antitetézec v T|a, aby
kaZda vétev obsahovala néjaké ye A,. Takovy vybér je mozny, protoze kazdym
vrcholem prochazi n&jaka kofinalni vétev, mohutnost T |a je nejvyse x a je-li
x <ry a ye A, pak kazda kofinalni vétev obsahujici y obsahuje také x. Na hlading
T, piipojime jeden vrchol ke ka?dé vybrané vétvi, proto |T,| < ». Dikaz je hotov.

3.53 Stupeii vétveni. V Aronszajnové x* -stromu sestrojeném v 3.41 a 3.47 je stupeni
kazdého vrcholu x, je tedy maximalni mozné velikosti. Naproti tomu jsme v 3.52
sestrojili Suslindv %" -strom T, jehoZ kazdy vrchol ma stupeni dva. Ukazeme, jak
ziskat ze stromu T novy Suslindv »*-sttom T’ takovy, Ze stupeii kazdého jeho
vrcholu je x. Konstrukce je obsaZena v nasledujici tvaze.

Predpokladejme, Ze 1 > w je regularni a v je takove, Ze 2 < v < 4. Pak kazdy
Aronszajnilv, tedy i Susliniv, A-strom T obsahuje podstrom T’ = T, ktery je také
Aronszajnovym, piipadné Suslinovym, A-stromem a kazdy jeho vrchol ma v T
stupefi alesponi v. Podle 3.38 mtizeme piedpokladat, ze T nemé kratké vyhony. Pro
libovolné x e T podstrom {ye T:x < y V y < x} stromu T je A-strom bez kofinal-
nich vétvi, a proto nemiZe byt (4, v)-stromem podle 3.40. Navic T nema kratké vy-
hony, proto existuje « < A takové, Ze kazda hladina T; pro « < f < 4 obsahuje
alespofi v naslednikd vrcholu x. Odtud s vyuZitim regularity kardinalu 1 mtzeme
rekurzi sestrojit uzavienou neomezenou mnozinu C = {a<'é < l} < 1 takovou,
7e kazdy vrchol xe 7, ma alespoil v naslednikid v hladiné T .- To znamena, Ze
kazdy vrchol ve stromu

=UT

aeC

ma stupei alespori v. Je zfejmé, ze je-li vychozi strom T Suslintv, pak sestrojeny pod-
strom T’ je také Suslindv.

3.54 Doposud jsme sestrojili (v nékterych pripadech za dodate¢nych predpoklada)
Aronszajnovy a Suslinovy »*-stromy pouze pro regularni x. Pro sestrojené stromy
plati, Ze kazdy Fetézec mohutnosti mensi nez » je omezeny. UkaZeme, Ze to plati
i naopak.
Existuje-li néjaky Aronszajniv x " -strom, ve kterém je kazdy fetézec mohutnosti
mensi nez x omezeny, pak »~* = %, a proto x musi byt regularni.
Piedpokladejme, Ze T je Aronszajniv »*-strom, ktery ma uvedenou vlastnost.
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Podle pfedchoziho odstavce miiZzeme navic predpokladat, ze T nema kratké vyhony
a 7e stupeil kazdého vrcholu je . Pro libovolné a < x mulZeme vnotit Gplny x-arni
strom vysky « do dolniho podstromu T |o«. Odtud dostavame x| < |T}| < x pro
kazdé a < x, atedy x~* = x.

Ukazeme podminky, za kterych je moZno sestrojit Aronszajnovy a Suslinovy
»*-stromy i pro singularni x.

3.55 Priklad (Todorcevic 1981). Za predpokladu [J, (2.50) existuje specialni
Aronszajnfiv x* -strom.

V§imnéme si, Ze pro » = w nedostavame nic nového. Je-li ¥ > w, v porovnani
s vétou 3.44 nepotfebujeme zadné omezeni kardinalnich mocnin a » miiZze byt
singular.

Ptidame-li k predpokladu (I, jestt GCH a x > w, pak miZeme sestrojit
Suslinv % "-strom. Podrobngji, je-li % > w takové, Ze plati (], a 2= x"
a (Vv < %)(2" < ), podle 248 a 2.52 existuje stacionarni mnozina E < x*, pro
kterou sou¢asné plati &+ (E)a O, (E).

Nasledujici véta ukazuje, Ze to jsou postaCujici podminky pro konstrukei Susli-
nova x”-stromu, a navic dovoluje sestrojit Suslinv A-strom i pro nékteré nedo-
sazitelné kardinaly A.

3.56 Véta (Jensen 1972). Nechf A je nespocetny kardindl, pro ktery existuje stacio-
ndrni mnoZina E = 1 a posloupnost {(C,:a limitni a a < A) takové, ?e plati

(i) ©,(E).

(i) C, € a je uzavFend neomezend v «,

(ili) Jje-li ¥ < « limitni bod mnoZiny C,, pak Y¢E a C,= yn C,.
Potom existuje Suslintw A-strom.
Ditkaz. Hledany strom (T, <,) konstruujeme podobng jako ve v&t& 3.52 po hla-
dinach tak, z¢ T< 4 a pro kazdé « <2 a xeT|a existuje vétev prochazejici
vrcholem x, ktera je kofinalni v T |o. Necht (A,:a€E) je zvolena O (E)-posloup-
nost.

Polozime T, = {0} a 0<;0. Je-li a =B + |, pak hladinu 7 sestrojime tak,
aby kazdy vrchol xe€ T; mél v T, pravé dva bezprostiedni nasledniky.

Piedpokladejme, 7e o je limitni. Necht T|C, znagi podstrom |J{7,:feC,}.
Nejprve popiseme, jak ziskat pro kazdé xe T|C, vétev v, ve stromu T |a, ktera
je kofinalni a prochazi vrcholem x. Necht <{y;:8 < &) je normalni ogislovani mno-
ziny C,. Pro dané xeT|C, necht 6(x) je nejmensi 6 < & takové, ze xeT,,
Rekurzi definujeme fetéz pf = {pi(6):6(x) < 6 <&} v T|C, tak, ze pX(d(x)) = x
a pro & > &(x) je pi(0) nejmensi vrchol yeT,, v uspofadani ordinald takovy, ze
pro kazdé 8 takove, ze &(x) < &' < 4, je p(6) <; y. Pozdgji ukazeme, ze p(d) je
definovano pro kazdé d takové, Ze J(x) < § < ¢. Odtud plyne, ze p* urduje kofi-
nalni vétev v, ve stromu T |«. Poviimnéme si, ze pro yepl je x <,y a Py < ps,
proto v, = v,. Dale uvazujme dv& moznosti.
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Piipad 1,je-li a ¢ E nebo a€ E asoucasné mnozina A, neni maximalni antifetézec
v T|a Potom hladina T, sestiva pravé z jednoho prodlouzeni kaidé vétve
{v.xeT|Cl.

Pfipad 2, a€E a A, je maximalni antitetézec v T |a. Pro kazdé xeT|C, vy-
bereme jeden vrchol y(x)e T | C, takovy,ze x <; y(x) a n&jaky ptedchiidce vrcholu
y(x) ve stromu T |« lezi v A,. Potom hladina T, sestava pravé z jednoho prodlouzeni
kazdé vétve {v,,:xe T|C,}.

V obou ptipadech plati, ze kazdy vrchol ze T |« je obsazen v n&jaké vétvi v,
nebo v, proto méa nasledovnika v hladiné T,. Navic, ve druhém pfipadé je
A, Ny, 0. Jelikoz |T] <|T|C,), je |T] < 4 Stejné jako v 3.52 se dokaze,
7e Astrom T = (J T, je Susliniv.

Zbyva ovétit, 7e pX(5) je definované pro viechna & takova, 7e §(x) < § < & Pied-
pokladame, Ze pro vSechna limitni f < « a viechna ye T |C, jsou jiz fetézce p}
v T|C, definovany. Kdyby pro ngjaké 6 < ¢ nebylo pX(5) definovano, vezmeme
nejmensi takové. Jelikoz T |« nema kratké vyhony, 6 je limitni. Odtud podle (ii)
a (iii) plyne, ze 7, je limitni bod mnoZiny C,, a podle (iii) je C,,=C, N7y, =
= (7526 < 8. Ptitom xe T|C,, a v kroku y; < & jsme konstruovali

{P(6):8(x) < & < 8}

tak, ze pro kazdé & <& je p;(6) = pi(6'). Navic podle (iii) y;¢ E, jde tedy
o pripad | a vétev v, ve stromu T |y, uréena fetézcem {pX(6'):d(x) <& < 6} ma
jediné prodlouzeni ye T, . Proto muZeme polozit pi(8) = y. Ukazali jsme, Ze
tetézec p* urcuje kofinalni vétev v T |a. Ditkaz je skonéen.

3.57 Jensen {1972) ukazal, Ze v univerzu konstruovatelnych mnozin viechny nespo-
Cetné regularni kardinaly s vyjimkou slabé€ kompaktnich kardinala splauji pred-
poklady predchozi véty. V § 5 ukaZeme, Ze pro kazdy slabé kompaktni kardinal A
ma kazdy A-strom kofinalni vétev. To znamena, Ze v konstruktivnim univerzu pro
kazdy regularni kardinal A > w jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(i) existuje Suslindv A-strom,
(i) existuje Aronszajniv A-strom,
(iii) A neni slab& kompaktni.

3.58 Lexikografické uspofadani stromu. Budeme se zabyvat vztahem mezi stromy
a linearnimi uspotadanimi. Nejprve uvedeme jednoduchou metodu, jak rozsifit
uspofadani stromu do linearniho uspofadani.

Necht (T, <) je strom. Kazdému vrcholu xe T jednoznaéné odpovida po-
sloupnost p, viech yeT takovych, z¢ y < x. To znameni, ze Dom(p,) =
= H{x) + ! a pro kazdé « < Dom{p,) je pla) jediny picdchudee vicholu x
v hlading T,. Je zfejmé, ze x <y je ekvivalentnis p, S p,.

Je-li pro kazdé o < H(T) dano linearni uspofadani <, hladiny T,, definujeme
uspofadani <, mnoziny T pfedpisem
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X Sl.}'pr = py
nebo pro

« = min {§ < Dom (p,) » Dom (p,): p,(8) + p,(B)}
px(a) Sa py(a) "

Snadno se ovéfi, ze <, je linearni usporadani. Rikame, ze <, je lexikografické
uspoFddani stromu T (uréené uspofadanimi <_).

Pro kazdy vrchol xe T mnoZina Sy{x) = {ye T:x < y} je konvexni v libovol-
ném lexikografickém uspofadani stromu T. Konvexni mnozina s kazdymi dvéma
srovnatelnymi prvky obsahuje i vSechny prvky, které leZi mezi nimi.

Podobnym zpisobem, jako jsme definovali lexikografické uspofadani stromu,
tedy jeho vrcholti, miiZeme definovat linearni usporadani mnoziny viech jeho vétvi.
V takovém ptipadé mluvime o lexikografickém uspofaddni vétvi.

3.59 Pfiklad (Kurepa 1968). Necht » je nekonetny kardinal. Pfipomeiime, Ze »*
znadi typ lineArniho uspofadani, které je inverzni k uspofadani x. Necht D je
linearné uspofadana mnoZina typu x* + x. To znamena, Zze mnozinu D = D, u D,
Ize rozlozit tak, Ze podmnozina D, je uspofadana podle typu »*, podmnoZina D,
je uspotadana podle typu x a viechny prvky z D, ptedchazeji viem prvkim z D,.

Uvazujme mnoZinu T viech konefnych posloupnosti prvka z D uspofadanou
inkluzi. Jinymi slovy, T je iplny D-arni strom vy$ky w. Polozme V(T) = “D. Mno-
7ina V(T) véech nekone¢nych posloupnosti prvki z D odpovida jednoznadné viem
vétvim stromu T. Nechf < znadi lexikografické linearni usporadéni mnoziny
T U V(T), které je uréené uspofadanim mnoziny D.

Za uvedenych ptedpokladd plati:

(a) (T, <> je linearni husté uspofadani.

(b) Kazdy neprazdny interval v {T, <) obsahuje konvexni podmnozinu izomorf-
nis (T, <).

(c) Pro kazdy ordinal o < x* v ka?dém neprazdném intervalu I < T existuje
mnozina C < I. ktera je usporadani relaci < podle typu a. To znamena, Ze
(Va < x*)(« < tp([, <)). Pritom |T| = %, proto x* £ tp(T, <).

(d) ¢<Tu V(T), <> je dedekindovské ziplnéni linearniho uspofadani (T, <)
a pro kazdé ve V(T) mnozina {xe T:x < v} ma kofinalni podmnozinu typu @
a mnozina {xe T'v < x} ma koinicialni podmnozinu typu w*.

3.60 w,-stromy. Aronszajnovy a Suslinovy stromy jsou dulezité priklady w,-stro-
mi. Zadny z téchto stromd nemé kofinalni vétev. Pozadavek, aby w,-strom mél
mnoho kofinalnich vétvi, vede k pojmu Kurepova stromu.

3.61 Definice. Kureptiv strom je w,-strom, ktery ma alespon w, kofinlnich vétvi.
Z uvedenych tii typl o,-stromid pouze Aronszajnovy stromy existuji absolutng,

bez dodateénych predpokladt (véta 3.41). Ukazeme viak, Ze Aronszajnovy stromy,
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3.63 Stromy a linedrni uspoFadani 11

Suslinovy stromy a Kurepovy stromy uzce souvisi po fadé se Speckerovymi typy,
Suslinovou hypotézou a Kurepovou hypotézou.

Nejprve dokazeme, 7e Speckerova uspofadani (3.10) jsou pravé lexikograficka
uspofadani Aronszajnovych stromi.

3.62 Véta. Je-li (T, <> Aronszajniv strom a jsou-li <, libovolnd linedrni uspoFadani
hladin T,, pak lexikografické uspoFdddni <, stromu T je Speckerovym uspordddnim.

Odtud plyne, Ze existuji Speckerovy typy.

Diikaz. Necht X < T je nespocetna mnozina. Uk&zeme, Ze v lexikografickém uspo-
tadani <, mnoZina X neni uspofadané podle typu w,, wf ani podle Zadného real-
neho typu.

Kazda hladina T, je nejvyse spoletna, proto pro kazdé a < w, existuje x, €T,
takové, Ze mnoZina

(=) {xeX:x, <x}

je nespocetna.

Piedpokladejme, Ze X je uspotadana relaci <, podle typu w,. Potom pro kazdé
a existuje pravé jedno x,, které spliuje (x), jinak by existovala nespocetna vlastni
dolni podmnoZina mnoziny X. Ze stejnych divodd je x, < x; pro a < fi. To
znamena, 7e {x, % < w,} je kofinalni vétev v T — spor. Podobng se ukaze, ze X
neni uspotadana podle typu w¥. Zbyva ukazat, Ze X nelze izomorfné vnotit do realné
ptimky. V opa¢ném ptipadg existuje spocetna mnozina Y < X, ktera je husta v pros-
toru X s intervalovou topologii. Odtud plyne, 26 Y < T |a pro n&jaké o < w,
a pro x,eT, které spliiuje (+), mnoZina {xe X:x, < x} je nespoletna konvexni
podmnozina mnoziny X, ktera neobsahuje Z2adny prvek z Y. To je spor s tim, Ze Yje
husta v X. Tedy <T, <,> je Speckerovo uspofadani.

Je ptekvapujici, ze plati také opacné tvrzeni.

3.63 Véta. KaZdé Speckerovo usporddani je izomorfni s lexikografickym uspofdddanim
néjakého Aronszajnova stromu.

Odtud plyne, ze kazdé Speckerovo uspofadani ma mohutnost .

Dikaz. Necht (S, <> je Speckerovo uspotadani. Zadna podmnoZina mnoziny S
neni uspofadana podle typu ®¥, proto kazda neprazdna konvexni mnozina K < §,
ktera neméi nejmensi prvek, obsahuje klesajici posloupnost {s,:ne ) koinicialni
s K. To znamena, Zze K miZeme rozloZit na spocetné mnoho vzajemné disjunktnich
zleva uzavienych intervald [s,,,,s,) pro n >0 a [s,, ). Takovy rozklad nazy-
vame standardnim rozkladem konvexni mnoziny K. Viimnéme si, Ze je-li <g huste
uspotadani, pak ka?da mnozina rozkladu je nekonecna.

Aronszajntv strom U konstruujeme po hladinach. Hladina U, bude sestavat
ze vzajemné disjunktnich konvexnich mnozin, které maji nejmensi prvek. Uspotadani
stromu U bude dano opa¢nou inkluzi.
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11 3.63

Je-li I konvexni mnozina s nejmensim prvkem, p(I) znaéi jeji nejmensi prvek
(pocatek).

Pokud m4 mnozina S nejmensi prvek, polozime U, = {S}. Jinak U, sestava ze
zvoleného standardniho rozkladu mnoziny S.

Piipad 1, « = § + 1. Nechf I & U,. Ma-li mnozina I — {p(I)} nejmen3i prvek,
dame I — {p(I)} do U,.Je-limnozina I — {p(I)} neprazdna a nema nejmensi prvek,
zvolime jeji standardni rozklad a viechny intervaly tohoto rozkladu dame do U,.
Projdeme-li takto viechny intervaly I e U, ziskame hladinu U,.

Piipad 2, « je limitni. Necht v je kofinalni vétev ve stromu U{a takova, ze
(v # 0. Je zfejmé, ze (v je konvexni mnoZzina. Ma-li nejmensi prvek, dame ji do U,
V opaéném pripadé dame do U, viechny intervaly zvoleného standardniho rozkladu
mnoziny (Jo. Tuto konstrukci provedeme pro kazdou kofinalni vétev v U|a.

Ovetime, ze U je Aronszajniv strom. Necht v je vétev v U. Protoze strom U je
uspofadan inkluzi, z I <,J plyne p(I) <sp(J) a mnozina {p(I):Tev} =S je
dobte uspotadana. JelikoZ S je Speckerovo uspofadani, mnozina poc¢ate¢nich bodi
i vétev v je nejvyse spocetna. To také znamena, Ze vy$ka stromu U je nejvyse w,.
Kdyby néjaka hladina U, byla nespogetna, vezm&me nejmensi takové a. Z konstrukce
U, plyne, Ze « je limitni a Ze ve stromu U | o existuje nespoetné mnoho kofinalnich
vétvi v takovych, ze (o # 0. Pro kazdou takovou vétev v vyberme s,e (.
Jsou-li vétve v, v’ rizné, pak existuje e Ul|a takové, Ze p(I) lezi mezi s, a s,.
Odtud plyne, Ze spoéetnd mnozina 4 = {p(I): 1€ U|a} je hustd v mnoZin&

B = AU {s,:vjekofinalni vétevv U |a}.

To znamena, ze mnozina B = S je nespoCetna a lze ji vnofit do realné ptimky —
spor. Tedy kazda hladina U, je nejvyse spocetna. JelikoZz S je nespo¢etnid mnozZina,
pro kazdé « < w, existuje seS — {p(I): I € U|«}. Proto existuje Je U, takové,
7e seJ. Odtud plyne, Ze vy$ka stromu U je w, a U je Aronszajniv strom.

Polozme T = {p(I): I € U}. Mnozina T spolu s uspofadanim p(I) < p(J)«>12J
je strom izomorfni s (U, 2). Navic T=S, protoze TS S a kazdy prvek
seS — T by uréoval vétev {Ie U:sel} délky o, ve stromu U. Vezmeme-li linear-
ni uspofddani <_ hladiny T, jako zuZeni uspofddani <g ma T, je ziejme, ze
lexikografické uspotadani stromu T je totoZné s uspofddanim <;. Proto kazdé
Speckerovo uspofadani ma mohutnost w,.

3.64 Véta. Susliniiv strom existuje, prdvé kdy? existuje Suslinova pFimka.

Suslinova hypotéza je tedy ekvivalentni s tvrzemim ,neexistuje Zadny Susli-
niv strom*.

Diikaz. Necht (T, <) je Suslinav strom. MZeme ptedpokladat, ze stupen kazdého
vrcholu je w. Pro kaZzdé o < w, zvolime linearni uspotadani <, hladiny T, tak,
aby pro kaZdy vrchol x e T mnoZina viech jeho bezprostfednich naslednik® neméla
nejmensi prvek. Necht <, zna¢i odpovidajici lexikografické uspotadani.
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3.65 Stromy a linedrni uspofdddani 11

Ukazeme, ze (T, <,> je Suslinova piimka. Potiebujeme ovéfit, 2¢ T jako
prostor s intervalovou topologi neobsahuje spocetnou hustou mnozinu a Ze jeho
Suslinovo ¢&islo c(T) = w. Jelikoz (T, <) je také Aronszajnovym stromem, podle
3.62 (T, <> je Speckerovym uspofadanim, a proto T neni separabilni prostor.
Piedpokladejme, e T) > w. Potom existuji vzajemné disjunktni neprazdné inter-
valy I, = (x,, y,) pro « < w,. Z kazdého intervalu I, vybereme vnitini bod z, tak,
aby platilo:

(i) jsou-li x, a y, neporovnatelné vrcholy ve stromu T, pak z, je néjaky bezprostted-
ni naslednik vrcholu x,,

(i) je-li x, <y, a y, je predchiidce vrcholu y,, ktery je bezprostfednim nasledni-
kem vrcholu x,, pak z, je bezprostiedni naslednik vrcholu x,, ktery je mensi nez y,
v usporadani hladin.

Odtud plyne. ze pro kazdé « < o, je {ze Tz, <z} = I,. Jelikoz intervaly I,
jsou disjunktni, mnozina {z,:a < ¢} je nespotetnym antifetézcem ve stromu
T — spor. Tedy ¢(T) = w a (T, <,) je Suslinova ptimka.

Na druhou stranu, ptedpokladejme, ze existuje Suslinova ptimka (L, <, ).
Podle 3.19 mizZeme piedpokladat, Zze <, je husté usporadani. Odtud plyne, ze kazda
alespofi dvouprvkova konvexni mnozina K < L je jiz nekoneéna. Podle predpo-
kladu je ¢(L) = w, proto neexistuje 2adna mnoZina X = L uspotadan podle
typu wf.

Suslindv strom {U, 2) konstruujeme ze Suslinovy ptimky <L, <,) podobnym
zplisobem, jako jsme ve v&té€ 3.63 konstruovali Aronszajniiv strom ze Speckerova
uspotadani. Hladiny U, a Uy, | se konstruuji Gplné stejng jako v 3.63. Pro « limitni
je rozdil pouze v tom, Ze uvaZujeme jen takové kofinalni vétve v ve stromu U | «,
pro které je konvexni mnozina (v nekoneéna.

Ovétujeme, Ze U je Suslindv strom. Protoze U sestAva z nekone&nych konvexnich
podmnozin ptimky L a c(L) = w, je kazdy antifetézec v U nejvyie spotetny. Kdyby
vyska stromu U byla spocetna, potom mnozina {p(I):I€ U} by byla spocetnou
hustou mnozinou v L — spor. Tedy U je nespocetny strom, nema nespocetné anti-
fetézce a kazdy jeho vrchol se vétvi. To znameni, ze (U, =) je Suslinlv strom.

3.65 Véta. Kurepitv strom existuje, prdvé kdyz existuje Kurepiiv systém.
Tedy Kurepova hypotéza je ekvivalentni s tvrzenim ,existuje Kurepdv strom*.

Ditkaz. Ptedpokladejme, ze S < P(w,) je Kurepllv systém. Pro X €S necht f; je
charakteristickd funkce mnoziny X definovand na w,. Potom mnoZina T =
={fy|la:a < w, & X €S} uspotadana inkluzi je Kureptv strom.

Na druhou stranu, necht (T, <;> je Kurepiv strom. Jelikoz |T| = w,, mizeme
piedpokladat, z¢ T = w,. Potom mnoZina {f < w,:T|B = B} je uzaviend ne-
omezena. Necht B je mnoZina viech kofinilnich vétvi v T. Podle predpokladu je
|B| > w, a B< P(w,). Pro libovolné « < o, zvolme § takové, 7e « < ff < w,
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I 3.65

a T|f=p Potom {Xna:XeB} c{(—,x)na:xeT,} a jelikoz hladina T,
je nejvyse spocetna, je nejvySe spoletna i mnozina B |« Dokazali jsme, Zze B je Ku-
repliv systém na w, .

3.66 Poznamenejme, Ze libovolné lexikografické usporadani viech kofinalnich vétvi
Kurepova stromu je Kurepovou pfimkou.

Vime, Ze za predpokladu ¢ existuje Suslindv strom. Je znamo, Ze z © neplyne
existence Kurepova stromu. Nicméné v univerzu konstruovatelnych mnoZin Kure-
plv strom existuje. Plati tam dokonce siln&jsi tvrzeni.

(V = L) Existuje Kureptv systém S < 2(w,) takovy, 7e kazda mnoZina X €S
ma mohutnost @, a pro libovolnou mnozinu Y < w, plné mohutnosti existuje
XeS takové,ze X < V.

Na druhé strang, jak jsme jiz uvedli v 3.24, z neexistence Kurepova stromu plyne
bezespornost existence nedosazitelného kardinalu.

3.67 Slabd Kurepova hypotéza wKH je tvrzeni ,existuje systém funkci F € “'w
takovy, ze F ma mohutnost alespofi w, a rzné funkce f,geF jsou skoro viude
rizné®.

3.68 Lemma. KH — wKH.
Diikaz. Z Kurepovy hypotézy plyne, Ze existuje n&jaky Kureptv strom T. Pro kazdé
« < w, zvolme prosté zobrazeni ¢@,: T, - w. KaZdé kofinalni v&tvi v odpovida
funkce f,: w, - w takova, Ze f(«) = @,(v(«)), kde v{e) je a-ty vrchol vétve v. Jsou-li
kofinalni vétve v, v’ rizné, potom f, a f,. jsou skoro viude rizné funkce. Systém
{f,: v kofinalni vétev v T} zabezpetuje slabou Kurepovu hypotézu.

Slaba Kurepova hypotéza také neni dokazatelna v teorii mnozin. Ukazeme jeji
pouziti na problému regularnich ultrafiltra.

3.69 Definice. Regularni ultrafiltr. Rikdme, ze ultrafiltr % na x je reguldrni, jestlize
existuje systém
{Aya <} cu

takovy, Ze prinik kazdého nekonetného podsystému je prazdny. To znamena, ze
pro kazdé nekonené X < x je (A, = 0.

aeX
3.70 Lemma. Ultrafiltr U na x je reguldrni, pravé kdy# pro kazdy systém S < *On
nejuyse x funkci existuje zobrazeni ¢:x — [On]<® takové, ie kaidd funkce feS
prochdzi skoro vSude zobrazenim @, presngji, jestlize {a < x: f(«) € ()} e %.

MiZeme Fici, Ze @ je roura viude kone¢ného priitezu, kterou skoro viude prochazi
kazdé zobrazeni z S.

Ditkaz. Necht % je regularni ultrafiltr na x a {A,:a < x} systém zaruéujici jeho re-
gularitu. Jsou-li dany funkce {f,:a < x}, polozime pro kazdé ¢ < x

o(&) = {fil8): e d, &a < x}.
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3.72 Stromy a hnedarni uspoidaddni 11

Dostaneme tak zobrazeni ¢, které ma pozadované vlastnosti.
Naopak, je-li ¢ roura pro systém konstantnich funkci {k,:a <x}, kde k,

nabyva hodnoty «, mnoZiny A, = {{ < x:ae@(é)} pro « < » zaruluji regularitu
ultrafiltru %.

Je-li ultrafiltr % na x regularni, pak je uniformni. Na w je kazdy uniformni ultra-
filtr regularni, staéi vzit mnoziny 4, = {k < w:k > n} pro n < w. Na ka?dém
nekone¢ném 3 existuje regularni ultrafiltr. Stadi jej zkonstruovat na mnozing
X = [%]““, kters ma mohutnost x. Pro ka¥dé a < x polome A, = {xe X:aex}.
Podobné jako v 8.15(d) v kapitole I se ukaze, e S = {4,:a < x} je centrovany
syst¢ém podmnoZin mnoZiny X a kazdy ultrafiltr na X rozsifujici S je regularni.

Na druhé strang, uniformni ultrafiltr na »x > w, ktery je o-uplny, nemaze byt
regularni. Takové ultrafiltry viak souvisi s velkymi kardinaly (méEitelné kardinaly)
a podle 2.22 neexistuji na w,. Problém, zda kazdy uniformni ultrafiltr na w, je regu-
larni, se nazyva problém regularnich ultrafiltrd. Je nerozhodnutelny v teorii mnozin.
Ukazeme, ze wKH dava pozitivni odpovéd.

3.71 Véta. Za pfedpokladu wKH je kaZdy uniformni ultrafiltr na w, reguldrni.
Dikaz. Necht F < “'w je systém funkci, ktery zabezpecuje wKH. Necht % je libo-
volny uniformni ultrafiltr na w,. Pro f,ge F definujeme

fo g fa <o /) <o) e

ProtoZe rizna f,geF maji od néjakého a < w; poginaje riizné hodnoty a pro-
toZe % je uniformni, plati bud f<1 g, nebo g< f Odtud plyne, 2¢ < je linearni
uspofadani. Pritom |F| > w,, a proto existuje ge F, které ma alespoit w, pred-
chiden f, pro « < w, v uspofadani <.

Funkce f; jsou vzajemné skoro vSude rizné, tedy pro kazdé o < w, existuje
« < w, takové, ze pro kazdé B> o akazdé & < a je f(B) + f{B). Polozme

A, = {B <o f>o&L(B) < glp)}-

Pro kazdé¢ « < w, je A,e% a ukazeme, Ze pro libovolné nekonetné X < w,

je pranik () A, prazdny. V opaéném piipadé by pro fe (1A, mnozina
aeX aeX

{fB): « € X} byla nekonegna a ptitom kazdy jeji prvek by byl mensi nez ptirozené
gislo g(B) — spor. Ukazali jsme, Ze systém {4,:a < w,} zaruluje regularitu ultra-
filtru %.

3.72 Zavéretné poznamky. Kurepova hypotéza ma nasledujici pfirozené zobecnéni
pro libovolny nekoneCny kardinal =.
KH,: Existuje systém S < 2(x) takovy, Ze |S| > x a pro kazdé nekoneiné X < x
takové, ze |X| < %, je |S|X]| < |X|
Je ziejmé, ze KH,, plati a KH,, je pravé Kurepova hypotéza.
Za predpokladu GCH, podle 2.34(ii), pro singular x s nespocetnou kofinalitou KH,
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neplati. Jensen a Kunen ukazali, 22 KH, neplati, je-li % velky kardinal nazyvany
nevyslovny kardinal (5.13).

Za piedpokladu axiomu konstruovatelnosti V = L jsou to jedina omezeni pro
neplatnost KH, (Jensen, Prikry).

Uvedli jsme jiz, Ze negace Kurepovy hypotézy je bezesporna, pravé kdyz je beze-
sporna existence nedosaZitelného kardinalu. TotéZ plati o slabé Kurepové hypotéze
(Mitchel 1972).

Podle 3.71 z wKH plyne, Ze kazdy ultrafiltr % e %(w,) je regularni. Laver do-
kazal, Ze totéZ plyne z Martinova axiomu MA_ , ktery je diisledkem Martinova axio-
mu MA a negace hypotézy kontinua.

Na druhou stranu, Laver ukazal, ze neregularni ultrafiltr na w, existuje, pokud
existuje w,-husty ideal £ na w,, to znamena, Ze:

(i) # je o-tplny a roziitfuje Frechétav ideal na w,,

(ii) existuje systém {X,: ¢ < w,} € P(w,) — F takovy, ze kazda velka mnozina
A < o, obsahuje modulo # né&jakou mnozinu X,.

Existence takového idealu je bezesporna, je-li bezesporna silna forma axiomu
determinovanosti (Woodin).

Vime, Ze za pfedpokladu V = L existuje Suslindv strom, a tedy neplati Suslinova
hypotéza. V tomto pfipadé existuji Suslinovy x-stromy pro kazdy nespocetny
kardinal x, ktery neni slabé kompaktni. V kapitole IV ukazeme, ze z MA,, plyne
Suslinova hypotéza, tedy neexistuje Suslinv strom.

Laver a Shelah (1981) ukazali, Ze za ptedpokladu slabé kompaktniho kardinalu
je bezesporna teorie

@y’

ZFC + CH + neexistuje Susliniv w,-strom + 2“' > w, .

Zlstava otevienym problémem, zda z GCH neplyne existence Suslinova w,-stromu.

Rikame, Ze kardinal » ma stromovou vlastnost, jestlize neexistuje Aronszajniiv
x-strom. V 59 dokazeme, Ze nedosaZitelny kardinal ¥ mé& stromovou vlastnost,
pravé kdy? je slabé kompaktni. Za pfedpokladu V = L je stromova vlastnost ekvi-
valentni slabé kompaktnosti. Obecn& viak nikoliv. Silver a Mitchel (1972) ukazali,
ze z predpokladu existence slabé kompaktniho kardinalu je bezesporné predpokla-
dat, Ze w, ma stromovou vlastnost. Vysledek lze zobecnit i pro libovolny naslednik
regularniho nespoetného kardinalu namisto w,.

Naproti tomu neni znamo, zda existence Aronszajnova ¥, ,-stromu neplyne
jiz z GCH, ptipadné zda neni dokazatelni jen v ZFC.
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§ 4 Ramseyova véta a rozklady

»Je mnoho matematickych vét, které — zhruba feCeno — tvrdi, Ze kazdy systém
z jisté tiidy obsahuje velky podsystém, ktery ma vySsi stupeni organizovanosti nez pi-
vodni systém.“ Tuto poznamku vyslovili H. Burkill a L. Mirsky (1973) a Ize s ni plné
souhlasit. Klasickym ptikladem je véta Bolzanova—Weierstrassova o tom, ze z kazdé
omezené posloupnosti realnych Cisel lze vybrat konvergentni posloupnost. Jinym
prikladem je véta 1.19 o 4-systémech.

Nyni dokazeme jeden z nejdilezitéjsich vysledkd nekoneéné kombinatoriky,
fascinujici Ramseyovu vétu. Vyplyva z ni mimo jiné, ze kazdy nekoneény graf obsa-
huje nekone€ny Gplny podgraf nebo nekonecnou nezavislou podmnozinu vrcholi.
Uvidime také, ze v kaZdé nekonegné uspofadané mnoZiné existuje nekoneény fe-
tézec nebo nekonelny antifetézec.

Kromé Ramseyovy véty se seznamime s jeji konecnou a kanonickou verzi. Analogii
Ramseyovy véty pro rozklady systému nekonecnych mnoZin ptirozenych &isel je
véta Galvinova-Prikryho. Je ukazano pouZiti téchto tvrzeni v teorii dobrych
a lepsich kvaziuspotadani, vrcholici v Laverové diikazu znamé Fraissého domnénky.

V zavéru je uvedena véta Erdose a Rado pro rozklady na nespocetnych kardi-
nalech.

4.1 Budeme se zabyvat rdznymi, pfevazné nekoneénymi verzemi znamého zasuv-
kového principu, nazyvaného také Dirichletovym principem. S nejjednodussim
ptikladem jsme se setkali jiz v kapitole L.

RozlcZime-li nekoneénou mnoZzinu na koneéné mnoho &asti, pak alespon jedna
¢ast je nekonelna.

Pro mnozinu Q racionalnich ¢isel dokonce plati: Rozlozime-li racionalni &isla na
koneéné mnoho ¢asti, Q = X, u...u X,_,, pak alespon jedna mnozina rozkladu
obsahuje izomorfni kopii mnoziny Q. Tedy jedna z mnozin rozkladu kromé toho, ze
je nekonecéna, odrazi celou strukturu uspotadani mnoziny Q. Pro dikaz uvedeného
tvrzeni staci si uvédomit, Ze existuje otevieny interval I + 0 a &islo i < n takové,
Ze mnozina X; NI je husta v I. Odtud plyne, ze Q Ize izomorfng vnotit do X,.

Nebudeme se omezovat jen na rozklady mnoZiny X, ale budeme pracovat
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mn 4.1

i s rozklady mnoziny [X]" vsech n-prvkovych podmnozin mnoziny X. Ptitom
rozklady jsou velmi asto definovany pomoci zobrazeni.

Kazdé zobrazeni f s definiénim oborem [X]" urduje rozklad mnoziny [X]" na
[Rng (f)| easti. Pfitom x, ye [X]" lezi v té%e tfid& rozkladu, pravé kdyz f(x) = f(y).
Mizeme si piedstavit, 7e takové zobrazeni pfifazuje kazdé n-prvkové mnozing né-
jakou barvu. Proto se také mluvi o obarvenich misto o rozkladech a zobrazenich.

4.2 Definice. Homogenni mnoZina. (i) Necht X je mnozina a Q je rozklad mnoziny
[X]" viech n-prvkovych podmnoZin mnoziny X. Rikdme, 7e mnozina 4 < X je
homogenni (pro Q), jestlize viechny n-prvkové podmnoziny mnoziny 4 leZi ve stejné
tFidé rozkladu. To znamend, ze [A]" < ¢ pro néjaké g e Q.

(ii) Necht f je funkce definovana na [X]" Rikdme, ¢ 4 < X je homogenni
(pro /), jestlize f je konstantni na [A]".

Viimnéme si, z2 4 < X je homogenni pro f, pravé kdyZ je homogenni pro roz-
klad urgeny zobrazenim f.

Tvrzeni, kterd nas budou zajimat, lze elegantné vyjadfit pomoci rozkladové
Sipky, kterou zavedli Erdos a Rado.

4.3 Definice. Rozkladova Sipka. Necht x, 4, p jsou kardinalni &isla, r je ptirozené.
Symbol

(1) x = (),

znamena, Ze pro kaZdou mnoZinu X mohutnosti x a pro kazdé zobrazeni f: [X]" - u
existuje mnozina 4 < X mohutnosti 4, ktera je homogenni pro f.
Neplati-li (1) piSeme » + (1), Pokud u = 2, index y u $ipky se vypousti.

4.4 Priklad. (2) Zndmd hFicka. Sejde-li se kolektiv 3esti lidi, najdou se mezi nimi
alespon tfi, kteti se bud navzajem znaji, nebo zadny z nich se nezna s ostatnimi.
UkaZeme, Ze v feCi Sipek se jedna o tvrzeni

2) 6 (3).

Necht X je mnoZina o 6 prvcich. Piedpokladame, Ze ,,znati se* je symetricky vztah.
Pro kazdou dvojici {x,y}e[X]* polozime f({x, y}) = 0, jestlize x a y se znaji.
jinak polozime f({x,y}) = 1. Ziskame tak funkci f:[X]* 2. Necht A< X je
homogenni pro f. Nabyva-li f na [4]? hodnoty 0, pak viechny dvojice z A se znaji,
nabyva-li hodnoty 1, pak Zadna dvojice z 4 se nezna. ProtoZe nam jde o libovolnou
skupinu, musime uvazovat viechny funkce f:[X]? - {0, 1}. Existuje-li pro kazdou
z nich ttiprvkova homogenni mnoZina, dostavame (2), odkud plyne i feSeni hticky,
a naopak. Neni téZké ovéfit (2), stejné jako 5+ (3)%.

(b) Obecné kazdé zobrazeni f:[X]*— {0,1} uréuje graf <X,H), kde H je
mnozina téch hran {x, y}, pro které f({x,y}) = 0. MnoZina 4 < X je homogenni
pro f, pravé kdyz bud kazdé dva vrcholy z A jsou spojeny hranou (A4 uruje uplny
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4.7 Ramseyova véta a rozklady 18

podgraf), nebo Zadné dva vrcholy z 4 nejsou spojeny hranou (4 je nezavisla mnozina
vrchold).

V teti graf (2) znamena, Ze kazdy graf o 6 vrcholech obsahuje bud nezavislou
ttiprvkovou mnozinu, nebo uplny podgraf K ;. Vztah 5 + (3)* znamena, Ze existuje
graf o S vrcholech neobsahujici K, ani nezavislou tfiprvkovou mnozZinu vrchold.

4.5 Jednoduché vlastnosti Sipek. Vztah (1) je zajimavy, pokud # > A >r >0
a pu > 2. V ostatnich (degenerovanych) ptipadech je snadné zjistit, zda vztah (1)
plati ¢i nikoliv.

(i) Monotonnost. Pro x, > x nebo A; <1 nebo u; <pu z %— (1), plyne
= (A

(i) Monoténnost v exponentu. Ptedpokladejme, Ze 4 je nekone¢ny kardinal a plati
x — (A),. Potom pro kazdé n < r plati

(3) x> ()

Ditkaz. Kdyby pro néjaké n < r neplatila Sipka (3), existuje zobrazeni f: [x]" — g,
které nema homogenni mnoZinu mohutnosti 4. Pro kazdé xe[x]" a ye[x] "
takové, ze max x < min y, poloZme g(x Uy) = f(x). Potom ani zobrazeni g:[x] - p
nema homogenni mnozinu mohutnosti 4 — spor.

(ili) Tranzitivnost. Piedpokladejme x — (1), a A — (z).. Potom plati x — (1),

kde p.v je souCin kardinalnich &isel. Odtud indukci a vyuZitim monoténnosti
Sipky v dolnim parametru snadno dostaneme, ze z  — (w), plyne © — (o)
pro kazdé k < w.
Dtkaz. Necht f:[x]" — (u x v). Pro libovolné xe[x]" necht g(x) je prvni &islo
dvojice f(x). Potom g:[x]" — g, a proto existuje homogenni mnoZina A < x pro
g, ktera ma mohutnost 4. Oznaéme «, < ¢ hodnotu, které g nabyva na mnoZin&
[A). Nyni pro xe[A4]" je prvni ¢islo dvojice f(x) rovno «, a necht h(x) je druha
slozka dvojice f(x). Potom h:[A4]" > v a mnozina B < 4 mohutnosti t, ktera je
homogenni pro h, je také homogenni pro vychozi zobrazeni f.

(iv) Pro r = 1 ztotoZiujeme mnozinu [X]' s mnozinou X a x — (1)} znamena,
Ze v kazdém rozkladu mnoziny x na <pu casti je néjakd mnoZina mohutnosti
alespoit A. To je ekvivalentni s tvrzenim, Z¢ ) A, < x pro kazdou posloupnost

a<u

{4, @ < uy kardinalnich ¢isel mensich nez 4.

4.6 Ramseyova véta fesi dilezity ptipad Sipky (1) pro x = A = w a konegné p.
Dokazal ji F. P. Ramsey (1930) ptivodné jako technicky prostiedek pro matematic-
kou logiku.

4.7 Ramseyova véta. Pro kaidé pFirozené r a kazdy rozklad Q mnoziny [w]" na
konecné mnoho Cdsti existuje nekonecnd mnoZina A pFirozenych cisel takovd, Ze
[A) = q pronéjaké g€ Q.

Struénéji, pro kazdé pFirozené r a k plati w — (w);.
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Piedvedeme dikaz pomoci ultrafiltrii, ktery se da pouzit i pro velké kardinily.
Podobny stupeii obecnosti ma i metoda rozkladovych stromil, se kterou se sezna-
mime pozdg&ji pfi dikaze véty 4.73.

Ditkaz. V degenerovanych ptipadech r = 0 nebo k < 1 véta trivialng plati, jakmile
r=1 ak je libovolné kone¢né, jde o Dirichletav princip.

Vétu dokazujeme indukci podle » > 1 pro libovolné k > 1. Ptedpokladejme,
Ze pro dané r > 1 a libovolné k plati

() ® = (),

a dokazujeme @ — (w) ",

Necht % je n&jaky uniformni ultrafiltr na w. M&me dano zobrazeni f: [w] *! — k.
Pro libovolné ue[w]" a i < k polozme

X(ui) = {xew —u fluu {x}) = i}.

MnoZiny X(u,i) pro i<k tvofi koneény rozklad mnoZiny w — ue, pravé
jedna z nich je prvkem ultrafiltru %. Oznat¢me g(u) jediné i<k, pro které
X(u, i) e %. Ziskali jsme tak zobrazeni

(%) g:[o) - k.

S jeho pomoci sestrojime nekonetnou mnoZinu Y = {y;:i < o} € w, ktera bude
obsahovat hledanou homogenni mnoZinu. Prvnich r ¢lenti mnoZiny Y muiZeme
zvolit libovolng, naptiklad y, =0, y, = 1,..,,y,_, = r — 1. Pfedpokladejme, Ze
pro n&jaké n > r jiz mame sestrojenu mnoZinu Y, = {yj:j < n}. Pro kazdé
ue(Y,] je X(u g(u))e% a mnozina [Y,] je konetna. To znamena, ze

X, = N{X(w glw): ue ¥}

je také prvkem % a je nekonetna. Proto je mnoZina X, — {p:p< Y._1} ne-
prazdna. Za y, zvolime nejmensi prvek této mnoziny. Tim je popsana konstrukce
nekoneéné mnoziny Y.

Nyni uvazujme funkdi g z (5) jen na mnoziné [ Y]". Podle indukéniho ptedpokladu
(4) existuje nekonetni mnozina A < Y homogenni pro g. Piedpokladejme, %e ¢
nabyva na [4]" hodnoty O (ostatni ptipady se dokazuji stejng). Ovérime, Ze také pi-
vodni funkce f nabyva na [A]"*" hodnoty 0, to znamen, 7¢ A je homogenni pro f.

Necht v je libovolny prvek mnoziny [A]'*'. Vime, 2e 4 = Y. Necht y je nejvétsi
prvek mnoziny v a u=v — {y}. Potom g{u) =0 a yeX(4,0), to znamena, ze
f() = fuv {y}) = 0. Ukazali jsme, Z¢ 4 je nekone&na mnozina homogenni pro f.
Dikaz je hotov.

Z Ramseyovy vty a monotonnosti $ipky plyne, Ze pro kazdé nekonecné x plati
(6) % — ().

Drive neZ se budeme zabyvat disledky Ramseyovy véty, trochu odbogime.
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4.11 Ramseyova véta a rozklady I

4.8 Sierpinského uspofadani. Pfedpokladejme, ze mnoZina X je linedrné uspofa-
dana relaci <. Zvolme navic néjaké dobré uspofadani < mnoZiny X. Pro
X,y € X polozme

x<gyeoxXy&x<y.

Relace < je uspofadanim na mnoZing X, které se nazyva Sierpinského uspoFdddni
(urgené relacemi < a <). Je-li 4 © X fetdzec viili <, snadno se nahlédne, 7e 4 je
dobte uspotadani relaci <. Je-li A antifetdzec (<), pak A je dobfe uspofadana
inverzni relaci k <.

4.9 Véta. (i) Nekonetnd usporddand mnoZina obsahuje nekoneény Fetézec nebo
antiretézec.

(i) V kazdé nekonecné linedrné uspofddané mnoZiné existuje podmnoZina, kterd je
uspofrddand podle typu w nebo typu w*.

Jinymi slovy (3.7), typy w a w* tvoii bazi pro tfidu viech typt nekone¢nych linear-
né uspofadanych mnozin.

Dikaz. (i) Je-li X nekoneénd uspotidani mnozina, pro kazdé u = {x,y}e[X]?
polozme f(u) = 0, jestlize x a y jsou srovnatelné, jinak f(u) = 1. Podle (6) existuje
nekonetna mnoZina 4 < X homogenni pro f. Nabyva-li f na [A]* hodnoty O,
je A fetézec, nabyva-li f hodnoty 1, je A antifetézec.

(ii) Necht (X, <) je nekone&na linearné uspofadana mnozina. Zvolme Sierpin-
ského uspofadani <gna X, které¢ je uréeno relaci < a ngjakym dobrym uspofadanim
na X. Podle (i) existuje nekone¢na mnozina- 4 < X, ktera je bud fetézcem, nebo anti-
fetézcem vzhledem k <. Je-li A fetézcem, podle 4.8 je 4 dobie usporadana relaci <,
a proto existuje dolni podmnoZina B € A uspofadana podle typu w. Je-li 4 anti-
fetézec, pak A4 je dobfe usporadana inverzni relaci k <, a proto existuje horni pod-
mnoZina B € A uspotfadana podle typu w*.

4.10 ZuZeni systému mnoZin do podmnoZiny. Chceme-li dat vskutku jednoduché pii-
klady nekonetnych systémi mnoZin pfirozenych &isel, systtmy 4 = {{n}:n < w}
jednoprvkovych podmnozin pfirozenych &isel nebo B = {n+ l:n < w} ne-
prazdnych dolnich podmnozin budou z prvnich, které nas napadnou. Stejné
jednoduché systémy ziskame pfechodem k doplikim mnoZin z 4 nebo z B, tedy
C={w-{njin<owlaD={w-(n+1)n<o}

Piipomenime, ze je-li S < 2(X) systém podmnoZin mnoZiny X, potom pro libo-
volné YS X je S| Y= {Yn A: A€ S} zaZeni systému S na mnozinu Y.

4.11 Véta (Shelah). Pro kazdy nekoneény systém S < P(X) existuji prostd posloup-
nost {x,:n < w) proki z X a podsystém {A,:n < w} < S tak, ze

{{m<wix,ed,}:n<w}
je prdvé jeden ze systémit A, B, C, D.
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111 4.11

Jinymi slovy, existuje spo¢etna mnozina Y < X aspocetne S’ < S tak, ze zizeni
5’| Y je podobné jednomu ze systémt A az D.
Ditkaz. Nejprve rekurzi podle n < w sestrojime klesajici posloupnost nekone&anych
podsysttmi S, & S a posloupnost prvki {(x,:n < w) z X. Polozme S, =35
a xo€ X zvolime tak, aby systémy S,(0) = {A€S,:x,¢ A} a So(1) = {A€Sy: x € 4}
byly oba neprazdné. Je ziejmé, Ze systémy So(0) a Sy(1) tvofi rozklad mnoziny S,,
proto je alespon jeden z nich nekonecny a ten ozna¢ime S,. V dal§im kroku si pogi-
name stejné. Vybereme x, € X tak, Ze oba systémy

5.(0)={A4eS,:x, ¢ A4},
S((1)={AeS,:x, e 4}

jsou neprazdné a za S, zvolime ten, ktery je nekonedny. Prvek x, € X lze vybrat,
protoze |S,| =2 a navic je x, # x,. Takto sestrojime {§,:n < w) a prostou
posloupnost {x,:n < w).

Pro kazdé n vybereme A,eS, — S,.,. Viimnéme si, Ze pfi této volbeé pro kazdé
i < o plati:Je-li x;¢ A;, pak x;€ A; prokazdé j > i, aje-li x;€ 4, pak x; ¢ A; pro
kazdé j > i.

Pro i < j polozme

0, x ¢A;&x; ¢ A,

I, . .. x €A &x ¢A

iLj}) = jestlize S A
Atk 2, x;€A; & x;€ A,
3, xiéAj&xjeA,-.

Mame tak definované zobrazeni f:[w]? — 4. Podle Ramseyovy véty existuje ne-
konena mnozina M < w homogenni pro f. Je snadné ovéfit, ze zaZeni systému
§'={A,:ne M} na mnozinu Y = {x,:ne M} je podobné pravé jednomu ze systé-
mi A, B, C, D, podle toho, je-li M homogenni pro barvu 0, 1, 2, 3.

F. P. Ramsey (1930) dokazal také obdobu véty 4.7 pro kone¢né mnoziny.
4.12 Konetna Ramseyova véta. Pro libovolnd pfirozend ¢isla k, m, r existuje pfiro-
zené n tak, ze plati
(7) n = (mJ.

Odtud plyne, Ze pro kazdé r existuje Ramseyova funkce R, definovana viude na
@ x w vztahem R,
(8) R(m, k) = min {n < w:n - (m)}.

Diikaz. Pouzijeme princip kompaktnosti (I. 8.36). Pfedpokladejme, ze pro kazdé
n > r existuje obarveni f:[n]"— k, pro které neexistuje zadna homogenni mno-
7ina o m prvcich. Mnozina S = {f,:n > r} je systém kone&nych funkci s hodnotami
v kone¢né mnoziné k. Navic S vykryva viechny koneéné podmnoziny mnoziny [w],
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4.13 Ramseyova véta a rozklady 11l

protoze konetné X < [w]" je podmnozinou kazdé mnoziny {n]" = Dom(f,) pro
libovolné n>max|JX. Podle principu kompaktnosti existuje zobrazeni f: [w]" — k
filtrujici systém S. Odtud plyne, Ze pro kazdou kone¢nou mnozinu 4 € o existuje
n > max (4) takové, Ze plati

() S04y = f114)

Z Ramseyovy véty 4.7 vime, Ze existuje nekonena mnozina B € w homogenni
pro f. Vezmeme-li libovolnou podmnozinu A4 < B o m prvcich, pak z (9) plyne,
7e A je také homogenni pro n&jaké obarveni f, — spor. Dukaz je hotov.

4.13 Priklady. (a) Ukazuje se, Ze vypocet hodnot Ramseyovych funkci (8) je velice
obtizny a ptesnych Hodnot je znamo jen malo. Priklad 4.4(a) fika, ze R,(3,2) = 6.
Je také znamo, Ze R,(4,2) = 18, ale jiz pro R,(5,2) je znam pouze odhad
42 < R,(5,2) < 55. Pro funkci R, je situace je3té slozitéjsi. Pro nejjednodussi pi-
pad R,(4,2) je znam jeno odhad 13 < R,(4,2) < 15.

(b) K popularité Ramseyovy véty rozhodnym zpisobem pfispély vysledky Erddse
a Szekerese z roku 1935, které uvadime v prikladech (b) a (e). Erdos a Szekeres v téze
praci podali nezavisly diikaz kone¢né Ramseyovy véty. Prvni jejich vysledek se tyké
mnozin bodd v roviné.

UvaZujeme jen takové mnoZiny bodii v roving, Ze Zddnd jejich trojice bod nelezi na
pFimce. Pro kaZdé pFirozené m existuje pFirozené éislo n takové, Ze z libovolné n-bodoveé
mnoZiny v roviné lze vybrat m bodt, které tvoFi vrcholy konvexniho m-tihelniku.

Uvedeme elegantni diikaz této véty, ktery pochazi od M. Tarsyho. Stati vzit n
takove, ze plati

(10) n = (m);.

Mnozinu Y o nbodech v roviné ocislujeme O, 1, .., n — 1. Kazdou tfiprvkovou mno-
zinu {i, j, k} budeme zapisovat ve vzestupném uspotadani, tedy i <j < k. Trojici
{i,j, kj obarvime bile, jestlize ptechod v roving od i do j a dale ptes k zpatky doi
se d&je proti sméru hodinovych ruiek, a éerné, je-li ptechod po sméru hodinovych
rudizek. Podle (10) existuje podmnozina X = {xo, x;,.... X,,-} 0 m bodech uspota-
dana tak, e kazda jeji trojice mé stejnou orientaci. Vezmeme-li libovolnou ptimku p
prochazejici body x;, x;, ,, kde i + 1 < m, nebo prochazejici body x,,_, a x,. pak
v dusledku stejné orientace trojic lezi cela mnoZina X v jedné z polorovin vymeze-
nych ptimkou p. To oviem znamena, Ze body Xxq, Xi....,X,-; jsOUu vrcholy
konvexniho m-thelniku.

(c) Jako disledek koneiné Ramseyovy véty dostaneme tvrzeni o fetézcich a anti-
fetézcich v kone¢nych uspofadanych mnozinach, které je obdobou 4.9(i). Pro dané
pEirozené m existuje n takové, ze kazda uspofadana mnozina o n prvcich obsahuje bud
tetézec, nebo antifetézec o m prvcich.

Je viak znama piima metoda, ktera dava pfesny dolni odhad ¢isla n v zavis-
losti na m.

281



111 413

Necht P je koneéna uspofadana mmozina. Oznaéme r(P) a a(P) po fadé nejvétsi
délku Fetézce a nejvétsi mohutnost antifetézce v P. Ukazeme, ze

(11) 1P).a(P) = |P|.

Nechf P, je mnozina viech maximalnich prvkd v P. Dale vezméme mnozinu P,
vsech maximalnich prvkd v P — P,. Takto po kone¢ném poctu krokid ziskame roz-
klad {P;:i < n} mnoziny P. Je ztejmé, Ze kazdé P, je antifetézec, tedy |P| < a(P),
a navic n = r(P). Odtud plyne (11).

(d) Libovolna usporadani mnozina, ktera ma alespofi r.a + 1 prvk{, obsahuje
bud fetézec délky r + 1, nebo antifetézec mohutnosti a + 1.

(¢) (Erdss, Szekeres 1935). Z kazdé prosté posloupnosti redlnych Cisel délky n* + 1
Ize vybrat bud rostouci, nebo klesajici podposloupnost délky n + 1.

Na mnozing indext posloupnosti, kterou ztotoznime s prirozenym &islem n* + 1,
jsou dana dvé linearni uspofadani: prvni je obvyklé uspotadani ptirozenych &isel
a druhé je usporadani indext podle velikosti ¢lend posloupnosti. Uvazujeme-li
odpovidajici Sierpinského uspotadani (4.8) na n* + 1, pak kazdy fetdzec urluje
rostouci podposloupnost a kazdy antifetézec uruje klesajici podposloupnost.
Z (11) plyne, Ze alespoii jeden z nich musi mit mohutnost n + 1. Neni téZkeé sestrojit
priklad ukazujici, ze odhad n* + 1 je nejlepsi moZny.

(f) Z véty 4.9(i) plyne, Ze (11) plati i pro spogetné uspofadané mnoziny. Ukazeme,
ze ve v&té 4.9(i) nelze slovo ,,nekonecny* nahradit slovem ,nespodetny®, a tedy pro
nespocetna uspofadani vztah (11) nemusi platit.

Vime, Ze realn4 primka R neobsahuje podmnoZinu typu , ani w}. To znamena,
ze pro Sierpinského uspofadani mnoziny R, odpovidajici uspofadani realnych Cisel
a n&jakému jejimu dobrému usporadani, neexistuje ani nespoletny fetézec, ani ne-
spoCetny antifetézec. Dostavame znamé Sierpinského tvrzeni

(12) 29+ (w,)?.

Viimn&me si, ze pro strom T mohutnosti @, neplati (11), pravé kdyz T je Suslintv
strom.

4.14 Kanonické rozklady. Doposud jsme se zabyvali jen kone¢nymi rozklady.
Nyni nas budou zajimat viechny rozklady. Predpokladame, ze X je linearné uspo-
fadana mnoZina. Zapisujeme-li n-prvkovou mnozinu a & X vyctem jejich prvkd
a={aya..,a,_ ,}, vidy ptedpokladime, Ze prvky a; jsou uspofadany vze-
stupné.

Zvolme piirozené n a uvafujme rozklady mnoziny [X]". Pro kazdé 4 c
< {0,1,...,n — 1} = n definujeme relaci ekvivalence ~, na mnoziné [ X]" tak, ze

a~ 4 beprokaidé ied plati g, = b;.

Necht Q, je rozklad mnoziny [ X]" sestavajici ze ttid ekvivalence relace ~ .
Rozklady Q, pro 4 < n se nazyvaji kanonickymi rozklady na X (pro dané n).
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418 Ramseyova véta a rozklady Il

Je-li X nekonetna mnozina a n > 0, pak existuje nekone&né mnoho (alespon 2)
rozkladt mnoziny [ X", ale jen 2" kanonickych rozkladd. Ptame se, zda pro libovol-
ny rozklad Q existuje nekoneéna podmnozina A < X takova, ze z(zeni Q na [A]"
je jiz kanonickym rozkladem na A. Pozitivni odpovéd dava kanonicka Ramseyova
véta.

4,15 Definice. Necht X je linearn€ uspofadani mnozina a n pfirozené.

(i) Rikame, ze rozklad Q mnoziny [X]" je kanonicky na mnoziné A < X, jestlize
existuje mnozina 4(Q, A) < {0,1,...,n — 1} takova, e libovolna a,be[A]" lez
ve stejné mnoZin& rozkladu, pravé kdyz pro kazdé ie 4(Q, A) plati a, = b,. To zna-
mena, Ze Q|[A4]" = Q0.4

(i) Je-li f zobrazeni definované na [X]", fikame, ze f je kanonické na A4 < X,
jestlize rozklad Q ureny zobrazenim f je kanonicky na A. V tomto piipadé piSeme
A( f, A) namisto 4(Q, A).

Viimnéme si dvou meznich ptipadid mnoZiny 4(f, A). Je-li 4(f, 4) = 0, potom
f(a) = f(b) proviechna a,be[A]". Tooviemznamena,ze mnoZina A je homogenni
pro f Na druhé strang, je-li 4(f,4)={0,1,...,n — 1} = n, potom pro a % b je
f(a) # f(b), tedy f je prosté zobrazeni na mnoziné [A]".

V ptipadé n = 1, kdy ztotoziiujeme [ X]' s X, je funkce f kanonick4 na podmno-
7iné A, jestlize f je bud konstantni na A (v ptipadé 4 = 0), nebo prosta na A4
(v ptipadé 4 = {0}). Je-li X nekonelné, je ziejmé, Ze pro libovolnou funkci f defi-
novanou na X nalezneme nekonenou mnozinu 4 < X uvedenych vlastnosti.

4.16 Kanonicka Ramseyova véta (Erdés a Rado 1950). Pro libovolné prirozené n
a kazdy rozklad Q mnoziny [w]" existuje nekoneénd mnozina A < w, na kieré
Jje rozklad Q kanonicky.

4,17 Nejprve ukaZeme, Ze kanonicka Ramseyova véta je zobecnénim Ramseyovy
véty. Piedpokladejme, Ze Q je kone¢ny rozklad mnoziny [w]". Necht 4 <
je nekoneéna mnoZina, na které je rozklad Q kanonicky. Dokazujeme, Ze A je
homogenni pro Q, neboli 4(Q, A) =0. Predpokladejme, Zze existuje ngjaké
i€ 4(Q, A). Pro libovolné xe A, které neni mezi prvnimi i prvky mnoziny 4,
existuje a(x) = {ao,...a,_,} €[A]" takové, Ze a, =x. Jedi x# x, pak d(x)
a a(x’) lezi v riznych mnozinach rozkladu Q, a protoze A je nekoneéna, @ musi byt
nekoneény rozklad — spor.

K diikazu véty 4.16 pouzijeme nasledujici charakterizace kanonickych rozkladi,
ktera je sama o sob€ zajimava.

4.18 Invariantni rozklady. Pifedpokladame, Ze X je linearné uspotadana mnozina.
Jsou-li a, b, c, d jeji n-prvkové podmnoziny, piseme

(13) a:b=c:d,

jestlize existuje rostouci zobrazeni @:au b — X takové, ze ¢[a] =c a ¢[b] =d.
Jinymi slovy, (13) je ekvivalentni s tim, Ze pro kazdé i,j < n plati
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a; < b, pravé kdyz ¢, <d,.
Je-li Q rozklad mnoziny [X]", pak piSeme a = b(Q), jestlize a i b leZi ve stejné
mnoziné rozkladu. Pokud je zfejmé, ktery rozklad mame na mysli, piSeme kratce
a=b
Rikame, Ze rozklad Q mnoziny [X]" je invariantni, jestlize pro libovolné
a,b,c,de[X]" plati:
je-li atb=c:d a a=b, potom c=d.

4.19 Lemma. Je-li X nekonetnd linedrné usporddand mnoZina, potom libovolny
rozklad mnoZiny [ X ]" Jje kanonicky, pravé kdyZ je invariantni.
Ditkaz. Necht Q je kanonicky rozklad a Q = Q, pro n&jaké 4 = n. Je-li a= b,
pak pro kazdé ied je a;=b, az a:b=c:d dostavame, ze také ¢, = d, pro
kazdé ied. Odtud ¢ = d a Q je invariantni.
mnoziny [X]"a n > 0. Zvolme libovoln& mnozinu S = {x,,...,x,,} S X 0 2n + 1
prvcich uspofadanych vzestupné.

Nejprve pouzijeme prvnich n + 1 prvkd mnoziny S a pro kazdé i < n poloZime

Hy = {Xgy o0 Xi_ 1, Xip gy oo X, ) -
Je ztejmé, Ze kazdé H, je n-prvkova mnozina. Pro rozklad Q definujeme mnoZinu
(14) 4={i<nH=*H,,}.
Dokazujeme, e Q = Q,. Vezméme libovolné a,be [X]" takové, ze a, = b, pro
ied. Polozme Q(a, b) - ‘{l <nia # bi}l )
Indukci podle ¢ dokaZeme, ze a = b. Je-li g(a,b) = 0, pak a = b atrivialné a = b.
Je-li g(a,b) >0, necht j je nejmensi index, pro ktery a; ¥ b, Vime, Ze j¢ 4.
Muizeme predpokladat a; < b; a polozme
b' = {bg,..ob;_1,a; by, by}
Je ziejmé, ze a; = b; pro kazdé ie 4 a soucasné ¢(a, b') < g(a, b). Podie indukéni-
ho ptedpokladu dostavame a = b'. Navic plati
b:b'=H; H,,
a protoZe j¢4, je H; = H;,,. Z invariantnosti rozkladu Q plyne b = b, odkud
také a = b.

Potfebujeme jesté ukazat, ze také naopak z a = b plyne a; = b, pro viechna
ied. Dokazujeme to sporem. Predpokladejme, Ze a = b a existuje ied, pro
které je a; # b, Oznalme jed nejmensi takovy index. Je-li j =0 polozme
c=a, d=0>5. Jeli j >0, poloZme

¢ = {min (ag, bo), ..., min (a;_y, b;_,), aj, ... a,_,},
d = {min (a,, bo), ..., min(a;_;,b,_,), bj,.... b,_,} .

s Ujo oo n
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421 Ramseyova véta a rozklady 11

Z invariantnosti rozkladu Q a z (14) dostavame ¢ =a, d = b, odkud ¢ =d. Je
zfejmé, Ze pro i <j je ¢; =d; a ¢; ¥ d;. MuZzeme predpokladat, ze ¢; < d;.

Nyni vyuZijeme toho, Ze Sma 2n + 1 prvki. MaZeme vybrat n-prvkové mnoZziny
e, [z prvnich 2n prvkd mnozZiny S tak, ze plati

cid=e:f.

Nutné e; < f; a ¢ = f; pro i <j. Z invariantnosti Q méme e = f.

Uvazujme zobrazeni ¢:5 — {x,,} - S takové, ze pro x < ¢; je ¢(x) = x a pro
x > e; je ¢(x) naslednik prvku x v mnozing S. Oznagime-li ¢ = ¢[e] a ' = o[ f],
plati e: f=¢':f', aproto ¢ = f".

Podobné uvaZujme zobrazeni ¥:S — {x,,} = S takové, Ze pro x<e; je
Y(x)=x a pro x=e; je Y(x) naslednik prvku x v mnozing¢ S. PoloZme
¢' = Y[e]. Je ztejmé, ze f' = Y[f], a proto e:f =¢":f". Odtud €" = f’. Nyni
vime, Ze ¢ = [’ = ¢". Viimnéme si, ze

.o __ .
e':¢ =H;:H;,,,

atedy H; = H;,,. To oviem znamena, Ze j ¢ 4, spor. Dokézali jsme, Ze Q je kano-
nicky rozklad.
Pro kone¢né mnoziny lemma 4.19 neplati.

4.20 Priklad. Necht n > 1. UvaZujme mnoZinu X = {0, 1,..., p} pro n&jaké p tako-
vé, 2e n < p < 2n. To znamena, ze n < |X| < 2n. Definujme rozklad Q mnoziny
[X]" tak, ze jedna jeho mnoZina sestava z mnozin {0,..,n— 1} a{p—n+1,..,p}
a zbyvajici mnoZiny rozkladu jsou jednoprvkové. Q je invariantni rozklad, ale neni
kanonicky. Pfipomeiime, Ze v diikazu 4.19 jsme pouzili mnozinu o 2n + 1 prvcich.

4.21 Dtikaz kanonické Ramseyouvy véty. Piedpokladame n > 0, ptipad n =0 je
trivialni. PouZijeme Ramseyovu vétu o — (w)?" pro exponent 2n a &islo k, které
2n
udava potet viech relaci ekvivalence (rozklad) na mnoziné mohutnosti ( >
h
Dulezité je, ze k je prirozené &islo. Vezméme mnozinu I = {0,1...,2n — 1}
a necht E sestava ze viech rozkladt mnoziny [I]". Je ztejmé, ze |E| = k.
Necht Q je libovolny rozklad mnoziny [w]". Pro kazdou 2n-prvkovou mnoZinu

P = {Po, P1s--» P21n_1} S @ existuje jediny rozklad f(p)eE takovy, ze pro libo-
volné x, ye[I]" plati

x=y(f(p)« {piiex) ={p;jey}(Q).

Ziskali jsme tak zobrazeni f: [w]** — E. Podle Ramseyovy véty existuje nekonegna
mnoZina A € @ homogenni pro f. Ovéfime, Ze rozklad Q je invariantni na [4]".
Necht a,b,c,de[A]" aplati

(15) a:b=c:d.



11 4.21

Doplnime, je-li tieba, mnozinu «w b na 2n-prvkovou mnozinu p € A4 piidanim
prvki z A, které jsou za viemi prvky z au b. Podobné doplnime mnozinu ¢ v d
na mnozinu qe[4]*" Jelikoz f(p) = f(g), v dusledku (15) plati a = b(Q), pravé
kdyz ¢ = d(Q). Rozklad Q je tedy invariantni na [A4]" a je kanonicky podle 4.19.
Diikaz je ukoncen.

4.22 Rozklady systémil nekoneénych mnoZin. Zajimaji nds kone¢né rozklady systému
[X], tedy rozklady systému viech spogetnych podmnozin nekoneéné mnoziny X,
pro které existuji nekone¢né homogenni mnoziny. Klasicky vysledek Erdose a Rado
(1954), viz lemma 4.23, fik4, Ze pro exponent w neplati pfima analogie Ramseyovy
véty. Oviem konstrukce rozkladu mnoziny [X], pro ktery neexistuje nekonecna
homogenni mnozina, podstatné pouziva axiom vybéru. Na druhé strané Galvin
a Prikry (1973) ukézali, 7e analogie Ramseyovy véty plati, pokud se omezime na
vhodné definované rozklady. Seznamime se s jejich vétou a ukaZeme jeji pouziti.
Nejdtive slibeny protiptiklad.

4.23 Lemma. Pro kaZdou nekonecnou mnoZinu M existuje rozklad

[M]w =0,v0,

mnoziny [M° na dvé &dsti takovy, %e pro kazdou nekoneénou mnozinu A < M je
[4)°nQ, #0i[4]*nQ, +0.

Struénéji, pro kazdé nekonecné x plati
(16) ke ().
Diikaz. Na mnozin& [M]® definujeme relaci ekvivalence tak, ze
X ~ Y« symetricka diference X A Y je koneéna.

Z axiomu vybéru plyne, ze z kazdé tiidy ekvivalence lze vybrat jeden prvek. Existuje
tedy zobrazeni f takové, ze f(X) ~ X a X ~ Y- f(X) = f(Y) plati pro kazdé
X, Ye[M]®. Polozme

Qo = {X e[M]°:|X A f(X)| je sudeé &islo},
9, = [M]w - Q.

Ovéfime, Ze Q,, Q, maji pozadované vlastnosti. Je-li 4 = M nekone&na, vezméme
libovolnou spocetnou mnozinu X < A. Odebereme z X jeden prvek, dostaneme
mnozinu Y. Je zfejmé, ze f(X) = f(Y), a proto jedno z &isel |X A f(X)], |Y A £(X)|
jesudéadruhé liché. To znamena, Ze jedna z mnozin X, Ypatti do Q, a zbyvajicido Q,.
Dokazali jsme, Ze zadna nekonetna mnoZina 4 € M neni homogenni pro rozklad

{QO’ Ql}
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4.28 Ramseyova véta a rozklady 4l

4.24 Borelovské rozklady. Podle (16) plati w + (w);. Presto existuji zajimave
rozklady mnoziny [w], které maji nekone¢né homogenni mnoziny. Ukazuje se,
7¢ k popisu takovych rozkladl jsou vhodné topologické prosttedky. Budeme po-
uzivat borelovské mnoZziny a mnoziny s Baireovou vlastnosti, které jsou typickymi
pfiklady o-Uplnych algeber mnozin a jsou popsiny ve IV. I.

Na mnoziné [w]® zavedeme nejprve topologii odvozenou z topologie Cantorova
diskontinua, kterou budeme nazyvat klasickou topologii na [w]®. Ztotoznime-li
podmnoziny prirozenych &isel s jejich charakteristickymi funkcemi, stava se [w]®
podmnozinou, a tedy také topologickym podprostorem Cantorova diskontinua.
Baze topologie Cantorova diskontinua je uréena koneénymi funkcemi a odpovida-
jici baze topologie na [w]® bude uréena konenymi mnozinami.

Polozme [0] =[w]® a [s] = {Xe[w]*:X n(max(s) + 1) = s} pro libovol-
nou neprazdnou mnozinu se [w]<“. Jinymi slovy, X e[s], pravé kdyz s je dolni
podmnozZinou mnoZiny X v uspotfadani pfirozenych &isel.

Pro libovolné K < [w]** je
(17) o(K) = Ul[s]

sekK

otevienou mnozinou v klasické topologii.

Dale uvazujeme [w]® jako prostor s touto topologii. Rozklady mnoziny [w]®,
které sestavaji z borelovskych mnoZin, nazgvame borelovskymi rozklady.

4.25 Véta (Galvin, Prikry 1973). Pro kazdy konecny borelovsky rozklad
[w]°=Sou...US,_,
existuje nekoneénd mnoZina A < w takovd, e [A]® = S, pro néjaké i < k.
Nejprve uvedeme nékteré jednoduché disledky této véty.

4.26 Definice. Rikame, 7e systém K < [w]<“ je

(i) husty, jestlize pro kazdé X e[w]® je K n[X]<® %0,

(ii) spernerovsky, jestlize zadn4 mnoZina z K neni v uspofadani prirozenych gisel
dolni podmnozinou jiné mnoziny z K.
Viimnéme si, ze pro kazdé prirozené r je [w]" spernerovsky systém.

4.27 Lemma. Je-li K = [w]““ husty systém, potom existuje Ae[w]® takové, ze

kazdé nekonecné B < A md néjakou dolni podmnoZinu v K.

Ditkaz. Vezméme otevienou mnozinu o(K) definovanou v (17). Potom oK)

a [w]® — oK) tvoti borelovsky rozklad, a proto podle véty 4.25 ex1stu;e neko-

neéna mnozina A € w takova, ze bud [4]° < o(K), nebo [4]* no(K) = 0.
Druha alternativa neni mozna, protoZe z ni plyne [A]<“ N K = 0, a to je spor

s hustotou systému K. Tedy [A]° < o(K), a to je pravé to, co jsme chtéli dokazat.

4.28 Véta (Nash-Williams). Necht K je spernerovsky systém. Potom pro kazdy
Jjeho koneény rozklad
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K=K,u..uK,_,
existuje nekoneénd mnoZina A < w takovd, Ze
[4]°° N K < K; pronéjaké i < k.

Ramseyova véta je specialnim pfipadem tohoto tvrzeni, protoze [w]" je sperne-
rovsky systém.

Ditkaz. Ukazeme podstatny ptipad k = 2, pro k > 2 pokradujeme indukci. Pred-
pokladame, ze K = K, U K,. Pokud systém K, neni husty, existuje Ae[w]®
takové, ze [4]°°N K, =0, atedy [4]““n K < K,.

Je-li systém K, husty, vezméme mnozinu 4 €[w]® z disledku 4.27. Ovéfime, ze
[A]** N K € Ko Jedi se[4]““n K, potom B =su{ned:(Vies)(i <n)}
je nekonend a B < A. Ze 4.27 plyne, Zze B ma néjakou dolni podmnozZinu ¢ € K,,.
Jelikoz ¢ 1 s jsou dolni podmnoziny B, jedna je dolni podmnoZinou druhé. Navic
s,te K a protoze K je spernerovsky systém, plati s =t Tedy se K, a véta je
dokazana.

4.29 Galvinovu-Prikryho vétu dokazeme pomoci série lemmat, ve kterych pouzi-
jeme nasledujici oznaceni. Kone¢né mnoZiny pfirozenych ¢isel znadime s, ¢ a ne-
kone¢né mnoziny pfirozenych ¢isel zna€ime A, B, X, Y. Podmnoziny prostoru [w]“’
znacime S.

Piseme s < A, jestlize viechny prvky z s jsou mensi neZ viechny prvky z A. Je-li
s < A, potom definujeme

[s,4] = {(Xe[a]*:sc X csu 4}.

Jinymi slovy, X e[s, 4], pravé kdyz s je dolni podmnozina X a X — s < A.
Viimnéme si, Ze [0, 4] = [4]° a ze kazdou mnozinu [s] baze klasické topologie
na [w]® lze vyjadfit jako mnozinu [s, @ — (max (s) + 1)].

4.30 Definice. Ramseyovské mnoZiny. (i) Systém
&= {[s5,4):se[w]*“& Ae[w]* &s < 4}

nazyvame Ellentuckovym systémem.
(ii) Rikame, ze mnozina S < [w]® je ramseyovskd, jestlize plati

(18) (V[s,A)e&)(3Be[A4])*)([s,B] = S V [5,B] nS =0).

Systém viech ramseyovskych mnoZin znagime Z.

Zajimaji nas vlastnosti systému . Je ztejmé, ze X < P([(w]®), 0e# a ze
doplnék kazdé ramseyovské mnoZiny je také ramseyovska mnozina. Ukazeme, ze
je o-uplna algebra mnozin, ktera obsahuje vSechny oteviené mnoziny prostoru
[@]®. Odtud pak plyne, ze # obsahuje také viechny borelovské mnoZiny tohoto
prostoru.
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4.33 Ramseyova véta a rozklady HI

4.31 Ptiklad. Kazda mnozina [t, X]€é je ramseyovska, neboli 6 < #A.

Necht |s, 4] je libovolna mnozina z &. Hledame B, které spliiuje podminku (18)
pro S = [t, X]. Mohou nastat dva ptipady: bud je prinik [s, 4]~ [t, X] prazdny,
pak polozime B = 4. Nebo je neprazdny, a potom B = 4 n X je nekonetné a s je
dolni podmnozinou ¢ nebo naopak. UkaZeme, 7¢ B také spliiuje (18). Je-li t < s,
pak [s, B] < [t, X]. Neni-li t dolni podmnoZinou s, potom existuje prvek zet,
ktery je vétsi nez viechny prvky z s. Je ziejmé, ze z¢ s U B, ale z je prvkem kazdého
Ye[t, X]. Odtud plyne, Ze [s, B] ma prazdny prinik s [z, X].

4.32 PFijimani a odmitani. Uvazujme libovolnou mnozinu S < [w]® a libovolné
[s, A]e &. Rikame, ze [s, A] pFijimd S, jestlize existuje nekonetné B < A

takové, Ze [s, B] cs.

Pokud takova mnoZina B neexistuje, fikame, Ze [s, A] nepFijimd mnozinu S. Rikame,
se [s, A] odmitd S, jestlize pro kazdé kone&né 1 = 4 mnozina [sut, A(>1)] ne-
pHjima S, kde A(>1) = {neA:(Vied)(i < n)}.

(19) Je ziejmé, ze pokud [s, A] nepfijima S, pak pro ka?dé B < A také [s, B]
nepfijima S.

Viimnéme si, Ze plati:
(20) [t,B] < [s,A], pravé kdyz s je dolni podmnozinat, BS 4 a t —s< A

Odtud plyne, Ze [s, 4] odmita S, pravé kdyz kazdé [r, B] < [s, 4] nepfijima S.
Pokud [s, 4] odmita S, pak také kazdé [r, B] = [s,A] odmita S.

4.33 Lemma. Jestlize s, A] nepFijimd S, pak existuje nekoneiné B < A takové, Ze
[s, B] odmitd S.

Ditkaz. Nejprve ukaZeme, 7e pokud mnozina [s, 4] neptijima S, pak existuje nekone¢-
né X < A takové, Ze pro kazdé ne X

(21) mnozina [s U {n}, X(>n)] neptijima S.

V takovém pripadé tikame, ze [s, X | slabé odmitd S.
Piedpokladejme, Ze mnoZina X uvedenych vlastnosti neexistuje, to znamena, Ze
plati:

(s) pro kazdé X'e[A]® existuji xeX' a nekonetné Y' < X'(>x) tak, Ze
[su{x},Y]cs.

Poloime X, = A. Podle () existuji x,eX, a X, € Xq(>x,) tak, Ze
[su{xo}, X,] =S Pro X, opét pouzijeme (x) a ziskame x,eX, a X, ta-
kové, ze {xo,x,} < X, = X, a [su{x},X,] . Rekurzi sestrojime rostouci
nekone¢nou posloupnost x, < x; < x, < ... pfirozenych &isel a klesajici systém
mnoZzin (X;:i < w). Polozime-li X = {x;:i < w}, potom X € 4 a s < X. Ové-
time, ze [s, X] < S, a to je spor s predpokladem, Ze [s, 4] neptijima S. Necht Ye
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€[5, X] anecht i je nejmensi index takovy, 7e x; € Y. Potom Ye[su {x,}, X,.,] € S,
to znamena, 7 [s, X | < S. Dokazali jsme, Ze plati (21).

Nyni konstruujeme mnozinu B. Pfedpokladame, e [s, A] neptijima S, a vime, ze
existuje X, < A tak, ze [s, X,] slabé odmita S. Polozme b, = min X, a Y, =
= Xo(>bo). Potom [su {by}, ;] neptijima S podle (21) a [s, Y, ] také neptijima
S podle (19). Predpokladejme, Ze jsme jiZ sestrojili prvky b, < b, < ... < b a mno-
Ziny Xo2Y,2X, 27, 2..0Y,.,2X, oY, tak, zZe b=minX; a Y. =
= X, — {b;} apro kazdé ¢ < {b,,...,b,} mnozina [sut, Y] neptijima S. Nyni
sestrojime mnozinu X,,, ,, ktera uréuje b, ., =min X, ,,a Y, ., =X, ., — {b..1}.

Vime, 7e ke kazdému ¢ < {by,...,b,} existuje podmnozina Z, < Y, tak, ze
[sut,Z,] slabé odmita S. Postupné probirame viechny mnoziny t, je jich 2m*!,
a konstruujeme nerostouci posloupnost mnozin Z, < Y,. VyuZivame pfitom in-
dukéniho pfedpokladu a toho, Ze nepfijimani a slabé odmitani se zachovava pfi
ptechodu k mensi mnoziné. Posledni z mnozZin Z, oznadime X, ,. Mame zaruéeno,
ze pro libovolné t < {b,, ..., b,} mnozina [sut, X, ] slabé odmita S. Odtud ply-
ne, %e pro kterékoli r < {b,...,b,,,} mnozina [sur,Y,, ] neptijima S.

Takto ziskame nekonetnou mnozinu B = {b;:i < w}. Je ztejmé, ¢ s< B
a B < A. Ovétime, ze [s, B] odmita S. Necht ¢ je libovolna koneéna podmnozina B.
Jeli ¢t =0, pak [s, B] neptijima S, protoZe [s, A] nepfijima S. Piedpokladejme
t + 0 a necht b, je nejvétsi prvek v t. Potom ¢t < {b,, ..., b,} a z ptedchozi kon-
strukce plyne, ze [sut, X,,, ] neptijima S. To znamena, ze [sut, (B > t)] také
neptijima S, protoze B(>t) € X,,,,. Dokazali jsme, Ze [s, B] odmita S.

Nasledujici tvrzeni zesiluje pozorovani z ptikladu 4.31.

4.34 Lemma. Pro libovolny podsystém E, < & Ellentuckova systému je mnoZina
S = U{[t x]: [t,x] e Ey} ramseyovska.
Specialng, kazda oteviena mnozina prostoru [w]® lezi v &.

Dikaz. Vezméme libovolnou mnozinu [s, 4]€ &. Pokud [s, A] ptijima S, je dobte.
Predpokladejme, Ze [s, 4] neptijima S. Podle 4.33 existuje B < A takové, ze
[s, B] odmita S. Ukazeme, ze [s,B] S = 0. Piedpokladejme naopak, 7e prinik
je neprazdny. Pak je neprazdny prinik [s,B]n[t, X] pro ngjaké [t, X]eE,.
To oviem znameni, ze C = X N B je nekonetné a t— s < B. Odtud plyne
[swt C] = [t X] atoje ve sporus predpokladem, Ze [s, B] odmita Sa [1, X] < S.
Pranik je tedy prazdny a S je ramseyovsk4 mnozina.

Vime, Ze kazda oteviena mnozina [s] z baze klasické topologie je v &. Libovolna
oteviena mnoZina prostoru [w]® je sjednocenim n&jakého systému mnozin z baze
a z dokazaného lemmatu plyne, Ze je ramseyovska.

4.35 Lemma. Ramseyovské mnoZiny tvofi o-iplnou algebru mnoZin.
Ditkaz. Vime, %e systém % < 2([w]“) je uzavieny na dopliiky, proto sta&i ovérit,
Ze je uzavieny na sjednoceni spocetnych podsystémid. Necht {S;:i < ow}c ®
a polozme
P s=Us..
i<w
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Uvazujme libovolné {s, 4] €. Pokud [s, A] ptijima S, neni co dokazovat. Pred-
pokladejme, Ze [s, A] nepiijima S, a vezméme X = A podle 4.33 takové, ze
[s, X] odmita S.

Chceme sestrojit mnozinu B < X takovou, Ze [s, B] NS = 0. Postupujeme
podobng jako v dikazu 4.33. Vime, ze [s, X | odmita S,. Protoze S, je ramseyovska,
existuje B, & X takové, 7e [s,B,] NS, =0. Polozme b, =minB, a X, =
= B, — {bo}. Je ziejmé, ze [s,X,] a [su {by}, X,] jsou podmnoziny mnoziny
[s, X], a proto obg odmitaji S,.

Maéame-li zkonstruovany prvky by < b, <...<b,, a mnoziny B,> B, >...o B,
a Xpn.y =B, — {bn}, pak pro kazdé¢ t< {by,..,b,} mnozina [sutX,,,]
odmita S, a tedy také odmita S,,, . Podobné jako ve 4.33 nalezneme B, ., < X, .,
takove, Ze plati

[SUt’Bm+l]nSm+1 =0

pro kazdé ¢ < {b, .., b}, @ polozime b, ,, = minB,,,,. Timto zpiisobem ziska-
me mnozinu B = {b;:i < w} a klesajici systém mnoZin {B,:i < w}. Zbyva ovéfit
[s,B] n'S = 0. Kdyby pro n&aké m existovalo Ye[s,B]nS,, potom pro t=
=Y {bg ..., b,_} plati

Ye[sut:B(>b,_,)] c[sutB,],

ale na pravé strané inkluze je mnoZina disjunktni s S, — spor.

4.36 Disledek. KaZdd borelovskd mnozina prostoru [w]® s klasickou topologii je
ramseyovskd.

4.37 Ditkaz Galvinovy—Prikryho véty. Predpokladejme, ze
(] =S,u...u8_,

je rozklad sestavajici z ramseyovskych mnozin. Hledame nekoneénou mnozinu
A < o takovou, Ze pro néjaké i < k je [4]° < S,

Vezméme libovolné nekonetné B, < w. Pokud [0, B,] ptijima S,, 4 bude ta-
kova podmnozina By, pro kterou plati [0, 4] < S,. Pritom [0, 4] = [4]®, tedy
[4]° = S,. Jestlize [0, B,] nepfijima S,, potom existuje B, < B, takové, Ze
[0,B,]~ S, =0, protoze S, je ramseyovska. To znamena, 7€ [0,B, ] = S, U...US, _,,
a muZeme opakovat Gvahu s B, a §, namisto B, a S,. Nakonec nalezneme i < k
takové, ze [0, B;] ptijima S, a tedy pro n&jaké A < B, je [4]° = S,

Nasledujici tvrzeni vyuzijeme, aZz se budeme zabyvat Fraissého domnénkou.
4.38 Véta. Pro libovolné Ae[w]® a pro libovolny spoéetny soubor (S;:i < w)

ramseyovskych mnozin, ktery pokryvd mnozinu [ A)”, tedy takovy, ze

(4l < Us:,

i<w
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existuje nekonecnd mnozina B © A takovd, Ze pro kaZdé i < o je [B]‘” N S; oteviend
mnoZina (dokonce sjednoceni koneéné mnoha bdzovych mnoZin) podprostoru [B]“.
Diikaz je obdobou diikazu lemmatu 4.35. Mnozinu B konstruujeme rekurzi. Polo-
7ime B, = A. Predpokladejme, Ze jsme jiz definovali B,. Potom polozime b, =
=minB; a B;,, zvolime tak, z¢ B,,, < B(>b) a pro kazdé t< {b,,..., b}
plati bud [¢,B;,,] < S, nebo [t,B,,,]nS; =0. Potom B = {b;:i < w} je hle-
dana mnoZina, protoZe pro libovolné Xe[B]® plati XeS, pravé kdyz
[t.B;,,] =S pro t = X  {bg, ..., b;}.

4.39 Ellentuckova topologie. Vime, ze kazda borelovskd mnozina prostoru [w]®
s klasickou topologii je ramseyovska. Opacna implikace neplati, systém ramseyov-
skych mnozin je vétsi.

Nejprve ukazeme topologickou charakterizaci ramseyovskych mnoZin. Mnoziny
z Ellentuckova systému & jsou zakladnimi piiklady ramseyovskych mnoZin.
Navic, prinik dvou mnozin z Ellentuckova systému je bud prazdny, nebo obsahuje
n&jakou mnoZinu z &. To znamena, Ze & tvoti bazi néjaké topologie na mnoziné [w]®,
kterou budeme nazyvat Ellentuckovou topologii. Je ziejmé, Ze Ellentuckova topolo-
gie je jemné&jsi neZ klasicka topologie.

Budeme pouZivat pojmy fidké a hubené mnoZiny a mnoziny s Baireovou vlast-
nosti, které jsou zavedeny v 1.29 IV. kapitoly.

4.40 Véta (Ellentuck 1974). Predpokldddme, Ze [w]® je prostor s Ellentuckovou
topologii. Mnozina S < [w]® je ramseyovskd, pravé kdy? md Baireovu vlastnost.
Diikaz. Nejprve ovétime, Ze mnoZina, kterd ma Baireovu vlastnost, je ramseyovska.
Z lemmatu 4.34 plyne, Zze kazda oteviena mnozina v Ellentuckové topologii je ram-
seyovska. Nechf S je fidka mnoZina. Potom mnoZina [w]® — cl(S) je oteviena
a husta, tedy ramseyovska. Systém % je uzavien na dopliiky, proto také cl(S)e Z.
Jelikoz cl (S) je ¥idka a ramseyovska mnoZina, pro kazdé [s, 4] e & existuje B < A
takové, ze [s, B] ncl(S) = 0. Pro stejné B plati také [s,B]nS =0, tedy SeX.
Podle 4.35 je # o-Gplna algebra mnoZin, proto i kazda hubeni mnozZina je v #.
Odtud plyne, Ze kazda mnozina S = U A H, ktera je symetrickym rozdilem otevte-
né a hubené mnoZiny, je ramseyovska. Tim jsme dokazali, e ka?da mnoZina
s Baireovou vlastnosti lezi v .

Na druhou stranu ptedpokladejme, Ze S je ramseyovskd mnoZina. Potom
S, = S — Int(S)e &, protoze & je algebra mnoZin a oteviena mnozina Int(S)e %.
Tedy pro libovolné [s,A] €& existuje B < A takové, ze [s,B]nS, =0 nebo
[s,B] = S,. Druha moZnost nemdZe nastat, protoze S, =S a S, je disjunktni
s Int (S). Odtud plyne, ze S, je tidka mnozina, a tedy S = Int(S) U S, ma Baireovu
vlastnost.
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4.44 Ramseyova vétu a rozklady 1

4.41 Ramseyovské mnoZiny a projektivni hierarchie. Poviimneme si vztahu mezi
klasickou topologii a projektivni hierarchii mnozin Cantorova diskontinua a ram-
seyovskymi mnoZinami. Pfipomenime dva klasické vysledky deskriptivni teorie
mnozin, které lze nalézt v knize K. Kuratowského Topologie (1958).

(i) Mnoziny s Baireovou vlastnosti libovolného topologického prostoru jsou
uzavieny na Suslinovu operaci.

(i) Kazdou analytickou podmnozinu Cantorova diskontinua ziskame Suslino-
vou operaci z néjakého systému uzavienych mnozin.

Podle (i) a véty 4.40 jsou ramseyovské mnoZiny uzavieny na Suslinovu operaci,
a proto kazda analytickd mnoZina je ramseyovska.

4.42 Dusledek (Silver). o-tiplnd algebra mnoZin Cantorova diskontinua generovand
analytickymi mnoZinami je obsaZena v .

Silver ukézal, 7e za dodate¢nych mnozinovych predpokladd (Martindv axiom
a 2° > w,) lze uvedeny vysledek rozsifit na dalsi dva stupné projektivni hierarchie:
viechny spojité obrazy dopliiki analytickych mnozin, tedy vsechny PCA (=X})
mnoziny, jsou ramseyovskeé.

Podle 4.23 nemohou byt viechny podmnoziny [@]® ramseyovské, plati-li axiom
vybéru. Mathias (1977) ukézal, ze v Solovayové modelu ZF, ve kterém plati slabsi for-
ma axiomu vybéru (axiom zavislych vybért) a ve kterém je kazda mnozina realnych
tisel lebesgueovsky métitelna, jsou viechny podmnoziny prostoru [w]® ramseyovské.

4.43 Kvaziuspotfadani tfidy linearné uspofadanych mnoZin. Znovu se vratime k po-
rovnavani linedrné uspofddanych mnoZin. Pfipomefime oznageni z § 3. Jsou-li
L, M linearné uspofadané mnoziny, pisSeme L < M, jes lize L lze izomorfné
vnofit do M. Jestlize L < M a M nelze vnofitdo L, piseme L < M. Je ziejmé, ze
< je reflexivni a tranzitivni relace na tfidé viech linearné usporadanych mnozin.
Z §3 vime, Ze tato relace neni uspofaddanim, protoze neni slabé antisymetricka.
Kazdou reflexivni a tranzitivni relaci nazveme kvaziuspoiddanim. Relace vnofitel-
nosti < je tedy kvaziuspofadani na tfidé vSech linedrné uspofadanych mnoZin.
V roce 1948 vyslovil R. Fraissé nasledujici domnénku o spoCetnych linearné uspo-
fadanych mnozinach.

4.44 Fraissého domnénka. Mezi spocetnymi linedrné uspofdadanymi mnozinami se
nenalezne nekoneéné mnoho takovych, které by byly vzdjemné neporovnatelné vzhle-
dem k relaci vnoFitelnosti nebo tvorily ostre klesajici retézec.

Ttida viech nespocetnych linedrnich uspofddani nemtze mit stejnou vlastnost,
jak plyne z 3.12.

Kazdou spoCetnou linearné uspofadanou mnozinu lze vnofit do mnoziny racio-
nalnich ¢isel. Pro Fraiss¢ého domnénku jsou proto podstatné jen spocetné linearné
uspofadané mnoziny, které neobsahuji kopii mnoziny racionalnich Cisel.
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4.45 Definice. Rozptylené linearni uspofadani. Rikame, ze linearné uspofadana mno-
Zina je rozptylena, jestlize neobsahuje husté uspofadanou podmnozinu.

Viechny dobie uspofddané mnoziny jsou rozptylené.

Fraiss¢cho domnénka nas vede k pojmu dobrého kvaziusporadani, které je
zobecnénim dobrého uspofadani.

4.46 Definice. Dobré kvaziuspofadani. Rikame, Ze kvaziuspordddni na tiidé Q je
dobré, jestlize v O neexistuje spoCetny ostfe klesajici fetézec ani spoletny anti-
fetézec.

Fraissého domnénka je ekvivalentni s tvrzenim, Ze relace vnofitelnosti je dobré
kvaziuspofadani na tfidé viech spoCetnych linearné uspofadanych mnozin. Fraissé-
ho domnénku dokazal R. Laver v roce 1969. Navic ukazal, Ze domnénka plati pro
tfidu viech rozptylenych linearnich usporadani.

4.47 Véta (Laver 1971). Relace vnofitelnosti je dobré kvaziuspofdddni na tFidé viech
rozptylenych linearné uspofadanych mnoZin.

Dfive nez dokazeme Laverovu vétu, seznamime se blize s pojmy a viastnostmi
dobrého a lepsSiho kvaziuspotadani. Zda je kvaziuspofadani na né&jaké tfidé dobre,
se pozna na jejich nekoneénych podmnozinach. Neni proto na ukor obecnosti, kdyz
se omezime na dobfe kvaziuspofadané mnoziny.

Z Ramseyovy vety dostaneme nasledujici charakterizaci dobfe kvaziuspofada-
nych mnoZin.

4.48 Lemma. Pro kvaziuspofddanou mnoZinu {Q, <) jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

(i) < je dobré kvaziusporddant,

(ii) v Q neexistuje nekonecny antifetézec a odvozend relace < je fundovand na Q,
piitom x <y x <y& 1y <x,

(iti) kazdd podmnoZina X < Q md koneénou bdzi Y < X, to znamend, Ze pro kazdé
x€ X existuje ye Y takové, e y < x,

(iv) pro kazdou posloupnost f:w — Q existuji pFirozend i, j tak, Ze i<j
a f(i) < f(),

(v) pro kazdou posloupnost f:w — Q existuje nekoneind mnozina A S w takovd,
Ze pro kazdé i,je A, jakmile i < j, pak f(i) < f(j).

Dikaz. Z (i) plyne (ii), sta&i si uvédomit, Ze relace je fundovana, pravé kdyz neexistuje
nekoneény klesajici retézec.

Plati-li (i), pro X = Q vezméme mnozinu Y’ viech prvkd z X minimalnich
vzhledem k relaci <. Z fundovanosti relace < plyne, ze Y’ je baze pro X. Necht
mnozina Y € Y’ je libovolny maximalni antifetézec vzhledem k <, proto je ko-
ne¢na. Dokaézali jsme (ii) — (iii). Pro nekone¢ny antifetézec ani nekoneény klesa-
jici fetézec nemizZe platit (iii), tedy z (iii) plyne (i).
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Je ziejme, Ze z (v) plyne (iv) a z (iv) plyne (i). Zbyva dokazat (i) — (v).
Necht f:w — Q. Definujme obarveni ¢: [w]* =3 tak, Ze pro i < j polozime

0, S < 1),
o({i,j}) =11, jeli f(i)af(j) neporovnatelne,
2, 16> 1)

Necht A je nekonetna homogenni mnozina pro ¢. Podle (i) mnozina [A]* musi
mit barvu 0.

4.49 Disledek. (i) KaZdd podmnoZina a kazdy homomorfni obraz dobFe kvaziuspo-
Fddané mnoziny je dobfe kvaziuspofddand mnoZina.

(i) Jsou-li <Qy, <)y €Qy, <, dobie kvaziuspoFadané mnoziny, potom jejich
kartézsky soucin {Q; x Q,, <>, kde

{ou) <{pdex <, y&u<,,
je dobie kvaziuspoFddany.

4.50 Spatné posloupnosti. Uvazujeme kvaziuspofadanou mnozinu Q. Rikame, Ze

posloupnost f:w — Q je Spaind, jestlize pro libovolnd pfirozena i, j plati
i<j-fli) £ 10)

V opa&ném ptipadé tikame, Ze posloupnost je dobrd. Tedy Q je dobfe kvaziuspotada-

na mnozina, pravé kdyZ v Q neexistuje $patna posloupnost. Je proto uZite¢né sezna-

mit se s chovanim §patnych posloupnosti.

Rikame, ze $patna posloupnost f je minimdlni, jestlize kazda posloupnost g, pro
kterou plati

(22) (V) @) (o0 < fG) a ()G () < 10,
jedobra.

Je-li f $patna posloupnost, je zfejmeé, Zze kazda jeji nekonetna podposloupnost je
také $patna. Je-li f minimalni, totéz plati pro kazdou jeji podposloupnost. Navic
viechny &leny $patné minimalni posloupnosti jsou vzijemné neporovnatelné.

4.51 Lemma. Je-li f minimdlni Spatnd posloupnost v Q, potom podmnoZina Qg =
= {qeQ:(3i) (g < f(i))} je dobie kvaziuspoFidand.
Ditkaz. Je-li g libovolna posloupnost v Q,, pak g spliiuje (22), a proto je dobra.

4.52 Lemma. Predpokladejme, e Q neni dobie kvaziuspofadand a Ze odvozend re-
lace < je fundovand. Potom v Q existuje minimdini 3patnd posloupnost.

Ditkaz. Rekurzi sestrojime minimalni $patnou posloupnost. Necht £(0) je (vzhledem
k <) minimalni prvek z mnoZiny viech pogateCnich ¢lend Spatnych posloupnosti.
Dale uvazujme viechny $patné posloupnosti, které zaginaji s f(0). Necht f(1) je
minimalni ze viech druhych &lent takovych posloupnosti. Je zfejmé, e f(1) je ne-
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srovnatelné s f(0). Takto sestrojime celou posloupnost f, ktera je $patna, protoZe
kaZdy jeji pocateéni usek je casti néjaké §patné posloupnosti. Navic ¢leny posloup-
nosti f jsou vzajemné nesrovnatelné.

Ukazeme, Ze f je minimalni. Pfedpokladejme, ze existuje §patna posloupnost g,
pro kterou plati (22). MaZzeme hned ptedpokladat, ze g(0) < f(j) pro n&jaké j,
jinak vynechame vhodny pocatecni asek posloupnosti g. Ukazeme, Ze existuje $patna
posloupnost htakova, ze h|j = f|j a h(j) = g(0) < f(j). Toje vesporusvolbou f(j).

Nejprve si v§imné€me, Ze jen kone¢né mnoho ¢lent posloupnosti g spliiuje nerov-
nosti f(i) < g(k) < f(i) pro n&jaké i <j a Ze g(0) k nim nepatti. Viechny takové
¢leny z g vypustime a poloZime

h= 1), f(1).... f(j = 1),4(0), g(1), ...

Kdyby pro néjaké i < j a k platilo f(i) < g(k), z(22) dostavame f(i) < g(k) < f(J)
pro néjaké I Odtud i = I, protoZe riizné Cleny posloupnosti f jsou nesrovnatelneé.
Takova g(k) jsme z g vypustili. Tedy h je $patna posloupnost. Dokézali jsme, Ze po-
sloupnost f je minimalni.

4.53 Kvaziuspofadani kone¢nych posloupnosti. Necht O je kvaziuspotddana mno-
zina. Na mnozin€ ““Q viech konetnych posloupnosti prvki z Q definujeme
kvaziusporadani < predpisem

(23) s < t, pravé kdyZ ¢ ma alespoii takovou délku jako s, tedy Dom (s) < Dom (t),
a existuje prosté rostouci zobrazeni H:Dom(s) - Dom () takové, Ze pro
kazdé i < Dom (s) plati s(i) < t(H(i)).

4.54 Véta (Higman 1952). Je-li Q dobFe kvaziuspoFddand mnoZina, potom relace (23)
je dobré kvaziuspofdddni mnoZiny <“Q.

Dikaz. Podle 4.49(ii) je kartézsky soucin kone¢né mnoha dobte kvaziuspoiadanych
mnozin opét dobfe kvaziuspotadana mnozina. Odtud plyne, Ze relace < odvozena
z (23) je fundovana na ““Q. Pfedpokladejme, Z¢ < neni dobrym kvaziuspotadanim.
Podle 4.52 existuje minimalni $patna posloupnost f. Je ziejmé, Ze pro kazdé i je (i)
neprazdna posloupnost v Q. Mizeme proto kazdou kone¢nou posloupnost f(i)
jednoznagné vyjadrit jako zietézeni f(i) = g(i)x,, kde g(i) je potatedni tsek a x;
posledni prvek posloupnosti f(i). Je ziejmé, ze ka?dé g(i) patii do mnoziny
Q' = {ae “°Q:(3i)(a < f(i))}. Podle 451 je Q' dobie kvaziusporadana relaci <,
a proto i kartézsky soucin Q' x Q je dobfe kvaziuspotadany. Ptitom f je posloup-
nost v Q' x Q aje §patnd — spor.

4.55 Priklady. (a) UvaZujme vSechna konena slova nad kone¢nou abecedou 4,
to znamena mnoZzinu vSech koneénych posloupnosti prvka z 4. Uvédomme si, Ze
identita je dobré kvaziuspofadani mnozZiny A. Podle Higmanovy véty ma kazda
mnozina slov S koneénou bazi S, < S vzhledem k relaci (23). To znamena, Ze pro
kazdé slovo se S existuje teS, takové, Ze viechny symboly slova t najdeme v s
ve stejném potadi (nemusi viak byt bezprosttedné za sebou).
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4.56 Ramseyova véta a rozklady 11

(b) Delitelnost je kvaziusporadani. Relace délitelnosti je (kvazi)usporadani na w.
Neni dobré, protoze prvocisla tvofi nekone¢ny antifetézec.

Je-i X < w dobfe kvaziuspotfadana relaci délitelnosti, podle Higmanovy véty je
mnozina S(X) viech konetnych soudint prirozenych isel z X také dobte kvaziuspo-
fadana.

(c) Namnozing

K=Jm
n<w
uvazujme Kruskalovo kvaziuspordddni definované predpisem f <yg, pravé kdyz
existuje rostouci zobrazeni H:Dom(f)— Dom(g) takové, ze pro kazdé i,j <
< Dom(f) plati

1) < f4) = g(H() < g(H().

Toto neni dobré kvaziuspofadani ani na K, ani na podmnoZzingé

s= s,

n<w

kone¢nych permutaci, kde S, je grupa viech permutaci na n.
Definujeme-li pro kazdé m permutaci f, €S,, ., tak, Ze

f2) =2+1 pro0<j<m,
f2i+1)=2/-2 prol<j<m,
L) =2m,

pak {f,:m < w) je §patna posloupnost v S.

(d) (Laver 1976). Necht C, je mnozina viech zobrazeni f:n — n takovych, Ze
pro kazdé i < n je f(i) = m.i(mod n), kde m < n je néjaké pevné &islo.

Uvédomme si, 7e pro n >0 je |C,|=n a feC, je permutace, pravé kdyz m
a n jsou nesoudélna.

Kruskalovo kvaziuspotadani mnoziny |J C, je dobré.
4.56 LepsSi kvaziuspofadani. Ukazali jsme, Ze dobré kvaziuspofadani na néjaké
tfide O urluje dobré kvaziusporadani (23) viech kone&nych posloupnosti prvki
z Q. Podobnym zplisobem viak nemusime ziskat dobré kvaziuspofadani nekoneg-
nych posloupnosti. K tomu je tieba, aby Q mélo lepsi vlastnosti, které se nejlépe
vyslovi pomoci topologickych pojmi. V dal§im uvazujeme kvaziuspofadanou
tiidu Q jako topologicky prostor s diskrétni topologii a mnozinu [4]%, pro ne-
konetné 4 S w, jako topologicky podprostor prostoru [w]® s klasickou to-
pologii.

Misto posloupnosti v Q budeme pracovat se zobrazenimi b:[A]* — Q, kterym
budeme fikat bloky.
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4.57 Definice. Kazdé spojité zobrazen b:[A]” - Q nazyvime blokem v Q.
Rikame, ze b je 3patny blok, jestlize pro kazdé X e [4]“ plati

b(X) £ b(X — {min X}).

4.58 Bloky a posloupnosti. Vsimn&me si, ze kazdy blok s defini¢nim oborem [A]®
uréuje nejvyde spocetny rozklad mnoziny [4]° na oteviené mnoZiny. Snadno se
nahlédne, Ze libovolna posloupnost f:w — Q urluje blok b:[w]”— Q takovy,
ze b(X) = f(min X) pro kazdé nekonetné X < w.

Stejnou dlohu, jakou méla Ramseyova véta pro posloupnosti, bude mit Galvi-
nova-Prikryho véta pro bloky: je-li b:[A]® —> Q blok, pak existuje nekonetna
podmnozina B € A takova, Ze bud zaZeni b na [ B]* je $patny blok, nebo pro kazdé
X e[B]® plati b(X) < (X — {min X}).

4.59 Definice. Lep3i kvaziuspotadani. Rikame, 7e kvaziuspofdddni < ttidy Q je
lepsi, jestlize zadny blok v Q neni 3patny.

Pojem lepsiho kvaziuspofadani zavedl Nash-Williams (1965). Ukazeme, ze je
zesilenim pojmu dobrého kvaziuspotadani.

4.60 Lemma. KaZdé lepsi kvaziuspoFddani je dobré.

Diikaz. Necht < je lepsi kvaziuspotadani na Q a necht f je libovolna posloupnost v Q.
Definujeme blok b tak, Ze pro kazdé nekonetné X < w polozime b(X) = f(min X).
Podle predpokladu existuje nekone¢né Y < w takové, ze b(Y) < b(Y — {min Y}),
tedy pro i=minY a j=min(Y — min{Y}) plati i <j a f(i) < f(j), proto f
je dobré posloupnost.

4.61 Pfiklady. (a) Kazdé dobré uspotadani je lepsi kvaziusporadani.
(b) Dobré kvaziuspoFdddni, které neni lepsi. Necht Qy = {(ij>:i<j< w}
a necht < je uspotfadani na Q, definované vztahem

Gjy <Kk ye>(i=k a j<I) nebo j<k.

Ovéfime, ze < je dobré kvaziusporadani. Necht {a,:n < w) je prosta posloupnost
v Q,. Pokud existuje nekonecné mnoho a, se stejnou prvni slozkou, pak mezi nimi
nalezneme a,, a, takovd, Ze m < n a a, < a,. Existuje-li pouze kone¢n& mnoho a,
se stejnou prvni slozkou, pak pro n&jakd m < n plati (a,);, < (a,);, kde (a,), je
druhy a (a,), je prvni ¢len uspofadané dvojice. Odtud dostavame opét a,, < a,.

Pro libovolné nekone¢né X <  polozme b(X) = (xq, X, >, kde x,, x, jsou prvni
dva prvky mnoZiny X. Je ziejmé, Ze b je 3patny blok v Q,. Tedy < neni lepsi kvazi-
uspofadani.

Snadno se ovéfi, ze kvaziuspofadani (24) mnoziny nekonetnych posloupnosti
“Q, neni dobreé.

4.62 Kvaziuspofadani transfinitnich posloupnosti. Pro kvaziuspofadanou tiidu Q
oznalme
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463 Ramseyova véta a rozklad y I

Seq (@)= U0

ae0n

ttidu v3ech transfinitnich posloupnosti prvki z Q. Podobng jako na kone&nych po-
sloupnostech definujeme kvaziuspofadani < na tfid& Seq (Q) tak, ze

(24) s < t, praveé kdy? existuje rostouci zobrazeni H: Dom (s) » Dom (t) takove,
7e pro kazdé ¢e Dom (s) plati s(&) < t(H(¢)) v Q.

Chceme dokazat, e kvaziusporadani (24) tiidy Seq (Q) je dobré, je-li vychozi kvazi-
usporadani na Q lepsi. K tomu pouZijeme minimalni §patné bloky.

4.63 Lemma (Simpson 1984). Nech! < je kvaziuspofdddni na Q. Pfedpoklddejme,
Ze < je uspoFddani na Q, které je fundované a pro libovolné x,yeQ z x <y plyne
x <'y. Potom pro libovolny 3patny blok b: [B]” — Q existuje 3patny blok c: [C]* = Q
takovy, Ze

(i) C = B a dX)=< bX) pro kazdé X e[C]*,

(ii) neexistuje 3patny blok d definovany na [D]* takovy, 2¢ D < C a pro kazdé
Y< D je d(Y) < {Y).

Rikdme, Ze c je minimdlni Spatny blok pod b vzhledem k usporadani <.
Dilkaz. Ptedpokladejme, Ze pod 3patnym blokem b neexistuje zadny minimalni
$patny blok. Za tohoto ptedpokladu sestrojime nespocetnou posloupnost §patnych
bloki b,:[B,]” = 0 pro a < w, tak, ze pro f <y < w, plati

(25) By < B a B, — B, je konené, to znamena, e B, je aZ na konetné mnoho
prvkl podmnozZinou By,

(26) pro vsechna X €[B; " B,]° je b(X) < by(X).

Z (25) plyne, ze (B,:« < w,> je nespocetny uniformné centrovany systém na w.
V zivéru dilkazu ukazeme, Ze existuje rostouci posloupnost {a,:n < w) spolet-
nych ordinalnich Cisel takova, Ze mnoZina Z = ({B, :new} je nekonegna. Odtud
podle (26) plyne, Ze (b, (Z):n < ) je klesajici posloupnost vzhledem k fundo-
vané relaci <, a tak dostavame spor.

Konstruujeme rekurzi bloky b,. Polozime b, = b, B, = B a predpokladame,
Ze jiz byly sestrojeny by, By pro f < « splitujici (25) a (26). Je-li @ = 8 + 1, podle
predpokladu b, neni minimalni $patny blok, a proto existuje B, < B, a 3patny
blok b,:[Bs]® — Q takovy, ze pro kazdé X e [B,]* je b,(X)< by(X).

Predpokladejme, Ze « je limitni. Nejprve ovéfime, Ze existuje nekone&na mnozina
A < B takova, Ze rozdil A — B; je koneény pro viechna B < a. Jelikoz a je
spocetné, soubor (Bj:f < a) mizeme indexovat ptirozenymi &isly, ziskame tak
soubor {B,:n < w). Vybereme rostouci posloupnost <nm:kew) < B tak, aby
pro kazdé k platilo n, e ({Bj:i < k}. Potom 4 = {n,:kew} je hledana mnozina.
Navic pro libovolné X e[A]° je {B <a:X < B;} konetna mnozina, nebot
v opatném pfipadé dostaneme spor s (26) a fundovanosti relace <.

Nyni definujme g:[A4]° - Q predpisem
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g(X) = by(X), kde f=max{y<a:X <cB,}.

Je ziejmé, Ze g nabyva nejvySe spocetné mnoha hodnot. Navic, pro kazdé qeQ
je g~ '(q) borelovska mnozina v [ 4]*, protoze

Xeg o) (P <o) [X =B & Xeby'(q) &(¥)(B <v <a—X¢[B])].

Ovetime, ze pro kazdé X e[4]° plati g(X) £ g(X — {min X}). Pfedpokladejme,
ze pro n&jaké X je g(X) < g(X — {min X}). Potom pro n&aki B,y <« je
g(X) = b(X) a g(X — {min X}) = b,(X — {min X}). Jelikoz X — {min X} < X
a by je 3patny blok, plati f < y. Odtud a z (26) dostavame

by(X) < b(X — {min X}) < b(X — {min X}),
neboli by(X) < by(X — {min X}), a to je spor.

MiZeme Fici, Ze g je Spatné borelovské zobrazeni. Je zfejmé, ze pro kazdé f < «
akazdé X e[An By]® je g(X) = by(X) nebo g(X) < by(X). Jelikoz g nabyva nej-
vyse spoCetné mnoha hodnot, podle 4.38 existuje mnozina A'e[A4]“ takova, ze
g =g|[4]° je spojité zobrazeni, a tedy $patny blok. Blok g' neni minimalni,
proto existuje B,e[A']° a $patny blok b,:[B,]® — Q takovy, 7e pro viechna
Xe[B,]” je b,(X) < g'(X) = g(X). Ukazali jsme jak sestrojit 3patny blok b, pro
kazdé a < w,.

Zbyva ovefit, ze pro kazdy uniformné centrovany systém F na w mohutnosti o,
existuje spocetny podsystém {A4,:ne w} < F s nekoneénym prinikem. Bud ng €W
prvni takové n, Ze |[{AeF:neA}|=w, Zvolme Aje{deF:njew}=F,
Déle postupujeme indukei; bud m e Agn...N A,_, prvni takové, ze n, > n, _,
a |[{AeF,_:neA}| = w,. Polozme F, = {AeF,_,:n A} avybereme A, eF,
rdzné od A, ..., A, Je ziejmé, ze {n,:kew} < (\{4,: kew}. Dikaz je uplny.

Nasledujici tvrzeni je analogie Higmanovy véty pro nekonetné posloupnosti.
Pouzijeme ho k dikazu Laverovy véty.

4.64 Véta (Nash-Williams 1968). Je-li tFida Q lépe kvaziusporddand, potom tFida
Seq (Q) je lépe kvaziuspoFddand relaci (24).

Ditkaz. Nejprve ukazeme, ze pokud pro s,teSeq(Q) plati s £ ¢, potom existuje
jediny ordinal « € Dom (s) takovy, ze

(27) sle<t a sll@+1) %z,

Necht s £ ¢. Rekurzi sestrojime rostouci ordinalni funkci h tak, ze h(£) bude nej-
mensi n < Dom (t), pro které plati s(£) <«n) v Q a h(¢)<n pro libovolné
¢ < ¢. Je zfejmé, ze pro nejmensi a takoveé, Ze (@) neni definovano, plati (27).
Predpokladejme, Ze kvaziusporadani < na Seq(Q) neni lepsi. To znamena, ze
existuje néjaky $patny blok b v Seq(Q). S pomoci lemmatu 4.63 chceme ziskat vhodny
minimalni $patny blok. K tomu definujeme uspotadani < na Seq (0) tak, ze

s<te (3 < Dom (0)) (s = ¢] 7).
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4,60 Ramseyova véta a rozklady I

Je zicyme, ze relace < je fundovana a ze je Casti kvaziusporadani <. Tedy podle
463 pod b existuje minimalni $patny blok c:[A4]° — Seq(Q) vzhledem k <. Pfi-
pomeime, Ze ¢(X) je posloupnost prvki z Q a je pocatecnim sekem posloupnosti
b(X)..Jeliko? ¢ je ¥patny blok, pro libovolné Xe[4]® a Y =X — {minX} je
dX) £ dY), a proto existuje ordinal o, takovy, ze plati (X)|oy < (Y)
adX)|ay + 1 £Y)

Uvazujme zobrazeni ¢ = {c(X)|ay: X € [A]“). Ovétime, ze ¢ je spojité, odtud
plyne, ze ¢’ je blok. Zvolme X e€[A]°. Ze spojitosti bloku ¢ vime, Ze existuje ko-
ne¢na dolni podmnozina x < X takova, Ze oX)= c(Z) plati pro kazdé Ze
e [x, A(>x)]. Podobné pro Y = X — {min X} existuje dolni podmnoZina y < Y
takova, 2e (Y) = (T) pro kazdé Te[y A(>y)]. Oznatime-li v=xuUy a V=
= [v, A(>v)], potom V je okoli mnoZiny X a pro kazdé ZeV je dX) = dZ)
a ay = oz tedy X)|ax = dZ)|az. To znamena, Ze ¢ je spojité zobrazeni.

Blok ¢ je pod ¢, to znamena, ze o(X)|oy < c(X) pro kazdé X e[A4]°. Jelikoz ¢
je minimalni, blok ¢’ nemtZe byt $patny. Proto existuje nekonené B = A takové, Ze
pro kazdé Xe[B]® a Y=X - {minX} plati o(X)|ay < c(Y)|a,. Pfitom
dX)| ey + 1 £ Y), a tedy také o(X)|oy + 1 £ ¢(Y)|ay + 1. To znamena, Ze
AX)(ax) € dY)(2y) v Q. Potom zobrazeni g:[B]° — Q, kde ¢(X) je ay-ty &len
posloupnosti ( X), je $patny blok v @, spor. Viimnéme si, Ze ay-ty ¢len posloupnosti
(X) je také Elenem posloupnosti b(X), kde b je vychozi §patny blok v Seq (Q).

4.65 Rozptylena linearni uspofadani. Podle 4.45 vime, Ze linedrné uspofadana mno-
Zina je rozptylend, jestlize neobsahuje podmnozinu izomorfni s racionalnimi ¢isly.
Jiz v roce 1908 F. Hausdorff popsal zpisob, jak lze ziskat vsechny rozptylené li-
nearné uspofadané mnoziny. Pouzijeme ho v dikaze Laverovy véty.

Necht R, je tiida viech nejvys jednoprvkovych linearng uspotadanych mnozin.
Mame-li definovany tiidy R, pro ¥ < f, pak Ry je tfida viech linearné usporadanych
mnoZin, které jsou pro n&jaké o e On izomorfni bud souétu

Lo+ Li+ ...+ L+ ... pro ¢{<a,

nebo souctu

vt Le+ oo+ Ly + Ly pro ¢{<a,

kde L, jsou linearn& usporadané mnoZiny ze sjednoceni tfid R,, ¥ < B. Nakonec
tfida R je sjednocenim viech tfid R, pro yeOn.

Indukci podle y lze ovétit, Zze s kazdym prvkem obsahuje tiida R i viechny jeho
podmnoziny.

4.66 Véta R je tFida vSech rozptylenych linedrné usporadanych mnoZin.
Diikaz. Kazda dobte uspotddana nebo inverzné dobie usporadana mnozina je roz-
ptylena. Odtud indukci podle f plyne, ze kazdé L e R, je rozptylené.

Naopak, necht L je libovoina rozptylena linearné usporddana mnoZina. Dokazu-
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jeme, Ze L e R. Na L definujeme ekvivalénci ~ tak, ze x ~ y, pravé kdyZ uzavieny
interval s koncovymi body x, y patii do R. Je-li X < L tfida ekvivalence, pak X
je konvexni. Ovéfime, ze X € R. Pokud v X je nejvétsi i nejmensi prvek, pak X e R
podle definice relace ~. Pfedpokladejme, Ze v X neexistuje nejvétsi prvek. Potom
pro n&jakeé limitni « existuje rostouci posloupnost (x,:¢ < a) prvkd z X kofinalni
v X. Mnozina

kde
I, = [xpxe4y), je-li & izolované
[x0, Xesy) — UL, im < &}, je-li & limitni

je dobfe uspofadanym souctem mnozin z R, proto je také prvkem R. Pokud v X
existuje nejmensi prvek, miZeme poloZit x, = min(X) a mame X = X,. V opa¢-
ném pfipadé¢ existuje klesajici posloupnost (y.:¢ < ) prvki z X koinicialni s X.
Navic mizeme zvolit y, = x,. Polom X, = xeX:x < x,| je inverzné dobre
uspofadanym souctem mnozin z R. Proto X,eR a X = X, + X, je také prvkem
tfidy R.

Ukazeme-li, Ze v L existuje jedina ttida ekvivalence, diikaz je hotov. Snadno se
ovéfi, ze mezi raznymi ttidami ekvivalence musi existovat jesté jina t¥ida ekvivalence,
jinak by bylo mozné obé tfidy spojit. To znamena, Ze mnoZina, ktera vybira po jednom
prvku z kazde tfidy ekvivalence, je husté uspofadana &ast L, a to je spor.

4.67 Ditkaz Laverovy véty 4.47. DokaZeme silng&jsi tvrzeni: tfida R je 1épe kvaziuspo-
tadana relaci vnofitelnosti, kterou budeme znagit <.

Je-li LeR, stupeil rozptyleni mnoziny L definujeme jako nejmensi f takové, Ze
Le Ry, a znatime ho st(L). Na tfidé R zavedeme uspotadani < vztahem

L<MeL<ME&st(L) < st(M).

Predpokladejme, Ze tfida R neni lépe kvaziuspofadana relaci vnotitelnosti. Podle
4.63 existuje minimalni $patny blok

(28) (Ly: X e[4]"

vzhledem k <. Kazd¢ L, je rozptylena linearné usporadana mnozina jednoho z na-
sledujicich typi:
(i) dobte uspotadany souéet mnoZin mensiho stupng,
(i) inverzn& dobte uspotadany soucet mnoZin mensiho stupné,
(iii) jednobodova mnoZina.
Podle Galvinovy—Prikryho véty muzeme ptedpokladat, ze viechny mnoZiny L,
jsou stejného typu. Jelikoz blok (28) je $patny, typ (iii) je vylougen. Budeme piedpokla-
dat, 7e viechna Ly jsou typu (i). Jsou-li typu (i), dtikaz je podobny. Tedy pro kazdé
XelA]” je
- Ly = Y L,

&<ax
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470 Ramseyova véta a rozklady It

kde st(L§) < st(Ly). To znamena, Ze pro kazdé & < a, je L < Ly.

Uvazujme transfinitni posloupnosti sy = (L§: ¢ < ay). Je ziejmé, Ze s =
= (sy: X €[A4]“) je blok ve tiidé Seq(R). Ovétime, Ze je $patny. V opa&ném pfi-
padé pro néjaké X e[A4]® a Y= X — {min X} plati sy <s;. To znamena, Ze
existuje rostouci zobrazeni H:oy, — a, takové, Ze Ly < IH® pro viechna ¢ < ay.
Odtud dostavame Ly, < L, a to je spor, protoZe (28) je 3patny blok. Dokazali jsme,
7e s je $patny blok.

Z dikazu véty 4.64 vyplyva, Ze existuje nekonené B < A a S$patny blok
b:[B]® — R takovy, Ze kazdé b(X) je &lenem posloupnosti sy. Jinymi slovy, b(X) =
= L} pro n&aké y(X) < ay. To znamena, 7e pro kazdé X e[B]* je L} < L,,
to je spor s minimalitou bloku (28). Diikaz je hotov.

4.68 Disledek (Laver). TFida spoCetnych linedrné uspoFddanych mnozin je lépe kvazi-
uspofddand relaci vnoFitelnosti. Tedy plati Fraissého domnénka.

4.69 Rozklady mnoZiny []" pro nespoletné x. Z Ramseyovy véty plyne, 7e pro
kazdy koneCny rozklad existuje nekonetna homogenni mnozina. Na druhé strané
Sierpinského vysledek (12) ukazuje, ¢ Ramseyova véta nema ptimé zobecnéni pro
nespoCetné mohutnosti, a to ani v nejjednodussim ptipad€, kdy barvime dvou-
prvkové podmnoZiny dvéma barvami. Nasledujici tvrzeni ma nejblize k zobecnéni
Ramseyovy véty pro nespocetné.x a r = 2.

4.70 Véta (Erdds, Dushnik a Miller 1941). Pro kaZdy nekoneiny kardindl % plati
(29) % — (%, w)* .

Sipka (29) tika, Ze pro libovolné obarveni f:[x]* — {0,1} existuje bud podmno-
zina B < » mohutnosti » homogenni v barvé 0, nebo existuje nekonetna podmno-
Zina homogenni v barvé 1.

Dikaz. Mé&me obarveni f:[x]* - 2. Dohodneme se, 7 0 je barva bila a 1 barva
¢erna. Pro x € x polozme

Clx) = {yexsy + x & f({x y}) = 1}.

To znamena, Ze C(x) je mnozina téch bodd, které jsou spojeny s x ¢ernou barvou.

Nejprve ukazeme, ze pokud pro kazdé B < x mohutnosti x existuje x€ B ta-
kové, ze |C(x) N B| = %, pak existuje spoéetna mnozina X < x homogenni pro
Gernou barvu. MnoZinu X = {x,:n < w} konstruujeme rekurzi. Podle pied-
pokladu existuje xqex takové, ¢ B, = C(x,) ma mohutnost ». Dale existuje
x, € B;, pro které ma mnozina B, = C(x,) n B, plnou mohutnost. Miizeme po-
kraCovat, a tak ziskame spocetnou mnozinu X. Je ziejmé, Ze X je homogenni
v ¢erné barve.

Pokud pro obarveni f existuje spoetna homogenni mnoZina erné barvy, neni co
dokazovat. V opaéném ptipadé existuje mnoZina B < » mohutnosti » takova, ze
pro kazdé xe B je
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31 470

(30) |C(x)~ B} < .

Pomoci mnoziny B zkonstruujeme mnozinu X € B mohutnosti » a homogenni

pro bilou barvu. Je-li % regularni, rekurzi pro @ < x vybirame prvky x, tak, Ze
x,€B — |J Clx;) v {x4}.

B<a

Z regularity » a z (30) plyne, Ze pro kazdé o je
lﬂg Clxg)| <x, tedy B-— ,,U Clxg) U {x;} 0

a je z &eho vybirat. Takto sestrojend mnoZina X = {x,:« < x} ma plnou mo-
hutnost a je homogenni pro bilou barvu. Pro regularni « je Sipka (29) dokéazana.

Zbyva singularni x. Oznaime A =cf(x) a zvolme rostouci posloupnost
(#{a):a < 2) regularnich kardinald, ktera konverguje ke # a x(0) > 1. Rekurzi
pro ¢ <A konstruujeme vzajemné disjunktni mnoziny X, < B, X, = (¢)
homogenni pro bilou barvu. Zvolme libovolné podmnozinu Y, € B mohutnosti
A0). Pro « < 4 polozme Yo(a) = {xe Yy:|C(x) n B| < x(a)}. Z (30) plyne

Yo = U Yo(a)
a< i
a jelikoz #(0) je regularni a v&t3i nez A, existuje @, < A, pro které |Yy(oo)] = #(0).
Zuzime-li obarveni f na mnoZinu [ Yy(«,)]? potom podle Sipky (29) pro regularni
kardinaly existuje X, S Yy(«,) homogenni pro bilou barvu a |X,| = %(0). Mame-li
pro néjaké n < A zkonstruovany disjunktni mnoziny X,, & <n, kde |X,| = #(¢),
a soutasné ordinaly «, < A takové, ze pro kazdé xe X, je |C(x) n B| < («,),
potom mnozZina
z,=U Ucx)nB
{<n xeXg
je siednocenim méné nez A mnozin, které maji mohutnost mensi nez ». To znamena,
7e rozdil B — Z, ma opét mohutnost x a mizeme zvolit mnozinu Y, < B - Z,
takovou, Ze |Y,| = x(n). Z mnoZiny Y, ziskame podmnozinu X, € ¥, a ordindl g,
stejnou avahou, jako jsme ziskali X, z Y;. Je zfejmé, Ze mnozina
x=Ux,

§<a
ma mohutnost % a je homogenni pro bilou barvu. Dikaz je hotov.
4.71 Dasledek. Jsou-li < a <X dvé dobrd uspordddni nekoneéné mnoZiny X, potom
existuje podmnoZina Y < X stejné mohutnosti jako X, na které se obé uspordddni

shoduji.
Ditikaz. Je-li x,ye X a x <y, poloZme

0, . . <y,
fxy)) = {1 jakmile

) y <x.
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4.73 Ramseyouvu véta a rozklady 1l

Podle (29) miize pro obarveni f nastat jedna ze dvou moznosti. Bud existuje mnoZina
Y < X stejné mohutnosti jako X, ktera je homogenni v barvé 0. Potom Y je hledana
mnoZina, protoze obé uspotadani jsou totoZna na mnoziné Y. Druhy pfipad, kdy
existuje nekone¢ni mnozina 4 < X homogenni v barvé 1, nemuzZe nastat. Prvnich
o &lentt {a,:n < w} mnoziny A v uspofadani < je ostie klesajici nekonetna po-
sloupnost v uspofadani < a to dobré usporadani nepfipousti.

pro dany kardinal 1 a pfirozené &islo r existuje » takové, Ze

x—(A);.
Kladna odpovéd plyne z véty 4.73.

4.72 Znaleni. Pro kardinal x a pfirozené €islo n definujeme exp "x rekurzi:
expx = x,
exp nt lx — 2exp"x

4.73 Véta (Erdds, Rado 1956). Pro kazdy nekonecny kardindl  a libovolné p¥irozené
n plati

(31) (exp™)* — (st )ptt.
Pro n =1 dostdavame
(32) ()" = ()

Ditkaz. Postupujeme indukci podle n. Pro n =0 jde o $ipku »x* — (x*)), ktera je
zfejma.

Ptedpokladame, 7e vztah (31) plati pro n, a dokazujeme, Ze plati i pro m = n + 1.
Uvazujme mnozinu X mohutnosti (exp™x)* a rozklad

[X]m+1 = Usa'

a<x

Hledame homogenni mnoZinu B € X mohutnosti ",
Zvolime dobré uspofadani < mnoZiny X a sestrojime Z = X, pro které plati
(i) 12[ = (exp ™),
(i) pro libovolné ue[Z]™ a libovolné prvky b,b' € Z, které nelezi v u, plati
uu{bleS, suu {bles,.

Nejprve ukaZeme, jak pomoci takové mnoziny Z nalezneme hledanou homogenni
mnozinu B. PoloZime-li

S, ={ue[Z]™(3be(Z — u)(uu {b}eS,)},
z (ii) plyne, ze kazdé ue[Z]™ lezi v jediném S.. Navic

(zl"= Us..

a<x
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I 4.73

Podle indukéniho pfedpokladu existuje homogenni mnozina B < Z pro rozklad
{S,:a < x}, ktera ma mohutnost x . Je ziejmé, Ze B je také homogenni pro pivodni
rozklad {S,: o < x}.

Zbyva nalézt mnozinu Z. Nejprve pro kazdé xe X zkonstruujeme prostou (ko-
ne¢nou nebo transfinitni) posloupnost f, prvki z X. Ma-li xe X v mnoZiné X nej-
vyse m ptedchlidcd, je to nezajimavy piipad a poloZime f, = 0. Pokud ma x vice nez
m ptedchidet, prvnich m ¢lent posloupnosti £, je pravé prvnich m élent mnozZiny X.
Mame-li definovany viechny &leny f(¢) pro ¢ <n, fi(n) bude nejmensi yeX
takové, Ze y < x, y je rizné od viech f(¢) a pro kaidé ue[E]" mnozina
fdul v {y} o m+ 1 prvcich patti do stejné mnoziny S, jako mnozina f,[u] U {x}.
Pokud takové y neexistuje, f,() neni definovano a posloupnost kongi. Tim jsou de-
finovany vSechny posloupnosti f, pro x e X. Uvédomme si, Ze x samo neni ¢lenem
posloupnosti f, a navic, je-li n&jaké y ¢lenem posloupnosti f,, potom f, < f,.

Je-li defini¢ni obor n&jaké posloupnosti f alespofi (exp "x)*, pak

Z = {£L8):¢ < (expm™)")

je hledana mnoZina. Zbyva dokézat, ze takova posloupnost [, existuje. Pro kazdé
x € X uvaZzujme zobrazeni
g.: [Dom (£)]"

takove, 7e g,(u) = «, jestlize f,[u] U {x} €S,. Kdyby defini¢ni obor kazdé posloup-
nosti f, byl ordinal men3i nez (exp"x)*, existovalo by nejvyse

exp "%

Py — 2exp"x — eXp"+1K

riiznych funkci g,. V tom ptipade by existovaly dva rtizné prvky x, ye X takové, ze
g« = g,» které maji oba vice nez m pfedchided v X. MlZeme ptedpokladat, Ze
y < x, ato znamena, Ze k posloupnosti f, je mozné ptidat jesté jeden prvek, spor.
Dikaz je skongen.

4.74 Priklady. (a) Odhad mohutnosti Hausdorffova prostoru (Hajnal, Juhasz 1967).
Pro kazdy Hausdorffuv topologicky prostor plati

IX[ < 2¢¥uX)

Pripomenime, Ze ¢{X) je Suslinovo &islo prostoru X a x(X) = sup {x(x): xe X},
kde x(x) je nejmensi mohutnost baze filtru okoli bodu x.

Pro konegny prostor X je odhad nezajimavy, protoze X je diskrétnia |X| = ¢(X).
Predpokladame, Ze X je nekone¢ny, a polozime » = o(X).x(X). Potom také x
je nekoneéné a potfebujeme ovéfit, 7e |X| < 2*. Prokazdybod x e X zvolme soubor
(V(x):a < %) otevienych mnozin, které tvoti bazi okoli bodu x. Dale zvolme
linearni uspotadani < mnoziny X. Protoze X je Hausdorffav prostor, pro libovolné
x,y€ X takové, ze x <y, mizeme vybrat &isla o, f < x tak, ze V,(x) n V(y) = 0.
Polozime-li f({x,y}) = <a, ), ziskame zobrazeni f:[X]*> - x x %, tedy obarveni
mnoziny [ X ]? pomoci x barev.
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4.75 Ramseyova véta a rozklady 11

Piedpokladejme, ze |X| > 2*. Potom z(32) plyne, Ze existuje dvojice <a, > a mno-
7ina Y < X mohutnosti x*, ktera je homogenni v barvé <a, . Pro xe Y polozme
U(x) = V(x) N Vlx). Jelikoz xe U(x), je U(x) neprazdna otevieni mnoZina.
Navic pro rizna x, ye Y jsou mnoziny U(x) a U(y) disjunktni. Tedy {U(x): xe Y}
je disjunktni systém otevienych mnozin, ktery ma mohutnost x*. To je ve sporu
s ptedpokladem o(X) < x.

(b) Archangelskij (1969) dokazal, e pro nekoneéné kompaktni Hausdorffovy
prostory plati dokonce X| < 220

(c) Odhad Suslinova ¢éisla topologického soudinu. M&me soubor (P;:iel) topo-
logickych prostori. Pfipometime, Ze obvykla topologie na souginu P = X{P;:iel}
jeur€ena bazi, ktera je tvotena koneEnymi priniky vzort otevienych mnoZin v prosto-
rech P; pii projekcich na i-tou slozku kartézského soudinu. Kada otevieni mnoZina
z baze je tvaru 4 = XA, kde A, = P, aZ na kone¢né mnoho indextt iel, pro
které A, je néjaka oteviena podmnoZina P,. Zobecnénim topologického souinu je
takzvany x-soudin (x-box produkt), kde » je néjaky nekonetny kardinal. Bazi
x-soucinu prostord P, ktery budeme oznatovat X™ P, tvofi viechny mnoZiny
A = XA, kde 4, je oteviena podmnozina P, pro kazdé i€ I, ale jen pro méné nez x
indexti mize platit A; # P, Je ziejmé, Ze w-souin je totéZ co obvykly topologicky
soudin.

Je-li x nekoneéné kardinalni &islo a Suslinovo ¢&islo ¢(P;) kazdého prostoru je nej-
vyse x, Kurepa (1962) ukazal, ze Suslinovo &islo o(P) x*-soutinu P = X* ) P, je
nejvy§ 2*. Tvrzeni lze dokazat pomoci Sipky (32) z véty Erdose a Rado.

Piedpokladejme, ze c{P,) < x pro kazdé iel, ale ¢(P)> 2*. Existuje tedy
systém S po dvou disjunktnich otevfenych mnoZin prostoru P takovy, Ze |S| = (24)*.
MiuZeme predpokladat, ze viechny oteviené mnoziny A €S jsou z baze x * -soucinu
P a pro kazdou z nich definujme mnozinu I, < I, ktera sestava ze viech indexq,
pro které A4; # P, Dostavame soubor <{I,: A€S) sestavajici zmnozin mohutnosti
nejvyse x. Podle véty 1.19 o 4-systémech existuje mnozina R < I mohutnosti nej-
vySe x a podmnozina S, < S takova, Ze |So| = |S| a pro libovolné dvé rizné mno-
ziny A,BeS, plati I, nIy=R. Jelli B= XB, z disjunktnosti mnozin 4, B
vyplyne, Ze pro n€jaké ie R musi byt mnoziny 4; a B, disjunktni. Tedy R je ne-
prazdna mnozina a |R| < x. Uvazujme obarveni f: [S,]* — R takové, ze f({4, B})
je n&jaky index ieR, pro ktery A, B; = 0. Podle (32) existuje podmnozina
S, S, mohutnosti x*, ktera je homogenni pro f. To znamena, Ze existuje index
i€ R takovy, ze f({4, B}) =i pro viechny dvojice z [S,]?. Je ziejmé, Ze mnoZiny
{A;: A€ S} tvoii po dvou disjunktni systém otevienych podmnozin prostoru P..
Dostavame spor s ptedpokladem c(P;) < % a tvrzeni je dokazano.

4.75 Véta (Sierpinski). Pro kazdy nekoneiny kardindl plati
2% 4 (%+)2 ,

tedy (2°)" je nejmensi moznd hodnota ve vztahu (32).
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11 4.75

Dikaz. Tvrzeni je zobecn&ni vztahu (12) a ma i podobny diikaz. Sta&i ukazat, 7e pro
kazdé x existuje linearn¢ usporadana mnozina mohutnosti 2%, ktera nema podmno-
zinu uspotadanou podle typu »* ani podmnoZinu uspofadanou podle inverzniho
typu (»*)*. Uvazujme mnozinu*2 viech zobrazeni g: x — 2 slexikografickym uspo-
tadanim. Pfedpokladejme, 7e {g,:a < x> je rostouci posloupnost délky x~
v lexikografickém uspofadani. Rekurzi sestrojime funkci h:» — 2 a neklesajici
posloupnost o, < x* pro & <x tak, Ze pro kazdé £ <x a B> @, plati
h(E+1)= gﬂi(é + 1). Polozime h(0) = 0, jestlize pro kazdé a < x* je g,(0) = 0.
V tom piipadé o = 0. Je-li g,(0) = 1 pro n&jaké « < x*, pak @, bude nejmensi
s touto vlastnosti a polozime h(0) = 1. Je zfejmé, Ze pro kazdé f > «, je g,(0) =
= h(0). Predpokladejme, Ze jiZ jsou sestrojeny hodnoty h(y) a &isla &, pro 71 < &.
Necht § = sup {a,:7 < £}. Polozime h(¢) =0, jestliZze pro libovolné o> f je
9.(¢) = 0. V tom pfipade a, = f. Je-li g,(¢) =1 pro n&aké a« > B, necht o, je
nejmensi s touto vlastnosti a h(¢) = 1. Z konstrukce funkce h a regularity kardina-
lu %* plyne, e pro kazdé o > sup {a¢:§ <%} je g, = h, spor.
Pro klesajici posloupnost je dikaz stejny, pouze se vyméni loha 0 a 1.

4.76 Kanonicka verze véty Erdose a Rado. Vétu 4.73 miizeme také vyjadfit ve tvaru
(exp™x)* — (k)i t
kde dolni index <x* znamena, Ze ptipoustime kazdé obarveni pomoci mén& nez

x* barev. Z této formulace a monoténnosti Sipky plyne, Ze pro kazdy nekone&ny
kardinal 4 a pfirozené n > 1 existuje kardinal x takovy, Ze plati

(33) x = (A,
Je-li dano n a A, mbZeme se ptat, pro jaké nejmensi x plati (33). Pro 4 = w mame
odpovéd z Ramseyovy véty w — (w)%, pro kazdé n.
4.77 Znaleni. Pro nekonetny kardinal A a nenulové n definujeme o(4, n) tak, ze
o4, 1)=2, o(42)=2°%,
on+1)=220" " jeli n>2.
Je ziejmé, e pro naslednik A* a n > 2 plati (A%, n) = exp"~!(4).
4.78 Véta (Erdos, Hajnal, Rado 1965). Pro kazdé nenulové n plati:
(i) Je-li A = w nebo je-li A slabé kompaktni kardindl, pak » = A.
(ii) Je-li A nespocetny reguldrni kardindl, ktery neni slabé kompaktni, pak
x =2 pro n=1,
% = (o4, n))* pro n> 1.
(iii) Je-li A singuldrni kardindl, pak
x=2" pro n=1,
x = (o(1*, n))* pro n>1.
To znamend, 7e (exp "x)* je nejmensi moznd hodnota pro (31).
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4.79 Ramseyova véta a rozklady

1

Nasleduje kanonickad podoba véty Erddse a Rado. Poviimnéme si, ze pripad
A = w pro libovolné n je obsaZen v kanonické Ramseyové vété 4.16.

4.79 Véta (Baumgartner 1975). Necht n >0 a necht plati » — (AY.,. Necht t
je kardindl takouy. ze pro kaidé p < A je v < A (t mlize byt i koneéné). Potom pro
libovolny soubor funkci { f,:« < 1), z nichZ kaida je definovand na mnoziné [x]",
existuje podmnoZina A < x takovd, Ze

(i) |4l = 4,
(ii) kazdd funkce f, je kanonickd na A.

Duikazy téchto vét pro jejich délku neuvadime, i kdyZ se opiraji jen o prostredky

vylozené v této kapitole. Dal3i vysledky o rozkladovych 3ipkach jsou obsazeny
v monografii Erdése, Hajnala, Matého a Rado (1984).
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§ 5 Velkeé kardinaly

S nedosazitelnym kardinalem, ktery je vstupnim prahem do svéta velkych kardi-
nalu, jsme se seznamili ve druhé kapitole. Ve I1l. kapitole jsme byli vicekrat svédky
toho, ze piirozené kombinatorické otazky vedou k dalsim, ¢asto podstatné vétsim,
kardinalim. Existenci takovych kardinalnich ¢isel nelze dokazat. Pfijmeme-li
existenci nedosazitelného nebo jiného velkého kardinalu jako dodatedny axiom,
ziskame podstatné zesileni teorie mnozin. Studium velkych kardinald tvofi samo-
statnou partii teorie mnozZin, kterou nelze odtrhnout od ostatnich &asti pravé proto,
7e se stale setkavame s problémy, které se tykaji malych mnozin (¢asto mohutnosti
w, nebo w,), jejichZ tesitelnost je podminéna existenci néjakého velkého kardinalu.
Problematika velkych kardinalt je zevrubné studovana od 50. let zasluhou A. Tar-
ského a jeho skoly. Do dne$ni doby bylo nashromazdéno velké mnozstvi poznatki,
které odhalily zajimavou skuteCnost: razné tfidy velkych kardinalnich ¢isel, i kdyz
byly motivovany problémy Casto ze vzdalenych oblasti matematiky, jsou téméf
linearné uspotadany inkluzi.

Struény ptehled velkych kardinald a jejich vzajemnych vztahu je obsahem tohoto
oddilu.

5.1 Kdo je kdo mezi velkymi kardinaly. Cislo u ndzvu kardinalu odkazuje na definici.
Symbol = znaéi relativni bezespornost a — znaéi implikaci (inkluzi). Za&iname
od slabé nedosazitelnych kardinala, které tvofi nejvétsi tiidu velkych kardinali.
(Schéma na ndsledujici strané.)

5.2 Slabé nedosazitelny kardinal jsme zavedli ve 4.30, kapitola II. Ptipomefime, ze
je to regularni kardinal, ktery je soucasné pevnym bodem funkce X. Ukazali jsme,
Ze » je slabé nedosaZitelny kardinal, pravé kdyz » je nespocetny, regularni a limitni
kardinal. To nevyluuje moZnost, Ze existuje kardinal 1 < x takovy, 7ze 2* > «.
Mize se stat, Zze existuje slabé nedosaZitelny kardinal mensi nez 2“ nebo Ze samo
kontinuum je slabé nedosazitelny kardinal.

W\
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5.3

Velkeé kardindly

m

slabé nedosazitelny
kardinal (11.4.30)
N
1 nedosazitelny (5.3)

slabé Mahlav

(5.5) 1
=
Mahliv (5.5)
1
slabé kompaktni (5.7)

subtilni (5.12)

1
nevyslovny kardinal (5.13)

Erddsovy kardinaly (a)
(5.21)
1
Ramseytiv kardinal (5.23)
T
méFitelny (5.26)
1
siln& kompaktni (5.33)

)
superkompaktni (5.40)

obii (5.43)

—1KH, neplati Kurepova
hypotéza

(a) neexistuje specialni
Aronszajniv w,-strom

(b) 10w,

w, ma stromovou

vlastnost

subtilni nemusi byt slabé

kompaktni kardinal,

ale pod nim existuje

slabé kompaktni

x-nevyslovny - T KH,

existuje-li s(w, ), pak
neplati Jensenova véta
o pokryti

2% je realné métitelné
Fisheriiv axiom (5.34)
0N,

N, je prvni kardinal,
ktery porusi GCH

5.3 NedosaZitelny kardinal. Rikame, e x je nedosazitelny kardindl, jestlize x je
nespocetny, reguldrni a silné limitni kardinal. Pfipenweiime, Ze x je silné limitni,
jestlize pro kazdé 1 < x plati 2% < x.

Je ziejme, Ze kazdy nedosaZitelny kardinal je slabé nedosazitelny a vétsi nez 2°.
Pojmy slabé nedosazitelného a nedosaZitelného kardinalu splyvaji, piedpoklada-

me-li GCH.
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Definujeme-li ordinalni funkci I” tak, ze polozime [{a) = 2= pro kazdy ordinal
a, potom I je spojita neklesajici funkce a I'(«) > X,. Snadno se nahlédne, Ze x je
nedosazitelny kardinal, pravé kdyZ x je regularni a je souCasné pevnym bodem
funkce I'.

5.4 NedosaZitelné kardinaly a stacionarni mnoZiny. Je-li x slabé nedosaZitelny kar-
dinal, potom mnozina
{2 < »:2 je pevny bod funkce N}

je uzavieni neomezena v x.
Podobng, je-li » nedosaZitelny kardinal, potom mnoZina

F = {1 < x:1 je pevny bod funkce I'}

je uzaviena neomezena v x.

5.5 Mahliv kardinal (Mahlo 1911). (i) Rikame, 7e kardinal x je slabé Mahliv,
jestliZe je slabé nedosazitelny a mnoZina

{4 < %: A regularni kardinal}

je stacionarni v x.

(ii) Slabé Mahliv kardinal, ktery je nedosazitelny, nazyvame Mahlovym kardi-
ndlem.

Je ziejmé, Ze oba pojmy splyvaji, pfedpokladame-li GCH.

5.6 Véta. (1) Je-li % slabé Mahliv kardindl, potom mnoZina viech slabé nedosazi-
telnych kardindlis menSich neZ x je staciondrni v x.

(ii) Je-li x Mahliv kardindl, potom mnoZina vSech nedosaZitelnych kardindlit men-

Sich neZ x je staciondrni v x. Odtud plyne, Ze Mahlilv kardindl x je x-ty nedosaZitelny
kardindl.
Diitkaz. (ii) Podle 5.4 je mnoZina F uzaviena a neomezena v x. Podle definice
Mahlova kardinalu je mnozina S = {A < x: A regularni} stacionarni. Tedy F n S
je také stacionarni mnoZina a kazdy jeji prvek je nedosaZitelny kardinal. To znamena,
7e pied x existuje » nedosazitelnych kardinald.

5.7 Slabé kompaktni kardinal. Rikame, 7e kardinal x je slabé kompakini, je-li ne-
spodetny a % — (x)3.

Slabé kompaktni kardinaly jsou definovany pfenesenim specialniho pfipadu
w — (w)? Ramseyovy véty na nespodetné kardinaly. Proto nepfekvapuje, Ze mnoha
dalsi tvrzeni, naptiklad Konigova véta (3.25), maji analogické verze i pro slabé kom-
paktni kardinaly.

Podle véty 3.62 v lexikografickém uspotradani libovolného Aronszajnova w, -stro-
mu neexistuje podmnoZina uspotadana podle typu o, nebo w?. Stejnym zplisobem
se dokaze:
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59 Velké kardindly 11

5.8 Véta. Nechf x je reguldrni a nech! T je Aronszajniiv x-strom. Zddné lexiko-
grafické uspofddadni stromu T neobsahuje podmnoZinu uspoFddanou podle typu » nebo

x*.

5.9 Véta. Pro nespocetny kardindl x jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

(i) » je slabé kompaktni,

(ii) kaZdd linedrné uspoFddand mnoZina mohutnosti x obsahuje bud podmnoZinu
usporddanou podle typu x, nebo podmnoZinu uspofddanou podle 1ypu x*,

(iii) (stromovd vlastnost) » je nedosaZitelné a kazdy x-strom md kofindlni vétev,

(iv) % je nedosaZitelné a v kazdé »-iplné algebfe mnozin B = P(x), kterd md mo-
hutnost » a obsahuje vSechna o < x, existuje x-uplny ultrafiltr rozSifujici Fréchétiv
filtr na »,

(v) pro kazdé pFirozené r plati » — ().
Ditkaz. Implikace (i) - (ii) je snadna, dokaze se stejnym zptisobem jako véta 3.9(ii).
Predpokladejme, Ze » > w spliuje (ii). Nejprve ukazeme, Ze x je regularni a silné
limitni. Kdyby » byl singular, pak existuje rozklad {A,:¢ < cf(x)} kardinalu x
na-mnoZiny men3i mohutnosti. V tomto pfipadé definujme linearni usporadani <
na x tak, Ze poloZime a<a f, jestlize bud « < f a o, f leZi ve stejné mnoZiné A,
nebo ae A, feAd, a n < V linearné uspotadané mnoZing {x,<1) neexistuje
ani ostie rostouci, ani ostfe klesajici posloupnost délky x, spor. Tedy x je regularni.
Kdyby » nebylo silng limitni, pak pro n&jaké A < x je 2* > x. Podle 4.75 v lexiko-
grafickém uspofadani mnoZziny viech funkci f:4— {0,1} neexistuje rostouci ani
klesajici posloupnost délky A% < x. Odtud dostavame spor s (ii), tedy x je nedosa-
Zitelny kardinal.

Diikaz (ii) — (iii) nyni plyne z véty 5.8.

(iif) — (iv). M&me x-Gplnou algebru mnozin B < P(x) mohutnosti x takovou,
%e x  B. Z -Gplnosti plyne, Ze [x]<* < B, tedy i Fréchétv filtr # na x je pod-
mnoZinou algebry B. V3ech dvouprvkovych rozkladd kardinalu x, které sestavaji
z prvka algebry B, je x. Necht p, = {b(a, 0), b(x, 1)} pro « < » je zvolené o&islovani
takovych rozkladi. Nyni sestrojime vhodny dolni podstrom T uplného binarniho
stromu vy3ky x. To znamena, ze T < “*2 a uspofadani stromu T je dano inkluzi.

Pro kazdé ¢ < » posloupnost f:¢ — {0, 1} bude v T, pravé kdyz

IN{blo, fla): & < &) = x.

Je ziejmé, Ze s kaZdou posloupnosti fe T je v T také kazdé jeji zaZeni. Tedy
IT;| < 2¥! < x a Tje dolni podstrom uplného binarniho stromu vysky ». Pro kazdé
¢ < % systém mnozin

§= {aoéb(a, glo)): ge*{0, 1}}

pokryva » a ma mohutnost mensi nez ». Z regularity kardinalu » plyne, Ze alespon
jedna z mnozin systému S ma mohutnost x. Dokazali jsme, Ze kazda hladina T;
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je neprazdna, a tedy T je »-strom. Podle ptedpokladu (jii) ve stromu T existuje kofi-
nalni vétev. To znamena, Ze existuje g:x — {0,1} takova, ze g|&e T pro kazdé
¢ < x. Polozme

U = {blo, gla)): o0 < 3} .

Je ziejmé, Ze pro libovolné be B je bud be U, nebo doplnék (x — b)e U. Pro
libovolné ¢ < x ma mnozina ¢ = (){b(x, g(®)): « < ¢} mohutnost x a lezi v B.
Odtud plyne, Ze ce U. Dokazali jsme, ze U je »-uplny ultrafiltr v B a kazdy jeho
prvek ma mohutnost x.

(iv) = (v). Postupujeme stejnym zpisobem jako v dikazu Ramseyovy véty 4.7.
Predpokladame, Ze plati (iv), a indukci podle r dokazujeme (v). Piipad r < 1 je
jednoduchy. Ptedpokladejme, Ze pro néjaké r > 1 plati x — (x),, a dokazujeme
x — (xy5r. Necht fi[x]""' -1, kde 1< x, je libovolné obarveni. Pro kazdé
@ <A a ue[x] poloime

X(o)={xex —u: fluv {x}) = o} .

Necht B < P(x) je nejmensi x-Uplna algebra mnozin obsahujici viechny mnoziny
X(u,a)pro « < A a ue[x] aviechny ordinaly « < x. Algebra B ma mohutnost x,
protoze x je nedosazitelny kardinal. Podle predpokladu (iv) existuje x-uplny ultra-
filtr U v B takovy, Ze kaZdy jeho prvek ma mohutnost x. Stejné jako v dikazu 4.7
nalezneme homogenni mnoZinu mohutnosti ¥ pro obarveni f.

Posledni implikace (v) — (i) je ztejma.

Dale uvedeme zakladni fakta bez dikazd. Dukazy a dalsi vysledky lze nalézt
v prehledovém ¢&lanku A. Kanamoriho a M. Magidora (1978).

5.10 Reflexe stacionarnosti. Je-li % slabé kompaktni kardindl, potom pro kaZdou
staciondrni mnozinu S S x existuje nespocetny reguldrni kardindl A < x takovy,
Je mnozina S N A je staciondrni v A,

Z axiomu konstruovatelnosti V = L plyne i obracena implikace (Jensen 1972).
Reflexe stacionarnosti tedy charakterizuje slabé kompaktni kardinaly v univerzu
konstruovatelnych mnoZin. V obecném ptipadé viak obracena implikace neplati
(Kunen 1978).

5.11 Véta. Kazdy slabé kompaktni kardindl je Mahliv. Navic, mnoZina viech Mahlo-
vvch kardinalit menich neZ slabé kompakini kardindl x je staciondrni v x.

5.12 Subtilni kardinal. Rikame, Ze nespodetny regularni kardinal x je subtilni,
jestlize pro kazdy soubor

(0 {Aga<xy, kde A, ca prokazdé x<x,

a ka?dou uzavienou neomezenou mnozinu C < x existuji ordindly «, feC ta-

kové, ze a < fa A, = Agnoa.
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5.19 Velké kardindly 111

5.13 Nevyslovny kardinal. Rikame, ze nespotetny regularni kardinal x je ne-
vyslovny, jestlize pro kazdy soubor (1) existuje stacionarni mnozina S < x
takova, Ze pro kazdé o, f€S z o < f§ plyne 4, = A; N «.

Je ztejmé, ze kazdy nevyslovny kardinal je subtilni.

5.14 Vé&ta. (i) Subtilni kardindl je nedosaZitelny.
(ii) Nevyslovny kardindl » je slabé kompaktni a mnoZina vsech slabé kompaktnich
kardinalit menSich nez » je staciondrni v .

Subtilni kardinal nemusi byt slabé kompaktni, ale nejmensi subtilni kardinal
(pokud existuje) je v&tsi nez nejmensi slabé kompaktni kardinal. Jinymi slovy,
z existence subtilniho kardinalu plyne, ze existuje mensi kardinal, ktery je slabg
kompaktni. Nejmensi subtilni kardinal je mensi nez nejmensi nevyslovny kardinal.

5.15 Véta (Kunen). Kardindl x je nevyslovny, prdvé kdyz  je nespocetny, requldrni
a plati

x — (Stac)?

<x?

kde Stac znamend, Ze homogenni mnoZiny zarucené Sipkou jsou staciondrni v x.

Baumgartner (1973) ukazal, z¢ x — (Stac); neplati pro viechny nevyslovné
kardinaly.

5.16 Véta. Je-li ordindl o men3i neZ nejmensi subtilni kardindl, potom existuje bincirni
strom T < “°2 vysky a takovy, Ze pro kazdé nekonecné & < o v hladiné T; existuje
list, tedy vrchol, ktery nemd Zddného ndslednika ve stromu T.

5.17 Véta. (i) (Kunen) Je-li x subtilni kardindl, potom plati diamantovy princip <.
(ii) (Jensen a Kunen) Je-li x nevyslovny kardindl, potom neplati Kurepova hypo-
téza KH, (3.72).

5.18 Erdosovy kardinaly. Jesté jednou se vratime k Ramseyové vété. Pro kazdé
ptirozené r méjme jedno obarveni

file) = {0.1}.

Vime, Ze pro pevné r existuje nekonetnid mnoZina homogenni pro zobrazeni I
Ptame se, zda vzdy existuje nekonena mnoZina 4 S w, ktera je homogenni sou-
¢asné pro vsechna zobrazeni f,. Odpovéd je negativni, jak ukazuje nasledujici

pfiklad. V8imn&me si, ze kazda posloupnost obarveni f, uruje jedno zobrazeni
fi[w]*® - {0,1} a naopak.

5.19 Pfiklad. Definujme zobrazeni f:[w]<“ — {0,1} tak, ze pro libovolnou ko-
ne¢nou mnozinu b < w polozime f(b) = 0, jestlize bleb a f(b) = 1 v opacném
pripadé.

Uvazujme libovolnou nekonenou mnozinu A < w. Je ziejmé, 7e pro kazdé
re A existuje mnozina be[A]" obsahujici r, tedy f(b) = 0, a soucasné existuje
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mnozina ce[A], ktera neobsahuje r, tedy f(c} = 1. Ukazali jsme, Ze 7adna ne-

konetna mnozina piirozenych ¢isel neni soucasng homogenni pro viechna zobrazeni
— r

f=1le).

5.20 Pro libovolné kardinaly x, 4 a ordinal « rozkladova Sipka

2 # = (o)

u
znamena, %€ pro kazdé zobrazeni f:[x]““ — p existuje mnoZina A < x uspofa-
dani podle typu « a homogenni pro f, coz znamena, Ze pro kazdé pfirozené r je
f1[A]" konstantni zobrazeni.

Jestlize pro kazdé u < A plati (2), piseme » — (2)5%.

Z ptikladu 5.19 vime, e @ + (w); . P. Erdds (1950) se ptal, zdali existuje kardi-
nal %, pro ktery plati » — (w);“. Ukazalo se, Ze je to otazka po existenci velkého
kardinalu.

5.21 Definice. Pro ordinalni &islo « Erddstw kardindl x(2) je nejmensi kardinal

takovy, ze x - ()5

5.22 Véta. (i) (Erdds, Hajnal 1958) Je-li w < a< B, potom x(a) je reguldrni
kardindl a =(o) < »(f).
(i) Je-li o limitni, pak *(«) je subtilni kardindl a pro kaidé p < x(«) plati

) - )

Erdosovy kardinaly nemusi byt slabé kompaktni, ale existuje-li Erddsuv kardi-
nal »(w), pak existuje mensi kardinal, ktery je nevyslovny.

5.23 Ramseyiiv kardinal. Plati-li
= (4)5,

tikame, Ze x je Ramseyiv kardinadl.

Je ziejmé, Ze Ramseyovy kardinaly jsou pravé pevné body posloupnosti Erdgso-
vych kardinald.

Nejmensi Ramseyuav kardinal je slabé kompaktni a subtilni, ale neni nevyslovny.
Je viak vétsi nez »(w), a tedy je v&t3i nez nejmensi nevyslovny kardinal.

5.24 Velké kardinaly a L. Ve II. kapitole § 7 jsme konstatovali, Zze univerzum
konstruovatelnych mnoZin se $patné snasi s velkymi kardinaly. Vétsina z téch,
se kterymi jsme se dosud seznamili, viak miZe koexistovats V = L.

D4 se ukazat, Ze je-li » nedosazitelny, Mahliv, subtilni, slabé kompaktni nebo
nevyslovny kardinal, pak x je velky kardinal stejného druhu i v univerzu L. Totéz
jiz neplati pro Erdosovy kardinaly. Silver ukazal, Ze pro kazdy ordinal «a, ktery je
spocetny v L, Erddstiv kardinal »(a) je stejného druhu v univerzu L, to znamena,
7e v L plati x(«) — («)<“. Na druhé strané Rowbottom (1971) dokézal, v L neplati
tvizeni (3x)(x = x(w,)). To znamena, Ze z existence Erddsova kardinalu »(w,)
plyne V # L. Navic neplati ani Jensenova véta o pokryti (11.7.14).
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5.25 MéFitelné kardinaly. V kapitole 1.8.31 jsme ukazali, ze kazda dvouhodnotova
konen& aditivni mira na 2(w) je uréena n&jakym ultrafiltrem na w. Pfitom netri-
vidlni ultrafiltry uruji difuzni miry, to znamenéa miry, pro které viechny koneéné
podmnoziny maji miru nula. Méfitelné kardinaly jsou motivovany otazkou, zda
na potenci néjakého nespocetného kardinilu »x miize existovat x-aditivni dvouhod-
notova difizni mira. To je ekvivalentni s tim, Ze na x existuje netrivialni x-Gplny
ultrafiltr. Je zfejmé, Ze takovy ultrafiltr musi byt uniformni.

Je-li % nespoCetny reguladrni kardinal, potom Fréchétuv filtr a filtr uzavienych ne-
omezenych mnoZzin na x jsou x-Gplné uniformni filtry. Podle 2.23 to viak nejsou
ultrafiltry. Pokus o jejich rozsifeni do x-uplného ultrafiltru pomoci principu maxi-
mality sel?e, protoZe mnozina o-Gplnych filtri nespliiuje podminku omezenosti
fetézcl vzhledem k inkluzi.

5.26 Méritelny kardinal. Rikime, Ze nespoetny kardinal x je méfitelny, jestlize
na x existuje netrivialni x-uplny ultrafiltr.

Ulam (1930) zkoumal existenci netrivialnich o-uplnych ultrafiltrd. Ukazal, ze
je-li » nejmensi kardinal, na kterém takovy ultrafiltr existuje, potom kazdy o-uplny
netrivialni ultrafiltr na » je x-iplny.

5.27 Véta (Ulam). Kazdy méFitelny kardindl je nedosazitelny.

Je zfejmé, Ze méfitelny kardinal musi byt regularni, protoZe pro singularni x
z x-Uplnosti plyne x * -iiplnost filtru. Podle 2.22 je métitelny kardinal slabé nedosazi-
telny a je snadné ovéfit, Ze je silné limitni.

5.28 Véta o normalni mife (Scott 1961). Na kazdém méFitelném kardindlu x existuje
normdlni ultrafiltr. Odpovidajici dvouhodnotovd mira na P(x) se nazyvd normdlni
mira.

Z vét o normalnich filtrech z § 2 neni té2ké dokazat nasledujici charakterizaci
normalnich ultrafiltra.

5.29 Lemma. Pro x-iplny uniformni ultrafiltr % na reguldrnim nespoletném x jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) % je normadini ultrafiltr,

(ii) kaZdd regresivni funkce na x je konstantni na néjaké mnoZiné z %,

(iii) pro kazdy soubor (1) existuje mnoZina Se@ takovd, Ze pro libovolné
o,feS z a <P plyne A, = Ajna.

5.30 Ditkaz véry 5.28. Necht x je méfitelny kardinal a % je n&jaky »-iplny uniformni
ultrafiltr na x. Rikame, Ze funkce f:» — % je nestladitelna modulo %, jestlize neni
konstantni na zadné mnoZzing z ultrafiltru % a soucasné kazda funkce g:x — x

takova, ze {e < ngla) < flo)) e,
je jiz konstantni na n&jaké mnoziné z %. Podle 5.29(ii) je normalni ultrafiltr cha-

rakterizovan tim, Ze identicka funkce na x je nestlacitelna.
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Nejprve ukazeme, Ze existuje nestlacitelna funkce modulo %. Definujeme relaci <
na mnoziné *x tak, Ze

f<ge{a < flo) <gle)ew.

Ovéfime, ze relace < je fundovana. K tomu staci ukazat, Ze neexistuje posloupnost
funkci {f,:n < w) takova, ze pro kazdé n je f,,, < f,. V opacném pripadé by pro
kazdé n < w mnozZina

B, = {a < n: fi1(o) < fl@)}
lezela v ultrafiltru %. Z »-Gplnosti plyne, Ze

B= (\B,e¥,
n<w
a proto B # 0. Pro libovolné «eB by {f(x):n < w) byla nekonetna klesajici
posloupnost ordinalnich &isel, to je spor. Tedy < je fundovana relace.

Vezméme mnoZinu A € *x viech funkci, které nejsou konstantni na Zadné mno-
2ing z %. Je ztejmé, ze A + 0, protoZe identicka funkce patii do A. Z fundovanosti
relace < plyne, Ze existuje minimalni fe€ A vzhledem k <. Potom f je nestladitelna
funkce modulo %.

Mame-li nestlacitelnou funkci f:x% — % modulo %, potom

B = {X e f ' [X]ew}

je »-uplny netrivialni ultrafiltr na x, pro ktery plati 5.29(ii). To znamena, ze ff(%)
je hledany normalni ultrafiltr. Dikaz je skoncen.

Kazdy normalni ultrafiltr  na x rozsituje filtr Cub, uzavienych neomezenych
mnozin v %, a proto libovolna mnozina z % je stacionarni. Stejnou metodou, jakou
se dokazuje Ramseyova véta 4.7, pouZijeme-li normalni ultrafiltr, miizeme dokazat
nasledujici tvrzeni.

5.31 Véta (Rowbottom 1971). Je-li % normdlni ultrafiltr na mé¥itelném kardindlu x,
potom:

(i) pro kazdé zobrazeni f:[A] — t, kde r je pFirozené, T < x a A€, existuje
mnozina H e, kterd je homogenni pro f,

(if) = = (%)Z2,
tedy x je Ramseytw i nevyslovny kardindl.

Navic, mnozina {A < x: A reguldrni a i — (Stac)s¢} e .

S pojmem méfitelného kardinalu je spojen pojem realné méritelného kardinalu.
5.32 Realné métitelny kardinal. Rikame, Ze nespocetny kardinal x je rediné méri-
telny, jestlize existuje x-aditivni difGzni realna mira u: P(x) — [0, 1] s hodnotami
v jednotkovém intervalu takova, ze u(x) = 1.

Ulam (1930) ukazal, 7e realné métitelny kardinal » je bud < 2°, a pak je slabé
nedosaZitelny, nebo je méfitelny.
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Je-li bezesporny pfedpoklad existence realné méritelného kardinalu, je beze-
sporny predpoklad existence méritelného kardinalu a naopak (Solovay 1971).

Zesilenim pojmu métitelného kardinalu je:

5.33 Siln& kompakmi kardinal. Rikame, e nespoéetny kardinal x je silné kompak tni,
jestlize na libovolné mnoziné X kazdy x-Uplny filtr lze rozsifit do »-aplného ultra-
filtru.

Povsimnéme si, Ze silné kompaktni kardinaly jsou definovany pfenesenim za-
kladni véty o ultrafiltrech (kazdy w-plny filtr Ize roziitit do w-uplného ultrafiltru)
na nespocetné kardinaly. Je zfejmé, Ze silné kompaktni kardinal x je regularni a roz-
Siteni Fréchétova filtru na x do x-tplného ultrafiltru je x-Upiny netrivialni ultra-
filtr. To znamena, Ze kazdy silné¢ kompaktni kardinal je métitelny.

Kunen ukazal, ze pokud je bezesporna existence silné kompaktniho kardinalu,
potom je bezesporna teorie mnozin a

5.34 Fisherdv axiom. Je-li (X, &/, p) libovolny pravdépodobnostni prostor a . <
< 2(X) je 2®-uplna algebra mnozin a y je 2°-aditivni mira na &/, potom mira p
muze byt rozsitena do 2°-aditivni miry definované na celé potenéni algebre 2(X).

Z Fisherova axiomu plyne realna méfitelnost kardinalu 2¢, pokud 2¢ je regularni.

5.35 Silné kompaktni kardinal a L. Vopénka a Hrbacek (1966) ukazali, Ze existuje-li
silné kompaktni kardinal, potom je velika propast mezi univerzalni tfidou V a L.
Pfesnéji feCeno, tfidu V nelze ziskat adjungovanim zZadné mnoziny k univerzu kon-
struovatelnych mnozin, tedy pro kazdou mnozinu a plati V # L[a].

5.36 Superkompaktni kardinaly jsou opravdovymi obry ve svété velkych kardinald.
Jejich definice vychazi ze zobecnéni pojmu stacionarity z ordinalnich &isel na systémy
mnoZin. Zobecnény pojem stacionarity je dulezity i mimo kontext velkych kardi-
nald.

Pro libovolny regularni nespocetny kardinal x a kardinal 1 > x uvaZujeme
mnozinu S = [4]“* uspotadanou inkluzi, ktera nyni bude zastupovat regularni
kardinal z definice stacionarnich mnozin. UkaZeme, Ze fada pojmu se zcela ptiro-
zené pienasi na S. Pro libovolné se S nechf s* = {te S:s < t}. Snadno se na-
hiédne, Ze systém mnozin {s®:seS} je bazi x-Gplného filtru na mnozing S, ktery
je obdobou Fréchétova filtru.

5.37 Definice. Filtr uzavfenych neomezenych mnoZin na [1]<*.

(i) Rikame, ze mnozina 4 = S = [4]“* je neomezend, jestlize pro kazdé seS
existuje t€ A takové, Ze s < t.

(i) Rikame, Z¢ mnozina A < S je uzaviend, jestlize sjednoceni kazdého fetézce
C < A (vzhledem k inkluzi), ktery ma mohutnost <x, naleZi do A.

(iii) Uzaviené neomezené podmnoziny mnoziny S tvofi bazi filtru, ktery nazyvame
filtr uzavienych neomezenych mnozin na [1]<* a znacime Cub (x, A).
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Cub (%, 4) je x-aplny filtr, ve kterém lezi kazda mnozina s°.

5.38 Stacionarni mnoZiny a normalni filtry na [1]<*.

(i) Rikame, ze A < S = | 4] je staciondrni mnoZina, jestlize A ma neprazdny
prinik s kazdou mnozinou z Cub (x, 2).

(ii) Filtr & na S se nazyva normalni, jestlize obsahuje viechny mnoZiny s a je
uzavieny na diagonalni priniky, to znamena, Ze pro kazdou posloupnost
(A, a < ) mnozin z filtru & také mnozina

AA, = {seS:se A, pro viechna aes}
leZiv #.
Plati analogie Fodorovy véty.

5.39 Véta (Jech 1973). (i) Cub(x,A) je normdini filtr.

(i) Je-li A =S staciondrni mnoZina a f je zobrazeni definované na A takové, ze
f(s)es pro kaidé neprdzdné se A, potom f je konstantni na néjaké staciondrni
mnoziné.

5.40 Superkompaktni kardinal. Rikime, 7e regularni nespoletny kardinal x je
superkompaktni, jestlize pro kazdy kardinal A > x existuje normalni ultrafiltr na
[4]°~

Neni te€zke ovetit, Ze kardinal x je siln& kompaktni, pravé kdyZ pro kazdé A > x
existuje x-Gplny ultrafiltr na [A]“* obsahujici viechny mnoziny s*. Odtud plyne,
Ze superkompaktni kardindl je silng kompaktni, protoze kazdy normalni ultrafiltr
na [A]<* je x-Gplny.

Magidor (1977) ukazal, ze je bezesporny predpoklad —1 [, pokud je bezesporné,
Ze existuje superkompaktni kardinal.

5.41 Elementarni vnofeni a velké kardinaly. Rikame, Ze zobrazeni j:V— M je
elementarni vnofeni univerzalni tfidy V do ttidy M, jestlize pro libovolnou formuli
o(x,, ..., x,) plati

(Vxynx) [olxy v, o @Mixy). ()]

kde ¢ je formule, ktera vznikne z ¢ relativizaci kvantifikatord do ttidy M (viz
11.7.11).

Meétitelny kardinal je nejmensi z velkych kardinald, ktery zaruéuje existenci ele-
mentarniho vnofeni univerzalni tfidy do néjaké tranzitivni ttidy, které neni identické.

5.42 Ve&ta. (i) Kardindl = je méFitelny, prdvé kdy? existuje elementdrni vnofeni
Jj:V = M univerzdlni tiidy do tranzitivni tidy M takové, Ze j je identické na x, j(x) > x
a kazda posloupnost {m,:a < ») prvkii z M lesi v M, zkrdcené *M = M.

(i) » je superkompakini kardindl, pravé kdy? pro kazdé A > x existuje elementdrni
vnofeni j: V — M univerzdlni tFidy V do tranzitivni tFidy M takové, Ze j je identické
na wj(x) > x a *M = M.
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5.43 Obfi kardinal. Rikame, 7e kardindl x je obFi, jestlize existuje elementarni
vnofeni j: V— M univerzalni tfidy do né€jaké tranzitivni tfidy M takové, Ze j je
identické na x, jx) > » a /M = M.

Existuje-li obfi kardinal, potom je bezesporna existence superkompaktniho
kardinalu. Magidor (1977) ukazal, Ze za predpokladu, ktery je o malo siln&jsi nez
existence obfiho kardinalu, je bezesporné, ze 8, je prvni kardinal, na kterém se
porusi GCH.

5.44 Kunenova bariéra je definitivnim stropem pro $kalu velkych kardinalii v teorii
mnoZin s axiomem vybéru. Jde o nasledujici tvrzeni:

Existence elementarniho vnofeni j:V — V univerzalni tfidy do univerzalni t¥i-
dy, které neni identitou, je ve sporu s teorii mnoZin s axiomem vybéru. To znamena,
Ze jakéakoliv definice velkého kardinalu, ktera implikuje existenci neidentického
elementarniho vnofeni univerzalni tiidy do ni samé, je ve sporu s axiomy ZFC.
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KAPITOLA IV

T&zistém kapitoly je zavéreény § 3, vénovany metodé generickych rozsiteni mo-
delli teorie mnozin. Vyklad se opira o teorii Booleovych algeber, ktera je vyloZena
v prvnich dvou paragrafech. Po uvodnim § 1, obsahujicim zakladni pojmy, tvrzeni
a ptiklady, se v §2 zabyvame strukturdlnimi vlastnostmi Booleovych algeber.
Klademe diiraz na Gplné Booleovy algebry a ty jejich vlastnosti, které jsou relevantni
pro zkoumani generickych roz§ifeni, napfiklad husté podmnoziny, rozklady jed-
notky, saturovanost a distributivnost. Jsou zde téZz uvedeny konstrukce novych
algeber pomoci volného soutinu a faktorizace a Stoneova véta o dualité. V § 3 mo-
tivujeme pojem generické mnoZiny, vyslovime vétu o generickém roziifeni, na né-
kolika pfikladech ukaZeme jeji pouziti a v zavéru ji dokaZzeme.

§ 1 Booleovské operace

Budeme definovat Booleovy algebry a algebry mnoZin. DokaZeme zakladni tvrzeni
a seznamime se s dulezitymi typy Booleovych algeber, zejména s x-uplnymi
a Gplnymi Booleovymi algebrami, algebrami obojetnych mnozin, regularnich ote-
vienych mnozin a mnoZin s Baireovou vlastnosti.

1.1 Definice. Booleova algebra je struktura {B, A, V, —,0,1> sestavajici z mnozi-
ny B, ze dvou binarnich operaci priseku A a spojeni V, unarni operace kom-
plementu — a dvou prvkid 0,1€ B, ve které plati nasledujici axiomy. Pro kazdé
x,y,ze B

(1) komutativita priseku a spojeni

xAy=yAx, xVy=yVx,

(2) distributivni zdkony

xA(yVz)=(xAy)V(xAz, xVAZ)=(xVyAxVz),
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(3) neutralita nulového a jednotkového prvku
xV0=x, xA1l=x,
(4) axiomy komplementu

xA{=x)=0, xV(-x)=

(5) podminka nedegenerovanosti
0+1.

Jinymi slovy, Booleova algebra je kazda struktura jazyka {/\, Vv, —,0, 1}, v které
jsou pravdivé viechny formule (1}5).

Operace priseku, spojeni a komplementu nazyvame booleovské operace. Do-
hodneme se, Ze Booleovy algebry budeme znadit stejnym symbolem jako jejich
nosné mnoziny.

Mohutnosti Booleovy algebry se rozumi mohutnost jeji nosné mnoziny. Algebra B
je koneZna (spogetna), je-li jeji nosna mnoZina kone¢na (spodetna).

1.2 Priklady. (a) Duvouprvkoué algebry. V libovolné Booleové algebie B uvazujme
vyélenéné konstanty 0 a 1. Axiomy (2){3)a (4) zaruduji, Ze viechny booleovské ope-
race z nich dévaji opét hodnotu 0 nebo 1 podle nésledujici tabulky:

x y x Ay xVy —-X
00 0 0 1
01 0 1 1
10 0 1 0
11 1 1 0

To znamena, Ze nejjednodussi typ Booleovych algeber, které nazyvame trividlni
nebo dvouprvkové, jsou algebry sestavajici z prvkd 0 a 1. Je zfejmé, ze vSechny dvou-
prvkové Booleovy algebry jsou navzajem izomorfni. Nejzndméj8i interpretace ta-
kové Booleovy algebry reprezentuji nulu a jednicku jako pravdivostni hodnoty:
0 nepravdu a 1 pravdu. Booleovské operace pak odpovidaji pravdivostnim hodno-
tam konjunkce, disjunkce a negace v zavislosti na pravdivostnich hodnotach jed-
notlivych komponent.
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1.2 Booleouské operace v

(b) Pro neprazdnou mnozinu X je potenéni algebra #(X) spolu s mnozinovymi
operacemi priiniku a sjednoceni dvou mnoZin, operaci dopliiku do mnoZiny X a vy-
znaCenymi prvky 0 a X Booleovou algebrou. V této algebfe je pro libovolné
YZ<c X

YNZ=YNnZ, YVZ=Y0uZ,
-Y=X-7,
0=0, 1=X.

(c) Intervalové algebry. Bud (X, <) line4rni uspotddani, X + 0 a uvaZujme
vSechny polouzavien¢ intervaly [a, b), [a, —) a intervaly (<, a), (« —), kde a < b.
Systém v8ech kone¢nych sjednoceni polouzavienych intervala s mnoZinovymi ope-
racemi je Booleovou algebrou, kterou nazyvame intervalovou algebrou linearniho
uspofadani (X, <). Intervalova algebra racionalnich &isel je ptikladem spoletné
Booleovy algebry.

(d) Necht # je idedl na mnoZin& X a necht #* je dualni filtr. Potom % U #*
spolu s mnoZinovymi operacemi je Booleova algebra. Specialng, je-li .# = [X]<,
pak £ U .#* je algebra kone¢nych podmnozin a dopliki koneénych podmnozZin
mnoZiny X. Algebra kone¢nych podmnoZin a dopliikit kone€nych podmnozin pi-
rozenych ¢isel je také intervalovou algebrou uspotadani (w, <).

(e) Algebra obojetnych mnozin. TotdIné nesouvisly topologicky prostor. Bud X
neprazdny topologicky prostor. Mnozina 4 < X se nazyva obojetnd, jestlize A je
soudasné oteviend i uzaviena. Necht CO(X) je systém viech obojetnych mnozin
prostoru X. CO(X) s mnozinovymi operacemi je Booleovou algebrou a nazyva se
algebrou obojetnych mnoZin prostoru X.

V hezkych metrickych prostorech, jako jsou Eukleidovsky n-rozmérny prostor
R"a Hilbertiiv kvadr 1, jsou pouze dvé obojetné mnoZiny — prazdna mnozina a cely
prostor. Takové prostory se nazyvaji souvislé. Algebra obojetnych mnoZin je potom
trivialni.

Z hlediska Booleovych algeber jsou zajimavé nesouvislé prostory, v kterych
lze libovolné dva rtzné body oddélit oboj-tnymi mnozinami. Tato podminka
je ekvivalentni s tim, Ze pro rizné body x, y existaje obojetné okoli bodu x, v kterém
nelezi bod y. Topologické prostory s touto vlastnosti se nazyvaji totdiné nesouvislé.

(f) Nejjednodussim ptikladem totalné nesouvislého prostoru je diskrétni topo-
logicky prostor X. Neni p#ili§ zajimavy, protoze CO(X) = 2(X). Cantorovo diskon-
tinuum D, které jsme zavedli v 1.6.44, je netrivialnim ptikladem totalné nesouvislého
prostoru. Je to kompaktni metricky prostor bez izolovanych bodd. Pfipomenime, Ze
Cantorovo diskontinuum je homeomorfni s topologickym souginem “2 spodetné
mnoha dvouprvkovych diskrétnich prostord.

Je-li x nekone¢né kardinalni ¢islo, topologicky sougin *2 » dvouprvkovych diskrét-
nich prostorl se nazyva zobecnéné Cantorovo diskontinuum a oznaluje se D(x).
Je to kompaktni totaln€ nesouvisly prostor bez izolovanych bodt a je-li x > w,
pak D(») neni metrizovatelny.
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Ukazeme, ze |CO(D(x))| = ». Pro koneénou mnoZinu K € o a funkci f: K — 2
oznaéme V(f) mnoZzinu viech funkci z *2, které prodluzuji f. V(f) je obojetna mno-
Zina a navic systém S = {V(f): Ke[x]““ & f: K - 2} je bazi topologie prostoru
D(x). Libovolna obojetna mnozZina je jednak otevien, a proto je sjednocenim nékte-
rych mnozin z baze, jednak uzaviena, tedy kompaktni, a to znamena, Ze je sjednoce-
nim jen konecné mnoha bazovych mnozin. Proto plati

» <I8] < [co(p) < [5]°] = »

|CO()] = .

Tim jsme také ukazali, Ze existuji Booleovy algebry libovolné nekone&né mohut-
nosti.

neboli

1.3 Booleovy algebry z ptiklada (b}{f) maji jedno spole¢né, jsou podalgebrami
n&jaké potencni algebry 2(X) a booleovské operace téchto algeber jsou totozné
s mnozinovymi operacemi.

1.4 Definice. Podalgebra. Podalgebrou Booleovy algebry B nazyvame libovolnou
neprazdnou podmnozinu C, kterd je uzaviena na booleovské operace algebry B.

Booleovské operace podalgebry C jsou tedy zuZenim na mnozinu C operaci
algebry B.

Je ztejmé, e kazda podalgebra algebry B obsahuje 0 a 1 a Ze kazda algebra
obsahuje trivialni algebru a samu sebe jako své podalgebry.

1.5 Definice. Algebra mnoZin. Necht X je neprazdna mnozina. Podalgebra potencni
algebry 2(X) se nazyva algebrou podmnoZin mnoZiny X nebo stru¢néji algebrou
mnozin.

Algebra mnoZin je jednoznaéné uréena neprazdnym systémem S podmnozin
né&jaké neprazdné nosné mnoZiny X, ktery obsahuje s kazdymi dvéma mnoZinami
Y, Z také sjednoceni YU Z a dopln€k X — Y.

Z de Morganovych pravidel plyne, Ze podminka uzavienosti systému S na sjed-
noceni muze byt nahrazena uzavienosti na prinik.

Algebry mnoZin jsou specialnimi pfipady Booleovych algeber (existuji Booleovy
algebry, které nejsou algebrami mnoZin, napfiklad algebra RO (R?) z 1.25), jsou
viak reprezentativnim typem. Pozdé&ji ukazeme. Ze kazda Booleova algebra je izo-
morfni s n&akou algebrou mnozin.

1.6 Algebraicka dualita. Podivame-li se na axiomy Booleovy algebry, vidime, ze
kazd4a formule z dvojice axiomi vznikne z druhé tim, Ze nahradime operaci pri-
seku spojenim, spojeni priasekem a vyménime ulohu konstant, 0 pfejde na 1 a na-
opak. Rikame, Ze formule uvedené v jedné fadce jsou dualni jedna k druhé. V pii-
padé posledniho axiomu dostaneme 1 # 0, coz je s plivodnim axiomem ekvi-
valentni.
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Jinymi slovy, je-li (B, A, V, —, 0,1> Booleova algebra, potom také struktura
{B,V, A, —,1,0) je Booleovou algebrou.

To znamenad, Ze plati nasledujici princip algebraické duality: je-li ¢ formule do-
kazatelna z axiomu (1}5), pak i k ni dudlni formule je z nich dokazatelna. Prakticky
vyznam spociva v tom, Ze staci dokazovat polovinu vét, druhou polovinu dostaneme
zdarma odkazem na princip duality.

Setkame se je§té s jinym, ddlezitéj§im pojmem duality, s tak zvanou Stoneovou
dualitou, ktera dava do souvislosti Booleovy algebry a kompaktni totalné nesouvislé
topologické prostory.

1.7 Lemma. Pro libovolné prvky x, y Booleovy algebry plati
(i) zakony idempotence
xAx=x, xVx=x,
() xA0=0, xVi=1,
(iif) zdkony pohlceni
xA(xVy)=x, xV(xAy=x.

Ditikaz. Vztahy uvedené ve stejném fadku jsou dualni, staci proto dokazat prvni
z nich.
(i) Uzitim axiémt v pofadi (3), (4), (2), (4), (3) postupn& dostavame

x=xAl=xA(xV —x)=(xAx)V(xA-x)=(xAx)V0=xAx.
(i) Pouzijeme-li axiomy (3), (4), (2), (1) a (3), (1), dostavame
xAO=(x AOVO=(xA0V(xA-x)=xA0V —x)=xA -x=0.

(iii) Uzijeme-li postupn& axiém (3), vztah (ii) dokazovaného lemmatu a dvakrat
axiom (2), dostaneme

x=xA1l=xA(IVy=xA)V(xAy=xV(xAy).
1.8 Definice. Rozdil a symetricky rozdil. Rozdil x — y a symetricky rozdil
x Ay libovolnych dvou prvkd Booleovy algebry definujeme vztahy
x—y=xA(-y),
xAy=(x=-y) V(y-x).
Z axiomu (3) a komutativity je ziejmé, ze
-x=1-x.
Ptepsanim distributivniho zakona ziskame

(xVy—z=(x—-2)V(y-2.
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V algebfe mnozin je booleovsky (symetricky) rozdil totozny se (symetrickym) roz-
dilem mnoZin. Proto jsme si dovolili pouZit stejné znaceni pro ob& operace.

1.9 Lemma. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni pro libovolné x, y:

(i) xAy=x,
(i) xVy=y,
(i) x—y=0.

Diikaz. (i) — (ii). Podle zédkona pohlcenije y =y V (x A y). Podle pfedpokladu je
x Ay = x a dosadime-li x za x A y, dostaneme y =y V x, a to je (ii).

(ii) - (iii). Pfedpokladame-li x V y =y, pak plati 0 =y —y=(x Vy)—y=
=(x—y) V0 =x—y, atedy ii).

(iii) » (i). Pfedpokladame-li x —y =0, pak x=xAl=xA(yV —y) =
=(xAyYV(x—y) =(xAyV0=xAy, atedy plati (i)

1.10 Pro dvé mnoziny 4, B je rovnost A N B = A ekvivalentni s inkluzi A < B
a tento fakt motivuje definici uspofadani Booleovy algebry s podobnymi vlastnostmi,
jake ma mnozinova inkluze.

1.11 Definice. Kanonické uspofadani. Bud B Booleova algebra. Pro libovolné
X, y € B polozme

x<yexAy=x.
Relaci < na B nazyvame kanonické uspoFdddni algebry B. Pokud bude zfejmé, o jaké
uspotadani jde, budeme slovo kanonické vynechévat.

V algebfe mnozin je kanonické uspofadani totozné s inkluzi. V kazdé algebte je
0<1

Kanonické uspofadani Booleovych algeber tzce spojuje jejich studium se
studiem uspofadanych mnozin. Navic uspofadani umoziuje rozsifit operace pri-
seku a spojeni i na nékteré nekoneéné mnoziny a soubory prvkd Booleovy algebry.

1.12 Véta. Nechr B je Booleova algebra. Pak

(i) < je uspoFdddni na B,

ii) 0<x<1 prokazdé xeB,

(i) x Ay=inf{x,y}, xV y=sup{xy},

(iv) pro kaidé xeB md soustava rovnic x Au=0, x Vu=1 prdvé jedno
FeSeni u = —x.

S —

Viastnosti (i}(iii) Fikaji, Ze (B, <) je svaz s nejmen3im a nejvétSim prokem.

Dikaz. (i) Podle 1.9 vime, ze x <y je ekvivalentnis x —y=01is xV y=y.
Ové&time postupngé, Ze relace < je reflexivni, tranzitivni a slab& symetricka. Reflexivita
x < x neni nic jiného nezidempotence x A x = x. Pro tranzitivitu pfedpokladejme
x <y ay<z Toznamena, zeplati x Vy=y a y —z =0 a z téhto vztahd
dostavaime 0=y —z=(xVy)—z=(x—2z) VO =x —z neboli x < z. Slaba
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113 Booleovské operace 1v

antisymetrie plyne okamzité z komutativity, nebotz x A y = x a y A x = y plyne
x=y.

(ii) Nerovnosti 0 < x a x <1 jsou pouze prepisem axiémi (3) podle definice.

(i) Zakony pohlceni x A (x V y)=x, y V(x A y) =y implikuji x A y < x
a x Ay <y, tedy prvek x Ay je dolni mezi mnoziny {x, y}. Necht z je jina dolni
mez, to znamena, ze zV x=x a zVy=y Potom zV(xAy)=(zVx)A
A{zV y)=x Ay neboli z<x Ay Tim jsme dokazali, zZe¢ x A y = inf{x, y}.
Piechod k dualnim vztahtim dokazuje x V y = sup {x, y}.

(iv) Axiomy komplementu zaruéuji, Ze soustava ma feSeni u = —x. Chceme uka-
zat, Ze jiné feSeni neexistuje. Pfipojme k ob&€ma stranam prvni rovnice — x a dosta-
neme —x= —xV (x Au)= —xVu neboli u< —x. Druhou rovnici prosek-
neme s —x a dostaneme —x = —x A (x Vu)= —x A u neboli —x < u. Tedy
nutné u = —x.

1.13 Disledek. (i) Operace priiseku a spojeni jsou monoténni; je-li

x<y a usguv,
pak
xAu<yAv a xVu<yVu,

(i) —(-%)=x

(i) x <y« —y < —x, to znamend, e operace komplementu je prosté anti-
monoténni zobrazeni B na B.
Ditkaz. (i) Monoténnost operaci plyne ze vztahu mezi operacemi A, V a infimemem
a supremem ve svazu (B, <).

(i) Soustava —x A u=0, —x V u =1 ma jediné tedeni pro u. Resenimi jsou
x i —(—x), jak plyne z komutativity a axiomii komplementu, tedy x = —(—x).

(i) Z (ii) plyne okamZitg, Ze pro x # y je —x # —y, tedy komplementace je
prosté zobrazeni B na B. Vztah x < y je ekvivalentnis x — y = 0 podle (ii) a to je
totéz jako —y — (—x) = 0 a tento vztah je ekvivalentnis —y < —x.

1.14 Nekone¢né operace. Booleova algebra B spolu s kanonickym uspofadanim
je svaz (B, <), a tedy pro kone¢né mnoho prvka z B je

xg Axyg AL A x, =inf{x,, .., x,).

Infimum nekone&né podmnoziny Booleovy algebry mulze, ale také nemusi existovat.
Totéz plati pro supremum.

1.15 Priklad. Necht C je algebra vSech kone¢nych mnozin pfirozenych &isel a jejich
dopliikd. Potom

A = {{n}:n je sudé}

je nekone¢na podmnozina algebry C, ktera nema supremum.
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1.16 Definice. Nekonecna spojeni a priseky. Je-li u infimum mnoziny A4 € B.

piseme
u= N4

a prvek u nazyvame prisekem mnoziny A. Jinymi slovy, /\ je operace priseku, ktera
je definovana pro né&které podmnozZiny algebry. Podobné, je-li v supremum
mnozny A € B, piSeme

v=\VA4

a \/ nazyvame operaci spojeni. Je ztejmé, ze /\, \/ jsou roziiteni operaci A, V na
viechny konecné a né&které nekoneéné podmnoziny algebry B. Uvédomme si, Ze
plati \Vo=0, A0O=1, V{x} = Alx} =x, Alx,y} =xAy. Jeli (az:iel)
soubor prvkil algebry B, pak

Na a Vg

iel 1€l

Naiiell a \a:iel}.

V dal§im textu budeme pracovat s podmnozinami i se soubory prvkd Booleovy
algebry.

Podle 1.13(iii) je pfechod ke komplementdm antimonotdnni prosté zobrazeni
svazu (B, <) na sebe. Odtud a z definice suprema a infima okamZité plyne, e AA
existuje, pravé kdyz existuje \/{—x:xe 4}, a plati:

znadi

1.17 De Morganova pravidla. Pro 4 = B je

- N =V{-x:xe 4},
- V4= A{-x:xe4},

pokud alesponi jedna strana z rovnosti je definovana. Specialné

xAy=—(=xV —y), xVy=—(=xA —)).

Vidime, Ze operace vystupujici v definici Booleovy algebry jsou nadbytecné. Prisek
(spojeni) je moZno definovat pomoci spojeni (priseku) a operace komplementu,
a to i pro nekonené operace.

1.18 Asociativni zakony pro prisek a spojeni nebyly uvedeny mezi axiomy (1)H{3).
Jsou odvoditelné bezprostiedné z vlastnosti suprema a infima i pro nekonecné
operace.

Necht (J,: k€ K) je soubor mnoZin a

1=,

kek
Plati
Aa;= N[ Aa:keK},
iel iety
Va; = V{Va:keK},
iel iedy
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s nasledujici interpretaci: maji-li vyrazy na pravé strané smysl, pak mi smysl

1 vyraz na levé strané a oba vyrazy se rovnaji. Specialngé
xAyAz2)=(xAyY Az, xVEVz=(xVyVz

a tedy vyrazy

x, Ax, Al A x,, x, Vx, V...Vx

maji jednoznaény vyznam.
Zajimavéjsi a dilezit&ji jsou vztahy, ve kterych se vyskytuji obé operace, priseku
1spojeni.
1.19 Nekonecné distributivni zakony. Existuji-li
Vai a Vb J?
i€l j€d
respektive

Aai a Ab j®

iel jeJ
pak pro libovolné c € B plati
(i) cAVa,=V{cAa:iel},
(i) ¢V Ag=AcVaiel},
(i) Va; A \/b =Vi{a Abid el x J},
(iv)

iefl

Na, Vv /\b = /\{ai \Y bj.<l,j>61 x J}.

iel
Diikaz. Dokazcmc postupné vztahy (i) a (iii), zbyvajici jsou dualni.
(i) Polozme a = \/a;. Jelikoz a > a,, je také

cNax2cAa,

atedy ¢ A a jemajorantoumnoziny {c A a;:iel}. K dikazu rovnosti sta&i ukazat,
ze pro kazdou majorantu d plati d > ¢ A a. Necht tedy d > ¢ A q; pro kazdé
iel. Potom plati

=(cAa)V(-cANa)<dV —c

pro kazdé iel a z toho plyne, Ze
a<dV —c.

Pronikneme-li obé strany prvkem ¢, dostaneme pozadovanou nerovnost
cha<cAhd<d.

(iti) Polozme a = \/a, b = \/b, Vyuzijeme jiz dokazaného vztahu (i), z kterého
plyne

aANb=\N{aAb:jel}
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a také
aANbj=bNa=\{bAa:icl}

pro kazdé jeJ. Dosadime-li, pak z asociativniho zdkona 1.18 dostaneme
aANb=V{Va, Ab:jel} =\{a, Nb;:jdel x J}.
iel
Nekonecné operace dovoluji klasifikovat Booleovy algebry podle Gplnosti.

1.20 Definice. Uplna Booleova algebra. Bud » nekonedné kardinalni &islo.

(i) Booleova algebra B se nazyva x-tplnd, jestlize pro kazdou mnozinu X < B
mohutnosti mensi nez x existuje prasek A X.

(ii) Algebra B se nazyva uplnou Booleovou algebrou, jestlize existuje priisek pro
kazdou podmnoZinu algebry B.

(i) Rikame, Ze podalgebra C Gplné Booleovy algebry B je tiplnd (x-tiplnd) pod-
algebra, jestlize pro kazdou mnoZinu X < C (|X| < %) prisek AzX e C.

Z de Morganovych pravidel plyne, Ze v x-pIné algebie jsou obé operace A i \/
definovany pro viechny podmnoZiny mohutnosti mensi nez x. V plné algebie B
je definiéni obor operaci /\ a \/. cela potence mnoziny B. Kazda algebra je
w-uplna, a tedy kone&né algebry jsou Giplné.

V algebrach mnozin booleovské operace souhlasi s mnozinovymi. Pro algebry
mnozin definujeme silné€j§i pojem x-uplnosti tak, aby i nekoneéné booleovské ope-
race souhlasily s mnoZinovymi.

1.21 Definice. x-algebra mmoZin. Rikame, Ze algebra mnozin 4 je x-algebrou,
jestlize pro kazdy systém Se[4]* je (Se 4.
To znamena, Ze priisek systému S existuje a je totozny s priinikem [S.

Pojem x-algebry je vic nez to, Ze algebra mnoZin je x-uplnou Booleovou algebrou.
Pozdgji uvidime, Ze existuji algebry mnozin, které nejsou uzavieny na praniky spo-
Cetnych podsystému, tedy nejsou w,-algebrami mnozin, ale pfesto jsou w,-uplnymi
Booleovymi algebrami.

1.22 Matematicky nejzajimavéj$i jsou w,-algebry mnozin a w,-uplné Booleovy
algebry, které maji ptimy vztah k teorii miry a k teorii pravdépodobnosti. Je pro né
vZity star$i nazev o-algebry mnozin a o-uplné Booleovy algebry. Pro teorii mnozin
maji velky vyznam dplné Booleovy algebry.

1.23 Booleova algebra regularnich otevienych mnoZin. Piipomeneme nejprve za-
kladni topologické pojmy a fakta. Bud X topologicky prostor. Je-li 4 © X, cl(A4)
bude oznaovat uzavér a int (4) bude oznalovat vnittek mnoziny 4 v prostoru X.
Ptipomerime, Ze cl(A4) je nejmen3i uzaviend nadmnoZina a int(A4) je nejvetsi
oteviena podmnozina mnoziny 4. Pro 4 & X polozime r(4) = int cl (4) a r(4)
budeme nazyvat regularizaci mnoziny A.
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Mnozina A < X se nazyva Fidka v X, jestlize r(4) =0. Je-li cl(4) = X, to
znamena, Ze také r(A4) = X, fikame, Ze A je hustd v X.

MnoZina A4 je husta, pravé kdyZ ma neprazdny prinik s kaZzdou neprazdnou
otevienou mnoZinou. Mnozina A je Fidkd, pravé kdyz pro kazdou neprazdnou ote-
vienou mnozinu U existuje neprazdna oteviena V < U, ktera je s A4 disjunktni.

Je ziejmé, ze r(0)=0, r(X)=X a pro kazdou otevienou mnoZinu A je
Auint(X — A) husta mnozina v X.

1.24 Definice (Kuratowski). Rikame, e A je reguldrni otevFend mnoZina, jestlize
r{4) = A.
Systém viech regularnich otevienych mnoZin prostoru X oznagime RO (X).

1.25 Volng feCeno, oteviena mnoZina je regularni, nema-li 24dné praskliny. Rovina
R? bez osy x je oteviena mnoZina v R?, ale neni regularni. Jeji uzavér i regularizace
je cely prostor. Naproti tomu obg& oteviené poloroviny jsou regularni oteviené
mnoziny. Sjednoceni dvou regularnich otevienych mnoZin nemusi byt regularni
oteviena mnoZina. To znamena, 2¢ RO (X) nemusi byt algebrou mnozin.
Mnotzina je regularni oteviena, pravé kdyz je vnittkem néjaké uzaviené mnoZiny.
Specialng pro otevienou mnozinu A je r(X — 4) = int(X — A). Je-li A € B < X,
z monoténnosti operaci uzavéru a vnittku dostavame r(4) < r(B). To znamena,
Ze regularizace je také monoténni. Snadno nahlédneme, Ze pro otevienou mnozinu A
je A <= r(A) a Ze pro kazdou mnozinu 4 je r(r(4)) = r(4), tedy r(4)eRO(X).

1.26 Ukazeme, Ze regularni oteviené mnoZiny s vhodné zvolenymi operacemi
tvofi Uplnou Booleovu algebru, kterou budeme nazyvat Booleovu algebrou reguldr-
nich otevFenych mnoZin.

Nejprve ovétime, Ze pro otevtené mnozZiny 4, B plati
(6) r(4nB)=r(4)nr(B).

Pranik AN B je &asti A i B a z monoténnosti regularizace plyne, Ze v (6) je leva
strana podmnoZinou prave.

Uvédomme si, Ze pro otevienou mnozinu P a libovolnou mnoZinu Q topologickeé-
ho prostoru plati

(7) Prd(Q)ccl(PnQ).
Proto v naSem pfipadg je

Ancl(B)cc(4nB),
a tedy
Anr(B)cr(AnB)cc(4nB).

r(B) je oteviena mnozina a opakovanym uZitim (7) dostaneme cl(4)nr(B) <
c cl(4 nr1(B) € cl(4 ~ B), odkud plyne

r(A)nr(B)c r(4n B).
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Z pravé dokazané rovnosti (6) plyne, ze priinik kone¢ného poétu regularnich ote-
vienych mnoZin je opét regularni oteviena mnoZina. Naproti tomu prinik neko-
neéného systému regularnich otevienych mnoZin nemusi byt regularni oteviena
mnozina. KaZzdy otevieny interval na realné pfimce je regularni oteviena mnoZina,
ale prinik viech otevienych intervaldi obsahujicich nulu nepatii do RO (R).

1.27 Véta. Reguldrni oteviené mnoZiny RO (X) neprdzdného topologického prostoru
X s operacemi

ANB=AnB, AVB=r(AuB),
~A =int(X — 4)

a konstantami 0 =0, 1= X tvofi uplnou Booleovu algebru. Navic, je-li
S = RO(X), pak

As=rt(Ns),  Vs=r(Us).

Dtikaz. Vime, Ze zvolené operace davaji z regularnich otevienych mnoZin opét re-
gularni oteviené mnoZiny. Komutativita pruseku a spojeni plyne z komutativity
mnozinovych operaci. Je ziejmé, Ze 0 4 1 a%e0i 1 jsou neutralni. Je-li 4 € RO (X),
potom

AN —A=Anint(X —4)=0

AV —A=r(Auint(X — 4)) = X,

protoZe na pravé strand je regularizace husté mnoZiny.
Ovetime distributivni zakony. Necht A4, B, Ce RO (X ) Pro mnoZinové operace
plati ’

An(BuC)=(AnB)U(AnC).

Na obg strany rovnosti aplikujeme regularizaci a uzijeme (6). Pro levou stranu
dostaneme

rf{An(BuC) =r(d)nr(BuC)=AAN(BV ()
a pro pravou stranu
r(AnB)u(AnC)=(AAB)V(AAC),
tedy plati
AANBV C)=(AANB)V(AACQ).
Druhy distributivni zakon lze ovétit stejnym zplisobem.
Zbyva ovéfit uplnost. Vime, Ze prisek je totozny s prinikem, to znamen4, ze ka-

nonické uspofadani je mnozinova inkluze. Nechf S < RO(X) a polozme A =
= 1((\S). Mnozina A je regularni oteviena a pro kazdé BeS je 4 < r(B) =B,
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A je tedy minorantou systému S. Nechf C € RO (X) je libovolna minoranta systé-
mu S. Potom C < ()S a z monoténnosti regularizace plyne C < 4. Tedy 4 je
nejvétsi minorantou mnoZiny S, to znamena, ze A = AS. Podobné se ukaze, e
VS =r(lJS). RO(X) je tedy Gplna Booleova algebra.

Vsimn&me si, Zze pro kazdy topologicky prostor plati CO (X) < RO(X) a navic
je algebra obojetnych mnoZin podalgebrou algebry RO (X).

1.28 Definice. Topologicky prostor X se nazyva extremdlné nesouvisly, jestlize
CO (X) = RO (X).

Prostor je extremaln€ nesouvisly, pravé kdyz uzavér libovolné oteviené mnoZiny
je otevieni, tedy obojetna mnozina. V extremalné nesouvislych prostorech je Booleo-
va algebra regularnich otevienych mnoZin algebrou mnozin.

V § 2 uvidime, ze kazda uplna Booleova algebra je izomorfni s algebrou regular-
nich otevienych mnoZin né&jakého topologického prostoru. Prostor fw vsech ultra-
filtrd na ptirozenych Cislech je nejjednodussim pfikladem nekoneného kompaktni-
ho extremalné nesouvislého Hausdorffova prostoru.

1.29 Pfiklady. V nasledujicich prikladech pfedpokladame, Zze X je neprazdny to-
pologicky prostor.

(a) Borelovské mnoZiny. Nejmensi o-algebra podmnozin prostoru X obsahujici
viechny otevien¢ mnoZiny se nazyva o-algebra borelovskych mnozZin a znacime ji
Borel (X). Jeji prvky nazyvame borelovské mnozZiny.

To znamena, Ze borelovské mnoZiny ziskame z otevienych mnoZin pouzitim libo-
volného poétu operaci dopliiku, sjednoceni spocetné mnoha a priiniku spocetné
mnoha mnozZin.

Viechny uzaviené mnoziny jsou borelovské a Borel (X) je také nejmensi o-algebrou,
ktera je obsahuje.

Hierarchie borelovskych mnozin (Lebesgue, 1905). Definujeme podmnoziny X,
a I, potence #(X) prostoru X:
X, je mnozina viech otevienych mnozin,
11, je mnoZina viech uzavfenych mnozZin, tedy doplitkkGi mnozZin ze X,
pro a >0
2, je mnoZina viech sjednoceni nejvyse spocetnych podsystémd mnoZiny (J 7 »

f<a
1, je mnozina viech prinikG nejvySe spoetnych podsystémd mnoziny (J 2.
f<a

Prvky ze Z, a II, se nazyvaji X ,-mnoziny a Il -mnoZiny. Misto Z,, II, se pouziva
také znaeni F,, G,. Tedy G,-mnoZina je prinikem spoletné mnoha otevienych
mnozin.

Zakladni inkluze mezi borelovskymi tfidami znazoriuji Sipky v nasledujicim
diagramu:

335



v 1.29

5, I, oI, Z, o
X X X
M, M,—M,—M,—..

Je-li X metricky prostor, plati také II, = II, a Z, < X,, protoze kazdou uzavie-
nou mnoZinu A ziskame jako prinik otevienych 1/n-okoli mnoZiny A.
Prvni nespodetné ordinalni &islo w, je regularni kardinal. Proto pro libovolny
spoetny systém
sc yan,

a<wy

existuje f < w, takové, ze S < I1;. To znamena, Ze

Borel(X)= U ,= U Z,.
B<w B<wy

g-algebra borelovskych mnoZin slouZi jako prirozeny defini¢ni obor g-aditivnich
mér na topologickém prostoru. Takovym miram se fika borelovské miry.

Trivialnim ptikladem borelovské miry je dvouhodnotova mira uréena bodem
z ptikladu 1.8.22. DileZitym pfikladem je Lebesgueova mira na R.

(b) Hubené mnoZiny, mnoZiny s Baireovou vlastnosti. Kada podmnoZina fidké
mnoZiny i sjednoceni dvou fidkych mnoZin jsou fidké mnoZziny. Ridké mnoziny
tvoti ideal na X, protoZe cely prostor X neni fidka mnozina v X.

Rikame, ¢ A < X je hubend mnoZina (podle star$iho nazvu mnoZina prvni ka-
tegorie), jestlize je sjednocenim nejvySe spocetné mnoha fidkych mnoZin.

Je ztejmé, Ze kazda fidka mnoZina je hubena a Ze sjednoceni spoetné mnoha hu-
benych mnoZin je op&t hubena mnoZina. Pokud cely prostor neni sjednocenim spo-
Zetné mnoha tidkych mnoZin, tvoii hubené mnoziny g-plny ideal na X.

Rikame, ¢ A = X ma Baireovu vlastnost, jestliZe existuje otevienid mnoZina G
takova, ¥¢ mnoziny A — G i G — A jsou hubené. Tedy mnoZina ma Baireovu
vlastnost, lisi-li se od oteviené mnoziny o hubenou mnoZinu.

UkaZeme, Ze mnoZiny s Baireovou vlastnosti tvori g-algebru podmnoZin prostoru
X. Budeme ji znagit Baire (X). Nejprve dokazeme, ze doplnék X — A ma Baireovu
vlastnost, jakmile A € Baire(X). Necht G je oteviena mnoZina, ktera se lisi od 4
o hubenou mnozinu. PoloZme G, = int(X — G) = X — clG. Protoze

(X —A4) =Gy cl(G) — A< (G- A)u(d(G) - G),
Go—(X—A)cA4-d(G)c4-GC

a cl(G) — G je tidka mnoZina, X — 4 se li§i od G, o hubenou mnozinu. Tedy
X — AeBaire(X).

Zbyva ukazat, Ze mnoZziny s Baireovou vlastnosti jsou uzavieny na sjednoceni
spocetnych systémil. Pfedpokladejme, Ze pro kaZdé ptirozené n se 4, liSi od oteviené
mnoziny G, o hubenou mnoZinu. Polozme A = |J4,, G = |JG,. Protoze
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A-6<=Ui4,-G,),
G-4<U(G,-4)

a na pravych stranach jsou spocetna sjednoceni hubenych mnozin, tedy také hubené
mnoZziny, ma mnozina 4 Baireovu vlastnost.

Tim jsme dokazali, ze systém Baire (X) je o-algebrou mnozin. Navic Baire (X)
je nejmensi g-algebrou podmnozin prostoru X, kterd obsahuje vSechny oteviené
a hubené mnoziny v X. To znamena, ze

(8) Borel (X) < Baire (X).

(c) Baireovské prostory, Baireova véta. Prostor X se nazyva baireovsky, jestlize
Zadna neprazdna oteviena mnoZina A € X neni hubena.

Ekvivalentni podminka: prinik spocetné mnoha otevienych hustych mnoZin
prostoru X je husty v X.

Baireova véta. Upiné metrické prostory i kompaktni topologické prostory jsou
baireovské.

Baireova véta patii do zlatého fondu matematiky a jeji diikaz ¢tenai nalezne
v kazdé ucebnici funkcionalni analyzy nebo topologie. Poznamenejme, Zze dikaz
Baireovy véty pro separabilni Uplné metrické prostory nepotfebuje zadnou formu
axiomu vybéru.

(d) Ultrafiltry na w a borelovské mnoZiny. Ztotoznime-li podmnoziny ptirozenych
&isel s jejich charakteristickymi funkcemi, ztotoznime 2(w) a “2. Tim na mnoZinu
P(w) pteneseme topologii Cantorova diskontinua D. Kazdy ultrafiltr na w je
néjak4d podmnoZina prostoru D a ptame se, kdy ma Baireovu vlastnost.

Je-li % trivialni ultrafiltr nad new, pak % = {fe“2: f(n) = 1} je obojetna
mnozina baze S z ptikladu 1.2(f). Vidime, Ze nejmensi o-algebra podmnozin prosto-
ru D, ktera obsahuje viechny trivialni ultrafiltry, obsahuje viechny oteviené mno-
Ziny, a je proto rovna algebie borelovskych mnozin.

PouZijeme Baireovu vétu a ukazeme, Ze Zadny netrivialni ultrafiltr na @ nema
Baireovu vlastnost. Z toho plyne podle (8), Ze neni také borelovskou mnoZinou.
UvaZujme libovolnou obojetnou mnozinu V(f) z baze S uréenou zobrazenim f
konetné mnoziny K < w do {0, 1}. Definujme zobrazeni ¢,:D — D tak, ze pokud
hé¢ V(f), pak ¢ (h) = h, a pokud he V(f), pak @(h)(n) je opatna hodnota k h(n)
pro new — K a ¢{h)(n) = h(n) pro neK.

Jeztejme, Ze ¢ je homeomorfismus prostoru D, a protoze % je uniformni, pro dual-
ni ideal #* plati

o Vif)nu*]=V(f)na.

Homeomorfismus prevadi fidké mnozZiny na fidké, a tedy i hubené mnozZiny na
hubené. Podle Baireovy véty V(f) neni hubena a jelikoz
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V(f) =)o w)o (V(f)n4¥),
neni hubena ani mnozina V(f) N %, ani V(f)%*.

Predpokladejme, Ze ultrafiltr % ma Baireovu vlastnost. Necht G je oteviena mno-
%ina liici se od % o hubenou mnoZinu. Vime, 2e % = V(0) % neni hubena mno-
zina, proto G je neprazdna. Vezméme libovolnou mnozinu V(f)< G z baze.
Jelikoz G — % 2 V(f) — % = V(f) n%*, dostavame, ze V(f)~%* je hubena
mnoZina, a to je spor. Dokazali jsme, Ze Zadny uniformni ultrafiltr na @ neni
mnoZzinou s Baireovou vlastnosti v Cantorové diskontinuu.”
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§ 2 Strukturalni vlastnosti Booleovych algeber

Nejprve se seznamime se specialnimi typy podmnoZin Booleovych algeber, jako
jsou mnoziny disjunktnich prvka, rozklady jednotky, husté mnoziny, mnoZiny atomt
a mnoziny generatori. UkaZeme, Ze libovolna uspofadana mnoZina uréuje jedno-
znaéné Uplnou Booleovu algebru. Budeme se zabyvat obecnéj§im pojmem distribu-
tivnosti Booleovych algeber, ktery souvisi se zjemfovanim rozkladd. Kolapsujici
algebry C(w, x) jsou ptikladem Gplnych algeber, které maji pouze spoéetnou mno-
Zinu Gplnych generatori. Kolapsujici algebry jsou navic univerzalni v tom smyslu,
Ze kaZdou Booleovu algebru s hustou mnoZinou mohutnosti nejvyse » lze Uplné
vnofit do algebry C(w,%). SeznAmime se s konstrukcemi novych algeber pomoci
sou¢inu, volného soutinu a faktorizace. V zavéru zavedeme pojmy idealu a ultra-
filtru pro Booleovy algebry a pripomeneme klasické vysledky M. H. Stonea o repre-
zentaci Booleovych algeber algebrami mnozin a o Stoneové dualité mezi Booleo-
vymi algebrami a booleovskymi topologickymi prostory.

V dal§im budou pismena A, B, C vidy oznaCovat Booleovy algebry.

2.1 Faktory. Pro nenulovy prvek b e B oznaCime B|b mnozinu

{xeB:x < b}
vSech prvki algebry B, které jsou mensi nebo rovny b. Mnozina B|b spolu se zize-
nim operaci A, V a operaci komplementu —, definovanou vztahem —,x =b — x
a konstantami 0 a b je také Booleova algebra. Nazyvame ji faktorem nebo ziZenim
algebry B a znatime stejn& jako jeji univerzum B|b.
2.2 Disjunktnost.

(i) Rikame, Ze prvky x, y € B jsou disjunktni, a znagime x L y, jestlize x A y = 0.
Nejsou-li prvky x, y disjunktni, tikame, Ze jsou kompatibilni.

(ii) Rikame, ¢ X < B je mnofina disjunktnich prokd, jestlize viechny prvky z X
jsou nenulové a po dvou disjunktni.

(i) Mnozina P disjunktnich prvki je rozkladem prvku be B, jestlize b = \/P.
Podle lemmatu 1.9 plati

(1) xfyeox—y$0.
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Odtud plyne dalezity vztah (2) mezi kanonickym uspofadanim a disjunktnosti:
(2) x £y, pravé kdyz existuje nenulovy prvek z < x disjunktni s y.

Systém vSech mnozin disjunktnich prvki algebry B je uspofadan inkluzi a spliiuje
podminky principu maximality. Odtud plyne, Ze kazdou mnoZzinu disjunktnich prvka
lze roz3ikit do maximéalni. Pfitom plati

2.3 Lemma. MnoZina P S B je maximdini mnoZina disjunktnich prvkit, pravé kdyz P
je rozkladem jednotkového prvku 1.
Diikaz. Necht P je maximalni mnoZina disjunktnich prvkd. Ukazeme, Ze sup P =
= \/P =1. Necht ueB je libovolna majoranta mnoziny P. Kdyby u # 1, pak
komplement —u je nenulovy a disjunktni se viemi prvky z P, to je spor s maximali-
tou mnoZiny P. Tedy jednotkovy prvek je jedini majoranta mnoZiny Pa \/P = 1.
Naopak ptedpokladejme, ze \/P = 1. Sta¢i ukazat, 7e kaZdé nenulové u je
kompatibilni s néjakym prvkem z P. Necht u # 0. Potom —u % 1, a proto prvek
—u neni majorantou mnoZiny P. Tedy pro n&jaké xe P plati x £ —u a podle (1)
dostavame x A u * 0 a u je kompatibilni s x.

Ve shodé s obdobnou definici pro usporadané mnoziny (IT1.1.22) Suslinovo ¢&islo
c(B) Booleovy algebry B je supremum mohutnosti viech mnozin disjunktnich prvka
algebry B.

2.4 Definice. Saturovanost algebry B je nejmensi kardinalni Cislo » takové, ze
v algebfe B neexistuje mnozina disjunktnich prvkad, kterd ma mohutnost x. Tedy

sat (B) = min {»: pro kaZdou mnoZinu X < B disjunktnich prvki je |X| < »}.

Je ziejmé, ze c(B) < sat(B). Mohou nastat dva ptipady. Bud n&jakd mnoZina
disjunktnich prvkt ma mohutnost Suslinova ¢&isla c(B), pak sat(B) = (c(B))",
nebo 24dna mnozina disjunktnich prvki nenabyva mohutnosti ¢ (B), potom sat (B) =
= ¢(B). Pro nekone&né algebry plati nasledujici tvrzeni, které uvedeme bez ditkazu.

2.5 Véta (Erdos, Tarski 1943). Saturovanost kaZdé nekonecné Booleovy algebry je
nespoCetny reguldrni kardindl.

Z této véty plyne, ze rovnost sat (B) = c(B) mizZe nastat, jen kdyZ sat (B) je slabg
nedosazitelny kardinal. V ptikladu 2.25(h) ukaZeme, e pro kazdy slabé nedosazitelny
kardinal x existuje Booleova algebra B takova, ze sat (B) = x.

2.6 Definice. Atomy.

(i) Rikame, ze prvek aeB je atom, je-li a+0 a pro zadné beB neplati
0 < b < a. Mnozinu viech atom algebry B znalime At (B).

(ii) Je-li At(B) prazdna mnozina, tikame, Ze B je bez atomii.

(iii) Rikame, %e algebra B je atomdrni, jestlize pod kazdym nenulovym prvkem
existuje néjaky atom.

340



2.11 Strukturdlni vlastnostt Booleovych algeber 8%

Je ziejmé, ze At(B) je mnozina disjunktnich prvkd. Uvédomme si, ze algebra,
ktera neni atomarni, je$té nemusi byt bez atomd. Booleova algebra B je atomarni,
pravé kdyz mnozina At (B) je rozkladem jednotkového prvku. Snadno se dokaze:

2.7 Lemma. Pro kazdé a€ B jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
(i) a jeatom,
(i) Bla je dvouprvkovd algebra,
(i) pro kazdé beB plati a <b nebo a A'b=0.

2.8 Kone&né Booleovy algebry jsou atomarni. Pfedpokladejme, ze B neni atomarni,
pak existuje nenulové be B, pod kterym neni Zadny atom. MiiZeme vybrat nekonec-
nou klesajici posloupnost b = b, > b, > ... prvkli mensich nez b. Odtud plyne,
7e neatomarni algebra je vZdy nekoneéna a Ze kazda konecna algebra je atomarni.

Piedpokladejme, Ze B je atomarni algebra. Jelikoz pro rlizna x, y € B je symetricka
diference x Ay nenulové, kazdy atom, ktery pod ni lezi, je pravé pod jednim
z prvkill x, y a s druhym je disjunktni. To znamena, Ze zobrazeni f, které kazdému
be B pfifazuje mnozinu

(3) f(b) = {aeAt(B):a < b},

je prosté zobrazeni atomarni Booleovy algebry B do potenéni mnoziny (At (B)).
Navic pro kazdé be B plati b = \/f(b).

2.9 Véta. Je-li B nekonetnd Booleova algebra, potom v B existuje

(i) nekonecnd klesajici posloupnost,

(ii) nekone¢nd mnoZina disjunktnich proki, tedy sat (B) > w;.
Ditkaz. Nejprve ptedpokladame, 7¢ B je atomarni. Potom At(B) je nekonetna
mnozina disjunktnich prvkd, tedy plati (ii). Vybereme-li prostou posloupnost
atomi {a,:n < w), stadi pro kazdé ptirozené i polozit b, = —\/{a,: n < i} adosta-
neme nekoneénou klesajici posloupnost {b;: i < w). Tedy plati (i).

Nyni predpokladame, Ze B neni atomarni. Z 2.8 vime, Ze potom existuje nekonecna
klesajici posloupnost <b,: n < w). Polozime-li a, = b, — b, ,, potom {a,:n < w}
je nekone¢na mnozina disjunktnich prvka.

2.10 Husté mnoZiny. Rikdme, e mnozina H < B nenulovych prvki je husid v B,
jestlize pro kazdé nenulové be B existuje x e H takove, Ze x < b.

Je ziejmé, ze pro kazdou algebru B je mnozina B — {0} husta v B. Kazda husta
mnozina musi obsahovat viechny atomy. Algebra B je atomarni, pravé kdyz mnozina
viech jejich atomi je husta v B.

2.11 Lemma.Je-li H hustd mnoZina v B, potom pro libovolné be B plati

(i) b= V{xeH:x < b},

(ii) existuje rozklad proku b, ktery sestdvd jen z prukii mnoZiny H.
Dikaz. Pro zvolené be B polozme X = {xeH:x < b}. Jei b =0, potom X
je prazdni mnozina, tedy sup X je nejmensi prvek 0 v B. Necht b 4 0. Potom

341



v 211

X % 0 aje zfejmé, Ze b je majorantou mnoZiny X. Potfebujeme ovérit, Ze pro libo-
volnou majorantu ¢ mnoziny X plati b<c. V opainém ptipadé je b £ ¢
a podle (2) existuje we H takové, e u < b, tedy ue X, a soutasné je u disjunktni
s ¢, spor. Stejnym zpusobem se dokaze, ze kazd4 maximalni mnoZina disjunktnich
prvkd z X je rozkladem prvku b.

Pravé dokazané tvrzeni naznacuje, ze kazda husta mnozina spolu s kanonickym
uspotadanim odrazi strukturu celé algebry.

Dulezita vlastnost uspotfadani husté mnoziny je separovanost. Je-li H husta pod-
mnozina algebry B, z (2) plyne, Ze pro libovolné x,ye H plati

(4) xty-(@zeH)(z <x&:zL1y),

kde z L y znamena disjunktnost v uspotadani (H, <). Uvédomme si, Ze (4) je
vyjadiena jen pomoci uspofadani mnoziny H.

2.12 Definice. Separované uspofadani. Rikame, e uspofadani < na neprazdné
mnoziné H je separované, jestlize pro kazdé x, y e H plati (4).

Vime, Ze kanonické uspotadani je separované na kazdé husté podmnoziné Booleo-
vy algebry. Ukazeme v 2.17, Ze kazda mnoZzina separované uspofadana je hustou
mnozinou v néjaké jednoznaéné uréené uplné Booleové algebfe. Nejprve pripome-
neme dileZité pojmy vnofeni a izomorfismu.

2.13 Definice. Uplné vnofeni, izomorfismus.

(i) Rikame, Ze zobrazeni f: A — B je vnoteni algebry 4 do algebry B, jestlize f
je prosté zobrazeni a zachovavid koneiné booleovské operace: pro libovolné
x,yeA plati f(x A y)=f(x) A fly) a f(=x) = —f(x).

(i) Jestlize navic plati
JIANX) = ASIX]
pro ka’dou mnoZinu X < A, ktera ma infimum /X v 4, tikame, Ze [ je Gplné
vnofeni A do B.
(iii) Je-li f: A —» B vnoteni a f[A] = B, tikame, Ze f je izomorfismus A na B.
Algebry A a B jsou izomorfni, znatime A = B, jestlize existuje izomorfismus A
na B.

Je zfejmé, Ze vnoteni zachovava kanonické uspotadani a nejmensi a nejvétsi prvek.
Izomorfismus algebry 4 na B je také Gplnym vnofenim. Jsou-li algebry 4 a B izo-
morfni a je-li jedna z nich Gplna nebo »-uplna, totéZ plati pro druhou algebru.

2.14 Atomarni algebry a algebry mnoZin. Je-li B atomarni Booleova algebra, snadno
se ovéfi, ze zobrazeni (3) z 2.8 je uplné vnofeni algebry B do potencni algebry
2(At(B)). Kazda atomérni algebra je tedy izomorfni s n&jakou algebrou mnozin.
Je-li Bnavic koneéna, pak je izomorfni s potenéni algebrou 2(n) pro néjaké ptirozené
n > 0. Mohutnosti kone&nych algeber jsou pravé viechny mocniny 2" pro n > 0.
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Ukazeme, Ze Uplna Booleova algebra je jednoznaéné uréena libovolnou hustou
podmnoZinou a jejim kanonickym uspofadanim.

2.15 Véta. Jsou-li B,, B, uplné Booleovy algebry takové, Ze néjakd hustd podmnoZina
H, < B, jeizomorfni s néjakou hustou podmnozZinou H, < B, vzhledem ke kanonic-
kym uspoFdddnim, potom algebry B,, B, jsou izomorfni.

Diikaz. Pfedpokladame, Ze j: H, — H, je izomorfismus hustych podmnozin vzhle-
dem ke kanonickym uspofadanim <, a <,. UkaZeme, Ze existuje dokonce jediny
izomorfismus J algebry B, na B,, ktery roziifuje zobrazeni j. Pro libovolné xe B,
definujme

(5) J(x) = V,{ily): yeH, &y <, x} .

Z upinosti algeber plyne, Ze J je zobrazeni B, do B,. Nejprve ovétime, Ze J roziituje
zobrazeni j. Pro libovolné xeH; mame J(x) = \/,{zeH,:z <, j(x)}. Podle
2.11(i) je spojeni rovno j(x), a tedy J(x) = j(x). Ukazeme, e J je zobrazeni na celou
algebru B,. VyuZijeme toho, Ze izomorfismus j zachovava disjunktnost. Mé&jme
libovolné zeB, a polozme x = \/,{ye H,:jly) <,z}. Je ztejmé, ze z <, J(x).
Neni mozné, aby platilo J(x) &, z. V opaéném piipadé existuje zo€ H, takové,
Ze z4 <, J(x) a z, je disjunktni se z. PoloZime-li x, =j~(z,), potom x,eH,
a x, je disjunktni s x. Z (5) plyne, Ze J(x) je disjunktni s j(xo) = z, a to je spor,
protoze 0 % z, <, J(x). Ovétili jsme, Ze J(x) = z. Podobné lze ukazat, Ze J je
prosté zobrazeni. Dale z (5) plyne, e zobrazeni J zachovava kanonick usporadani.
To znamena, 7e J je izomorfismus algeber B, a B,. Pfitom kaZdy izomorfismus
J: B, — B,, ktery roziifuje zobrazeni j, musi spliiovat (5). Odtud plyne jednozna¢-
nost izomorfismu J.

2.16 Usporadané mnoZiny a iplné Booleovy algebry. Ukazeme, 7e kazda neprazdna
uspofadana mnozina jednoznacné urCuje tplnou Booleovu algebru. To vede ke snad-
néjsimu popisu riiznych Booleovych algeber. Stadi sestrojit vhodnou uspofadanou .
mnozinu, kterd pak uruje celou strukturu odpovidajici Booleovy algebry. Je-li
vychozi mnoZina uspofadana separované, je navic izomorfni s néjakou hustou
podmnozinou odpovidajici Booleovy algebry.

Ptedpokladame, ze (Q, <) je neprazdna usporadani mnozina. Zajimaji nas dolni
podmnoziny mnoZiny Q. Je zfejmé, Ze sjednoceni i priinik libovolného systému
dolnich podmnoZin je opét dolni podmnoZina. To znamena, Ze systém viech dol-
nich podmnozin je topologie otevienych mnoZin na mnoziné Q. Nazyvame ji topo-
logit dolnich podmnoZin.

Regularni oteviené mnoZiny prostoru Q s topologii dolnich podmnoZin tvofi,
podle véty 1.27, uplnou Booleovu algebru B = RO (Q). Rikame, Ze aplna Booleova
algebra B je uréena uspofadanou mnozinou {Q, <.

Uvédomme si, Ze podmnoZina X né&jakého topologického prostoru je regularni
oteviena, pravé kdyZ je otevieni a soulasn& plati: je-li n&jaké okoli bodu p &asti
uzavéru cl(X) mnoziny X, potom pe X. Pro kazdy bod p prostoru Q s topologii
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dolnich podmnozin je mnozina («, p] nejmensim okolim bodu p. Odtud plyne, ze
X < @ je regularni oteviena mnoZina v Q, pravé kdyz X je dolni podmnozinou
a soucasné plati

(vpeQ)[peX (g < p)(X (=, q] +0)].

Nasledujici véta charakterizuje uplnou Booleovu algebru uréenou uspotadanou
mnozinou.

2.17 Véta. Necht Q je neprdzdnd uspoiddand mnoZina. Potom existuje tipind Booleova
algebra B a zobrazeni j: Q — B takové, Ze plati
(i) j[Q] je hustd mnozina v B,

(ii) j zachovdvd usporddani, je-li p < q v Q, pak j(p) < j(q) v B,

(iii) j zachovdvd disjunktnost, je-li p L q v Q, pak j(p) L j(g) v B.

Podminky (i}{iii) urcuji upinou algebru B jednoznaéné az na izomorfismus. Navic,

je-li Q separované uspofddand mnoZina, potom zobrazeni j je prosté, a tedy je izomorfnim
vnoFenim Q na hustou mnoZinu v B.
Ditkaz. Nejprve dokazeme vétu pro pfipad, Zze Q je separovane uspotradani. Uvazuj-
me Gplnou Booleovu algebru B = RO(Q) uréenou uspotadanou mnozinou Q.
Dokazeme o ni, Ze spliiuje podminky véty. Snadno se nahlédne, Ze separovanost
usporadani Q je ekvivalentni s tim, Ze pro kazdé peQ je («, p] regularni oteviena
mnozina. Odtud plyne, Ze polozime-li j(p) = («,p] pro kazdé peQ, potom j
je prosté zobrazeni mnoziny Q do B. Kazdé j(p) je neprazdna mnoZina, a tedy nenu-
lovy prvek algebry B. Je-li X€B a X % 0, pak pro kazdé pe X plati j(p) < X.
To znamena, ze j{Q] je hustd mnoZina v B. Je zfejmé, Ze zobrazeni j je izomorfni
vnoteni @ do B, proto plati (ii) a (iii). Dale dokaZeme jednozna¢nost algebry B.
Uvazujme libovolnou aplnou Booleovu algebru C a zobrazeni k: Q — C takove,
e vyhovuji podminkam (i)-(iii). Ov&time, Ze k je prosté zobrazeni. Vezméme riizna
p,q € Q, miZeme pfedpokladat, ze p £ g. Ze separovanosti vime, Ze existuje r < p
disjunktni s ¢. Pak k(r) < k(p) a k(r) je disjunktni s k(q) v algebte C. Odtud plyne, Ze
k(p) £ k(g). Tedy k je dokonce izomorfni vnofeni Q na hustou podmnoZinu algebry
C. Jelikoz j je izomorfni vnofeni Q na hustou mnoZinu algebry B a k je izomorfni
vnofeni Q na hustou mnoZinu algebry C, obé algebry maji izomorfni husté mnoZiny
a podle véty 2.15 jsou izomorfni. Dokonce existuje izomorfismus f: B — C takovy,
Ze sloZené zobrazeni fj = k.

V piipadé, Ze Q neni separované uspofadani mnoZzina, postupujeme obdobné.
Misto mnoziny (+, p] v definici zobrazeni j je nutno vzit jeji regularizaci (1.23).

2.18 Definice. Zaplnéni. Rikame, e Gplna Booleova algebra B je zipinénim algebry
A a piseme B = cm (A), jestlize A je podalgebra algebry B a mnozina 4 — {0}
je husta v B.

Je-li B zliplnéni algebry A, snadno se ovéfi, Ze identické zobrazeni i:4 — B je
upiné vnoteni 4 do B.
Nasledujici tvrzeni je disledkem véty 2.17.
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2.19 Véta. KaZdd Booleova algebra A md zuplnéni cm(A), toto zuplnéni je (aZ na
izomorfismus) jednoznacné uréeno.

Je-li A aplna Booleova algebra, je ziejmé, e cm (4) = A. Poznamenejme, Ze pro
libovolnou Booleovu algebru 4 dava Mac Neillova konstrukce, uvedena v 1.5.24,
také zaplnéni cm (A).

2.20 Generatory. Prinik libovolného neprazdného systému podalgeber Booleovy
algebry B je opét podalgebra algebry B. Odtud plyne, Ze pro libovolnou mnozinu
X< Bje

A={C:X = C a C jepodalgebra B}

nejmensi podalgebra, ktera obsahuje viechny prvky z X. Rikame, Ze algebra A4 je
generovana mnozinou X nebo Ze X je mnoZina generatorn algebry A.

Podobné, je-li B uplna Booleova algebra, mizeme se omezit jen na jeji Gplné
podalgebry. Pro libovolnou mnoZinu X < B je

A =(){C:X = C a C je plna podalgebra B}

nejmensi uplna podalgebra obsahujici X. Rikame, Ze 4 je iplné generovana mno-
zinou X nebo Ze X je mnoZina Uplnych generatort uplné algebry A.

Podle 2.8 je kazda hustd podmnoZina H < B mnoZinou Uplnych generatori
uplné algebry B. UvaZzujeme-li podalgebru C < B, kterd je pouze generovana
mnoZinou H, potom C nemusi byt Gplna. Plati viak cm(C) = B. Tim, Ze jsme do-
kazali, Ze libovolna uspofadana mnoZina Q jednoznacné urCuje Uplnou Booleovu
algebru B, ukazali jsme také, ze Q jednoznacné urluje (ne nutné Gplnou) Booleovu
algebru C, generovanou mnozinou j[Q] (viz 2.17).

2.21 Mohutnost algebry a polet generatori. Vime-li, Ze mnoZina X < B generuje
algebru B, mizeme odhadnout mohutnost algebry B z velikosti mnozZiny X. Je-li X
nekonelna, podle 111.2.37 je |B| = |X].

Podalgebra A4 = B generovani mnozinou X & B sestava pravé z téch prvka
x € B, které se daji vyjadfit ve tvaru

(6) x=V AU/O)y.

JeF yeY

kde Y je n&jaka koneéna podmnozina X, F = "{—1,1} a (= 1)x = —x, (I)x = x.
Je ziejmé, Ze kazdy prvek xe B tvaru (6) patti do 4. K tomu, Ze také kazdy prvek
ae A lze vyjadtit ve tvaru (6), stadi ovétit, ze mnozina viech prvkd tvaru (6) tvoti
podalgebru, tedy Ze je uzaviend na operaci pruseku a komplementu.

Je-li X konetna mnozina generatorh algebry B, potom B je kone¢na, ma nejvyse
2% atomi a |B| < 221X

Podobny odhad mohutnosti Gplné Booleovy algebry z mohutnosti mnoziny
Gplnych generatori neni mozny. Existuji libovolné velké Gplné algebry, naptiklad
C(w, %) z 2.25(e), které maji spocetné mnoziny tplnych generatoru.
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2.22 Soutin. Kartézsky soucin B, x B, Booleovych algeber B,, B, s booleovsky-
mi operacemi definovanymi po slozkach je opét Booleova algebra. Nazyvame ji
sou¢inem algeber B, B, a znatime B, x B,.

Je-li B= B, x B,, potom prvky u, = <11,02) a u, =<0,,1,) tvoti rozklad
jednotkového prvku <1,,1,> v B. Pro ka?dé i = 1,2 je faktor B|u; izomorfni
s algebrou B, Izomorfismus j,: B, —» B|u, je definovan vztahem j,(x) = {x,0,)
pro kazdé xe B, a podobné se definuje izomorfismus j,. Pfitom libovolny prvek
{x,y) € B je spojenim j,(x) V j,(y). Sou€in algeber B,, B, tedy vznikne polozenim
algeber B, a B, vedle sebe.

UvaZujme Gplnou Booleovu algebru B, ktera ma néjaké atomy, ale neni atomarni.
Potom jeji prvek u = \/ At(B) je rizny od 0 i 1 a B= B|ux B|(—u). To
znamen4, Ze B je soulinem atomarni algebry a algebry bez atoma.

2.23 Volny soutin. Pro Booleovu algebru B oznagime B mnoZinu viech jejich ne-
nulovych prvkd. Mé&me dany algebry B,, B,. Rikame, %e algebra C je volnym
souinem algeber B, B, a pileme

C=B,0B8,,

jestlize pro kazdé i = 1,2 existuje vnofeni j; algebry B; do C tak, ze plati
(i) pro kazdé xe By, yeBj je j(x) A j(y) =0 v C,
(ii) mnozina j,[B,] v j,[B,] generuje algebru C.

Z podminek (i) a (ii) a vyjadfeni (6) plyne. ze mnozina
Ui(x) A jy(y):xe B, & yeB; |

je husta v C, a proto je volny soucin algeber B,, B, ur€en jednoznacné az na izo-
morfismus. Navic zobrazeni j; pro i = 1,2 je uplné vnoteni do C. Poznamenejme,
e volny soudin C Uplnych Booleovych algeber By, B, nemusi byt uplna algebra.
Proto je volny soucin ve tfidé uplnych Booleovych algeber definovan jako ziplnéni
algebry C.

2.24 Konstrukce volného soutinu. Doposud jsme nedokazali, ze volny soucin libo-
volnych dvou algeber existuje. Mé&me algebry B, B, a uvazujme mnoZiny
B}, B; a jejich kanonicka uspofadani <, <,. Snadno se nahlédne, Ze kartézsky
soutin B x Bj je separované uspofddany relaci <, kde

Cxpy) € X,y o x, <, X, &y, <39,

Necht B je uplna Booleova algebra uréena uspotadanou mnozinou (B; x B, <)
a nechf C € B je podalgebra generovani mnozinou B; x B;. Vime, Ze B je
zGplnéni algebry C. Definujme zobrazeni j,: B, = C tak, Zze j,(0,) =0 a j(x) =
={x,1,) pro xeB]. Podobné¢ zobrazeni j,:B, — C se definuje tak, Ze
j2(0) =0 a j,(y)=<1,,y> pro yeB;. Snadno se ovéi, Ze pro libovolné
xe B}, ye By v algebte C plati {x,y) =j,(x) Aj,(y) a Ze j; je vnofeni B, do C.
Odtud plyne, Zze C je volny soudin algeber B, a B, spolu se zobrazenimi j,, j,.
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2.25 Pfiklady. (a) Pro libovolné mnoziny I, J oznalime F(I,J) mnozinu viech
kone¢nych funkci f takovych, 2¢ Dom(f)< ! a Rng(f)<J, uspotadanou
obracenou inkluzi. Tedy f < g~ f2g¢.

Prazdna mnoZina vdy lezi v F(I, J). Je-li mnoZina J alesponi dvouprvkova, potom
F(I,J) je separované uspofadani. Uplnou Booleovu algebru uréenou mnozinou
F(I,J) zna¢ime C(I,J). Pokud J = {0, 1}, piSeme kratce C(I) misto C(I, 2).

(b) Algebry Cl&). Pro libovolny ordinal « kone¢né funkce fe F(a,2) ur€uji obo-
jetnou bazi topologického prostoru *2. Odtud plyne, Ze Gplnd Booleova algebra
C(«) je izomorfni s algebrou regularnich otevienych mnozin RO (*2) a ta je zaplné-
nim algebry obojetnych mnozin CO (*2).

C(0) je trivialni dvouprvkova algebra. Pro pfirozené n je algebra C(n) konec¢na
a ma 2% prvki. Pro nekonetné « algebra C(x) nema Zadné atomy. Podle I11.1.24
je Suslinovo ¢islo ¢(F(e, 2)) = w, proto sat(C(«)) = w,. Specialné C(w) je algebra
regularnich otevienych mnozin Cantorova diskontinua.

(c) Podalgebry algebry C(o). UvaZujme pevné a. Jelli I <« potom F(I,2) <
< F(2,2) a identické zobrazeni k: F(I,2) —» F(,2) lze jednoznagn® rozsifit na
Gplné vnofeni K algebry C(I) do C(«). P¥itom obraz K[C(I)] sestava ze viech prvka
ueC(x), které se v C(a) daji vyjadtit jako u= \/X pro n&aké X < F(I,2).
Ztotoznime-li C(I) s K[C(I)], pak C(I) je uplna podalgebra algebry C(x). Specialng
pro B,y <a jsou C(B), C(y) uplné podalgebry algebry C(¢) a z B <7 plyne
C(B) = Cfy).

Ukazeme, 7¢ pokud je kofinalita ordindlu « nespoetna, potom Clo) =
= J{C(B): B < «}, to znamen4, ze C(«) je sjednocenim rostouciho fetézce Gplnych
podalgeber. Nechf ue C(«). Podle 2.11(ii) existuje mnozina X < F(x,2) disjunkt-
nich prvkd takova, ze u = \/X. Jeliko? sat(C(«)) < w,, mnoZina X je nejvyse
spocetna. Odtud plyne, 7e mohutnost mnoziny D = {J{Dom (f): f€ X} je nejvyse
w, a proto je omezena v a. To znamena, Zze pro n&jaké f <o je D < B, a tedy
X < F(B,2) a ueC(p).

(d) C(«) jako volny souéin podalgeber. Necht B < a. Pfifadime-li kazdé funkci
feF(B,2) a geF(a — B,2) funkci fug, dostavame izomorfismus kartézského
souginu F(B,2) x F(x — B,2) na usporadanou mnozinu F(o, 2). Neni t&zké ovefit,
%e C(«) je zaplnénim volného soudinu podalgeber C(f) a Cla — B).

(e) Kolapsujici algebry. Pro libovolny nekonefny kardinal » aplnou Booleovu
algebru C(w,*) uréenou uspotadanou mnozinou F(w,x) nazyvame kolapsujici
algebrou. To proto, ze kazdé generické rozifeni uréené algebrou C(w, x) pridava
prosté zobrazeni kardinalu x na w, a tim kolapsuje kardinal x, ktery se v rozsifeni
stava spodetnym ordinalem. Odtud také pochazi myslenka dikazu nasledujiciho
tvrzeni (Solovay 1966).

Kazda kolapsujici algebra mad spocetnou mnozZinu uplnych generdtorii.

Diikaz. Je ziejmé, ze C(w, %) je izomorfni s algebrou RO (“x), kde “x je topologicky
soudin w exemplait mnoZiny x s diskrétni topologii. Pro libovolné m < w a o <%
polozme
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blm, o) = { fe“x: f(m) = o} .

Kazda mnoZina h(m, «) je obojetna a jejich kone&né praniky tvoti obojetnou bazi
prostoru “x». Odtud plyne, Ze kazda regularné oteviena mnozina je spojenim viech
obojetnych mnozin z baze, které obsahuje. To znamena, ze {b(m,a):m < w, « < x}
je systém uplnych generatort algebry RO (“x), ma viak mohutnost x. Nyni pro libo-
volna ptirozena m a n definuieme

a(m, n) = {fex: f(m) < f(n)} .

Kazdou mnozinu a{m, n) i jeji doplnék lze vyjadtit jako sjednoceni otevienych
mnozin

)= U (1< Sl = 2810 = 5.
“% — alm,n) = aln,m)u Y {fe“x: f(m) = a & f(n) = o},

a<x

proto mnoZiny a(m, n) jsou obojetné a patii do RO (“x). Ukazeme, ze kazdou mno-
zinu b(m, ) lze ziskat ze systému S = {a(m,n):m,;n < w} pomoci nekone&nych
booleovskych operaci. Odtud pak plyne, Ze S je spocetny systém Uplnych generatord
algebry RO (“x).

Stali ovéfit, ze pro kazdé ma « < x plati

(7 blm, @) = (= V blm. §) ) AN b B) v (—aln, m)).

n<w f<a

Z definice mnozin b(m, f) dostavame
U blm B) = {e=x: 1{m) < o]

a to je obojetna mnoZina. Proto

) Vbl ) = e () < 3,
) - Vbl B) = (e 1ln) > 3.

To znamena, %¢ ve druhém &lenu pravé strany (7) miZeme nahradit spojeni sjedno-
cenim a komplement mnoZinovym dopliikem. Pro kazdé n < w je

(10) ;;\</,b(n’ B) V (—aln,m) = {fe“x: f(n) = f(m) nebo f(n) < a}.

Z (9) a (10) plyne, Ze ve vztahu (7) plati inkluze <. Pfedpokladejme, ze plati ostra
inkluze <. Potom existuje neprdzdna obojetna mnozina

c={fe"n: f(i)) =7, &...& f(i) = 1},

ktera je disjunktni s b(m, «) a je podmnozinou pravé strany v (7). MiZzeme ptedpo-
kladat, ze i; = m. Jelikoz ¢ < {f€“x: f(m) = «} a pro zadné fec neni f(m) = o,

348



227 Strukturdlni vlustnosti Booleovych algeber v

protoze c je disjunktni s b(m,«), je ¥, > «. Zvolme ptirozené n rizné od viech i

Potom pro gec takové, Ze g(n) = «, plati g(n) < g(m) a soucasné g(n) > a. To
podle (10) znamena, Ze

g¢ Vb B)V (—aln,m)),

<z

to je ve sporu s piedpokladanou vlastnosti mnoziny c. Dokazali jsme (7), a tim i celé
tvrzeni.

(f) Pro mnoziny I, J a nekonetny kardinl A oznatme F(1,J, 2) mnozinu viech
funkci f takovych, 2¢ Dom(f) < I, |[Dom(f)| <4 a Rng(f) < J, uspotadanou
opaénou inkluzi. Vidime, ze F(I, J, ) je toté? jako F(I, J) z ptikladu (a).

Uplna Booleova dlgebra C(I,J, 1) uréena usporadanim F(I,J,1) je izomorfni
algebte regularnich otevienych mnozin prostoru XW{J,: i€ I}, z ptikladu IT1.4.74(c),
kde kazdé J; = J a J je topologicky prostor s diskrétni topologii.

(g) Clw,,2,0,) = Clw,,2% w,). Stadi ovétit, ze algebry maji izomorfni husté
podmnoziny. Rozlozime w, na spoetné podmnoZiny {A,:a < w,}. Pro kazdé
x < w, necht {f, ;:B < 2°} je prosté olislovani viech funkci definovanych na A,
s hodnotami v {0, 1}. Libovolné funkci he F(w,,2% w,) ptitadme funkci

U{ fibey: @€ Dom (h)} .

Ziskame tak izomorfni zobrazeni mnoZiny F(w,,2*,w,) na podmnoZinu P <
< F(w,,2, w,). Je ztejmé, ze P je hustd mnozina algebry C(w,.2, ®,).

(h) Pro slabé nedosazitelny kardinal x vezméme n&jakou rostouci posloupnost
nekoneénych kardinalt (x,:a < x) konvergujici ke x. Je-li {4,:a < x> soubor
mnozin takovy, ze |A,| = x, pro kazdé « < x, potom mnozina

P = {f: f je konetna funkce, Dom(f) < x a (Vie Dom(f))(f(i)e 4,)}

je separované uspofadana opacnou inkluzi a z II11.1.23 plyne, Ze pro algebru C urce-
nou mnoZinou P je (P) = sat(B) = x.

2.26 Zjemnéni rozkladd. V 1.5.37 jsme se zabyvali rozklady na mnoziné. Kazdy
rozklad neprazdné mnoZiny X je pravé rozkladem jednotkového prvku v potenini
algebie 2(X). Nyni uvazujeme rozklady jednotky, kratce rozklady, v libovolné
Booleové algebfe. Nasledujici definice je obdobou zjemnéni rozkladt na mnozing.

2.27 Definice. Zjemnéni. Necht P, Q jsou rozklady v B. Rikame, ze P je zjemnénim
Q nebo ze P zjemiuje Q, a piseme P < Q, jestlize pro kazdé xe P existuje
yeQ takové,ze x < y.

Je-li P < Q, potom pro kazdé yeQ je P, = {xeP:x <y} rozklad prvku y.
Na druhou stranu, vybereme-li pro kazdé ye Q néjaky rozklad P, prvku y, potom
P =|J{P,: yeQ} Ye rozklad jednotky a P < Q. Je-li H husta mnoZina v B, potom
podle 2.11(ii) kazdy rozklad Q ma zjemné&ni P, které sestava jen z prvk mnoziny H.
Pokud algebra B nema atomy, pak kazdy rozklad Q ma zjemnéni P takové, ze kazdé
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y€Q je v P rozlozeno na dva prvky. Pro libovolny rozklad P v B mnozina
B(P) = {ueB:(3X < P)(u = \/X)} je atomarni podalgebrou algebry B a P je
mnoZina viech jejich atoma.

2.28 Véta. V3echny spoletné Booleovy algebry bez atomit jsou izomorfni.
Dikaz. Necht B je spocetna algebra bez atomi. Nejprve zkonstruujeme rostouci
posloupnost kone¢nych podalgeber B, takovou, ze

B=|JB,.
Polozime B, = {0,1}. Necht x,,X,, x,... je odislovani viech prvki z B — {0,1}.
Rekurzi konstruujeme posloupnost P, P,, P, ... kone¢nych zjemiiujicich se rozkladd
tak, Ze x,€ B{P,>. PoloZime P, = {x,, —x,}, je ztejmé, Ze x, € B{P,>. Rozklad
P, konstruujeme tak, 7e se kazdy prvek ye P, v P, rozklada pravé nadva prvky.
Pokud pro ye P, jsouobaprvky y A x,,, a x,,, — y nenulové, dame je do P
Jinak zvolime libovoln& dva prvky rozkladajici prvek ye P, a ty dame do P,,,.
Je ztejmé, ze P, < P, x,.,€B(P,.\> a |P,,,|=2""". Polozime-li B, =
= B(P,>, je B= |J B,

Predpokladejme, Ze C je jina spocetna algebra bez atomil. Uvedenou konstrukci
ziskame rozklady Q, a podalgebry C,. Izomorfismus f, algeber B, a C, je jedno-
zna€né uren vzajemné jednoznatnym zobrazenim ¢, rozkladu P, na Q,. Necht
fo je izomorfismus trivialnich algeber By a C,. Necht ¢, je libovolné prosté zobrazeni
P, na Q,. Mame-li jiZ sestrojeno ¢,, zobrazeni ¢, , sestrojime tak, aby pro libo-
volné x€eP,,,, ye P, platilo

xX<y-— (pn+l(x) < (Pu(y)'

Potom izomorfismus f,, , rozituje f, a f = |} f, je izomorfismus B a C.

n+1°

2.29 Diisledek. V3echny tuplné Booleovy algebry bez atomii, které maji spoletné
husté podmnoZiny, jsou izomorfni.

Ditkaz. Necht H je spocetna hustd mnoZina uplné Booleovy algebry B bez atoma.
Potom podalgebra C < B generovana mnoZinou H je spodetna, neméa atomy a mno-
zina C — {0} je husta v B. Odtud podle véty 2.28 plyne, Ze uvaZované tplné algebry
maji izomorfni husté podmnoziny, a tedy podle 2.15 jsou izomorfni.

Odtud plyne, Ze algebry regularnich otevienych mnoZin viech metrickych separa-
bilnich prostord bez izolovanych bodd jsou izomorfni. Specialng, algebry RO (R)
realné ptimky, RO (R?) roviny, RO (“1) Hilbertova kvadru jsou viechny izomorfni
s algebrou C(w) z prikladu (b).

2.30 Distributivnost algeber. Nekonecné distributivni zakony, uvedené v 1.19, jsou
ekvivalentni s tim, Ze libovolné dva rozklady P, Q jednotky v libovolné algebie maji
spole€né zjemnéni, a to

{x ANy+0:xeP,yeQ}.
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Spole¢né zjemnéni pro nekone¢né mnoho rozkladi jiz nemusi existovat.

2.31 Definice. Necht x, 4 jsou kardinalni &isla, mohou byt i konetna. Rikame, ze
Booleova algebra B je (x, u)-distributivni, jestlize pro libovolny soubor rozklada
(P,:a < x) takovy, ze pro kazdé « < x je |P,| < p, existuje rozklad P zjemiujici
kazdé P,

Je-li algebra (x, u)-distributivni pro kazdy kardinal p, fikame, Ze je (x, c)-distri-
butivni.

Je ztejmé, Ze (x, p)-distributivni algebra je také (4,n)-distributivni pro kazdé
A<x a n<py Algebra B, ktera je (x, u)-distributivni a ma sat(B) < u*, je
(, oo)-distributivni. Je-li algebra B atomarni, potom rozklad At (B) zjemiiuje viechny
rozklady v B, a tedy B je (x, oo)-distributivni pro kazdé x.

Predpokladejme, Ze B je bez atomi, a necht % je nejmensi mohutnost n&jaké husté
mnoziny H v B. UkaZeme, Ze B neni (x, 2)-distributivni. MiZeme predpokladat, ze
1¢H. Pro kazdé ueH polozme Qu) = {u, —u}. Dostavame systtm S =
= {Q(u): ue H} sestavajici z x dvouprvkovych rozkladi. Ptitom pro kazdé nenu-
lové ve B existuje ue H takové, ze u < v, tedy v je kompatibilni s u i —u. Odtud
plyne, Ze systém S nema zjemnéni.

Specialné C(w) je uplna algebra, ktera neni (w, 2)-distributivni.

2.32 Priklady. (a) Algebra B je (x, 2)-distributivni, pravé kdyz je (x, »)-distribu-
tivni.

(b) Uplna algebra je (x,2)-distributivni, pravé kdyz je (x, 2*)-distributivni.

Je-li iplna algebra B (x, 2*)-distributivni, je také (x, 2)-distributivni. Pfedpokla-
dejme, Ze B je (x, 2)-distributivni. Je-li dan rozklad P mohutnosti 2*, ukazeme, Ze P
lze nahradit systémem x dvouprvkovych rozkladd. Prvky rozkladu P muZeme
ogislovat zobrazenimi fix — 2, tedy P = {pf: f€*2}. Dale pro kazdé¢ a < x
necht u, = \/{p,: f(x) =0} a P = {u, —u,}. Mame systtm {P,:a < x} dvou-
prvkovych rozkladu a snadno se ovéfi, Ze spole¢né zjemnéni viech rozkladd P, je
také zjemnénim rozkladu P. Mame-li » rozkladi mohutnosti 2*, nahradime kazdy
z nich systémem x dvouprvkovych rozkladd. Z (x,2)-distributivnosti algebry B
dostavame zjemnéni pro pivodni systém.

(c) Uplna algebra B je (x, A)-distributivni, pravé kdyZ pro libovolnou matici
{ula, B): o < %, B < A) prvka z B plati

A Ve, p) =V Aue ).

ax<x <A fe*d a<x
2.33 Kritérium distributivnosti. Necht 1 je nekone¢ny kardinal. Rikame, Ze uspota-
dana mnozina Q je A-uzaviena, jestlize pro libovolné & < A a libovolnou klesajici
posloupnost {g,:a < &> prvka z Q existuje ge Q takové, Ze g < g, pro
kazdé o < &. Jinymi slovy, Q je A-uzaviena, jestlize kazdy fetézec v Q mohutnosti
mensi nez A méa dolni mez.
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Uspotadana mnozina F(I, J, 1) z ptikladu 2.25(f) je cf (4)-uzaviena.

2.34 Véta. Md-li Booleova algebra B hustou A-uzavFenou podmnoZinu, potom B je
(%, co)-distributivni pro kazdé x < A.

Diikaz. Necht (P :o < x) jesouborrozkladia » < A. Necht H je husta A-uzaviena
mnoZina v B. Ovétime, Ze pro kazdé ue B* existuje x < u takové, Ze

(11) xeH a x je pravé pod jednim prvkem z kazdého rozkladu P,.

Pro libovolné ue B* konstruujeme rekurzi klesajici posloupnosti {x,:a < %)
prvkl z H takovou, ze x, < u akaZdé x, je pod jednim z prvki rozkladu P,. Mame-li
jiz sestrojenu posloupnost {x,:o < ) pro f < x, pak z 4-uzavienosti mnoziny H
existuje z e H, které je mensi nez viechna x,. Pfitom z je kompatibilni s néjakym
prvkem ye Py, protoze z £ 0. Zvolime x;e H tak, aby x; <z A y. Tak sestro-
jime klesajici posloupnost (x,:a« < %) prvkd z H a jeji dolni mez spliiuje (11).
Ukazali jsme, Ze mnozina prvkd, které spliiuji (11), je husta. Je ziejmé, ze libovolny
rozklad jednotky, sestavajici z takovych prvki, zjemiuje vSechny rozklady P,
Proto je algebra B (x, oo)-distributivni.

2.35 Triparametrova distributivnost. Necht x, u, v jsou kardindly a v > 2. Rika-
me, e algebra B je (x, p, v)-distributivni, jestlize pro kazdy soubor rozkladd
(P, a < x) jednotky v B takovy, ze kazdé |P| < p, existuje rozklad P takovy,
7e pro kazdé xe P akazdé o < x je

(12) fyeP:y Ax+0} <v.

Je-li algebra (x, p, w)-distributivni, fikame, ze je slabé (x, p)-distributivni.

Viimnéme si, ze (x, 4, 2)-distributivnost je totéz jako (x, u)-distributivnost. Tti-
parametrova distributivnost je tedy zobecnénim pojmu distributivnosti.

2.36 Uplnost a distributivnost. Algebra A je (x, oo)-distributivni, pravé kdyz jeji
ziplnéni cm (A) je (x, co)-distributivni. Uvédomme si, Ze kazdy rozklad jednotky
v A je také rozkladem jednotky v cm (A) a ze kazdy rozklad jednotky v cm (4) ma
zjemnéni v algebte 4. Na druhé strang (x, u)-distributivnost se z algebry na jeji zaplné-
ni neptenasi. V prikladu 2.45(b) popiSeme algebru, ktera je (w, 2)-distributivni, ale
jeji zGpln&ni neni ani (w, ,, w, )-distributivni.

V nasledujicim paragrafu uvidime, Ze distributivnost Gplnych Booleovych algeber
uruje nékteré vlastnosti generickych roziifeni modeld teorie mnoZin. Proto se
budeme zabyvat pfedev§im distributivnosti Uplnych algeber.

2.37 Lemma. Je-li tpind algebra B (x, p, v)-distributivni, potom kazdd jeji tiplnd
podalgebra je také (», u, v)-distributivni.

Dikaz. Necht C < B je uplna podalgebra a {(P,:a < x) je soubor rozkladi jed-
notky v algebte C takovy, Ze |P,| < p pro kazdé a. Je to soudasné soubor rozkladd
jednotky v B, a proto v B existuje rozklad P takovy, Ze pro kazdé xe P a kazdé
a < x plati (12). Odtud plyne, Z¢ mnozina
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241 Strukturdlni vlastnosti Booleovych algeber v

H= {xeBﬂ(\{a <n)({yeP;:y A x ¥ 0}| < v)}

je husta v B. Pro kazdé x e H polozme C(x) = A{ue C:x < u}. Jelikoz C je tplna
podalgebra, je C(x)eC, a proto C(H)= {C(x):xeH} je hustd mnozina v C.
Pro libovolné C(x) a kazdé a« < x plati

Clx) < V{yeP,:y Ax+0}.

To znamena, e C(x) je kompatibilni s méné neZ v prvky kazdého rozkladu P,.
Libovolny rozklad Q < C(H) je hledanym rozkladem v C.

2.38 (x, , v)-nedistributivnost. Ptedpokladejme, Ze (iplna algebra B neni (x, j1, v)-dis-
tributivni. To znamena, Ze existuje soubor {(P,:a < x) rozklada jednotky v B ta-
kovy, ze |P,| < i pro kazdé « < x a souasné mnozina

X = {xeB*:(Va <#)({yePix Ay $0} < v)}

neni husta v B. Pro takovy soubor rozkladi mohou nastat dva pfipady. Bud X je
prazdna mnoZina, to znamena, Zze kazdy nenulovy prvek xeB je kompatibilni
alespofi s v prvky néjakého rozkladu P, a pak soubor (P,:a < %) zarucuje viude
negaci (x, p, v)-distributivnosti. Nebo X # 0, a potom u = —\/X je nenulovy
prveka u + 1, protoZe X neni husta v B. Vezmeme-li ziZeni P, |u = {u A y:yeP,}
rozkladd P, na prvek u, dostavame soubor rozkladd jednotky v algebie B | u, ktery
zaruéuje vSude v B|u negaci (x, g, v)-distributivity. To nas vede k nasledujicimu
zesileni negace (x, ., v)-distributivity.

2.39 Definice. Rikame, e uplna Booleova algebra B je vSude (x, p, v)-nedistributivni,
jestlize existuje soubor {P,:a < x), sestavajici z rozkladi mohutnosti nejvyse pu,
takovy, ze pro kazdé xe B* existuje a < x takové, Ze x je kompatibilni alespon
s v prvky rozkladu P,.

2.40 Definice. Booleova algebra B se nazyva homogenni, jestlize B je izomorfni
s ka?dym faktorem B |u.

Z ptedchoziho plyne, Ze uplna homogenni Booleova algebra neni (x, 4, u)-distri-
butivni, pravé kdyz je viude (x, 4, u)-nedistributivni.

2.41 P¥iklad. Uplna algebra Clw,, 2, @,) z ptikladu 2.25(f) je (w, co)-distributivni
a neni (w,, 2)-distributivni. (w, co)-distributivnost algebry plyne z véty 2.34, protoze
jeji husta mnozina F(w,,2, ,) je w,-uzaviena. Kdyby byla (w,,2)-distributivni,
potom by podle 2.32(b) byla také (w,, 2*', 2)-distributivni.

Ukazeme viak, Ze je vude (w,, 2, 2°)-nedistributivni. Podle 2.25(g) je C(w,, 2, w,)
izomorfni s C(w,, 2°, w, ). Ptitom mnozina H vSech funkci definovanych na n&jakém
spodetném ordinalu s hodnotami v 2° je husta v C(w,, 2, o,). Polozime-li

P, = {feH:Dom(f) = «}
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prokaidé a < w;, {P,:a < w,) jezjemilujici se soubor rozklad jednotky. Pritom
se kazdé feP, rozklada na 2° prvki v P,,,. Navic H = (J{P,;a < w,} je
husta mnozina. Soubor <(P,:a < ,) tedy zaruduje, e algebra C(w,,2% w,) je
viude (w,, 2%, 2°)-nedistributivni a toté? plati pro algebru Clw,, 2, ,).

2.42 Charakterizace kolapsujicich algeber. Pro nekonegny kardinal » uvazujme
uplnou algebru C(w, ) definovanou v 2.25(¢). Pro kazdé ptirozené n je mnozina
P, ="« rozkladem jednotky v C(w,») a ka?dé feP, je rozlozeno v P,,, na
% prvkl

{fu{nad}a<x.

Ptitom mnoZina ““x = {JP, ma mohutnost % a je husta v C(w, »). Odtud plyne,
7e systém (P,:n < w) zarutuje, ze C(w, x) je viude (o, %, )-nedistributivni.

2.43 Véta (McAloon). Uplnd Booleova algebra C, kterd je vsude (w, %, x)-nedistri-
butivni a md hustou podmnoZinu mohutnosti x, je izomorfni s kolapsujici algebrou
Clw, x).

Ditkaz. Necht H = C je hustd mnoZina mohutnosti % a necht soubor (Q,:n < w)
zaruduje, 2e C je viude (w, %, x)-nedistributivni. MZeme piedpokladat, ze kazdé
Q, ma mohutnost x. Nejprve sestrojime rozklady Q;, tak, aby (J{Q.,:n < w} byla
husta mnozina v C. Pro kazdé n polozme

H, = {er:]{yeQn:y Ax %0} = /}

Z (o,%, %)-nedistributivnosti dostavame H = (J{H,:n < 0}. Ptitom |H,| <«
pro kaZdé n < o, existuje tedy prosté zobrazeni ¢,: H,— Q, takové, Ze @,(x) A x *
#+ 0 pro kazdé x e H,. Pro kazdé n polozme

0,=(0, — Rng(p,))u{xA ¢fx):xeH}u({-x Ag,(x):xeH,)} - {0}).

Potom kazdé Q, je rozkladem jednotky a mnozina |J{Q,:n < o} jehusta v C.

Z (o, %, %)-nedistributivnosti plyne, ze kazdy nenulovy prvek y lze rozlozit na
» prvki. Pro kazdé y zvolme jeden takovy rozklad P(y) mohutnosti x. Rekurzi
definujeme zjemiiujici se posloupnost rozkladdt (P,:n < w). Polozme P, = {1}.
Pro n>0 vezmeme nejprve spolené zjemnéni P, rozkladd P,,..,P,_,, 0.,
a polozime P, = \J{P(y): ye P,}. Je ziejmé, ze P, jsou rozklady jednotky. Jelikoz
P,., < Q, pro kazdé n, mnozina (J{P,:n < w} je husta v C. Navic kazdé yeP,
je v P,,, rozloZeno na x prvkl. Odtud plyne, Ze hustd mnozina {J{P,:n < w}
spolu s kanonickym uspotadanim je izomorfni s hustou mnoZinou <“x algebry
C(w,x). To znamena, Ze Gplné algebry C a C(w, x) jsou izomorfni.

2.44 Véta (Kripke). Kazdou Booleovu algebru, kterd md hustou podmnoZinu mohut-
nosti <x, lze tiplné vnoFit do kolapsujici algebry C(w, ). Tedy kaZdou algebru Ize iipiné
unofit do néjaké tiplné algebry se spocetnou mnoZinou uplnych generdtoril.
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Ditkaz. Necht B je ziplnéni volného soutinu 4 © Clw,x). Vime, ze algebra A je
Gpln& vnotena do B, a mizZeme predpokladat, ze C(w, ) je tiplna podalgebra tplné
algebry B. Jelikoz C(w, %) je vsude (w, %, x)-nedistributivni, podle 2.37 totéz plati
i pro algebru B. Je-li H = A husta mnozina mohutnosti x, potom kartézsky souéin
H x F(w, %) ma také mohutnost » a uréuje hustou mnozinu v B. Dokazali jsme, Ze
B ma charakteristické vlastnosti kolapsujici algebry C(w, x), a proto je s ni izomorfni.
Odtud plyne, Ze algebra A je ipIn€ vnofena do C(w, x).

2.45 Pfiklady. (a) Pro libovolny strom T oznatime T* mnoZinu T s opaénym
uspofadanim. Potom vrcholy x a y jsou neporovnatelné v 7, pravé kdyZ jsou
disjunktni v T* Navic T* je separované usporadani, jestlize se kady vrchol
stromu T vétvi.

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni: (i) Existuje tiplnd Booleova algebra B bez
atomil, kterd je (w, co)-distributivni a md sat (B) = w,.

(i) Existuje Suslintiv w,-strom.

Necht B je algebra spliujici (i). Pro kazdy nenulovy prvek y zvolme spocetny
rozklad Q(y) prvku y. Rekurzi sestrojime posloupnost (P, a < w,) zjemiujicich
se rozkladd. Polozime P, = {1}. Mame-li sestrojenu posloupnost (P,:a < B
a B je limitni, necht P; je kterékoli spoletn¢ zjemnéni viech rozkladt P,.
Z (w, co)-distributivity plyne, e takovy rozklad existuje. V pfipadé =9y +1
polozime Py = {J{Q(y): y € P,}. Snadno se ovéfi, e mnozina T = |J{P,:a < w,}
spolu s opa¢nym kanonickym uspofadanim je SuslinGv w,-strom.

Naopak necht T je Susliniv w,-strom. MiZeme piedpokladat, ze se kazdy
vrchol vétvi a Ze T je bez kratkych vyhond. Necht B je Gplna Booleova algebra urée-
na separovanym uspofadanim T*. Potom B je bez atom, protoZe se kazdy vrchol
T vétvi a sat(B) = w,, protoze kaZdy antitetézec v T je nejvyie spocetny. T je bez
kratkych vyhont, proto kazda hladina T, urcuje rozklad jednotky B takovy, ze
Ty < T, pro 2 < f < m,. Libovolny prvek xeB lze vyjadrit jako spojeni n&jaké
nejvyse spoletné podmnoziny X < T. Je-li 2 < , takové. z&¢ X < T|« potom
x € B{T,>. To znamen, Ze B je sjednocenim rostouci posloupnosti w, tplnych pod-
algeber. Kazda spocetna mnozina rozkladii v B lezi v néjaké (plné podalgebie BLT,)
a T, je jejich spoleénym zjemnénim v B. Tedy B je (w, oo)-distributivni.

(b) Pfipomefime, Ze specialni Aronszajniv strom je w,-strom bez kofinalnich
vétvi, ktery je sjednocenim spocetné mnoha antitetézcd. Podle I11.3.41 a 3.48 spe-
cialni Aronszajnlv strom existuje a nemdze byt Suslinovym stromem.

Necht (T, <) je specialni Aronszajniv strom. Mizeme predpokladat, ze kazdy
vrchol v T se vétvi a ze T nema kratké vyhony. UkaZeme, Ze Gplna algebra B urlena
separované uspofadanou mnozinou T* je izomorfni s kolapsujici algebrou C(w, w,).
Necht T je sjednocenim spogetné mnoha antifetézcd Q,. To znamena, ze kazdé Q,
je mnoZina disjunktnich prvki v B, kterou mizeme doplnit na rozklad P, jednot-
ky v B. Ukazeme, ze soubor rozkladi (P,: n < w) zaruluje, Ze algebra B je viude
(0, ®,, @, )-nedistributivni. Vezméme libovolné ye T. Jelikoz T nema kratké vy-
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hony, mnoZina Y = {xe Ty < x} je nespoletna, a proto existuje n takové, ze
Y~ Q, ma mohutnost w,. To znamend, Ze x je kompatibilni také s w, prvky roz-
kladu P,. Algebra B je tedy viude (w,w,,w,)-nedistributivni a je izomorfni
s C(w, w,) podle 2.43, protoZe T je husta mnoZina v B mohutnosti w,.

Kazda hladina T stromu T je rozkladem jednotky v B a B{T,)> je uplna pod-
algebra. Sjednoceni vSech algeber B(T,) pro a < w, je podalgebra C < B
a stejné jako v prikladu (a) mdZeme dokazat, Ze C je (w, 2)-distributivni. Podalgebra
C je husta v B, protoze T < C. To znamena, ze ziplnénim C je cela algebra B,
ktera viak neni (w,2)-distributivni. Tedy C je prikladem algebry, ktera je
(w, 2)-distributivni, ale jeji zaplnéni neni (w, 2)-distributivni.

2.46 1dealy a filtry v Booleové algebie jsou pfimym zobecnénim pojmi idealu a filtru
v potenéni algebte mnozin, kterymi jsme se podrobng zabyvali v 1.8 (idealy
a filtry na mnoZing).

Definice. Necht B je Booleova algebra. Ideal v B je neprazdna mnozina J < B
takova, Ze plati J & B, aeJ&b <a—bel, abeJ—aV bel.

Filtr v B je neprazdna mnozina F < B takova, e plati F £ B, aeF&b>a—
—beF,a,beF—aANbeF.

Filtr v B se nazyva ultrafiltrem, jestlie pro kazdé a€B je ae F nebo —aeF.

Hlavni filtr je mnozina tvaru {be B:b > a}, kde a je n&jaky nenulovy prvek z B.

Je ziejmé, Ze pojmy idealu a filtru jsou dualni pojmy. Je-li J ideal v B, fikame Ze
J* = {—aiaeJ} je dualni filtr k J. Podobng, F* = {—a:aeF} je dualni ideal
k filtru F.

2.47 Lemma. (i) Filtr v B je ultrafiltr, prdvé kdyZ je maximdlnim filtrem v B viiCi
inkluzi.
(ii) Hlavni filtr {be B:b > a} je ultrafiltr, pravé kdyZ a je atomem algebry B.

Diikazy (i) a (i) jsou obdobou diikazd 1.8.17aL.8.11(a).
Z principu maximality snadno plyne nasledujici obecnéjsi formulace zakladni véty
o ultrafiltrech (1.8.18):

2.48 Viéta. Necht S < B je centrovany systém prvkit algebry B, to znamend, Ze pro
kazdé konecné S, < S je /\So # 0. Pak existuje ultrafiltr F v B takovy, Ze S < F.
Specidiné, pro kaZdy nenulovy pruek a€B existuje ultrafiltr F takovy, Ze ae F.

2.49 Disledek. Pro riizné proky a,beB existuje ultrafiltr v B, ve kterém leZi prdve
jeden z prvkit a, b.

Diikaz. Pro rizna a,beB je bud u=a—b=+0, nebo v=5b—a+0. Pred-
pokladejme, Ze u % 0. Vezméme ultrafiltr F 2 {u}, jehoz existenci zaruCuje
véta 2.48. Jelikoz ueF a u<a, u< —b, je aeF a b¢F.

2.50 Faktorizace. UkaZeme, jak konstruovat z dané Booleovy algebry B a idealu
J v B novou algebru BJJ.
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Pro libovolné a,b e B definujeme
a~be(a—b)V(b—ael.

Vztah a ~ b tika, Ze prvky a, b se od sebe malo lisi z hlediska idealu J. Jinymi slovy,
existuji u,veJ takové, e a= (b — u) V uv. Jelikoz J je ideal, je ~ relaci ekvi-
valence na B, ktera respektuje booleovské operace, to znamena, Ze pro libovolné
a,b,c,d e B plati

a~b—>—-a~ —b,

(a~b)&(c~d)—{aNc)~(bAd).

Tridu ekvivalence, ve které lezi prvek a e B, znatime [a]. Povsimnéme si, ze [0] = J
a [1] = J*, proto [0] % [1].

Na faktorové mnoZiné B/~ definujeme booleovské operace predpisem

[ A 6] =[anb].  [a] V,[b] = [a V],
Sl =[-al,  o=[0] 1,=[1].

Ptirozena projekce h: B — Bf~, ktera kazdému ae B pritazuje tiidu ekvivalence
h(a) = [a], zachovava booleovské operace, a proto

B/IJ = <B/~’ ANp Vo =50,15
je Booleovou algebrou. Nazyvame ji faktorizaci algebry B podle idedlu J.

2.51 Priklady. (a) Faktorizace B/J je dvouprvkovou algebrou, pravé kdyz J je
maximalni ideal v B (dualni filtr k J je ultrafiltr).

(b) Je-li J hlavni ide4l v B urceny prvkem a, pak faktorizace BJJ je izomorfni
faktoru B|(—a).

(c) Ptedpokladejme, 7¢ X # O je baireovsky topologicky prostor, to znamena,
Ze zadna neprazdna oteviena podmnoZina neni hubenou mnozinou. Potom faktori-
zace o-algebry mnozin Baire (X), viech mnoZin s Baireovou viastnosti, podle idealu
hubenych mnozin je izomorfni s iplnou Booleovou algebrou regularnich otevienych
mnozin RO (X).

(d) (Smith a Tarski, 1957) Je-li B ¢-Gplna Booleova algebra, pak pro kazdy ideal
J v B takovy, ze sat(B/J) < m,. je faktorizace BJJ iplna Booleova algebra.

Specialng, je-li u mira na 2(w), viz 1.8.29, a je-li 4, ideal nulovych mnozin, potom
plati sat(B/.#,) < w,. a proto faktorizace B/, je lplnou Booleovou algebrou.

(e) Obecne se uplnost algebry faktorizaci nezachovava. Faktorizace potencni
algebry 2(w) podle idealu ., viech koneénych podmnozin ptirozenych cisel neni
o-uplna algebra. Navic, sat (P(w)/#;) = (2°)*, coZ plyne z II1.1.14.

2.52 Znateni. MnoZinu viech ultrafiltri v Booleové algebife B znagime Ult (B).
Vsimnéme si, ze fX z 1.8.19 je totéz jako Ult (2(X)).

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze Booleovy algebry jsou uzce spjaty s algebrami
mnozin.
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2.53 Véta o reprezentacj (Stone 1934). Kazdd Booleova algebra je izomorfni s néjakou
algebrou mnoZin.

Diikaz. Je-li B atomarni Booleova algebra a je-li X mnoZina vsech jejich atomi,
podle 2.14 vime, ze zobrazeni f definované pro kazdé be B predpisem f(b) =
={aeX:a < b} je izomorfismus algebry B a algebry podmnozin {f(b): be B}
mnoziny X.

Existuji v§ak i Booleovy algebry, které nejsou atomarni. Hledame objekty podobné
atomlm, které by slouzily jako prvky vychozi mnoziny algebry mnoZin. Existuje
vzajemné jednoznadny vztah mezi atomy a hlavnimi ultrafiltry. MnoZina viech ultra-
filtrd je rozsifenim mnoziny viech atomu a slouZi jako vychozi mnoZina pro hle-
danou algebru mnoZin.

Necht B je libovolna Booleova algebra. Pro kaidé aeB definujme S(a) =
= {FeUlt(B):ae F}. Podle 2.49 je S prosté zobrazeni algebry B do 2(Ult(B)).
Jelikoz 0 nelei v zadném ultrafiltru a 1 je v kazdém ultrafiltru, je S(0) = 0 a S(1) =
= Ult(B). Navic pro libovolné a,beB je

S(a A b) = S(a) " S(b),
S(—a) = UlL(B) - S(a).

To znamena, ¢ S je izomorfismus algebry B a algebry mnozin {S(a): a€ B}.

2.54 Poznamenejme, 7e pravé dokazana Stoneova véta fik4, Ze konecné booleovské
operace je moZno reprezentovat mnoZinovymi operacemi. Pro nekone¢né booleov-
ské operace takova reprezentace neni obecné mozna. Uplna Booleova algebra bez
atomd, kterA ma spoetnou hustou podmnozinu, neni izomorfni se Zadnou
g-algebrou mnozin.

2.55 Stoneova dualita (Stone 1934, 1936, 1937). Stoneova dualita dava do souvislosti
Booleovy algebry a kompaktni totilné nesouvislé topologické prostory (1.2(e)),
které téZ nazyvame booleovskymi prostory.

Booleové algebie B piitadime topologicky prostor. Vezméme mnozinu Ult(B)
viech ultrafiltra v B a zobrazeni S: B — 2(Ult(B)) takové, ze

S(a) = {FeUlt(B):aeF}.

Z dtikazu 2.53 vime, Ze S[B] je systém uzavteny na kone&né priniky. To znamena,
7e S[B] tvoii bazi n&jaké topologie na mnozin& Ult (B), kterou nazyvame Stoneovou
topologii. Mnozina Ult (B) s touto topologii se nazyva Stoneilv prostor nebo také
dudlni prostor algebry B.

2.56 Véta. Pro kaidou Booleovu algebru B je Ult(B) booleovsky prostor a S je izo-
morfismus algebry B na CO (Ult(B)).

Diikaz. Jsou-li F, G razné ultrafiltry, pak existuje prvek ae B takovy, ze acF,
—aeG. Pak S(a), S(— a) jsou obojetné mnoZiny oddélujici F a G. Dokazali jsme, ze
prostor je totalné nesouvisly. Dokazujeme kompaktnost. Necht Q je oteviené po-
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kryti celeho prostoru. MiiZzeme ptedpokladat, ze Q sestava z bazovych mnozin, tedy
Q = {S(a):aeZ} pro n&jaké Z < B. Predpokladejme, 7e neexistuje konetné
0o S Q pokryvajici cely prostor. Potom {—\/Y:Y< Z, Y kone&né} je centrovany
systém prvki z B a ultrafiltr v B, ktery ho rozsifuje, nepatii do Zadné mnoziny z Q,
spor. Tedy Ult(B) je booleovsky prostor.

Jelikoz S[B] je algebra podmnozin prostoru Ult (B), jsou viechny mnoziny z S[ B]
obojetné. Na druhou stranu, méjme obojetnou mnoZinu X. Z kompaktnosti plyne,
ze je sjednocenim kone¢ného podtu bazovych mnozin, naptiklad

X =S(a,) V..V Sa,).

Potom X = S(b), kde b=a, V...V a, atedy X eS[B]. Jednoznaénost zobra-
zeni S byla dokazana v 2.53.

Kazdé Booleové algebfe mame pfifazen booleovsky prostor. Naopak, je-li dan
booleovsky prostor X, uvaZzujme Booleovu algebru B = CO(X). Ukazeme, ze
Stoneliv prostor algebry B je homeomorfni prostoru X.

Bodlim prostoru X jednoznaéné odpovidaji ultrafiltry v B. Pro xe X definujme
D(x) = {A € B:x e A}, co% je ultrafiltr v B. Z totalni nesouvislosti prostoru X plyne,
ze D je prosté zobrazeni. M&jme libovolny ultrafiltr F v B. Potom F je centrovany
systém uzavienych mnoZin v prostoru X. Z kompaktnosti plyne xe()F pro
n¢jaké x€X, atedy F = D(x). Zobrazeni D je prosté zobrazeni X na mnozinu
Ult (B) a snadno se nahlédne, 7¢ D je homeomorfismus.

Stoneova dualita umoziiuje pouziti topologickych prostfedkd pti zkoumani
Booleovych algeber.
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§ 3 Genericka rozsifeni modeli teorie mnoZin

V ptedchozim textu jsme se vicekrat setkali s principy, hypotézami a tvrzenimi,
nedokazatelnymi v teorii mnoZin ZFC. Seznamime se s metodou, pochazejici od
P. Cohena, jak prokazovat jejich nedokazatelnost, s metodou generickych rozsiteni
modell teorie mnozin. Pfi vykladu téZime z teorie Uplnych Booleovych algeber
a generickych ultrafiltrd na nich. Touto technikou ziskdme, mimo jiné, bezespornost
CH, ©, 1CH. Dale se seznAmime s Martinovym axiomem. Dikaz véty o generic-
kém rozsifeni tvofi zavér paragrafu.

3.1 Piipometime, ze Zermelova a Fraenkelova teorie mnozin (ZF) je teorie s rov-
nosti =, specialnim predikatovym symbolem € a s axiomy extenzionality, sumy,
potence, existence nekonetné mnoziny, schématu axiomu nahrazeni a axiomem
fundovanosti (1.2.27). Pfidame-li k nim axiom vybéru, mluvime o teorii ZFC.
Nebude-li uvedeno jinak, pracujeme v teorii ZF.

3.2 Relativizace. Necht M je libovolna tiida. Pro libovolnou formuli ¢ jazyka
teorie mnoZin definujeme jeji relativizaci ¢ do tfidy M:

() (xeyfjexey (x=y"jex=y,
(i) (—e™ je )M, (0 &¥)M je @™ & Y™ a podobng pro disjunkci, impli-
kaci a ekvivalenci,
(iii) (Vxo)™ je (VxeM) ™ = (Vx)(xe M — o),
(Bxe) je (FxeM) o™ = (3x)(xe M & ¢").

Tedy formule ¢ vznikne z formule @ relativizaci viech kvantifikatord do t¥idy M,
ptitom predikaty rovnost a nalezeni zistavaji beze zmény. MuZeme fici, Ze formule
o™ tika totéz pro mnozinové univerzum M co formule ¢ pro univerzum V,

3.3 Tranzitivni model. (i) Rikame, e uzaviend formule ¢ plati ve ttidé M, jestlize
formule ¢ je dokazatelnd v teorii mnozin.

(ii) Rikame, 7e tfida M je modelem teorie ZF, jestlize kazdy axiom ¢ teorie ZF
plati ve ttidé¢ M. Je-li M navic tranzitivni ttida (I1.1.1) fikame, Ze M je tranzitivni
model ZF nebo vnitfni model teorie mnozin (11.7.13).
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33 Generickd rozsiFeni modelt v

Univerzalni tfida V i tfida L viech konstruovatelnych mnozin jsou tranzitivni
modely teorie mnoZin. Navic podle I1.7 je tfida L modelem ZFC, ve kterém plati
zobecnéna hypotéza kontinua. Tedy L je modelem teorie ZFC + GCH.

3.4 Piiklady. (a) Axiom extenzionality plati v kaZdé tranzitivni tiidé M. Relati-
vizace axiomu extenzionality do tiidy M je formule

(1) (Vx,ye M)(Vue M)(uex > uey) —» x = y).

Z tranzitivnosti tfidy M plyne, Ze pro x,yeM je x=xnM a y=ynM,
a proto jakmile xn M = yn M, je x = y. Dokazali jsme formuli (1), tedy v M
plati axiom extenzionality.

(b) V kazdé tfide M plati axiom fundovanosti. Jeho relativizace je formule

() (Vae M)((3xe M) (xea) -
- (AxeM)(xea& (FyeM)(yea& yex))

Jelikoz predpokladame axiom fundovanosti, pro kazdé ae M, pokud an M je
neprazdné, existuje e-minimalni prvek x v mnozingé an M. To znamena, Ze
plati (2).

(c) Pracujeme v teorii ZFC. Pro libovolny kardinal 4 necht H(A) je systém viech
mnozin, jejichZ tranzitivni obal (11.6.9) ma mohutnost <A. Je zfejmé, e tranzitivni
obal kazdého prvku z H(4) je podmnozinou H(2), a tedy H(2) je tranzitivni mnoZina.
Specialng plati H(w) = V,, a mnozina H(w) je modelem teorie kone¢nych mnozin,
to znamena teorie, ktera vznikne, kdyz v ZF nahradime axiom nekone¢na jeho ne-
gaci. Je-li 4 nespogetny regularni kardinal, potom v H(A) plati viechny axiomy ZFC
az na axiom potence. Je-li navic 4 nedosazitelny kardinal, pak v H(4) plati i axiom
potence a H(1) je mnoZinovy tranzitivni model teorie ZFC.

Existuje-li nedosazitelny kardinal, potom existuje i spodetny tranzitivni model
teorie ZFC.

3.5 Na$im zamérem neni metamatematické studium existence modeld teorie mnoZin.
Sousttedime se na popis konstrukce, ktera pochazi od P. Cohena a ktera umoZnuje
z daného vychoziho modelu ziskat novy model, ktery ho roziituje. Chceme, aby
rozsiteny model obsahoval vice mnoZin nez vychozi model. To v nékterych ptipadech
umoziiuje ovéfit, ze v roziifeném modelu plati néjaka hypotéza nebo kombinato-
ricky princip, které bud ve vychozim modelu neplati, nebo jejich platnost neumime
ovéfit. Je zfejmé, Ze univerzalni tfida neni vhodny vychozi model. Abychom vibec
mobhli pfidat nové mnoziny, vychozi model musi byt mensi.

Konstrukce rozsiteni modelu teorie mnoZin ma vzdalenou analogii v konstrukci
algebraického roziifeni télesa. Pro dané téleso T a polynom p(x) nad T, ktery nema
kofen v T, se konstruuje rozsifeni T' télesa T, v kterém jiz existuje kofen polynomu
plx).
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3.6 Volbou modelu M urujeme nové univerzum teorie mnozin, ve kterém tlohu
univerzalni tfidy pfejima tiida M. Prvky tiidy M jsou mnozinami modelu a nalezeni
mezi nimi je pivodni relace €. Ke kazdé formuli ¢ je dana relativizace ¢, proto kaz-
dému pojmu, ktery jsme zavedli v pfedchozich &astech knihy, odpovida néjaky
pojem ve tfidé M. Je dulezité védét, co preloZeny pojem znamena z pohledu univer-
zalni ttidy.

Nalezeni a rovnost mezi mnoZzinami modelu M jsou stejné jako v celém univer-
zu V, protoze formule (x € y)™ je xey aformule (x = y/ je x = y. Rikame, Ze
naleZeni a rovnost jsou absolutni pro M. Zajima nas, které dalsi mnoZinové pojmy
a operace (prinik a rozdil mnoZin, ordinalni €islo) jsou absolutni. Pokud néjaka
operace neni absolutni, chceme znat jeji hodnoty.

3.7 Absolutnost. Necht ¢ je mnozinova formule, jejiz viechny volné proménné
jsou mezi x, ..., x,. Necht M a N jsou tiidy takové, ze M = N.
(i) Rikame, ze ¢ je absolutni pro M, N, jestlize

(Vxy, -0 X, € M) (@M(x,, ..., x,) & 0, .0 X)) -

(ii) Rikame, Ze ¢ je absolutni pro M, jestlize je absolutni pro M a V, to zna-
mena, ze
(Vo X, € M) (@M(xy, .0 x,) & @y, .0 x,) -

Z definice absolutnosti dostavame:
3.8 Lemma. Nech! M < N. Jsou-li formule ¢, absolutni pro M a N, potom také

formule —@, @ VY, @ &Y, ¢ =, ¢ jsou absolutni pro M, N.
Je-li ¢ absolutni pro M a soucasné absolutni pro N, pak ¢ je absolutni pro M, N.

3.9 Pfiklady. Ptedpokladame, ze M je tranzitivni tfida.
(a) Absolutnost inkluze. Vztah x < y je zkratka za formuli
(V2){zex — zey),
proto (x < y)* znamena
(3) (VzeM)(zex - zey).
Pro x,ye M je (3) ekvivalentni s x = xn M < y neboli s x < y. Ovérili jsme,

7e pro kazdé x,ye M je (x € y)" < x < y, tedy vztah inkluze je absolutni pro M.
(b) Axiom potence plati v M, pravé kdyz

(4) (VxeM)(3yeM)(VzeM)((z < y)M —zey).

Z ptikladu (a) plyne, Ze (4) je ekvivalentnis tim, Ze prokazdé xe M je Z(x) " M e M.
Uvidime, Zze operace potence nemusi byt absolutni ani pro tranzitivni modely ZF.

3.10 Tranzitivni modely maji velkou pfednost v tom, Ze pro né je mnoho pojmul
absolutnich, a tim je do nich nejlépe vidét. Proto se v daldim omezime jen na tran-
zitivni modely teorie ZF nebo ZFC.
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Nasledujici mnozinové operace jsou absolutni pro kazdy tranzitivni model M:

(%) {x.y}, x -y, Rng (x),
{x, 90, xu {x}, rx
XNy, XXy, Ux,
XUy, Dom (x) .

To znamena, ze pro kazdou z uvedenych operaci F(x, y) je formule z = F(x, y)
absolutni. Poznamenejme, Ze pro kazdou operaci F(x, y) definovanou v ZF se musi
dokazat, ze pro kazdé x, y existuje pravé jedno z takové, ze z = F(x, y). Totéz plati
i v modelu M. Odtud a z absolutnosti plyne, Ze tfida M je uzaviena na viechny
operace (5).

Ukazeme zplsob, jakym se dokazuje absolutnost formuli pro tranzitivni modely.

3.11 Lemma. Je-li M tranzitivni tFida a je-li @ absolutni pro M, pak také formule
(3xey) o, (Yxey) e jsou absolutni.
Ditkaz. Necht x,, ..., x, jsou vechny volné proménné ve ¢. Pro tranzitivni tfidu M
a yeM je (3x)(xey) ekvivalentni s (Ixe M)(x e y). Odtud a z absolutnosti ¢
plyne, ze pro kazdé y, x,,...,x,e M

((Bxey)(p)MH(E!xeM)(xey&(pM)H
= (@x)(xey& M) > (3x)(xey & o).

Podobné se dokazuje absolutnost formule (Vx € y) ¢.

Vyrazy (3x e y), (Vx € y) nazyvame omezené kvantifikdtory. Rikame, ze formule je
omezend, jestlize viechny kvantifikatory v ni jsou omezené. ProtoZe viechny formule
bez kvantifikatorl jsou absolutni, mame:

3.12 Disledek. _Je-li M tranzitivni a ¢ omezend formule, pak ¢ je absolutni pro M.

Tyz pojem mlze byt definovan riznymi ekvivalentnimi formulemi. Je-li v ZF
dokazatelna ekvivalence ¢ <y, piSeme ZFr ¢ <, pak v kazdém modelu M
teorie ZF plati @™ «» ™. Je-li navic ¢ absolutni pro M, pak ¢ je také absolutni
pro M. Toho lze vyuzit k dukazu absolutnosti néjaké formule ¢. Podafi-li se nam
nalézt omezenou formuli ¥ a dokazat v ZF ekvivalenci ¢ <y, vime, Ze ¢ je
absolutni pro model M. Tak lze ovetit absolutnost viech operaci z (5). Naptiklad
pro sjednoceni pouzijeme ekvivalenci

z=xe(Vyex)(ycz)&(Vwez)(Fyex) (wey).

Formule na pravé strané je ekvivalentni s omezenou formuli, kterou ziskame, kdyz
y € z nahradime ekvivalentni omezenou formuli (Ywe y)(we z).

3.13 Lemma. Pro tranzitivni model M jsou ndsledujici pojmy absolutni:
(i) z je uspoFddand dvojice,
(i) r jerelace,
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(i11) 7 je funkce,
(iv) r je linedrni uspoFdddni na a.

Naznaéime dikaz (i) a (iv). Je zfejmé, Ze z je uspotadana dvojice, pravé kdyz
(3x,yeJz)(z = {x,y)) a tato formule je ekvivalentni s omezenou formuli. Stejn&
tak vlastnost (iv) miZe byt vyjadiena pomoci uspotadanych dvojic a omezenych
kvantifikatort.

3.14 Ordinalni ¢isla v modelu. Ndsledujici pojmy jsou absolutni v tranzitivnim modelu,
protoZe jsou v ZF ekvivalentni néjaké omezené formuli:

(i) x je ordindlni ¢islo,
(i) x je limitni ¢islo,

)
ili) x je izolované ¢islo,

iv) x je pFirozené ¢islo,

(v} 0, 0.

Dikaz. (i) Z axiomu fundovanosti plyne, e x je ordinalni &islo, pravé kdyz x je tran-
zitivni mnoZina, linearné uspofadana relaci e. Obé vlastnosti jsou ekvivalentni
omezené formuli. (v) x =0 (Vyex)(y+y) a x = w, pravé kdyz x je limitni
ordinal a (Vye x)(y neni limitni). (iv) x je ptirozené &islo, pravé kdyz x a kazde
yex je bud 0, nebo izolované &islo.

—

Absolutnost formule ,,x je ordinalni ¢islo* znamena, Ze ordinalni ¢isla modelu M
jsou pravé viechna ordinalni &isla, ktera lezi v M, neboli On™ = Onn M. Jelikoz
M je tranzitivni, On N M je tranzitivni ¢ast On, a tedy Onn M je bud celé On,
nebo je to ordinalni islo, a to v ptipad¢, ze M je mnozina. Navic 0e M a pro kazdé
xeM je x U {x}eM, odkud plyne w = M ataké,Ze Onn M je limitni ordinal.
V M plati axiom nekoneéna, proto we M. V tranzitivnim modelu jsou prirozena
¢isla stejna jako ve V.

3.15 Piiklad. V tranzitivnim modelu jsou nasledujici pojmy absolutni:
(i) <a,r) je dobré uspotadani,
(i) o je ordinalni typ dobrého uspotadani <a, r).

Diitkaz. Necht a,re M, ukazeme, Ze

M

(6) (¢a,r) je dobré uspotadani) — (a,r) je dobré uspotadani.

Dokazali jsme, Ze kazdé dobré uspotadani je izomorfni s n¢jakym ordinalnim ¢islem
(IL.1.19). Tato véta plati i v modelu M, a proto existuji «, fe M takové, Ze

(o je ordinal a f je izomorfismus {a,r) na a.

To je formule absolutni pro M, protozZe o je skutecné ordinalni ¢islo a f je skuteny
izomorfismus {a,r) na a. Tedy {a,r) je skutecné dobré uspotadani ordinalniho
typu o. Ditkaz opa&né implikace k (6) je snadny.
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3.16 Operace potence v modelu. Axiom potence plati v tranzitivnim modelu M,
z prikladu 3.9(b) dostavame

(i) ()™ = 2(x) "M prokazdé xe M,

(i) (V)M = V,n M prokazdé aeOnn M.
Odtud plyne, Ze typova funkce je absolutni pro M.

Operace 2™ a mnoziny (V,)* nejsou obvykle absolutni. Zv143t zietelné je to v pri-
padé, kdy M je spocetny model. Potom pro kazdé nekoneéné xeM je 2M(x) +
+ P(x), protoze Z(x) je nespoletné, zatimco 2(x)n M je spodetna mnoZina.
Také VM + V, pro kazdé aeM a « > w.

Kardinalni ¢islo je dalsi pojem, ktery nemusi byt absolutni. Je-li model M spo-
¢etny, pak On N M je spocetné ordinalni Cislo. Proto kazdy nespocetny kardinal
v M je spocetnym ordinalem ve V.

Pojem ,,B je Booleova algebra®“ je absolutni pro M. Avsak Gplnost Booleovy
algebry neni absolutni pojem. Je-li algebra Be M {plna v modelu M, tikame, Ze
je M-Uplna.

3.17 Rozsifeni. Jsou-li M a N tranzitivni modely, fikime, Zze N je rozsifenim mo-
delu M nebo Zze M je rozsiten do modelu N, jestlize oba modely maji stejna ordinalni
Cisla, tedy On "M = Onn N asouCasné M < N.

3.18 Genericka mnoZina, motivace. Piedpokladejme, Ze je dan né&jaky vychozi
tranzitivni model M a jeho rozsifeni do tranzitivniho modelu N. Je-i N — M + 0,
uvazujme e-minimalni mnoZinu ¢ ze tiidy N — M. Proniplati 6eN a ¢ = M.
Ukazeme, ze pro kazdou mnozinu o€ N, ktera je Casti modelu M, existuje
mnozina ae M vychoziho modelu takova, 7ze o < a. Stadi polozit a = (V )™,
kde « je typ mnoziny ¢ (vzhledem k €). Typova funkce je absolutni a pro o e N je
typ (o) e On (M), tedy o = VM e M.

Vezméme tedy néjakou neprazdnou mnozinu o € N, kterd je ¢asti vychoziho mo-
delu M. Vime, Ze existuje ae M, pro které ¢ € a. Uvazujme obrazy mnoziny o
pres vSechny relace z vychoziho modelu

Ob (o, M) = {i"a:r jerelace, re M}.

Pro libovolné re M je obraz r"o prvkem rozsifeni N a soudasné je €asti modelu M.
Navic, libovolné xe M také ziskame jako obraz mnoziny o, staci vzit relaci r =
= {y} x x pro n&jaké yeo. Ziejmé o€ Ob (s, M), protoze identita na a je v M.
Dostavame

M < Ob(o,M)<c {0eN:go = M}.

Pozadavek jednoduchosti nas pfivadi k otazce, existuje-li netrivialni rozsifeni N
daného modelu M, které je uréeno vychozim modelem M a jedinou mnoZinou
geN, o © M tak, ze plati

Ob(o,M)={0ceN:g = M}.
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V takovém piipadé vSechny ¢asti vychoziho modelu, které patri do rozsireni, ziska-
me jako obrazy jediné mnoziny o. Podivejme se, jaké podminky by musela takova
mnozina o spliiovat.

Ttida {0 € N:o < M} je uzaviena na sjednoceni a rozdily mnoZin. Pro libovolné
o je tiida Ob(o, M) uzaviend na sjednoceni, protoZe rijoc U ryo = (r, Ur,) 0.
Obecné ttida Ob(o, M) neni uzaviena na rozdil. To nas ptivadi k definici generické
mnoziny.

3.19 Genericka mnoZina. Necht M je tranzitivni model pro ZF. Je-li ¢ S ae M,
fikime, Ze o je generickd mnoZina nad M, jestlize tfida Ob (o, M) je uzaviena
na rozdil.

Generické mnoZiny Gzce souvisi s ultrafiltry na Booleovych algebrach.

3.20 Definice. Necht B je Booleova algebra v tranzitivnim modelu M. Rikame, ze
ultrafiltr G v B je genericky nad M, jestlize G ma neprazdny pranik s kazdou mnozi-
nou H modelu M, ktera je hustou podmnozinou algebry B.

Vsimnéme si, Ze ultrafiltr G v M-uplné algebie Be M je genericky nad M, pravé
kdyZ pro kazdou mnoZinu ¢ € B z M plati

(7) cnG+0e\ceG

nebo dualngé ccGoAceG.
Pokud je zieymé, ktery model je vychozi, mluvime kratce o generické mnoziné nebo
o generickém ultrafiltru.

3.21 Podobné mnoZiny. Rikime, e mnoZiny 0,0 & M jsou podobné, jestlize
existuji relace r, se M takove,ze r'o = ¢ a §'0 = 0.
Pouzijeme-li skladani relaci, dostaneme:

3.22 Lemma. KaZdd mnoZina g, kterd je podobna néjaké generické mnoZiné o, je
také generickd a plati Ob (o, M) = Ob (g, M).

3.23 Véta (Vopénka, Balcar). Kanonicky tvar generickych mnoZin. Necht M je
tranzitivni model teorie ZF a necht! 0 < a€ M. Potom o je generickd mnoZina nad M,
pravé kdy? je podobna néjakému generickému ultrafiltru G v néjaké M-iiplné Booleové
algebie Be M.

Ditkaz. Ptedpokladame, Z2e o0 S aeM a e ¢ je genericki mnoZina nad M.
MnozZina

e={ueM:uca&una+0}

lezi v Ob (o, M), protoze pro relaci g = {(x,ud:ixeu&ueP"(a)} je q'c = o
Je ziejmé, ¢ Pla — o) M = PM(a) — . Jelikoz PM(a)e M a ttida Ob (o, M)
je uzaviena na rozdily, je ?(a — 6) N M € Ob (g, M). Zvolme relaci re M tako-

vou, Ze r'e=2Pa—-o)nM.
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Mizeme predpokladat, ze Dom (r) < a a Rng(r) = #M(a). Z relace r sestrojime
v M symetrickou a antireflexivni relaci s < a x a takovou, Ze plati

(i) prokazdé xeo je s"{x} na =0,

(ii) pro kazdou mnozinu ¢ S a — ¢ modelu M existuje xeo takové, 7e ¢ <
< s"{x}.

Necht s, je relace na mnozin€ a definovana vztahem
s ={Cay)ix,yea&x+ y& yelJr{x}}.

Polozme s = s, Us;'. Je zfejmé, e s je symetricka, antireflexivni relace a se M.
Pro libovolné zea je r'{z} = P(a — o) M, proto sj{z} < a —o. Tedy pro
kazdé zeo je s7{z} disjunktni se . Pfedpokladejme, Ze pro relaci s a pro n&jaké
xeo neplati (i). Potom pro yes’{x}no je yeo a bud {(x,y)es,, nebo
{y,xy€s;. Mnoziny sj{x} a si{y} jsou disjunktni se o, proto x a y nemohou
byt soucasné v o. Dokézali jsme (i). Nyni ové&fujeme (ii). Jelikoz 2(a — o) " M =
= r"s, pro libovolnou mnoZinu ceM takovou, 7¢ ¢ S a — o, existuje xea,
pro které cer’{x}. Odtud je ziejmé, ze ¢ = s{{x} < s"{x}, a tedy plati (ii). Od
relace s prejdeme ke kvaziuspofadani < na mnoZiné a definovanému pro x,yea
vztahem

x < yes'{x} 2 s"{y}.

Relace < lezi v M a ovéfime, ze plati

(8) prokazdé x,yeo existuje zeo takové, 7e z < x a z <y,
(9) je-li xeo a x <y, potom yeo,

(10) je-li mnozina ceM takova, e ¢ S a— o, pak existuje xeo, které je
disjunktni (ve smyslu kvaziuspotadani) se viemi prvky mnoziny c.

Plati-li (8)10), tikame, Ze o je genericky filtr nad M v kvaziuspotadané mnoziné
{a, <.

Je-li x,yea, pak podle (i) je s"{x} Us"{y} = a — g, a proto podle (ii) existuje
zeo takové, ze s'{z} 2 s"{x} Us"{y}. To znamen4, 7e z < x i z <y a plati (8).
Necht xeo a x < y. Potom s"{y} = s"{x} = a — 6. Kdyby y¢o, potom podle
(i) existuje zeo takové, ze s"{z} 2 s"{x} U {y}. Tedy (z,ydes a ze symetrie
dostdvame (y,z) €s, odkud plyne zea — g, to je spor. Zbyva ové&Fit (10). Necht
ceM a c<Sa— 0. Podle (ii) existuje zeo takove, ze ¢ < s"{z}. Ukéazeme, ze
z je disjunktni se viemi prvky mnoziny c, to znamena, ze pro zadné xec ne-
existuje yea takové, ze

(11) s"{y} 2 s"{z} Us"{x}.

Predpokladejme, ze pro néjaké xec a yea plati (11). Jelikoz (z,x)es, podle
(11) je také (y,x)es a ze symetrie dostavame (x,yd>es. Odtud a z (11)
plyne <y, y> €s, to je spor s antireflexivnosti relace s.
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Overili jsme, Ze o je genericky filtr v kvaziusporadané mnoziné (u, <). Nyni
od kvaziuspotadani pfejdeme k Booleové algebte. Snadno se nahlédne, Ze véta 2.17
plati i pro kvaziuspofadané mnoziny. Tedy kazdd neprazdna kvaziuspofadana
mnozina urCuje Gplnou Booleovu algebru. Odtud plyne, ze v modelu M existuje
M-iplna Booleova algebra B a zobrazeni je M takové, ze j zobrazuje mnoZinu a
na hustou podmnozinu B a j zachovava (kvazi)usporadani a disjunktnost. Ovétime,

e G = {ueB:(3xeo)(j(x) < u)}

je genericky ultrafiltr v algebte B. Z vlastnosti (8) mnoziny o plyne, ze G je filtr.
Je-li HeM husta mnoZina v B, polozme

¢ = {xea:j(x) < u pron&aké ueH}.

Mnozina ¢ lezi v M. Ukazeme, ze ¢ n o # 0. Jinak by podle (10) existovalo yeo
disjunktni se viemi prvky z c. ProtoZe zobrazeni j zachovava usporadani i disjunkt-
nost, bylo by j(y) disjunktni se viemi prvky z H, a to neni mozné. Necht xea ¢
a ueH je takové, ze j(x) < u, potom ueG. Ukazali jsme, 7e kazda mnoZina
H e M, ktera je husta v B, ma spolecny prvek s G. Odtud jiZ plyne, Zze G je ultrafiltr
v B, protoze pro libovolné ve B je mnoZina

{ue B — {0}:u < v nebo u < —v}

husta, tedy v nebo —v lezi v G. MnoZiny ¢ a G jsou podobné, protoze ¢ = j™'"G
a G =q'o, kde ¢ = {{x,u):j(x) < u}. Ukazali jsme, Ze kazda generickd mnozina
0 = M je podobna néjakému generickému ultrafiltru.

Zbyva ukazat, e kaidy genericky ultrafiltr v M-Gplné algebie BeM je
generickou mnozinou nad M. DokaZeme to v nasledujicim odstavel.

3.24 Jména podmnozin. Necht B je Booleova algebra, a libovolna mnozina. Kazdou
funkei

(12) fla—B

nazyvame jménem podmnoZiny mnoZziny a.

Jde o zobecnéni charakteristické funkce mnoZiny. Mira naleZzeni prvku xea
do podmnoZiny se jménem f nema pouze hodnotu 0 nebo 1, ale miiZze mit libovolnou
hodnotu 0, < f(x) < 1, Jeli dan ultrafiltr G v B, potom jméno (12) urcuje
jednozna¢né mnozinu

Jo = {XEG:f(x)eG} =G,

Je ztejmé, Ze mnoZina f, zavisi na volbé ultrafiltru G. Funkce f je tedy jménem néjaké
podmnoziny mnoZiny a a jeho vyznam je urcen teprve ultrafiltrem G jako mnozina
f¢- 1 kdyZ jsme jména podmnozin zavedli obecné uvnitt celé univerzalni tridy, bu-
deme je pouzivat nejCastéji uvniti néjakého tranzitivniho modelu. Pro néjakou
M-tplnou Booleovu algebru Be M a mnoZinu aeM budeme uvaZovat jen
jména (12), ktera jsou také prvky modelu M.
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Piedpokladejme, ze G je genericky ultrafiltr v M-upiné Booleové algebie Be M.
Ukazeme, ze plati

(13) Ob (G, M) = {f;: [ je jméno, fe M} .

Necht ¢ = r"G, r je relace z M. MiZeme piedpokladat, Z2 Dom (r) € B. Polozme
a = Rng(r). Z M-uplnosti algebry B plyne, ze pro kazdé xea je f(x) = Vr "{x}
prvek z B. Tim je definovana funkce fia — B a fe M. Podle (7) je xer"G, pravé
kdyz f(x)eG. To znamend, 2¢ f~'“G = r"G neboli ¢ = f,. Ukazali jsme, Ze ve
(13) plati inkluze <, opagna inkluze je zfejma.

Nyni snadno ovéfime, Ze pro libovolny genericky ultrafiltr G v B je t¥ida obraza
Ob (G, M) uzavtena na rozdil, tedy G je vskutku generickou mnozinou nad M podle
3.19. Z (13) plyne, ze misto relaci miZeme uvaZovat jména. Necht fia— B,
g:b— B jsou z M. Pro kazdé¢ xea polozme h(x)= f(x) —,g(x). Jelikoz G je
ultrafiltr, pro kazdé xea plati

hx)e G f(x)e G& y(x)¢G.

To znamen4, ze h; = f; — g, a tedy tfida Ob (G, M) je uzavien na rozdil. Ditkaz
véty 3.23 je Gplny.

3.25 Priklad. Necht B je M-Uplna algebra v modelu M. Genericky ultrafiltr G v B
lezi v M, pravé kdyz G = {xeB:u < x} pro néjaky atom u algebry B. Plyne to
z vlastnosti (7). Je-li B algebra bez atomd, pak Zadny genericky ultrafiltr v B neni
prvkem M.

3.26 Véta o generickém rozsifeni. Je-li M tranzitivni model ZF a G generickd mno-
Zina nad M, potom existuje rozsifeni N modelu M takové, Ze

(i) Ob(G,M)={peN:o <= M},

(ii) je-li N, tranzitivni model ZF takovy, ¢ M = N, a Ge N,, potom N € N,.
Navic, je-li M model ZFC, potom také N je model ZFC.

3.27 Generické rozsiteni. Rozsiteni N s vlastnostmi (i) a (ii), jehoz existenci zaru¢uje
véta 3.26, nazyvame generickym roziifenim modelu M a znadime ho N = M[G].

Je-li G genericka mnoZina nad M, je rozsiteni M[G) vychozim modelem M a ge-
nerickou mnozinou G uréeno jednoznacng, nebot M[G] je nejmensi rozsiteni mo-
delu M, v kterém leZi G. Podle 3.23 miZeme predpokladat, Ze genericka mnozina G
je generickym ultrafiltrem v néjaké M-upiné Booleové algebte z M.

V&ta o generickém rozsifeni ma dveé stranky. Prvni je metamatematicka a zaru-
Cuje, e pro kazdou generickou mnozinu G nad M existuje roziifeni M[G], které
je modelem teorie ZF nebo ZFC. Dikaz tohoto tvrzeni je stejny pro vSechny gene-
rické mnoziny a vratime se k nému pozdéji. Druha stranka je spiSe matematicka.
Jde o to, ze volbou generické mnoziny mizeme ovlivnit platnost & neplatnost né-
jakého mnoZinového principu (hypotézy) v generickém roziiteni. Timto zpisobem
se otazka bezespornosti néjaké hypotézy vzhledem k axiomim teorie mnoZin
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pievadi na kombinatoricky problém, zda ve vychozim modelu M existuje Booleova
algebra s ur¢itymi strukturalnimi vlastnostmi. Tuto druhou stranku ukazeme na
nékolika pfikladech.

Musime se nejprve zabyvat existenci generickych mnozin, specialné generickych
ultrafiltrd v Booleovych algebrach. Pro spoetné modely snadno ziskdme rtzné
generické mnoziny.

3.28 Véta. Je-li M spocetny tranzitivni model a Be M je Booleova algebra, potom
pro kazdé nenulové v e B existuje genericky ultrafiltr G < B nad M takovy, ze ve G.
Véta plyne z nésledujiciho tvrzeni o Booleovych algebrach.

3.29 Véta (Rasiowa, Sikorski 1950). Pro libovolny spocetny soubor {H, n < w
hustych podmnoZin Booleovy algebry B a pro libovolné nenulové ve B existuje
ultrafiltr F v B, ktery md spolecné prvky s kazdou mnoZinou H, a veF.

Diikaz. Rekurzi sestrojime posloupnost (v,:n < w) prvkl z B takovou, 7e v =
=, >v; > ... a pro kazdé n je v,,, € H,. Mnozina {v,:n < o} je centrovana
a kazdy ultrafiltr v B, ktery ji rozituje, je hledanym ultrafiltrem.

Viimnéme si, Zze podle Stoneovy duality véta 3.29 je algebraickym proté&jskem
Baireovy véty (1.29(c)) pro booleovské topologické prostory.
Dikaz véty 3.28. Ptipomerime, Ze kazda Booleova algebra v M je Booleovou algebrou
ve V. Ze spocetnosti modelu M plyne, Ze viech hustych podmnozin algebry B, které
lezi v M, je nejvy3e spocetné mnoho. OCislujeme je (H,:new). Podle 3.29 existuje
ultrafiltr G v B takovy,Ze ve G a H, n G % 0 pro kazdé n. Ultrafiltr G je genericky
nad M.

3.30 Co plati v generickém rozsiteni M[G], kdyZ je dana algebra Be M a v ni
genericky ultrafiltr G, podstatné zavisi na vlastnostech algebry B a na tom, které
prvky ultrafiltr G obsahuje. Ukazeme, jak lze volbou Booleovy algebry zaruéit,
aby v generickém rozsifeni platil néktery z nasledujicich principi:

(i) hypotéza kontinua,

(i) diamantovy princip (I11.2.40),
(iii) negace hypotézy kontinua,
(iv) kazdy skoro disjunktni systém na w, ma mohutnost nejvyie w, a ptitom

29 = w,.

Bézny dikaz bezespornosti hypotézy kontinua pouziva univerzum konstruovatel-
nych mnoZin, v kterém plati GCH. Pouzijeme generické roziifeni k tomu, abychom
ziskali model, ve kterém plati hypotéza kontinua. UkaZeme ptitom nékteré zaklad-
ni techniky.

Budeme predpokladat, ze vychozi model M je spodetny tranzitivni model ZFC.
Podle 3.28 tim bude zaruceno, Ze pro libovolnou M-tplnou Booleovu algebru Be M
existuje genericky ultrafiltr G v B a M[G] je také model ZFC.
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3.31 Bezespornost hypotézy kontinua. Je-li M spocetny tranzitivni model ZFC,
existuje jeho generické rozsifeni N = M[ G|, v kterém plati 2° = w,.
Ditkaz. Jelikoz M je tranzitivni model, mnozZina v3ech ptirozenych Cisel je absolutni,
tedy o™ = w. V M plati axiom vybéru, proto viechny podmnoziny ptirozenych
Zisel modelu M lze ocislovat ordinalnimi ¢isly mensimi nez (2°)* a n&jaké ocislovani
(Ao < (2™ existuje v M. Pritom (2“)* > wf{’. VyuZijeme toho, ze kardinalni
¢isla nemusi byt absolutni pro M, N. Staci nalézt generickou mnozinu G tak, aby
v generickém rozsiteni M[G] platilo

(i) existuje prosté zobrazeni ordinalu (2°) na w¥,

(i) neexistuje nova podmnoZina pfirozenych ¢isel, to znamena, ze neexistuje
X € w takova, ze X e M[G] — M- jinymi slovy 2¥(w) = 2" w),

(iii) w, zlstava kardmalnlm &islem, neboll w"’ = wilel,
ocislovat pomoci ordmalmch gisel mensich nez w19, a tedy v rozsiteni M [G] plati
2° = w,.

Viimnéme si, 7e na zakladé (iii) je (i) ekvivalentni s tim, Ze v M[ G ] existuje zobrazeni
o kardinalu ¥ na (2°)™. Aproximacemi takového zobrazeni ¢ ve vychozim modelu
M jsou viechny funkce f e M, kteréjsouv M spocetnés Dom (f) = w) a Rng(f) =
< (2°). To nas privadi k uspotddané mnozing F(w,,2% ®,) z 2.25(f) a ji urcené
aplné Booleové algebie C(w,,2”, w,), které uvaZujeme uvnitt modelu M. Tedy
C = CM(w,, 2%, w,) je M-uplna algebra v M s hustou mnozinou F = F¥(w,,2°, w,).
Necht G je ultrafiltr v C, ktery je genericky nad M. V generickém rozsifeni M[G]
definujeme

=J{feF:feG}.

Mnozina g je definovana pomoci Fe M a G e M[G], proto ge M[G]. Ovétujeme,
%e ¢ je zobrazeni w}! na (2°)™. Jelikoz G je filtr a mnoZina F je usporadana obracenou
inkluzi, libovolné funkce f,,f, € Fn G musi byt kompatibilnia f, A f, = fi U f €
€G, tedy f, U f, jeopétv F n G. Odtud plyne, Ze g je zobrazeni. Vyuzueme gene-
ri¢nosti ultrafiltru G, abychom dokazali, Ze ¢ je definované na celéem )’ a Zze
Rng (o) = (2°)™. Nejprve se presvédiime, Ze pro kazdé « < w}' je

D, = {feF:aeDom(f)}

hust4 podmnozina algebry C. Pro dané « stadi ukazat, ze kazda funkce ge F ma
prodiouZeni z D,. Je-li =€ Dom(g), pak ptimo ge D, Pokud «¢ Dom/(g), pro-
dlouzeni gu {(2,0>} je v D,. Mnozina D, je husta v C. Tedy pro kazdé¢ o < w}’

existuje feD, NG a to znameni, ¢ f <S¢ a xeDom/(g). Odtud dostavame
Dom (g) = w!.

Podobné ovétime, ze pro kazdé f < (2°)¥
Ry = {feF:feRng(f)}

husta mnozina v C. Kazdé ge F je spoletna funkce v M, proto w}’ — Dom (g) # 0.
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Jakmile g¢R;, vezméme nejmensi aew) — Dom(g) a polozme gu {<x, ).
Ziskali jsme prodlouZeni, které je v Ry, proto mnozina R je husta. Tedy pro kazdé
B < (2°) existuje fe R, n G atoznamena, Ze f < 0 a feRng(o). OveFili jsme,
%e g zobrazuje o na (2°)¥. Odtud a z ¥ < (2“) plyne, ze v M[G] existuje prosté
zobrazeni (2°) na w,. Dokazali jsme (i).

K dikazu (i) a (iii) vyuZijeme distributivnosti algebry C. Usporadana mnoZina
Flw,.2° w,)je w,-uzaviena (2.33) az toho plyne (w, oo)-distributivnost tplné algebry
Clw,, 2%, »,). Tedy algebra C je (o, oc)-distributivni v M. Z nasledujiciho tvrzeni
3.32 plyne, ze v M[G ] neexistuje zadné nové zobrazeni z w do libovolného ordinalu
a < OnM. Tedy v M[G] neexistuje ani novad podmnoZina ptirozenych ¢isel (funkce
zw do {0, 1}), ani zobrazeni z w na w}’. Proto w}’ zistavé kardinalnim ¢islem i v roz-
siteni M[G]. Mame tim dokazano (ii) a (iii), a tedy v M[G] plati hypotéza kontinua.

3.32 Véta. Nechf x a A > 2 jsou kardindlni isla modelu M. Nech! v M plati, Ze B
je tiplnd (x, A)-distributivni Booleova algebra. Je-li G libovolny ultrafiltr v B, ktery je
genericky nad M, potom v M[G] neexistuje nové zobrazeni z » do i. Specidlné se
v M[G] nepFidd novd podmnoZina kardindlu x, tedy P™(x) = P x) a viechna
kardindlni &isla men3i nebo rovna x* v modelu M jsou také kardindlnimi ¢isly v roz-
sireni M[G].
Ditkaz. M&me v M tuplnou (x, 4)-distributivni algebru B a v ni ultrafiltr G genericky
nad M. Necht ¢: % — 4 je libovolné zobrazeni v generickém rozsifeni M{ G ]. Chceme
ukazat,7ze ge M. Jelikoz ¢ € x x A€ M, je ¢ podmnozinou vychoziho modelu M,
a proto podle (13) existuje n&jaké jméno f:(x x 4) — B takové,2e feM a ¢ = f.
To, Zze f je jméno né&jakého zobrazeni, umoziiuje sestrojit v M nové jméno
vix x 41— B takové, ze v, = ¢ a pro kazdé « < x soubor {u(e, f):f < 1) se-
stava ze vzajemné disjunktnich prvka algebry B a jeho spojeni dava 1. Konstruuje-
me v M jméno v. Pro kazdé « < x a f§ < 4 polozme

vle, B) = (o B) = V{fle7):y < B}.

Je ziejmé, Ze (o, B) < f(a, B). Jelikoz ¢ = f,; jezobrazeni, pro kazdé a < x existuje
jediné B, < 1 takové, ze f(« fB,)e G. Odtud a z vlastnosti (7) generického ultra-
filtru dostavame

V{fle3):y <B¢G a oxB)eG.

Overili jsme, Ze pro libovolné o < x a f# < 4 plati
(14) v, B)e G f(a, B)eG,

tedy v; = f; = 0. Pro kazdé « < » soubor {ufx, f): B < 4> sestava ze vzijemnd
disjunktnich prvkd. Mizeme predpokladat, ze \/{v(«, §): # < i} = 1. Pokud tomu
tak neni, doplnék spojeni miZeme pfidat k v(e, 0). Tim neporusime disjunktnost
ani (14). Ziskali jsme tak (x, 4)-matici (e, f):a < %, B < 1) prvki algebry B ta-
kovou, Ze nenulové prvky z kazdého fadku tvoti rozklad jednotky. Mame x rozklada
a kazdy ma mohutnost nejvyse A. Z distributivnosti algebry B plyne existence jejich
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spoleného zjemnéni Q € M, které je také rozkladem. Podle (7) je QG %0
a protoze prvky Q jsou navzajem disjunktni, existuje jen jediny prvek ue Q, ktery
nalezi do G. Pro tento prvek u definujme

h = {(a,[}>:a<x,ﬁ <)»,u£v(0@ﬁ)}~

Je ztejmé, Ze h je zobrazeni ¥ do A a he M, protoZe je definovano uvniti M bez
pouziti generického ultrafiltru. JelikoZz h = g, lezi ¢ ve vychozim modelu M.

Dokazali jsme, Ze v rozsiteni M[G] se neptida nové zobrazeni » do 4. Odtud
plyne, Ze pro libovolnou mnoZinu xeM mohutnosti x (v M) se v M[G] neptida
?adné zobrazeni mnoZiny x do A. Specialné se nepfida funkce z x do {0,1} a to
znamena, ze se nepiida nova podmnozZina kardinalu ». Nepfida se tedy ani nova re-
lace na x.

Pripomeiime, ze kazdé kardinalni ¢islo rozsiteni M[G] je kardinalnim &islem vy-
choziho modelu M. Je-li » kardinal v M, odtud plyne, Ze mezi kardinalnimi &isly »
a ()™ neexistuje nové kardinalni ¢islo v M[G]. Ukazeme, ze kazdé v < »*, které
je kardinalnim &islem v M, je také kardinalnim &islem v M[G]. Pfedpokladejme, Ze
néjakeé kardinalni ¢islo v < »* v M neni kardinalnim &islem v M[G]. To znamena,
7e existuje ordinalni &slo o < v a vzajemné jednozna&né zobrazeni ¢e M[G]
ordinalu « na v, pfitom o < x. Relace

R ={<&n>:En < a&a(t) < ofn)}

je dobrym uspotadanim mnoziny o podle typu v v M[G] a R < » x x. Jelikoz
typ dobrych uspofadani je absolutni a « < v, R nemuize leZet v M, a to je spor.
Dikaz je skoncen.

Absolutnost dalich kardinalnich ¢isel je dana saturovanosti Booleovy algebry (2.4).

3.33 Vé&ta. Necht B je tiplnd Booleova algebra v M a jeji saturovanost v M je x. Je-li G
libovolny ultrafiltr v B, ktery je genericky nad M, potom vSechna kardindlni ¢isla modelu
M, kterd jsou vétsi nebo rovna x, ziistdvaji kardindlnimi éisly v rozsireni M[G).
Specidlné, je-li sat(B) < ¥, pak vSechna kardindlni isla i jejich kofinality jsou
absolutni pro M a M[G].
Ditkaz. Nechtf v M plati sat(B) = ». Nechf 1 je kardinalni &islo v M a A > x.
Uvazujme libovolné zobrazeni g:v — A z generického rozsiteni M[G] definované
na n&jakém v < L. Abychom ov&fili, ze 4 je také kardinalnim ¢islem v M[G], staci
ukazat, ze ¢ nezobrazuje v na celé A. JelikoZ ¢ je zobrazeni, ¢ = v x e M, zdukazu
véty 3.32 vime, Ze v M existuje jméno uv:(v x A) > B takové, Ze tadky matice
Cole, B): o < v, B < A) sestavaji z disjunktnich prvki a pro kazdé o < 4 je o(a) = B,
pravé kdyz oo, f)eG. Pro kazdé o <v polozme A, = {B < i: vz, f)+ 0}
Soubor (A,:« <v) i mnozina A4 = |J{4,:a < v} lezi v M. Ze saturovanosti
algebry B plyne |4, < » pro kazdé « <v. Jeliko? ofx) e A,, mizeme Fici, Ze
(A, « < v) jerourav M viude o priméru mensim nez x, kterou prochazi zobraze-
nig. Pokud v > %, potomv M mame |A] < v.x < v < 4, aproto Rng(o) < 4 # /.
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Je-li v < x, z regularity x (viz 2.5) dostavame |A| < » < 4, tedy opét Rng(g) # 4.
Ovétili jsme, ze 4 zdstava kardinalnim &islem v M{G].

Nyni ptedpokladame sat (B) < w?f. To znamena, ze kazda disjunktni mnozina
v B lezici v M je v M nejvySe spocetna. Uvédomme si, Ze z absolutnosti kofinality
plyne absolutnost kardinalnich ¢isel. Je-li £ limitni ordinalni ¢islo se spoéetnou kofi-
nalitou v M, ma také spoetnou kofinalitu v M[G]. Ptedpokladejme, ze cf*(¢) > w
a v<cfé). Kazdé zobrazeni o:v—¢ v M[G] prochazi néakou rourou
(A, <vyeM, ktera ma viude v M nejvyse spoletny primér. Jelikoz |4] <
< w.v <.cfM(4), ani mnozina 4, ani Rng(g) < A nejsou kofinalni podmnoziny
ordinalu ¢. Dokazali jsme cf*(£) = cf19)¢&).

Metoda uzita v dikazech ptedchozich dvou vét dava vic.

3.34 Disledek. Necht B je tiplnd Booleova algebra v M, pro kterow v M plati:
sat(B) = x a B je (v, 2)-distributivni pro kazdé v < x. Je-li G genericky ultrafiltr
v B, potom vSechna kardindlni éisla i jejich kofinality jsou absolutni pro M a M[G].

3.35 Ptiklady. (a) Predpokladejme, Ze v M je » nekonecny kardinal. Uvazujme
kolapsujici algebru C = C(w,x) v M, ktera ma mnozinu F = {fin— x:n < o}
uspofadanou opaénou inkluzi jako hustou podmnozinu (viz 2.25(e)). Je-li G ultra-
filtr v C genericky nad M, potom v rozsiteni M{G] je

o=U{feF:feG}

zobrazeni w na x. Tedy v M[G] lze kazdy nekone¢ny kardinal 4 < x v M zobrazit
na . Rikame, ze 4 se kolapsuje na w. Jelikoz v M je sat(C) = »*, viechny kardi-
naly 4 > x* v M zistavaji kardinaly i v rozsiteni. Specialng w1 = (x*)™.

(b) Uvazujme v M algebru C(w,, 2°!, w,) a2 v ni genericky ultrafiltr G. Podobné
jako v 331 lze ukazat, ze v M[G] plati 2** = w,. Pfitom PM(w,)= P w,),
(2™ se kolapsuje na w?, viechny kardinaly A v M takové, Ze A < w¥ nebo
A= ((2°)*) jsou absolutni. Plati-li navic ve vychozim modelu M hypotéza
kontinua, plati i v M[G].

3.36 Bezespornost diamantového principu &. Libovolny spoéetny tranzitivcni model
M teorie ZFC mad generické rozsifeni N, ve kterém plati & .
Ditkaz. Chceme, aby v rozsifeni N platilo: existuje posloupnost mnoZin A4 =
= (4,2 < w,y takova, Ze pro kazdé « je A4, <« a pro libovolné X < o,
a libovolnou uzavienou neomezenou mnozinu C v w, existuje xeC, pro které
A, =XnNno

Obvykla myslenka je konstruovat hledany objekt pomoci jeho aproximaci ve
vychozim modelu. Uvazujme v M mnoZinu P viech posloupnosti p = (4,:¢ < a)
nejvyde spocetné délky o < w; takovych, ze 4, = ¢ pro libovolné ¢ < «. Mno-
Zinu P uspofadame opacnou inkluzi. Necht B je iplna Booleova algebra v M uréena
usporadanou mnoZinou P. Zvolme ultrafiltr G v B genericky nad M. Ovéfime, Ze
v generickém rozsiteni N = M[G] plati

374



3.36 Generichd rozsireni modeli v

: M _ MG
(i) o =i,

)
(ii) neexistuje nov4 podmnozina zadného ordinalu o < w,,
(i) 4 = J{peP:peG} je O-posloupnost.

Cast (i) a (ii) plyne z 3.32, protoze uspotadana mnozina P je w,-uzaviena v M, a B
je proto (w, co)-distributivni. .

Ovétujeme (iii). Jeliko? G je filtr, libovolné posloupnosti p,qe G musi byt kom-
patibilni, a to znamena, Ze jedna je prodlouzenim druhé. Odtud vime, ze 4 je po-
sloupnost. Z generi¢nosti G plyne, Ze jeji délka je w,, protoze pro kazdé¢ « < w,
je mnozina {pe P:«e Dom(p)} husta v B. Dale je ziejmeé, e pro kazdé¢ ¢ < w,
je A4;=¢ Bud X < o, mnozina z M[G], zvolme v M jeji jméno f w, — B,
fo = X. Z (o, co)-distributivnosti algebry B plyne, ze v M ‘existuje zjemiujici se
soubor (Q(a):« < w,> rozkladd jednotky takovy, Ze kazdé Qx) zjemfiuje
{s(), =f(€)}: € < a}. Tedy prokazdé ue Qa) aprokazdé ¢ < a jebud u < f(¢),
nebo u je disjunktni s f(¢). Necht C < w, je uzaviena neomezena mnozina z M[G],
necht g:w, — B je jeji jméno v M, g, = C. Neomezenost mnoZiny C tika, Ze pro
kazdé p < w, existuje y > f takové, ze yeC. V booleovskych hodnotach to
podle (7) znamena, Ze pro kazdé B < w, je

(15) wy = V{g):B<v<w,]eG.
Odtud dostavame

w=A{w;:B<w}eC.

Prvek w # 0, protoze lezi v G. Z (15) plyne, Ze pro kazdé peP, p <w a kazdé
B < w, existuje y > f takové, Ze p a g(y) jsou kompatibilni.

Hledame aeC takové, Ze pro a-ty Clen A, posloupnosti 4 plati 4, = X N
K tomu a&elu sestrojime vhodnou mnoZzinu hustou v algebie B|w.

Zvolme libovolng pe P, p < w délky a,. Konstruujeme rekurzi pro pfirozené n
posloupnost prodlouzeni

(16) p=po>p >py>... 2P,

rostouci posloupnost spocetnych ordinalnich ¢isel
(17) Up < VYo < &y <Py <0y <Yyl

a klesajici posloupnost
(18) ug > u, > u, > ... prvkd u,eQa,).
Zname-li p, a a,, pak existuji ¥, >, a u, €Q(x,) tak, Ze p, Aglr,) Au, je ne-
nulové; protoze Q(«,) je rozklad 1, existuje u, € Q(a,) takové, ze p, A u, + 0, a je-
likoz p,<p<w, jei p, Au, <w, a tedy kompatibilni s n&jakym g¢(y,) pro

y, > o, Vybereme p,,, €P tak, aby délka «,,, posloupnosti p,,, byla vétsi nez
7@ poay < po A g(y,) Au, Timto postupem ziskame (16), (17), (18). Polozme
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a=supaz, =supy,, Pp,=Ulpin<ol, Y ={l<a/(d=p,)

a definujme

@(p) = p, v {{o, Y}

Mnozina H = {¢(p): pe P,p < w} je ztejmé husta v B|w, a proto Hn G + 0.
Necht pe P je takové, ze ¢(p)e H n G. To znamena, 7e ¢(p) je potatedni Gsek po-
sloupnosti A. Necht o + 1 je délka ¢(p), potom Y, = 4,.

Jelikoz pro kazdé v,z (17) je ¢(3,) = p,., = @(p), je 7, € C. Z uzavienosti mnozi-
ny C plyne, 7¢ o = supy, e C. Zbyva ovéfit, Ze pro posledni Elen A4, posloupnosti
o(p) plati 4, = X na. Necht ¢e A, pak &<a a f(&)=p,=(p)eG, tedy
feXna Pokud & <a a E¢A, pak z definice prvki wu, plyne, Ze f(¢) je
disjunktni s ¢(p), proto f{¢)¢ G. To znamena, 7¢ &¢X na. Ovéfili jsme. Ze
A, = X na. Dikaz je hotov,

3.37 Poznamka. PodleIll.2.41z O plyne CH. Tedy bezespornost hypotézy kontinua
jsme pravé ukazali podruhé. Na druhé strané <& plati i v naSem prvnim modelu
z3.31. Je-li dan model M, pak v M sestrojené algebry C = C(w,, 2% w,) a Bz3.36
jsou izomorfni v M. Genericky ultrafiltr G, v C se izomorfismem algeber pfevadi na
genericky ultrafiltr G, v B, tedy G,, G, jsou podobné generické mnoziny. Odtud
plyne M[G,] = M[G,].

3.38 Bezespornost negace hypotézy kontinua. Libovolny spocetny tranzitivni model M
teorie ZFC md generické rozsireni N, ve kterém plati 2° > @,. Specidiné, plati-li
v M 2°=w,, pak existuje jeho generické rozsifeni, ve kterém plati 2° = ;.
Ditkaz. Hledame generické rozsifeni N modelu M, které ptidava hodné novych pod-
mnoZin pfirozenych ¢isel. Charakteristické funkce podmnozin mnoZiny w jsou
aproximovany kone¢nymi posloupnostmi nul a jedniek.

Zvolme v M nekone¢né kardinalni ¢islo » a uvazujme v M mnoZinu F = F(x, 2)
z 2.25(a), tedy mnoZzinu

F={p:X—{0,1}: X < %, X koneéné}

uspotadanou opaénou inkluzi. Necht C(x) znaéi aplnou Booleovu algebru v M urée-
nou mnozinou F. Pro libovolny genericky ultrafiltr G v C(x) mame generické roz-
siteni N = M[G). Jelikoz v M plati sat(C(x)) = w,, jsou podle 3.33 viechna kardi-
nalni &isla a jejich kofinality v M[G] stejné jako v M. Ovétime, Ze v rozéiteni N =
= M[G] plati

(i) 2°=x,

(i) 2° = (»*)*; mohutnost kontinua v M[G] je rovna kardinalnimu &islu
x“ modelu M.

V M[G] polozme ¢ = J{feF:feG}. Kazda konetna posloupnost peF
ma pro libovolné o < % prodlouZeni geF takové, e ae Dom/(g), proto ¢ je
funkce definovana na celém x s hodnotami v {0, 1}. K diikazu (i) potfebujeme uka-

376



341 Generickd rozsireni modeli v

zat, ze v N existuje alespon x podmnoZzin pfirozenych ¢isel. Pro kazdé « < » defi-
nujme v N funkei ¢,:w — {0, 1} tak, Ze pro kazdé ptirozené n je o,(n) = o(ax + n),
kde o + n znaci soucet ordinalnich ¢isel. Ovéfime, Ze funkce g,, ¢, jsou rizné pro
riznd o, f < . Zvolme o < x a konstruujeme hustou podmnozinu He M al-
gebry C(x). Vezm&me libovolné pe F, p: X — {0, 1}. Jelikoz X je kone¢na podmno-
zina limitniho ordinalu, existuje ptfirozené n, takove, Ze a + n, i f + n, neleZi
v X. Ptitom « #+ f, proto « + n, + § + n,. PoloZime-li

olp) = pu {{a +n, 0>, (B + n, 1D},

pak p < ¢(p)e F. Tedy mnozina H = {¢(p): pe F} je husta v C(x) a definovana
v M, proto H G # 0. Bud peF takové, ze ¢(p)e G. Potom ¢(p) < ¢ a pro n,
plati g(n,) =0 a gyn,) = 1. Tedy g, a g, jsou rizné funkce. Ukazali jsme, ze
v M[G] existuje alesponi » riiznych charakteristickych funkci na w, proto v M[G]
plati 2 > x.

Pro diikaz (i) uvazujme mnozinu

J={feM,f - Cx)}

vsech jmen podmnozin ptirozenych &isel, ktera jsou v M. Pogitame v M mohutnost
mnoziny J. Jelikoz |F| = % a kazdy prvek algebry C(x) lze vyjédfit jako spojeni
nejvyse spocetné mnoha prvk z F, je |C(x)] < =, a proto || < () = = Odtud,
z absolutnosti kardinalnich &isel a rovnosti P"“" = {jG je J} dostavame
(2911 < (%M. Z (i) a ztejmého faktu ()M < (x® )M[G’ plyne opa¢na nerovnost;
dokazali jsme (ii).

Specialng, plati-li ve vychozim modelu 2 = w,, plati v M také o} = w,. Tedy
v rozsiteni N = M[G] ptes algebru C(w,) plati 2° = w,.

3.39 Z konstrukce generickych rozsifeni pro negaci CH je zifejmé, Ze volbou kardi-
nalu » muzeme ziskat rlizna rozsifeni, ve kterych je kontinuum libovolng veliké.
Jinymi slovy, teorie ZFC nedava zadnou horni mez pro mohutnost mnoziny viech
realnych Cisel.

3.40 Vracime se k systémtm skoro disjunktnich mnozin na w,, kratce k AD systé-
mim. Podle II1.1.13 vime, Ze vidy na w, existuje AD systém mohutnosti w,. Za
ptedpokladu hypotézy kontinua existuje AD systém na @, maximalni moZné mo-
hutnosti 2 (IIL.1.15). Ukazeme, 7e bez dodatenych piedpokladd, to znamena
pouze v ZFC, to dokazat nejde. Pouzijeme k tomu vhodné generické roziifeni
a z kombinatoriky rozkladovou Sipku

(19) (27" = (o)),
z véty Erddse a Rado (I11.4.73).

3.41 Véta (Baumgartner 1976). Nechf M je spoletny tranzitivni model ZFC,
ve kterém plati 2°' = w,. Predpoklidejme, Ze N je néjaké generické roziifeni modelu
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v 3.41

M pres M-iiplnou Booleovu algebru B e M, pro kterou v M plati sat (B) < w,. Potom
v rozsifeni N plati:

(20) kazdy AD systém na w, md mohutnost nejvyie w, .

Specidlné, vezmeme-li v M algebru C(w,) z 338 a v ni genericky ultrafiltr G, potom
v M[G] plati (20) a 2° = 2" = w,.

Ditkaz. Necht B je M-uplna Booleova algebra v M, pro kterou v M plati sat (B) < w,.
Necht N = M[G], kde G je genericky ultrafiltr v B. Podle 3.33 jsou viechna kardi-
nalni &isla absolutni pro M a N. Necht 4 je libovolny AD systém na w, v rozifeni N.
Chceme dokazat, ze v N plati |A| < w,. Dokazujeme sporem. Piedpokladame,
%e systém A ma v N mohutnost w,. Dale pracujeme v N = M[G]. Zvolme prosté
o¢islovani {A,:a < w,) systtmu A. Kazda mnoZina A4 je nespoCetna a 4, < w,.
Pro « % § je prinik A, n A; nejvyse spocetny, proto existuje y < w, takove, ze
A, N By < 7. Definujme zobrazeni ¢: [w,]* —» o, tak, ze

o({. B}) = min {7: 4,1 4y < 3}

Pritom o < [@,]? x w, €M, tedy pro ¢ existuje jméno v:([w;]* x w,)— B
takové, e ve M a pro kazdé {o, B} e[w]® soubor

(21) e B1,7):7 < @)

sestava z disjunktnich prvk algebry B. VyuZijeme toho, ze B ma malou saturovanost.
V souboru (21) je nejvyse spocetné mnoho nenulovych prvki, to znamena, ze pro
a4 B existule 6= f({,B}) takové, Ze pro kazdé y =6 je of{x, f},7) =0.
Ziskali jsme tak zobrazeni f:[w;]* — w,, které je v M. Podle pfedpokladu v M
plati 2t = w,, a tedy podle (19) také w; — (w,);,. To znamena, ze v M existuje
mnoZina X € w; mohutnosti w, a ¢islo ¢ < w,; takové, ze pro libovolna rtzna
nBeX je f({m B}) = ¢

V M[G] tedy plati: ¢ je viude mensi nez f, nebotl ¢ = v, a pro rizna o, fe X
je A, n B, € ¢ Uvazujme systtm D = {4, — &:ae X}. Mnoziny A, jsou nespo-
Zetné a & < w,, proto D sestava z w, neprazdnych vzajemné disjunktnich pod-
mnozin kardinalu w, a to je spor.

Dokazali jsme, 7¢ v M[G] je w, horni mez pro mohutnost systéml skoro dis-
junktnich mnoZin na w,. Specialné algebra C(w;) v M ma saturovanost w, a podle
3.38 v generickém rozsifeni pfes tuto algebru C plati 2 = w,. SoucCasné plati
2°" = @,, protoze jmen podmnozin kardinalu w, v M je nejvyie w5 = w;.

3.42 Podle véty Rasiowé a Sikorského na kazdé Booleové algebfe existuje filtr
(ultrafiltr), ktery prochazi predem zvolenym spocetnym systémem hustych pod-
mnozin. Vime, ze pokud Booleova algebra B nema atomy, nemizeme chtit, aby
existoval (ve V) filtr, ktery prochazi viemi hustymi podmnozinami algebry B. Jednim
z kombinatorickych principa, které zarucuji existenci filtr prochéazejicich i nespo-
&etné mnoha hustymi mnoZinami, je Martindv axiom.
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3.46 Genericka rozsireni modelt: v

3.43 Definice. MartinGv axiom. (i) Necht x je nekone¢né kardinalni &islo. Marti-
nuv axiom pro x, kratce MA , je tvrzeni: Je-li B libovolna Booleova algebra,
ktera ma sat(B) < w,, pak pro kazdy systtm {H_ :« < #} nejvjie » hustych
podmnozin algebry B existuje filtr na B, ktery ma spole¢ny prvek s kazdou mno-
Zinou H .

(if) Martiniv axiom MA je tvrzeni: (V% < 2°)(MA,).

Viimnéme si, Ze MA,, je specialni pfipad véty 329, a tedy MA je diisledkem hypo-
tézy kontinua. Zajimavéjsi je Martintiv axiom MA nebo MA + —CH. Ve 347
dokaZeme, Ze

MA, > % <29 a 29=2

Tedy z MA plyne, Ze pro kazdé nekonecné x < 2¢ je (2°) =2° a 2° je regu-
larni kardinalni ¢islo.

3.44 Bezespornost Martinova axiomu spolu s negaci hypotézy kontinua dokazali
Solovay a Tennenbaum (1971).

Véta. Necht M je tranzitivni model ZFC a /. nespocetny kardindl v M, pro ktery v M
plati A<* = X. Potom existuje M-iiplnd Booleova algebra Be M takovd, 3e v M plati
sat(B) = @, a je-li G libovolny ultrafiltr v B genericky nad M, potom v roziien
M[G] plati MA + 2° = A,

Dikaz tohoto tvrzeni pouziva iterovani generickych rozSifeni a lze jej nalézt
v knize T. Jecha (1978).

Seznamime se s n€kterymi dasledky MA + "CH.

3.45 Véta (MA,). Necht (A, a < x) je soubor spocetnych podmnoZin dané mno-
Ziny X takovy, Ze pro libovolné o < B < je prinik A, N A, konecny. Potom pro
libovolné I < % existuje mnofina S < X takovd, Ze |S| = |X| a pro kaidé o < x
plati

4,0 S| <weael.

Nejprve ukazeme pouziti této véty, jeji dikaz je v 3.50.

3.46 Lemma. (i) (MA,). Kazdy nekoneény MAD systém na w md mohutnost vétsi
nez x.
(i) (MA). KaZzdy nekoneény MAD systém na o md mohutnost 2°.

Dikaz. (i) Necht A = {A,:a < 1) je libovolny nekone¢ny MAD systém na w.
Pokud 2 > %, jsme hotovi. Predpokladejme, Ze 4 < x. Jelikoz z MA, plyne MA ,
mbZeme ve v&t€ 3.45 nahradit » kardinalem A. Polozime-li I = A, X = w, pak
mnozina S z citované véty je nekonetna, S S w a je skoro disjunktni se viemi A4,.
Tedy A neni maximalni, spor.

(i) plyne z (i).
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IV 3.47

3.47 Lemma. Z MA, plyne x <29 a 2" = 2°.

Diikaz. Z ptedchoziho tvrzeni 3.46 plyne, Ze existuje AD systém (A4, < ») na
 mohutnosti ». Pro kazdou mnoZinu [ < x zvolme mnoZinu S, € w zarugenou
vétou 3.45. Jsou-li I,J < » rizné podmnoziny, potom pro « ze symetrické diference
I AJ ma mnozina A, s jednou z mnozin S;, S, prianik koneny a s druhou neko-
ne¢ny. To znamena, Ze S, % S,. Ziskali jsme prosté zobrazeni 2(x) do #(w), a tedy
22<2° Odtudaz w < x <2 mame »x <29 a 2* = 2%

3.48 Silné skoro disjunktni mnoZiny na w,. Je-li D AD systém na w,, pak viechny
mnoziny z D jsou nespoletné a libovolné dvé rizné mnoZiny z D maji nejvyse spo-
Cetny prinik. Ptime se, zda milze existovat AD systém na w,, ktery ma mohutnost
alesponn w, a libovolné dvé rlizné mnoziny z D jsou silné skoro disjunktni, to
znamena, ze maji koneény prinik.

Hypotéza kontinua dava negativni odpovéd. Predpokladame-li CH, existuje oéis-
lovani (X,: ¢ < w,) viech spoetnych podmnozin kardinalu w;. Je-li (¥, o < w,)
libovolny soubor nekoneénych podmnozin kardinalu w,, mizeme ke kazdé mnozi-
né Y, zvolit & = f(a) takové, ze X, < Y, Pfitom f nemiZe byt prosté zobrazeni
w, do w,, proto existuji rizné a, f takova, ze Y, 1 Y, obsahuji stejnou spocetnou pod-
mnozinuy, tedy pranik Y, n Y, je nekonecny.

Na druhou stranu, MA | dava kladnou odpovéd.

3.49 Véta. (i) (MA,)). Existuje systém silné skoro disjunktnich mnoZin na w,,
ktery md mohutnost w,.

(1) (MA + TICH). Nu w, existuje systém silné skoro disjunktnich mnozin, ktery
md mohutnost >w, a je maximdlnim AD systémem na w,.
Ditkaz. (i) Vezméme libovolny AD systém (C,:o < w,» na w, mohutnosti w,.
Podle II1.1.13 takovy systém existuje. Hledany systétm D = (D,:a < w,) kon-
struujeme rekurzi tak, Zze pro kazdé a < w, je D, < C,. Pro libovolné « < w,
polozme D, = C, — J{Cp: f < «}. Tedy {D,:« < w,} sestava z nespoetnych
a vzajemné disjunktnich mnoZzin. Pfedpokladejme, ze pro dané ¢, w, <& < w,
mame jiZ sestrojeny mnoziny D, pro vSechna x < ¢{ a konstruujeme mnoZinu D,.
Uvédomme si, Ze priinik C, n D, € C, n C,, a proto je nejvyse spocetny. PoloZme

A={C.nDia<& a |C;nD,|=o0}.

Jeziejmé, ze |A] < w, a A sestava ze spocetnych vzajemné skoro disjunktnich pod-
mnozin mnoziny X = C,. Z MA,, podle 345, existuje nespoetna mnozina
S < C,, kterda ma s kaZdou mnoZinou z A kone¢ny prinik. Polozime-li =S,
pak pro kazdé o« < ¢ je D, n D, konetna mnozina. Dikaz (i) je hotov.

Dtkaz (ii) je snadnou modifikaci dtkazu (i). VyuZije se zvolené o&islovani
(Y, @ <2° mnoziny [w,]* a MA, pro kazdé » < 2°. Mnozinu D, hledame
jako &ast Y, jenom v tom pfipadg, Ze {Y,} U {D;:f < «} tvoti skoro disjunktni
systém.

4
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3.50 Genericka rozsifeni modelit v

Podle véty 3.44 mizeme ziskat model MA + 2“ = w, pomoci algebry, ktera ma
saturovanost ®,. Tedy podle 3.41 je bezesporné

MA + 1CH + ,neexistuje MAD na w, mohutnosti 2°'*.
Proto tvrzeni 3.49(ii) neplati, nahradime-li mohutnost >, mohutnosti 2¢:.

3.50 Ditkaz véry 3.45. Necht A = (A4,:a < %) je soubor vzajemné skoro dis-
junktnich spoletnych podmnoZin mnoZiny X. Mizeme pfedpokladat, ze X =
= |J{4,: @ < x}, a proto |X| < ». Uvazujme mnoZinu funkei

P = {p:Dom(p) = U{AlzaeJ} vy,
kde J = I, Y € X jsou kone¢né podmnoziny,
Rng(p) < {0,1} a p~'[{1}] je koneené}

uspofadanou opa&nou inkluzi. Vsimnéme si, Ze pro kazdé pe P je X — Dom (p)
nekonetna a Dom(p) nejvyse spoetna mnozina. Oznaéme V(p) = p '[{1}],
je to kone¢na mnozina. Necht B je uplnad Booleova algebra urfena uspotadanou
mnoZinou P. Ovéfime, Ze sat(B) < w,. V opalném pfipadé existuje soubor
{p,;@ < w,) vzajemné disjunktnich prvkd z D. Potom (V(p,):a < w,)> je ne-
spocetny soubor kone&nych mnozin. Podle tvrzeni o 4-systémech (II1.1.18) existuje
nespocetna mnozina indexd L < w, takova, ze (V(p,):ae L) je d-soubor s néja-
kym jadrem W. Zvolme aelL. Jelikoz |Dom(p)|<w a L je nespoetné,
existuje fe L, B+ a takové,ze Dom (p,) » V(p,) = W. Odtud plyne, ze p, U p, e P
a p, v p; je prodlouZenim p, i p;. To je spor s disjunktnosti p,, p,. Ovéiili jsme
sat (B) < w,, a proto miZeme pouzit MA, pro algebru B.

Hledame systém C hustych podmnozin algebry B tak, aby |C| < x a aby pro zvo-
leny ultrafiltr G v B, ktery prochazi viemi mnoZinami z C, zobrazeni

o={peP:peG}

bylo charakteristickou funkci hledané mnoziny S = ¢ '[{1}] € X. Do C dame
kazdou mnozinu

H(x,n) = {pe P:|A, n V(p)| = n}

pro aex — [ a piirozené n. Ov&iime, ze H(x n) je hustd. Jeli dano geP
s Dom(q) = J{4,:BeJ} U Y, pak «¢J. Jelikoz mnoziny z A jsou skoro dis-
junktni, je A, — Dom(g) nekone¢né. Vezméme libovolnou mnozinu Y, =
< 4, — Dom(q) o n prvcich, pak prodlouzeni qu (Y, x {1}) je v H(«, n), tedy
H(a, n) je hust4 podmnoZina algebry B. Ultrafiltr G prochazi viemi mnozinami z C.
proto existuje pe G H(oe,n) a p < o. Odtud dostivame [Sn A | > n. Jelikoz
n je libovolné, je prinik S N 4, nekonecny.
Dale dame do C mnoZiny

H(x) = {pe P: 4, < Dom (p)}
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pro kazdé oel. Ovétime, ze H(x) je husta v B. Méme ¢geP s Domlg) =
= {4, BeJ}u Y. Jeli aeJ, pak qeH(x). Pokud ag¢J, je A4, Dom/qg)
kone¢na mnozina a p = qu ((4, — Dom(q)) x {0}) je prodlouzeni g, které lezi
v H(o). Tedy H(«) je husta mnozina a pe H(x) n G zarucuje, Ze primik SN A, < V,
je konecny.

Zbyva zaruéit |S| = |X|. Rozlisime dva pripady.

(i) Mnozina X je spoCetna. Zvolime jeji dobré uspotfadani < podle typu w.
Pro kazdé xe X dame do C mnoZinu

D(x) = {pe P: (3y > x)(ye V(p)); .

MnoZina D(x) je husta v Ba pe D(x) N G zaruCuje, Ze v S le#i n&jaky prvek vetsi
nez x. To znamena, Ze S je nekonecna a |S| = |X|.

(i) Mnozina X je nespoletna, o < A = |X| < x. Rozlozime X = J{X,:¢ < /]
na 4 &asti, kazdou mohutnosti w,. Do C dame jesté viechny mnoZziny

D) = {peP:V(p)n X, + 0}

pro ¢ <. Pro libovolné geP a & <4 je X, nespocetna a X, — Dom(g) ne-
prazdni mnoZina. Zvolime-li xe X, — Dom g ) pak qu {<x, 1>} e D(¢), a tedy
D(£) je husta mnozina v B. Odtud plyne, Ze S ma spole¢né prvky s kazdou mnozi-
nou rozkladu X, tedy |S] = 1 = |X]|.

Systém C hustych mnoZin, sestrojeny v prub€hu dikazu, ma mohutnost nejvyse
x, a tedy jsou splnény viechny pfedpoklady Martinova axiomu pro %, konec dikazu.

3.51 Véta. Z MA_ plyne Suslinova hypotéza.

Diikaz. Podle 111.3.64 je Suslinova hypotéza ekvivalentni s tim, Ze neexistuje Susli-
niv w,-strom. Dokazujeme sporem. Necht (T, <) je Susliniv w,-strom. MiZzeme
pfedpokladat, Zze T nema kratké vyhony a viude se vétvi. Vezméme plnou Booleovu
algebru B urenou uspofadanou mnozinou (T, >). Podle 245 je sat(B) = w,.
Pro kazdé o < w; je H(x) = {J{T;: B > o} hustd podmnozina algebry B. Necht
G je filtr v B prochazejici véemi mnozinami H(a); jeho existenci zarutuje MA,,
Pro kazdé a < w, existuje jediny prvek x,€ T, N G. Je-li o < f§ < w,, pak prvky
X,, Xz jsou kompatibilni, to znamena porovnatelné ve stromu T. Dostavame tak ne-
spocetnou vétev (x,:a < @) ve stromu T, spor.

Od této chvile smétujeme k dikazu véty 3.26 o generickém rozsifeni.

3.52 Booleovské univerzum. Predpokladame, ze M je libovolny tranzitivni model
teorie ZF a z¢ Be M je M-iplnd Booleova algebra. V 3.24 jsme zavedli jména
podmnoZin a podle (13) vime, Ze pro genericky ultrafiltr G v B je mnozina x € M{G]
vyznamem néjakého jména z M, pravé kdyz x = M. Jakmile M + M[G], v roz-
sifeni M[G] musi byt mnoziny, které nejsou podmnozinami vychoziho modelu M,
napfiklad jednoprvkova mnozina {G}, a tyto mnoziny neziskdme pomoci dosud
zavedenych jmen.
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3.53 Generichd roz3sireni modeld v

Booleovské univerzum M'® sestava ze viech funkci feM takovych, ze
Dom(f) = M® a Rng(f) < B. Jeho rekurzivni definice je obdobou konstrukce
kumulativni hierarchie mnoZin. Pro « < On™ definujeme

MP =0,

M®, = {aeM:Dom(a) = M® & Rng(a) < B},
MP = U{MP:B<a}  proalimitni,

M® = J{MP:a < OnM}.

Typem (booleovskym) funkce ae M'® nazyvame ordinalni islo
typg (@) = min {«: Dom (a) € M} .
Je-li be Dom (a), pak typg(b) < typg(a)-

Existuje kanonické vnoteni tiidy M do univerza M®, které je definovano rekurzi
podle kumulativniho typu pfedpisem

¥={ yex}.

Viimnéme Si, Ze univerzum M(B) i zobrazeni & M — M'® jsou tiidy modelu M,
J y
_]leCh rekurzivni definice se relativizaci do M neméni.

3.53 Definice M[G]. Prvky booleovského univerza M® jsou vhodna jména pro
viechny mnoziny libovolného generického rozsiteni modelu M ptes algebru B.

Necht G je ultrafiltr v B, ktery je genericky nad M. Na tiide M® definujeme zobra-
zeni i, rekurzi podle booleovského typu prvkd ae M®:

(22) io(o) =0,
igla) = {iz(b): be Dom (a) & a(b) e G} .
Mnozina ig(a) je interpretaci jména a uréena ultrafiltrem G. Definujeme
M[G] = {is(a):ae M®}.

Pro kazdé¢ xe M[G] existuje néjaké jméno ae M'® takové, ze x = i (a). Zbyvé
ovétit, ze M[G] je vskutku generickym rozsitenim modelu M.

Nasledujici vlastnosti ttidy M[G] dokéaZeme snadno. Z (22) plyne, ze M[G! je
tranzitivni tfida. Pro libovolné xe M mame kanonické jméno xe M'® a indukci
ovéfime, Zze iz(x) = x. Tedy M = M[G]. Plati Ge M[G], protoze BeM a pro
jméno a = {{Gud:ueB} je iga) = {ij(i):ueG} = G. Teidy M a M[G] mayi
stejna ordinalni &isla. Jelikoz M = M[G], je M » On < M[G]n On. Na druhou
stranu pro libovolné ae M® je typ,(a) v&tsi nebo roven kumulativnimu typu
mnoziny ig(a). Odtud plyne opaéna inkluze.

Nechf N je model ZF takovy, 2¢ M = N a GeN. Pro kazdé «eOn* je
MPeM, atedy také MPeN. Indukci dokazeme, ze i; | MP e N, to znamena,
7e pro kazdé ae M® je i (a)e N, neboli M[G] < N. Dokazali jsme 3.26(ii).
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Pro diikaz, 2¢ M[G] je modelem ZF, ptipadné ZFC, potiebujeme jemnéjsi pro-
stfedky.

3.54 Booleovské hodnoty formuli.

Pro libovolnou formuli ¢(x,, ..., x,) teorie mnoZin definujeme v M zobrazeni
lolly, kratce {of, které kazdé n-tici ay,...,a,€ M® ptitazuje prvek |o(a,, ... a,)]
algebry B. Ptitom logickym spojkam -, &, A odpovidaji booleovské operace
komplementu, priseku a spojeni v algebfe B. Booleovsk4 operace odpovidajici
implikaci je operace

u=v=—uVov(p-—yjeekvivalentni s ¢ V ¥)
a kvantifikatorim V, 3 odpovidaji nekonetné operace A\ a \/.
Pro libovolné a, b, a,,...,a,€ M® deﬁnujeme

la=bl=( A (ad= V bla)Ald=clhn

ceDom(a) deDom(b)
AN ORI a(c-)A le=df),
deDom(b\ ceDom(a)
laebl = V' bld)Ald=adl,
deDom(b)
(i) [ elay ... a)l = —W(ap..-,an)ll,

le & ¥)(ar, - a)l = lelay, ...a)| A [¥lay, . q)],
”((p V) ag, - an)" = |olay, .. a)| V la,, - a)l.
1(3x) o(x, ay, .. ,a)“ = {l!‘Pb ay,.a)|:be MPY,
(vx) o(x, a1, ... a)| = Allle(b,ay, ..., a,)|: e MP}.
Je ziejmé, Ze definice Hq)" je rekurzivni podle sloZitosti formule ¢. Nejprve se

definuje zobrazeni
[x=yf: M® x M® - B

fundovanou rekurzi pres relaci R na M® x M®, kde {c,d> R {a,b)>, pravé kdyz
ceDom(a) a de Dom(b). Je zfejmé, Zze R je uzka a fundovana relace, protoze
z ceDom (a) plyne typy(c) < typg(a). Zobrazeni |xey| je definovano ze zobra-
zeni fx = y| explicitne.

3.55 Lemma. Pro kazdé ae M® je |la =al = 1.

Diikaz indukci podle typu:

la=al = A (db)=

beDom(a)

= V ddAalfe=bl)= A (=ab)Viab) A lb=0b])=
ceDom(a) beDom(a)
= A (~ab) Vab)=1.
be Dom(a)
Nyni je ziejmé, e pro a,be M® e bla) < [aeb| a |a= bl = b =al.
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3.58 Generickd rozsireni modelu 1AY

3.56 Ptiklad. Pro kazdé a, b, c, M® plati

la=b] Alb=c|<la=c|,
laeb| Alla=cl<|ceb],
laeblnlb=cl<laed.

Pro danou formuli ¢(x,, ..., x,) jsme zavedli zobrazeni ||¢|:(M®) — B. Zobra-
zeni ||| urduje relaci I+ mezi prvky algebry B a n-ticemi jmen z M® definovanou

predpisem u - olay,...,a,), pravé kdyz u < |lo(a;,...a,)| .

Jestlize u I+ o(a,, ..., a,), tikame, Ze u forsuje (vynucuje) ¢ pro a,, ..., a,.

Viimn&me si, Z¢ booleovské hodnoty formuli i relace forsingu jsou pojmy zave-
dené v M, zatimco ttida M[G] je definovana pomoci generického ultrafiltru, ktery
nemusi byt v M. Nasledujici kliCové tvrzeni ukazuje vzajemny vztah mezi platnosti
formule v M[G] a relaci forsingu v M.

3.58 Véta o forsingu. Necht ultrafiltr G v B je genericky nad M. Potom pro libo-
volnou formuli ¢(x,, ..., x,) plati
(Vay, ..., a,e M) (@™ Yi; (ay), ..., ig(a,)
o |lelay, ... a,) € G).

Jinymi slovy, chceme-li ovétit platnost ¢ v M[G] pro mnoziny X, ..., X, e M[G],
stadi vzit néktera jména a,, ..., a,€ M'® odpovidajici mnozinam X, ..., X,, spotitat
v M hodnotu |¢(a,, ... a,)| a dokazat, e tato hodnota lezi v generickém ultra-
filtru G. '

Drikaz. Misto interpretace i; piSeme pouze i. Jadro duikazu je v atomickych formu-
lich. Fundovanou indukci pro a, be M® dokazujeme

(i) i(a)=i(b)e>|a=b]eG.

Sl ovetit ) i) s ( A (ald)= V bld) A e =d])eG.

ce Dom(a) deDom(b)

Nasledujici vztahy jsou ekvivalentni:

( A (o= V bd) Alc=4d})eq,

ceDom(a) de Dom(b)

(¥ e Dom (a)) ((alc) = dED\({n(b)b(d) Alle = dl)e6),
(Ve e Dom (a))(a(c)e G — (aeo\c{n(mb(d) Ale=d|)eq),

(Ve e Dom (a)) (alc) € G — (3d € Dom (b)) (b(d) A ||c = d| € G),
(V¢ € Dom (a)) (a(c) € G — (3d € Dom (b)) (b(d) € G & i(c) = {d)),
(Vc e Dom (a)) (alc) € G — i(c) € {i(d): b(d) € G}),

(Vc e Dom (a)) (i(c) € i{a) — i(c) € i(b)) ,

i{a) < i(b).
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(ii) u)ei(b), prave kdyz |aeb| eG, plyne z nasledujicich ekvivalentnich vy-
jadreni:
laeb| = \/ bd)Alld=aleq,

deDom(b)
(3d e Dom (b)) (b(d)e G & |d = a| € G,
(3d € Dom (b)) (i(d) < () & i(d) = i(a) .
i(a) € i(b).
(iii) [De]eGe [ ¢Ge (V) = (1) Pro dalsi logické spojky
je dikaz podobny.
(iv) Necht Y(y,,...y,) = 3xelx, yy, ... y,) Pak

“'v(’alv- 5y, H = |

Ix (,0 X, a,,..., |
praveé kdyz

(3be MP)(llo(b, ay, ....a)| € G).
Podle indukéniho predpokladu mame

(3be M®) (o™Xi(b). i(ay), ..., ia,)
a to je ekvivalentni s

Ixe M[G)) (™ Yx, i(a,), ..., i(a,)),

coz je yMYi(a,), ..., i{a n). Pro velky kvantifikator je diikaz obdobny.
3.59 Dokonéeni diakazu véty 3.26 o generickém rozsiteni. Vime z 3.53, ze
N = M[G] je tranzitivni tfida a M < M[G]. Odtud jiz plyne, e v M[G] plati
axiomy extenzionality, fundovanosti a nekone¢na. Pomoci véty o forsingu ovétime
3.26(i) a dokazeme, ze v M[G] plati axiom potence, sumy a schéma axioma nahra-
zeni. Opét misto i; piSeme pouze i.

Zvolme mnozinu X e M[G] a necht ae M® je jeji jméno, to znamena, Ze
X = i(a). Nejprve ukazeme, Ze libovolné Y < X, Ye M[G] ma jméno special-
niho typu. Necht b je néjaké jméno pro Y = X. Definujme jméno b’ ptedpisem
(22) Dom (b') = Dom (a) & b'(c) = alc) A [ceb].

Tedy pro kazdé cje b'(c) < alc). Jelikoz Y < X a i(b') = {i(c): (alc) A llceb|)e G},
pomoci véty o forsingu dostavame

i(b') = {ilc):alc)e G &ilc)eilb)} = X n Y = Y.
Tedy b’ je také jméno pro Y.

K ovéreni 3.26(i) vyuZijeme identity (13). Nech{ ¢ = xeM a geN = M[G].
Uvazujme kanonické jméno a = X pro x. Podle (22) existuje jméno b’ pro g takové,

ze Dom(b') = {§: ye x}. Definujeme-li f(y) = ||yeb|| pro kazdé yex, dosta-
neme funkci f:x - B, fe€ M, pro kterou plati

386



3.59 Genericka rozSiveni modelil v

yee = b(j)eG e fy)eG.

Tedy ¢ = f~'"G, ¢e Ob(G, M). Stejnym postupem nalezneme jméno b'e M'®
pro ¢ < x, zname-li f:x— B, feM, pro které¢ ¢ = f~'"G. Plati tedy 3.26(i).
Axiom potence. Bud ae M® jméno mnoziny X € M[G]. Podle 3.9(b) potiebujeme
dokazat, ze 2(X)~ M[G]e M[G]. Vezméme mnoZinu jmen

w = {be M®: Dom (b) = Dom (a) &_(Yce Dom (a)) (b(c) < alc))} .

Pak s =w x {l;}e M® je jméno mnoZiny Z(X)n M[G], nebot pro kazdé
bew je i(b) < X a ptitom kazdé Y < X, Ye M[G]| ma podle (22) n&jaké jméno
ve w. Tedy i(s) = 2(X) n M[G].

Axiom sumy se ovéfuje podobneé.
Axiomy nahrazeni. Ptipomenime, 7¢ axiom nahrazeni pro formuli (u, v) Fika: Je-li
tiida F = {<u,v): Y(u, v)} zobrazenim, pak pro kazdou mnoZzinu X je obraz £"X
také mnozZinou.

Ov&fujeme, Ze axiom nahrazeni pro ¢ plati v M[G]. Predpokladame, ze ¢
definuje zobrazeni, to znamena, ze

F = {{xp>ix, ye MO &M x, y)}
je zobrazenim. Odtud a véty o forsingu pro libovolné b, ¢, ¢’ € M® mame

(lp(b. o) € G & [Y(b. ) € G) -
o (YD) ife)) & ¢ MNi(b), i) - i(c) = i(c)) -

Necht X € M[G] ma jméno a. Hledame jméno d pro F"X. Pro kazdé¢ be Dom (a)
existuje pouze mnoZina jmen J, takova, ze

(23) Vb, ol : ce M®} = V{llilb, o)l ce J,}

protoze BeM a miZeme vzit jména ¢ minimalnich typd. Definujeme de M®
piedpisem

Dom (d) = J{J,:beDom(a)} 2 dlc) = V{[w(b,c)ii A alb): be Dom (a)} .

Ovétujeme, Ze d je jméno pro F”X. Je-li z €i(d), pak z = i(c) pro n&jaké c takove,
e d(c)e G. Z genericnosti G existuje be Dom (a), pro které [y(b, )| €G i a(b)e G,
tedy pro x = i(b)e X je z = F(x). Naopak, je-li z = F(x) pro n&jaké xe X,
vezméme jméno b e Dom (4) pro x a n&jaké jméno ¢ pro z. Pritom |[y(b, ¢')| € G
a alb)eG. Z (23) plyne, ze existuje ceJ, < Dom(d), pro které [y(b,c)|eG,
a proto d(c)e G. Jelikoz ic) = z, je také i(c) = z, proto z e i(d).

Diikaz hlavni ¢asti véty 3.26 je skonden, Zbyva ukazat, ze v M[G] plati axiom
vybéru, pokud M je modelem ZFC. Je-li X eM[G] se jménem a, pak pro
S = Dom(a) je i;|SeM[G], protoze podle 3.53 pro kazdée aeM N On je
ig| M{® e M[G]. VM plati AC, proto existuje prosté zobrazeni h: S — On™, he M.
Definujme zobrazeni g z X do On ptedpisem
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g(z) = min{h(b) : b€ S&ig(b) = z}.

Jelikoz g € M[G], g zaru€uje dobré usporddani mnoziny X v M[G]. Véta o for-
singu je dokdzana.

V této kapitole jsme se sezndmili s metodou forsingu a jeji pouZiti jsme ilus-
trovali na pomérné jednoduchych Booleovych algebrach, respektive ¢dste¢nych
uspofdddnich. VySetfovdni komplikovanéjsich ¢dstecnych uspofddani jiz vychdzi
za ramec standardni ucebnice. Nekteré piiklady tohoto druhu jsme proto zatadili

do dodatkd.
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Dodatek 1. Nekonec¢na kombinatorika modulo Fréchetiv ideal

V tomto dodatku se sezndmime s kombinatorickymi vlastnostmi faktorizace
potenéni algebry mnoZin P(sc) pfes idedl [3]<* sestdvajici z mnoZin, které maji
mohutnost mensi neZ . V dalSim vykladu 3¢ zna¢i nekone¢né kardindlnf Cislo,
cf(s¢) jeho kofinalitu.

Faktorovd algebra P(3¢)/[]<*, kterou budeme znaéit kratéeji P, (3¢), je pii-
rozenym derivitem algebry P(sc) a reflektuje nékteré vlastnosti mnozin mohut-
nosti ». Algebra P, (5c) md zajimavé strukturdlni vlastnosti, které maji vztah
k maximélnim skoro disjunktnim systémuim, k vlastnostem uniformnich ultrafiltri
a prekvapive jeji ziplnéni cm(P,.(3)) je za predpokladu 2* = % izomorfni
s dobfe zndmou kolapsovou algebrou C(w, 27) (IV.2.25 (e)), je-li cf(x) > w a je
izomorfni s C(wy, 2% wy) (IV.2.25 (f)), je-li cf(s¢) = w. Jddrem dikaz( téchto
tvrzeni je existence tak zvanych bazovych stromt. K tomu Géelu zavedeme pojem
vysky Booleovy algebry a uréime jejich velikosti pro algebry P, () v piipadé
nespocetného . V pfipadé sc = w nelze vysku algebry P (w) = P(w)/fin jed-
noznacné urit pouze v teorii ZFC. Sezndmime se také s dalsi kardindlni charak-
teristikou b, kterd se tykd systémd funkci z * >, a se selektivnimi ultrafiltry na w.
UkéZeme, Ze algebra P, (w) je kanonickou algebrou pro generické priddn{ selek-
tivniho ultrafiltru. Sezndmime se také s bohatou a zajimavou strukturou uzavienych
neomezenych mnoZin na singularnich kardindlnich ¢islech.

1.1 Znaceni. Prvky algebry P, (s¢) jsou uréeny podmnozinami kardindlniho &isla
s. Pro X C 3 bude [X] znadit tfidu ekvivalence obsahujici mnoZinu X. Tedy
Y € [X],pravekdyzY C sca (X —Y)U (Y — X)| < 3. Algebra P,, () sestdvi
pravé ze viech takovych trid.

Pro X,Y C s piSeme X C* Y, jestlize | X — Y| < 5. Tedy X C* Y, privé
kdyZz [X] < [Y] v kanonickém uspofdddni algebry P,. (). Misto X C* YV & X #7
Y piSeme X C* Y.

Uvédomme si, ze S C []* je skoro disjunktni systém mnoZin na > (II1.1.12),
jestlize {[X] : X € S} je mnoZina disjunktnich prvkd v algebie P,. () (IV.2.2).
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Dodatek 1 11

Maximdlni skoro disjunktni systémy mnoZin na > odpovidaji rozkladim jednotky
v P ().

Poten&n{ algebra P(3¢) je Uplnd atomdrni algebra mohutnosti 2*, tedy neho-
mogenni (I1V.2.40).

1.2 Lemma. Algebra P,. (<) (i) nemd atomy, (ii) je homogennd, (iii) neni dplnd,
(iv) md mohutnost 2.

Dikaz. (i) Algebra nemd atomy, protoze libovolnou mnozinu X € [5]” lze rozlozit
na dvé disjunktni asti Xo U X, = A takové, Ze obé maji mohutnost 5. JelikoZ
[Xo], [X1] jsou nenulové a [Xo] A [X1] = 0, prvek [X ] nemiZe byt atomem.

(i) Je-li [X] # 0, pak |X| = 2, a proto existuje vzdjemné jednozna¢né zo-
brazen{ f mnoZiny X na s. Zobrazeni f zachovadva mohutnosti i operace priniku
a rozdilu dvou mnoZin a tedy uruje izomorfismus faktoru P, (sc)|[X] na P..(5).

(iii) Vezméme néjaky systém {X, : a < s} C [5]* disjunktnich mnoZin.
UkdZzeme, Ze soubor {[Xa] : @ < >} nemd supremum v algebfe P, (»r). Necht
[Y] je horni mezi tohoto souboru. Potom X, C* Y pro kazdé a < s, a tedy
{X,NY : a < sx}jedisjunktnisystém mnozin, kazdd mohutnosti »«. BudizZ C Y
selektorem pro tento systémapolozme W = Y —Z. JelikoZ |W| = |Y| = |Z]| = »
a Xo C° W, je [W] také homni mezi systému {[X,] : a < x}. Ale [W] < [Y],
protoZe 0 # [Z] < [Y] a [W] A [Z] = 0. Tim jsme ukdzali, Ze nemuZze existovat
nejmensi horni mez zvoleného souboru.

(iv) Pro odhad |P,.(3¢)| > 2* sta¢i nalézt prosté zobrazeni ¢ : P(sx) —
P,.(5¢). Zvolme disjunktn{ systém {X, : @ < s} C [5]* a pro libovolné ¥ C s«
polozme ¢(Y) = [U{Xa : @ < 5}], ¢ je hledané zobrazeni. Opa¢nd nerovnost
|P..(3)] < 2% je zfejma.

1.3 Nedistributivnost algeber P..(5<). K tomuto tématu je dobré pfipomenout si
pojmy ze IV. kapitoly, které se tykaji hustych a A-uzavienych mnozin v Booleovych
algebrdch (2.10, 2.33, 2.34), (A, oo)-distributivnosti (2.31, 2.35) a (A. i, v)-nedis-
tributivnosti algeber (2.38, 2.39).

Dohodnéme se, Ze u tifparametrové distributivnosti (A, -. v) te¢ka znamend, ze
druhy parametr, velikost rozklad{, neni nijak omezen. Tedy (. co)-distributivnost
a (A, -, 2) distributivnost je totéz.

1.4 Definice. Vyska algebry. Necht Booleova algebra B nema atomy. VySkou
algebry B nazyvdme kardindlni ¢islo

h(B) = min{A : B nenf (A.-.2) — distributivni}.

Vysku algebry P,.(3c) znatime b,.. Misto b, piSeme ) bez indexu.

1.5 Piedpoklddejme, Ze B nemd atomy. Z definice charakteristiky h(B) plyne,
ze jakykoliv systém rozkladi jednotky mohutnosti mensi nez h(B) md spolecné
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zjemnéni. Odtud je zfejmé, Ze vyska je nekoneéné kardindlni ¢islo a je reguldrmni.
Kritérium distributivnosti, véta 1V.2.34, iikd, Ze z existence husté A-uzaviené
mnozZiny v B plyne A < h(B). Jelikoz B nemd atomy, je h(B) < |B)|.

Je snadné nahlédnout, Ze §(B) je nejmensi mohutnost systému hustych dolnich
podmnozin algebry B, jehoZ priinik neni hustd mnoZina v B.

Jaky je vztah mezi vy$kou algebry B a vyskou jejiho ziplnéni cm(B) (1V.2.18)?
Hustd mnoZina v B je také hustou mnoZinou v cm(B). Na druhou stranu, je-li
H C cm(B) hustd dolni mnozina v cm(B), je mnozina H M B hustd dolni v B.
Tedy vyska algebry se neméni prechodem k jejimu ziplnéni. Jinymi slovy, vyska
algebry je urend libovolnou jeji hustou ¢dsti.

1.6 Soustredime se na algebry P, (5¢). V disledku jejich homogenity je ), nejmensi
kardindl takovy, Ze P,. () je vSude (f... -, 2)-nedistributivni. Nadim cilem je urcit
hodnotu ¢isla fy,., pokud je to moZné, a nalézt co nejvétdi hodnotu tfetiho parametru.
pro kterou je3té plati (h,., -, v)-nedistributivnost algebry P, (sc).

Dolni odhad b, ziskdme z kritéria distributivnosti.

1.7 Lemma. Algebra P,.(>) md hustou wi-uzavienou podmnozinu, prdve kdyz
cf(s) = w.

Dikaz. Necht cf(3c) = w. Ové&fime, Ze P,.(3) — {0} je w;-uzaviend. K tomu
stali ukdzat, Ze libovolnd klesajic{ posloupnost nenulovych prvki {[X,] : n € v}
md nenulovou dolni mez. MuiZeme predpoklddat, Ze mnoZiny X, jsou klesajici
v inkluzi.

Zvolme rostouci posloupnost kardindlnich &isel s, takovou, Ze sup s¢, = .
Pro s = w, 70, = n. Vybirdme posloupnost {y, : n € w} vzdjemné disjunktnich
mnoZin tak, Ze yn € Xy a|yn| = . PromnoZinu Y = | J{yn : n € w} plau
Y| =3aY C* X, pro kazdé n. Tedy [Y] je hledand dolni mez.

Opacnd implikace je disledkem véty 1.8 (ii).

Z ptredchoziho lemmatu plyne, Ze v pfipadé s« se spo¢etnou kofinalitou plati
W' S h'ff S 2/

Pozdéji dokdzeme, Ze pro nespocetné ¢, ¢islo j,. nabyvd pouze hodnotu . nebo

1.

1.8 Véta. Pro nespocetné kardindalni ¢islo » plari
(1) .. = wy, pravé kdyZ cf(>) = w
(i) b, = w, pravé kdy? cf(>c) > w.

Dikaz je v 1.26.

Zbyva diskuse toho nejzajimavéjsiho piipadu »» = w. Jaké je h? Jakd je
3ite nedistributivnosti algebry P, (w)? Hodnota b zdvisi na dalSich pfidanych
axiomech, ale $itka je maximdlni moznd, a to 2¢.
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1.9 Véta o bazovém stromu (Balcar, Pelant, Simon 1980). Existuje mnoZina
T C Po(w) — {0} takovd, Ze
() T je hustd v P, (w),
(ii) (T, >) je strom vysky b, kde < je kanonické usporaddni algebrv P_ (w),
(ii1) kazdé u € T md 2% bezprostiednich ndslednikii.

Dikaz. Nejprve piedpoklddejme, Ze mdme strom T uvedenych vlastnosti. Oveéfi-
me, Ze kazdd jeho hladina Ty, pro o < b, je rozklad jednotky. Nechf u. v € T, jsou
rizné. Kdyby u, v nebyly disjunktni, podle (i) existuje w € T, w < u A v. Odtud
plyne, jelikoZz T je strom, Ze w a v jsou srovnatelné, a protoZe u # v, musely by leZet
v riznych hladindch. Ovéfili jsme, Ze T, je disjunktni mnoZina. Pfedpoklddejme,
ze \/ Ty # 1. Potom existuje v € T', které je disjunktni se viemi u € T,,. Nutné
v € Tp pro n&jaké § < a. Potom ({w : w < v, w € U, ., T4}, 2>) je husty
strom v P, (w)|v vySky mensi nez b. JelikoZ h(P,,(w)|v) = b, mdme spor. Tedy
T, jsou rozklady jednotky a pro § < « rozklad T, zjemiiuje T. Proto hledany
strom konstruujeme pomoci zjemnujiciho se systému rozkladu.

Vime, Ze P, (w) je viude (h. -. 2)-nedistributivni. Jinymi slovy, existuje systém
rozkladi {P, : « < h} takovy, Ze kazdé nenulové u € P,,(w) protind alespon dva
prvky néjakéhorozkladu P, . MiiZeme navic pfedpoklddat, Ze prokazdé § < a < b
P, zjemiiuje Pg. Oveéfime, Ze kazdé nenulové u € P, (w) md neprazdny prisek
dokonce s 2¢ prvky né&jakého rozkladu P,. To znamend, Ze systém {P, : o < b}
zaruluje, Ze algebra P, (w) je vSude (b, -, 2%)-nedistributivni. Necht up = u je
nenulovy prvek. Vezméme oy < b takové, Ze existuji rizné prvky vg, vy € Pa,
s nenulovymi priiseky ugg = ug A vg @ up1 = up A v;. Obecné, mdme-li pro
dané n sestrojen disjunktni systém {uy : f € ™{0,1}} nenulovych prvkd, potom
k danému «,, < b existuje a, 4+ > «, takové, Ze kazdé uy je kompatibilni
alespoii se dvéma prvky vy~gavy~y z P, . Stai poloZitus~, =u; A vy~ a
dostaneme disjunktn{ systém {u, : g € *"1{0,1}}. Timto zplsobem sestrojime
rostouci posloupnost {a,, : n < w} ordindlnich ¢isel mensich nez b a systém prvkd
{us « f € <2{0.1}} takovy, Ze pro kazdé ¢ : w — {0.1} je {u_}, 1 n < w}
klesajici posloupnost nenulovych prvki. Podle 1.7 k danému ¢ existuje u. takové,
Ze pro kazdé n je

0#u, < Upin < U

Vyuzivdme toho, Ze rozklady {P, : a < h} se zjemiuji, a Ze h je nespocetné
reguldrni ¢islo. Tedy 3 = sup{a, : n < w} < b a proriznd o.v € “{0.1}
jsou prvky u,, a u,, disjunktni a kompatibilni s riznymi prvky z Ps. Odtud plyne,
ze mnozina {v € Pg :uAv # 0} D{ve Py :vAu, #0; ¢ € “{0,1}}
md plnou mohutnost 2. Dokdzali jsme, Ze {P, : a < h} zabezpeCuje viude
(b, -, 2¢)-nedistributivnost.
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PoloZzme pro o < b
Ro={ueP,(w):[{veE Py vAu#0} =27}

Z piedchozich odstavcd vime, Ze |J, ., Ro = Po(w) — {0}. Plati [R,| <
|P.,(w)| < 2¢. Indukci miZeme ziskat prosté zobrazeni ¢y : R, — P, takové,
ze Y(u) Au # 0 prokazdé u € R,. Potom {¢p(u) Au:u€ Rob U {u— u):
u € Roy&u—y(u) # 0} U (P, — Rng(v)) je rozklad zjemnujici P,, ktery
oznac¢ime R(P,). Tedy pro kaZzdé o miZzeme P, zjemnit na rozklad R(F,) tak, Ze
pro kazdé u € R, existuje v € R(P,), pro které v < w. Ddle vime, Ze pro kazdé
nenulové u existuje S(u) disjunktni rozklad prvku w mohutnosti 2¢. Nyn{ stac{
indukei konstruovat zjemilujici se systém rozkladd {T,, : a < b} tak, Ze pro kazdé
@ je To1 rozklad zjemiujici (U, e S(u) a R(Pa). Mnozina T = {J,_, T\ je
hledany strom a T, je jeho «-td hladina.

a<h

Nasledujici mnoZinovd formulace je ekvivalentni vét€ o bdzovém stromu.

1.10 Véta o bazovém systému mnoZin. Existuje systém W C [w]* takovy, Ze

(i) pro kaZdé nekoneiné X C w existuje A € W, pro které A C X,

(ii) je-li A, B € W, potom bud |AN B| < w, nebo A C *B, nebo B C " A,

(iii) prokazdé Ac Wje|{BeW :AC*B}| <h

(iv) Pro kaidé A € W alibovolny systém S = {B € W . B C* A} mohumosti
< 2¥ existuje C € W takové, e C C* A a C je skoro disjunkini se viemi
mnoZinami B € S.

Diikaz. Vezméme né&jaky bazovy strom T v algebfe P, (w) spliiujici podminky
véty 1.9. Razné prvky z T jsou riizné tridy ekvivalence sestdvajici z nékterych
nekone¢nych podmnoZin w. Necht W’ je selektor ze systému {u : v € T}.
W' spliiuje (ii), protoze T je strom. Podminka (iii) plyne z toho, Ze vyska T je
h. Z hustoty mnoziny 7" dostdvdme v (i) pouze C* misto C. Zmensime-li kazdou
mnozinu z W’ o kone¢nou &dst, zachovdme vlastnosti (i) a (ii). Prokazdé X € [.o]*
existuje 2* mnoZin A € W' takovych, ze A C* X, proto miiZeme rekurz{ sestrojit
prosté zobrazeni ¢ : [w]* — W’ takové, ze o(X) C* X. Nyni stadi polozit
W ={e(X)NnX : X € [w]¥}. Pro W plati také podminka (i).

Vlastnost (iv) je bezprostiednim disledkem toho, Ze kazdy vrchol bdzového
stromu md 2“ bezprostiednich ndslednika.

Co miZeme vice fici o Cisle h?
1.11 Véta.

()b < cf(27),
(i) h < b.

Dikaz je v 1.15. Nejprve se sezndmime s dal$im kardindlnim invariantem b.
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1.12 Definice. Kardinalni charakteristika b... Na mnoziné * ¢ vSech zobrazen{
z > do » uvaZujeme relaci <* skoro dominance

f<rg=Hae = fla) > gla)}] < s
Charakteristika
b,, = min{|F|: F' C *sca F nemd vzhledem k relaci <™ horni mez}.

Opét misto b,, piSeme prosté b.
Diagondlnim argumentem snadno ovéfime, Ze pro kazdé » je b,, > cf(s) a
z definice plyne, Ze b,, je reguldmi kardindl. Tedy b > w; podobné jako b.

1.13 Realizace b,.. Proreguldrni >» miZeme b, realizovat transfinitni posloupnosti
{fa : & < b,.} rostoucich funkei tak, Ze pro a < 8 < b, je fo <* f5. K tomu
sta¢f vzit néjaky neomezeny systém F' C *3c mohutnosti b,,, oéislovat jeho prvky
{ga : @ < b, } a indukci vybirat z * ¢ rostouci funkce f,, tak, Ze fo je identita na
» a fq je horni mez systému funkei So = {fg : B < a} U{gg : 5 < a}. Jelikoz
Sa| < b, systém S, md horni mez, feknéme h. Jelikoz >« je reguldmi, existuje
rostouci funkce f > h, tedy je z ¢eho vybirat. Ziskany systém {f, : a < b,.} je
neomezeny, protoze F je neomezeny a g, <* f, pro kazdé o < b,..

1.14 Priklady pouziti charakteristik b a §).

(i) Rozklady mnoziny prirozenych cisel na intervaly. Libovolnd rostouci
funkce f : w — w's f(0) = 0 ur¢uje rozklad Ry = {r,, : n € w} prirozenych
¢isel na polouzaviené intervaly r,, = [f(n), f(n + 1)). Mdme tak vzdjemng
jednoznaény vztah mezi rostoucimi funkcemi a rozklady na intervaly.

Rikdme, Ze X C w je velkd mnoZina viiéi rozkladu Ry, jestlize lim sup | X N
rn| = w. MnoZina Y, kterd vybird po jednom prvku z kazdé mnoziny r,, je
pitklad nekone¢né mnoZiny, kterd neni velkd vic¢i Ry. MnoZindm, které nejsou
velké, budeme fikat malé.

Nejmensi pocet rozkladii na intervaly takovych, Ze libovolnd nekoneéna X C
Jje velkd alesport vii¢i jednomu z nich, je roven charakteristice b.

Dukaz. Necht {f, : @ < b} jerostouci systém rostoucich funkei. ktery realizuje b.
MiZeme pfedpoklddat, Ze f,(0) = O pro kazdé o. Mame tak rozklady na intervaly
R, pro a < b. Necht X € [w]* je libovolnd, X = {z(0) < r(1) < ... <
T,(n) < ...} adefinujme g(n) = x(n? + 1). Jelikoz funkce ¢ neni horni mezi
systému {f, : @ < b}, existuje ag < b takovd, Ze neplati f,, <* g. UkdZeme.
ze X je velkd vaci kazdému rozkladu R, pro @ > «g. Nechi a > ay. Pak
fao < fa» a proto také fo, £* g. Tedy pro libovolné k € w existuje m > k
takové, Ze fo(m) > g(m) = z(m? + 1).
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To znamend, ze | X N [0. fo(m))| > m>. atedy pro néjaké n < m je
(X N [faln) faln + 1)) 2 m = k.

JelikoZ k bylo libovolné, dokdzali jsme, ze X je velké vaci R,.

Naopak, méjme v < b rozkladd na intervaly, R, pro a < v. Jim odpovidaji
rostouci funkce f, a systém {f, : @ < v} md n&jakou horni mez g. MilZeme
piedpoklddat, Ze g je také rostouci. Definujme h € “w rekurzi: h(0) = g(0) + 1 a
h(n+1) = g(h(n)+1). Mnozina X = {h(n) : n € w} je nekonecnd, protoze h je
rostouci funkce. Zbyva ukdzat, Ze X neni velkd vli¢i Zddnému rozkladu R, a < v.
Jelikoz f, <* g, existuje k € w takové, Ze f,(n) < g(n) pro viechnan > . Pro
tato n je | X N [fa(n), fa(n+1))| < L.nebot je-li h(p) € [fo(n), fa(n+1)], pak
h(p+1)=g(h(p) +1) 2 g(fa(n) +1) Z g(n + 1) > fa(n +1). Tedy X neni
velkd vici R,.

(i1) Nekone¢ny MAD systém na w ma mohutnost > b. Nech( A je nekoneCny
skoro disjunktni systém. Vezméme spocetné mnoho mnoZin {X, : n € w}
z A. Konelnymi modifikacemi mnoZzin X € A, to znamend pfidinim nebo
ubrdnim kone¢né mnoziny, neporu$ime skoro disjunktnost systému. Mlzeme proto
pfedpoklidat, 7e {X,, : n € w} je rozklad mnoZiny w na nekone¢né &dsti. Kazdd
mnozina X, je pfirozené o¢islovand

Xn ={Zno < Tn1 < ZTpa < ...}
ProY € A — {X, : n € w}zvolme funkci fy € “w tak, Ze
fy(n) = min{m Y O X, C {2nor - Zum

Je-li |A| < b, pak systém funkci fy md néjakou horni mez g viaci <*. MnoZina
Z = {&n g(n)+1- 1 € w} je nekonecnd, skoro disjunkni se viemi mnozinami z .
Tedy A nemizZe byt MAD systém.

(iii) Skoro disjunktni zjemnéni. Mégjme S C [w]*” systém nekonecnych
podmnoZin w. Zobrazeni ¢ : S — [w]* nazyvdme skoro disjunktnim zjem-
nénim systému S, jestlize o(X) C X pro kazdé X € Sa {p(X) : X € 5}
je skoro disjunktni systém na w. Zdaleka ne kazdy systém md skoro disjunktn{
zjemnéni, naptiklad S = [w]*.

Dokédzeme ndsledujici dvé tvrzeni o existenci skoro disjunktnich zjemnéni.

(a) Kazdy systém S C |w]* mohutnosti mensi neZ 2 md skoro disjunkmi
zjemnént.

(b) Je-li {r, : n € w} rozklad mnoZiny w takovy, Ze limsup |r,| = w, potom
systém S = {X € [w]¥ : limsup |X N r,| = w} velkych mnoZin viici rozkladu
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md skoro disjunkmni zjemnéni p sestdvajici z parcidlnich selektori, to znamend
le(X) Nrp| < 1prokaidé nakaZdé X € S.

Spole¢nym jadrem diikazu je ndsledujici fakt vyplyvajici z existence bdzového
systému z véty 1.10.

Necht (X, : @ < v) je soubor nekonenych mnoZin X, C w. délky v < 2v.
Pripoustime i opakovéni. Potom existuje soubor (A, : a < v) C [w]¥ takovy, Ze
Ao CF X, prokazdé a < vaje-li @ < 3, pak A je bud skoro disjunkini s A,.
nebo Ag C* A,.

Dukaz. Pracujeme s n&jakym bdzovym systémem W z 1.10. Mnoziny A,
vybirdme transfinitni rekurzi z W. Pro X, nejprve vybereme C, C X, C, € W
Uvazujme systém D, = {4, : v < a& A, C* C,}, ktery sestdvd z nékterych
jiz vybranych mnoZin A, pro v < a. Nutné |D,| < 2¢, a proto podle 1.10 (iv)
muZeme vybrat A, € W takové, Zze A, C* C, a je skoro disjunktni se viemi
mnozinami z D,. MnoZiny A, maji pozadovanou vlastnost.

Dokazujeme (a). OcCislujeme S = {X, : @ < v}. Podle uvedeného faktu
mame systém {A, : a < v}, A, C* X, ktery nemusi byt jesté skoro disjunkeni.
Vyuzijeme toho, Ze v < 2¥. Pro a < v uvaZzujme systém D, = {Ag : Az C*
Ay}, Jelikoz |Do| < v < 2¢ podle 1.10 (iv) existuje B, C* A, Ba skoro
disjunktni se véemi mnoZinami z D,,. Polozime-li p(X,) = X, N B,, dostdvdme
hledané skoro disjunktn{ zjemnéni.

(b) Ocislujeme systém S = {M, : o < 2*} velkych mnoZin a pro kazdé
a < 2¥ vybereme nekonetné X, C wtak, Zelim,cx, |M,Nr,| = w. Ziskivime
soubor (X, : a < 2¥), ke kterému podle vyse uvedeného faktu mdme soubor
(A, © a < 2¥). Nyni transfinitni rekurzi vybirdme skoro disjunktn{ zjemnéni ¢
proS. (My) bude néjaky selektorz { MoNr,, : n € Ag}. Mdme vybrany selektory
w(Mg) pro 8 < a. Nakroku a uvazujme mnoZinu M) = M, N J{r, :n € 4.}.
Pro 8 < ajebud Agskorodisjunktnis A,, a proto p(Mg) je skorodisjunktni's AL/,
nebo Az* D A,. Aletéch 3 < « s druhou vlastnosti je méné nez by, podle 1.10
(iil). Jelikoz B < b, nekonecné prvky systému {(Ag) 3 < af U {M, N1y,
n € w} netvoff maximdln{ skoro disjunkini pokryti mnoZiny M,, a proto lze
vybrat nekonec¢ny parcidlni selektor ¢(\V) z {M, N1y € An ), Ktery je skoro
disjunktni se viemi difve vybranymi mnozinami 2(A4 ;). 3 < «. Tim je konstrukee
disjunktniho zjemnéni skonéena.

Otizka. Nutnou podminkou pro to, aby systém S C [w]“ mél skoro disjunktni
zjemnéni, je existence AD systému D na w takového, Ze kazdé X € S md
nekoneny prinik s nekone¢né mnoha mnoZinami z D. Je-li tato podminka téz
postacujici podminkou v ZFC, je dosud otevienym problémem. Vice o této prob-
lematice je mozno nalézt v prici (Balcar, Simon 1989).
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(iv) Soucin sekvencialné kompaktnich prostora. Piipomerime, Ze topologicky
prostor se nazyva sekvencidlné kompaktni, jestliZe z kazdé posloupnosti jeho bodu
lze vybrat konvergentni podposloupnost. Zndma Tichonovova véta iikd, Ze soucin
libovolného poétu kompaktnich prostord je kompaktni prostor. Pro sekvencidlni
kompaktnost analogické tvrzenf neplati.

D4 se dokdzat (P. Simon 1993), Ze kardindlni Cislo b je nejvetsi kardindl 7
takovy, Ze topologicky soudin méné nez 7 sekvencidlné kompaktnich prostori je
sekvencidlné kompaktni.

(v) Aditivita idedli Fidkych mnoZin. Ridké mnoziny v kazdém topologickém
prostoru tvofi idedl. Tento idedl neni obecné o-aditivni, pfikladem je redInd piimka.
Prostor U (w) uniformnich ultrafiltri na w jako Stonelv prostor algebry P, (w) nebo
prostor [w]* s Ellentuckovou topologii (III. 4.39) jsou priklady prostora, ve kterych
idedl fidkych mnoZin ma aditivitu pravé h. To znamend, Ze f) je nejvetsi kardindl
takovy, Ze sjednoceni méné nez ) fidkych mnoZin je opét fidkd mnozina. Detaily
je mozné nalézt v ¢lanku (Balcar, Simon 1989).

1.15 Dakaz véty 1.11. h < cf(2¢). Predpoklddejme, Ze 2 je singuldrni kardinal
a A = cf(2¥) < 2¢. Zvolme rostouci posloupnost (v, : « < A) kardindInich &isel
se sup vy = 2¢ arozlozme [w]¥ = U{S, : a < A} tak, Ze |Sa| < v,. Podle
1.14 (iv) pro kazdé S, existuje disjunktni zjemnéni ¢,. Rng(p,) je AD systém,
dopliime jej na MAD a ozna¢me ho P,. Kdyby A < b, pak systém {P, : o < A}
ma spole¢né zjemnéni. UkdZeme, Ze to neni mozné. Necht Y je néjakd mnoZina ze
spole¢ného zjemnéni. Vyberme nekoneénou ¢ast Z C Y takovou, Ze |Y — 7| = «.
Pro néjaké 8 < X je Z € Sp. Tedy ps(Z) € Pg. ProtoZze Y je ze spolegného
zjemnéni a pg(Z) C Y, dostdvdme spor s tim, Ze

Y C ps(Z)CZCTY a Y —pa(Z)] = w.

h < b. Vezméme systém rozkladu {R, : o < b} na intervaly takovy, ze
kazdd nekone¢nd X C w je vici nékterému z nich velkd (1.14 (1)). Ke kazdému
R, = {rn : n € w} zvolme MAD systém P, na w sestdvajici z parcidlnich
selektort, to znamend, Ze pro X € P, plati |[X Nr,| < 1 pro kazdé n. Ziskali
jsme tak b maximdlnich skoro disjunktnich systémi. Zvolme libovolné X & [~
a a < btakové, Ze mnozina X je velkd vi¢i R,. Pak X protind alespoii dva prvky
systému P, v nekone¢né mnoZinég, tudiz P, (w) neni (b. -. 2)-distributivni,

1.16 Kofinalni vétve v bazovych stromech. Kromé velikosti ¢isla f se mizeme
setkat s otdzkou tykajici se existence kofindlnich vétvi v bizovych stromech. Teo-
reticky mohou nastat tfi ptipady:

(a) Existuje bazovy strom bez kofindlnich vétvi.

(b) Kazdy bazovy strom md kofindlni vétev.

(c) Existuje bazovy strom jehoZ v3echny vétve jsou kofindlni.
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Z lemmatu 1.7, plyne, Ze pokud § = w,, potom nastdvd (c). Dokonce v kazdém
bdzovém stromu jsou viechny jeho vétve délky wy, tedy kofindlni. Lze s malym
tsilim dokdzat, Ze z (c) plyne (b). JelikoZ z (c) plyne také, ze 24 = 9w pro kazdé
A, w <A < b, (b) nemizZe byt ekvivalentni s (¢). P. L. Dordal 1987 ukdzal, Ze je
bezespornd situace f) = wy a plati (a).

1.17 Kolapsové algebry. Necht A je nekoneéné reguldrni kardindlni ¢islo, 7 > A
libovolny kardindl.

Col(A, 7) bude znadit dplnou Booleovu algebru, jejiz hustou &4sti je mnoZina
{f € *7 . a < A} usporddand opacnou inkluzi. Tuto mnoZinu jsme znaéili
vIV.2.25 jako Fn(A, 7. ) a odpovidajici algebru jako C(\, 7. A). Nazev kolapsové
algebry je odvozen od toho, Ze jsou to nejpfirozengjsi forsingové algebry pro pii-
ddni nového zobrazen{ kardindlu A na kardindl 7. V piipadé 7 > A je tim zruSena
kardinalita 7, 7 je kolapsovdno na A.

1.18 Lemma. Pokud nastdvd p¥ipad (c) v 1.16, pak iiplnd algebra cm(P,, (w)) je
izomorfai s kolapsovou algebrou Col(l, 2¢).

Diikaz. Pro izomorfismus uplnych algeber stadi nalézt jejich husté mnoziny a
izomorfismus mezi nimi vi¢i odpovidajicim kanonickym uspofdddnim. Vezméme
bazovy strom T v algebte P, (w), jehoZ vSechny vétve jsou kofindlni. Izomorfismus
¢ sestrojime rekurzi mezi hustymi mnozinami | J{Tw1;a < b} a [J{{e+D2v
o < b} tak, Ze T, bude prost& zobrazenona (**+1)(2¢). Viimnéme si, Ze izomor-
fismus je definovan pouze pro vrcholy, které maji bezprostfedniho predchidce. Pro
a = 0je |T1] = 2, zvolime jednoznatné ocislovani 77 = {ve : £ < 2¥} a
polozime ¢(ve) = {(0,€)}. Jsme v a-tém kroku, o > 0, a chceme definovat >
pro prvky z T, 1. Pro kazdy vrchol u € T, zvolme prosté oéislovani viech jeho
bezprostfednich ndslednikl (v, ¢ : € < 2%). Necht v € T, ;. Existuje jediné
u € T, takové, Ze v < u a proto v = v, ¢ pro jednoznadné uréené £ < 2. Je-li
« izolované ¢islo, mdme jiz sestrojeno o(u) a polozime (v) = o(u) U {{a. )}
Je-li v limitni, poloZime

o) = U{p(u) w €T w>u < atU{{a &)}

Tim dostdvame prosté zobrazeni, které zachovdvd uspoidddni a podminka o kofi-
ndlnich vé&tvich zarucuje, Ze ¢ je zobrazeni na viechny poZadované funkce. Lemma
je dokdzano.

Pokud nastdvd pfipad (b) v 1.16 a h = 2%, pak existuje uniformnf{ ultrafiltr na w
extremalnich vlastnosti.

1.19 Definice. Selektivni ultrafiltr. Ultrafiltr F' na w, ktery rozsifuje Fréchetlv
filtr, se nazyva selektivnf, jestliZze pro kazdy rozklad R mnoZiny w bud
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(1) néjakd mnozina z R leZi v F, nebo
(ii) existuje X € F'takové. ze |[r N X| < 1 pro kazdé r € R.

Dokazujeme existenci selektivniho ultrafiltru za predpokladu 1.16 (b) spolu
s = 2¥. Vsech rozkladd mnozZiny w je 2, o&islujeme je {R, : o < 2~}
Systém vSech nekonecnych mnoZin z R, lze doplnit do maximdlniho skoro dis-
junktniho systému pfiddnim parcidlnich selektort na R,. Pro kazdé oo < 2¢ bud
P, ngjaky takovy MAD systém. JelikoZ h = 2%, miZeme vybrat zjemilujici sou-
bor MAD systémi (Q, : @ < 2¥) takovy, Ze kazdé @, navic zjemnuje také P,.
Tim ziskdvdme strom ((J{Qa : & < 2¥}, D), odpovidajici bizovému systému.
Vezméme jeho kofindln{ vétev H. Potom mnoZina

F={XCw: (Y €eH)X DY}

je hledany selektivni ultrafiltr.

Vsimnéme si, Ze zkonstruovany ultrafiltr, krome selektivity, md jest€ nasledujici
vlastnost. Prokazdé S € [F]<?" existuje X € Ftakové, ze X C* Y pro libovolné
Y € S. Ultrafiltr majici pouze tuto vlastnost, se nazyvd P(2)-ultrafilu.

1.20 Priklad. Vlastnosti selektivnich ultrafiltri. Nechf (A4, : : € w) je soubor
nekone&nych &4sti mnoziny w. Rikdme, 2e B C w je diagonalni mnoZinou souboru
(A, 11 € w),jestlize

(Vi,je B)i<j—jé€ B,

Existuji soubory, pro které neexistuje nekone¢nd diagondlni mnozina, napiiklad
kdyZ mnozZiny souboru jsou skoro disjunktni.

Mluvime-li o stromu T C Unew "w, ktery sestdvd z nékterych kone¢nych
posloupnosti pfirozenych ¢isel, mdme na mysli, Ze T # 0, s kazdou posloupnosti
obsahuje vSechna jeji zdZeni a uspofddani je ddno inkluzi.

Pro uniformni ultrafiltr F' na w jsou ndsledujici vlastnosti ekvivalentni:

(1) F je selektivni.

(i) Pro kazdy soubor (4, : 2 € w) mnozin z F existuje jeho diagondIni mnoZina.
lezici také v F.

(i) Je-li T C |, ¢, "w strom takovy, Ze kazdy vrchol se vétvi do mnoziny
z ultrafiltru F', to znamend, Ze

Vfel)({n:fTneT}elF),
pak existuje vétev v ve stromu 7 takovd, Ze Rng(|Jv) € F.
(iv) Pro kazdé obarveni ¢ : [w]?> — k, k € w, existuje mnoZina X € F, kterd

je homogenni pro ¢. To znamend, Zze v Ramseyoveé vété miZeme pozadovat, Ze
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homogenni mnoZina je v ultrafiltru F'. Odtud pochdzi ndzev Ramseylv ultrafiltr
jako synonymum pro selektivni ultrafiltr.

(v) Pro kazdou funkci f : w — w existuje mnoZina X € F' takovd, Ze ziZeni
f1X je bud konstantni, nebo prostd funkce.

Poznamenejme, Ze existenci selektivniho ultrafiltru pouze v ZFC nelze dokdzat.
Kunen 1976 ukdzal, Ze v generickém roz§ifen{ pres mérovou algebru délky alespoi
wo neexistuje selektivni ultrafiltr. Ve 1.23 uvidime, Ze existuje generické rozsifen{
pro pfiddni nového selektivniho ultrafiltru, které je v jistém smyslu kanonické.

1.21 Co ddva Martiniv axiom? S Martinovym axiomem MA jsme se setkali
ve IV.3.43. Odtud vime, Ze MA je disledkem hypotézy kontinua CH, ale také, ze
je bezesporny s negaci CH. Jednim z disledki MA je regularita kardindlniho ¢isla
2¢.

UkdZeme dalsi dsledky Martinova axiomu.

(i) Solovayiv princip. Necht A, B C [w]¥ jsou systémy mnoZin mohutnosti
mensi nez 2% takové, Zze A # 0 a Zddnd mnoZina A € A neni pokryta aZ na
kone¢nou ¢dst néjakym konecnym podsystémem z B. Potom existuje nekonecnd
mnozZina S C w takova, Ze

|[SNA|=wprokazdé A € A, |SN B| < wprokazdé A € B.

(i) P, (w) — {0} je 2*-uzaviend.
Odtud pak, podle 1.5, 1.18, 1.19 vime, Ze
(i) h = 2%
(iv) v kazdém bdzovém stromu jsou vSechny vétve kofindlni;
(v) existuje selektivni, P(2%)-ultrafiltr;
(vi) ziplnéni cm(P,, (w)) je izomorfni s Col(2¢,2%).

Dukaz. MA — (i) Solovayuv princip pfipomind vétu IV.3.45. Podstatné je, Ze jeho
dikaz ziskdme snadnou modifikaci dikazu IV.3.50 této véty, a to takto. JelikoZ
AU B| = > < 2% miZeme vSechny mnoZiny z A U B ocislovat (A, : a < ),
opakovdni je piipustné. Polozime-li [ = {a < 5 : A, € B}, X = w, potom
uspofdddni P a ziskand mnoZina S v dikazu IV.3.50 maji pozadované vlastnosti.
Sta&i si uvédomit, Ze misto skoro disjunktnosti systému (A, : @ < 3¢) stal{vnaem
ptipadé pouzit to, Ze pro kazdé A € Aa By € [B]<¥ je |A — |JBo| = «w.

(i) — (it). DokdZeme trochu siln&jsi tvrzeni. Necht A C [w]“ je neprdzdny
uniformné centrovany systém mnoZin, to znamend, ze kazdy koneény podsystém
Ao € Amdnekonecny prinik a necht | A| < 2¢. Potom existuje nekonetné S C w
takové, Ze S C A pro kazdé A € A.

Sta¢i polozit B = {X € [w]¥ : (3 A € A)X = w — A}, pak systémy A, B
spliiuji podminky Solovayova principu. Nekonecné S C w, které je skoro disjuktn{
se viemi X € B md pozadovanou vlastnost vici systému A.
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1.22 Zobecnéni. Véta o bazovém stromu md $irs{ plisobnost. Plati s analogickym
dikazem pro kaZzdou algebru C bez atomi, kterd md wy -uzavienou hustou mnozinu
mohutnosti 2¢ a je homogenni pro charakteristiku §(C). Ulohu kardindlniho &isla
b prebird vyska §(C). Jednoduchy piiklad algebry spliujici tyto podminky a riizné
od P, («) je volny souéin C' = P (w) @ P_ (w). Pfekvapivé, vyska tohoto soutinu
muZe byt mensi nez iy (Shelah, Spinas 1998).

1.23 P, (w) jako forcingova algebra. Zajimad nds, co plati v generickém rozsifeni
universa V' konstruovaném nad algebrou P, (w). Necht G je libovolny genericky
filtr na P, (w) nad V, V[G] odpovidajici generické roziiteni. Pripomeiime, Ze
filtr G je genericky, jestliZe obsahuje néjaky prvek z kazdé husté podmnoZiny 1
algebry P, (w), pokud H € V. Ekvivalentné, jestliZe pro kaZdy rozklad jednotky
P,PeV,jePNG#0.

Algebra P, (w) je (¢, co)-distributivn{ pro kazdé s>« < f a tato distributivnost
se zachovdvd i v ziplnéni cm(P,, (w)). Podle véty 1V.3.23 v rozsifeni V[G] neni
Z4dnd podmnozZina kardindlniho ¢&isla ¢, »x < b, kterd by nebyla ve V. Odtud
okamzitg vidime, Ze kardindlni Cisla > < , vCetné b, jsou absolutni, zustdvajf
kardindlnimi &isly i v roz3{feni. JelikoZ ) > wy, V[G] nepriddva novd redlnd &isla
(= synonymum pro podmnoZiny pfirozenych ¢isel). a proto i rozklady pfirozenych
Cisel ve V[G] jsou pouze ty, které ndlezi do V.

Pracujme chvili v roziiteni V[G]. Vime, z2e G € V|G| aze G ¢ V, protoZe
P.(w) nemd atomy. Filtr G sestdvd z néjakych prvki algebry P, (w), tedy z né&ja-
kych tiid ekvivalence. Polozme F' = |JG. UkdZeme, Ze F je selektivni ultrafiltr
naw (1.19). Predné F € V[G], F C [w]¥, Fjefiltrnaw, ale F' ¢ V. Vezméme
libovolny rozklad R mnoziny w. Nechi § = {4 € R : |A] = «}. Pokud S
neni maximdln{ skoro disjunktni systém na w, doplnime jej do takového systému
pfiddnim nékterych ¢dsteCnych selektord rozkladu R a oznacime jej P. Dilezité
je, Ze konstrukci P provedeme ve vychozim universu V, tedy P € V. Obecné
ne kazdy MAD systém ve V[G] lezi ve V. Systém {[X] : X € P} je rozklad
jednotky algebry P (w) a z genericity filtru G vime, Ze pro néjaké X € P je
[X] € G, neboli X € F. Toto X bud lezi v S, atedy v R, nebo | X N»| <1 pro
kazdé r € R. Tim je selektivita filtru £ ovéfena. Viimnéme si, Ze z ni jiZ plyne.
Ze F je ultrafilir. Tedy ve V[G] plati, Ze existuje selektivni ultrafiltr.

Vime téz, Ze w) je absolutni, w} = wlv 1] Protoze MAD systém na « md
nejvyse mohutnost 2+, podle 1V.3.33 jsou vechna kardindlni isla A > 2+ také ab-
solutni. Obecné ¢islo h rozhoduje o tom, je-li néjaké kardindlni ¢islo kolapsovino.
UkdZzeme, Ze ve V[G] existuje nové zobrazeni p, které zobrazuje h na 2*. To zna-
mend, Ze v pripad h < 2 jsou ve V[G] viechna kardindlni &isla s, ) < 3¢ < 2%,
kolapsovéna na §, neboli roli mohutnosti kontinua ve V'[G] piebird ¢islo .

Jméno pro kolaps. Na algebfe P (w) existuje matice sestdvajici z disjunktnich
souborlit A, g pro a < ), 8 < 2 ndsledujicich vlastnosti:
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(i) pro kazdé o < b, (J{Aa 3 8 < 2¥} je rozklad jednotky;

(i) Aa.g, N Aq g, = 0pro 81 # [

(iii) pro kazdé 8 < 2¢ je mnozina | J{ A 5 : & < b} hustd.
Matici {As g : o < b, < 2¥} ziskdme snadno z bazového stromu. Nechi T
je takovy strom. Pro kazdé u € T zvolme prosté o&islovdni {uz : 3 < 2*}
jeho bezprostrednich ndsledniki. Polozime-li pro ar < ), 8 < 2% A, 5 = {ug :
u € T, }, kde T, znadi a-tou hladinu bazového stromu, snadno nahlédneme, e
{Aa g a <h, [ <2¥} md pozadované vlastnosti.

Genericky filtr G urcuje zobrazeni p : h — 2¥ tak, Ze p(a) = 3, jestlize
Aa s NG # 0. Podminky (i) a (ii) zaru€uji, Ze pro kazdé a existuje jediné /3, pro
které je p(a) = (3 a podminka (iii) fikd, Ze p je zobrazen{ na celé 2.

Nasledujici tvrzenf shruje vlastnosti generického roziiteni:

1.24 Véta. V generickém rozsireni V|G| plati:

(1) existuje selektivni ultrafiltr na w,

(i) P(w) = P¥(w),

(iii) b je nejmensi kardindlni ¢islo T ve V' takové, Ze v generickém rozsireni V. G
se priddvd novd podmnoZina kardindlu T,

(iv)2¥ =hY ab = 2¥,

W) b = (h(Pu(w) @ Pu()).

Uvedli jsme jiz, Ze existence selektivniho ultrafiltru nen{ dokazatelnd v ZFC.
Presto miZe byt vyhodné vyuZit piedpokladu jeho existence ke zkriceni a zpri-
hlednénf{ dikazi nékterych tvrzeni o podmnozindch pfirozenych &isel. Oznadme
H(w:) mnoZinu vSech dédi¢n& spoCetnych mnozin, H(wi) = {z : |Ug( 1\| <
wr}. K dikazu, Ze n&jakd sentence ¢ plati ve struktufe (H(w;).€), mizeme
vyuZit selektivniho ultrafiltru. Je to mozné proto, Ze v kanonickém rozsireni V[G]
selektivn{ ultrafiltr existuje a (H(w1))Y = (H(w1))"(C) Jinymi slovy, formule »
je absolutni mezi V' a V/[G]. Piiklad takového pouziti miiZzeme nalézt u K. Kunena
(1998).

Algebry P,.(5) pro nespocetné >«. Nejprve si ovéfime jednoduchy vztah mezi
algebrami Py (A) a P..(5), jakmile A = cf () a 5 je singuldrn{ kardindl.

Pripomefime, Ze vnofeni f : A — Balgebry Adoalgebry B je dplné (1V.2.13),
pravé kdyz kazdy rozklad P jednotky v A je zobrazen na systém {f(u) : u €
P}, ktery je rozkladem jednotky v B. Pii tplném vnofeni algebry A do B se
prevddéji rozklady jednotky na rozklady jednotky a zachovdvd se vztah zjemnéni
mezi rozklady. Pokud navic A i B nemaji atomy, jsou definovany jejich vysky a
v takovém piipade plati h(A) > h(B).

1.25 Lemma.  Pro singuldrni s s cf(5) = A existuje iiplné vnoreni Pa(A) do
P..(5¢), a tedy o vysSkdch plati b, < by.
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Dikaz. Zvolme rostouci posloupnost kardindlnich &isel (¢, : o < A) kofindlni
v > s 39 = 0. Polouzaviené intervaly I, = [, ta41) tvofi rozklad mnoziny .
Pro [X] € Pa(A) polozme ¢([X]) = U{{a : @ € X}] v P, (). Zobrazeni ¢ je
hledané dplné vnoteni Py (A) do P, ().

Pro pfipad singuldru >« se spocetnou kofinalitou, napiiklad N, tedy vime, ze
f. < h. Aleto je mdlo. Mdme vétu 1.8. Dikaz véty 1.8 je obsaZen v ndsledujicim
tvrzeni.

1.26 Véta o vySce. (i) (Balcar, Vopénka 1970) Je-li < kardindl s nespocetnou
kofinalitou, potom algebra P.. () je viude (w, -, cf ()™ )-nedistributivni, a tedy

b = w.

(i1) (Balcar, Simon 1988) Je-li >« singuldr se spocetnou kofinalitou, pak algebra
P.c(3) je viude (wy. -, 2%)-nedistributivni, a tedy

b% = w.

Ditkaz. Zagneme nésledujicim pozorovanim.

(a) Necht ¢ je nekonetny kardindl, X € [»]* a f : X — s je prosté
zobrazeni. Potom existuje Y C X a prosté zobrazeni g : Y — 3¢ takové, e
Yi=1:cag(f) < f(§) prokazdé £ € Y.

K tomuto cili vezméme (1, : ¢ < ) rostouci prosté o¢islovdni mnoziny f|X].
Staci polozit

Y ={£€ X prongjaké ¢ < xje f(&) =n.41}

a definovat g(€) = 7,, jakmile f(&) = n,.1.

(b) Dokazujeme (i). cf(s¢) > w. PouZijeme pozorovdni (a) a princip maximality
a budeme konstruovat indukci pro n < « maximdlni skoro disjunktn{ systémy A,,
na s spolu s prostymi zobrazenimi f4 : A — ¢ pro kazdé A € A, tk, Ze plati:

(b1) Ag = {5}, fr = id,

(b2) prom < n < wje A, jemné&j3i nez A,,, to znamena, pro kazdé B € A,
existuje A € A,, takové, Ze B C A4,

(b3)je-lim <n, B e A,, A€ A, aB C A, potom pro kazdé £ € B je
fB(&) < fa(€).

Predpoklddejme, Ze mdme sestrojen MAD systém A4,. Z (a) plyne, Ze pro
kazdé A € A, a fq: A — s existuje MAD systém B(A) na A spolu s prostymi
zobrazenimi fg : B — 3 pro kazdé B € B(A) takovymi, ze fg(£) < fa(€)
pro kazdé £ € B. Polozime A, 1 = [J{B(A4) : A € A,}, je ziejmé, Ze A, je
MAD systém na ».
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Ovéfime, Ze soubor { A, : n < w} zabezpeuje viude (w, - (cf(:2))F)-nedistri-
butivnost algebry P..(3¢). Musime ukdzat, ze pro kazdé X € [5]* existuje n < =,
pro které plati

HA€e A, o [ X M A| =5} > (cf())T.

Dokazujeme sporem, predpoklddejme, 7e pro X € [ to neplati. To oviem
znamend, Ze pro kazdé n < w md mnoZina

Sp={AcA,: |[ANX| =}

velikost men3i neZ cf(s¢). Velikost ¢f(3c) neni moznd, protoZe na > neexistuje
MAD systém mohutnosti cf(5¢). Odtud plyne, Ze mnoZina

Zy=|J{ANB: A Be S, & A# B)

md mohutnost < s¢. Z maximality A, plyne | X —JS,| < . JelikoZ cf () < w,

mnozina
Z=xn sy - %

new necw

Jje neprdzdnd.

Zvolme £ € Z. Potom pro kazdé n € w existuje jediné A, € S, takové,
ze £ € A, atyto Ay, tvoif klesajici posloupnost. Podle (b3) dostdvame klesajici
posloupnost

faol§) > fa, (&) > > fa,(6) > ...

ordindlnich ¢&isel, a to je spor.

(c) Dokazujeme (ii), 3 > cf(x) = w. V tomto piipadé je P, () (v, . 2)-
distributivni podle 1.7 a odtud vime, Ze h,. > ;. Nejprve dokazujeme b, = ;.

Transfinitni indukcf pro o < w; konstruujeme maximdlni skoro disjunktn{
systémy A, na s spolu s prostymi zobrazenimi f4 : A — ¢ pro kazdé A € A,
tak, ze plati:

(c]) Ao = {5}, f. = id.

(c2) je-li a < 3 < wy, potom Ag zjemiuje A,, to znamend, Ze pro kazdé
B € Agexistuje A € A,, pro které B C* A,

(Dje-lia<f<w,Be Ag,Ae A, aB C* A, potomprokazdé € € ANB
je f8(§) < fa(§).

Mame-li sestrojeno A, pouZijeme (a) stejnym zpisobem jako v piipadeé (i),
abychom ziskali A, ;.

Zbyvé definovat A, pro « limitni. JelikoZz P..(3) je (w, . 2)-distributivni,
existuje MAD systém C na ¢ zjemnujici vechna Ag, 8 < a. To znamend pro

404



127 Nekoneéna kombwnatorika modulo Fréchetiv wdedl Dodatek 1

kazdé C € C a kazdé 8 < « existuje A € Agtakové, Ze C C* A ProC € C
definujme gc : C — 3¢ predpisem

go(§) =min{fa(§): Ac Ag. CC" A £ € A, B < a}.
Pro kazdé n € > mdme
g9zt () S{f3'(m) C " A A€ Ag, B <al,

ajelikoZ o je spodetné a kazdé f4 je prosté, je |g5' ()| < w. Tedy existuje D C C
takové, Ze |D| = 3¢ a go|D je prosté. MiZeme proto predpoklddat, 7e kazdé
zobrazeni gc pro C € C je prosté. Prechod od C k A, je analogicky jako od Az
k Aﬁ+1.

Mdme sestrojenu matici {4, : a < wi} MAD systémQ a nyni ovéiime, Zc
zabezpeluje (wy, -, 2)-nedistributivnost algebry P..(5¢). Pokud ne, existuje X &
[5]* takové, Ze pro kazdé o < w; existuje A, € A,, pro které je X C* A,.
PoloZzme f, = fa, adefinujmeproé € X

h(€) = min{fa(§): €€ X NAa, a <wi}

Proa < wjnecht X, = {€ € X : h(€) = fo(O)}.

Jelikoz X = |J, ., Xaa|X| = sacf(sx) = w, existuje o« < wy takové, Ze
|Usca Xl = 5. Tedy Ug, X5 © X C Ay a miZeme zvolit € takové, ze
£ € Xg N A, pro néjaké § < a. Pro takto zvolené &, z definice zobrazeni /i u
mnoziny Xz, dostdvdme

f8(§) = h(§) = min{f,(§) : £ € A, N X, v <wi} < fa(€)

JelikoZ a > (3, podle (c3) mdme také f,(£) < f3(&) a dostdvdme spor.

Dokdzali jsme, Ze P,.(3<) je viude (wy. -, 2)-nedistributivni. Jelikoz P,, () md
hustou w; -uzavienou ¢4st, standardni argument rozvétveni dokazuje, Ze P.. () je
viude (wy, -, 2*)-nedistributivni.

Vime, jaké jsou vy§ky algeber P, (»¢). Ptime se, jestli existuje i pro nespoletné
> bdzovy strom v P, (3¢). Zde nastdvaji potize, pouze v ZFC je otdzka nerozhod-
nutelnd. Pro pozitivni odpovéd stali piedpoklad 2 = ¥, nebo o néco méné.
PouZijeme kardindIni charakteristiku b,, z 1.12 pro reguldrni >«. Vime, Ze b,, > 7
a b, jetaké regularni kardindlni ¢islo. Navic plati tvrzeni 1.14 (ii) i pro nespocetné
> se stejnou ideou dikazu: MAD systém na reguldrnim z¢, ktery ma mohutnost
alespon ¢, md mohutnost > b,..

1.27 Véta o bazovém stromu pro > > w (Balcar, Vopénka 1970). Predpoklddad-
me, Ze pro nespocetné reguldrni kardindlni ¢islo s plati 2> = b,.. Potom
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(1)  Existyje mnoZina 1" C P,.(>) — {0} takovd, Ze

(a) T je husta v P, (),

(b) (T, >) je strom vysky w, kde < je kanonické uspordddni algebry P,. (),
(c) kaZdé u € T md 27 bezprostFednich ndslednikii.

(if)  Ziiplnéni cm(P,.(x)) je izomorfui s kolapsovou algebrou Col(w.2*).

Dikaz. (i) predvedeme v mnoZindch. Z véty 1.26 (i) vime, Ze existuje spocetny
soubor (P, : n € w) zjemiujicich se MAD systémil na s, ktery zarucuje viude
(w, -, 3" )-nedistributivnost. To znamend, Ze pro libovolnou mnoZinu A € [5]”
existuje n € w takové, Ze (X NA: X € P, &|X NA| = x} je MAD systém
na A mohutnosti v&tsi neZ s, a tedy z naich predpokladd plyne, Ze md mohutnost
b, = 2"

Ovefili jsme, Ze soubor (P, : n € w) zaruCuje (w, -, 2*)-nedistributivnost.

Nyni k sestrojeni hledaného bdzového stromu zbyvd postupovat stejné, jako
v poslednim odstavci dikazu véty 1.9, staCi zaménit h za w a 2% za 2*. Ziskdme
zjemiiujic{ soubor MAD systémi 7}, n € w, pozadovanych vlastnosti.

(ii) plyne z (i), protoZe ziplnéni cm (P, (3)) spliiuje podminky McAloonovy
veéty 1V.2.43.

Je zndmo, Ze za pfedpokladu 2 = <™ existuji bazové stromy nebo ekvivalentng
bdzové systémy mnozin i pro singuldrni . Pozdg&ji poddme dikaz alespoii pro s
se spocetnou kofinalitou.

1.28 Priklady. (i) Bdzovy strom nemusi existovat jiZ pro 3¢ = wy. Sta¢i pouzit
Baumgartnerovu vétu IV.3.41. Roz§ifime genericky universum V/, ve kterém plati
2% = wy pfiddnim w3 Cohenovych Cisel, to znamend pomoci algebry C(ws. 2).
V rozditeni V[G] plati 2t > ws, protoZe jiz 2 > w3, MAD systémy na
maji mohutnost nejvyse wo. Kdyby ve V[G] existoval bdzovy strom, tedy spocetné
mnoho MAD systémi, je ve hie pouze wo podmnoZin kardindluw; . Ale ty nemohou

X o

tvofit hustou ¢ast v [wi]*?, ta md v roz§ifeni mohutnost > ws.
1 2 w3

(i1) Mald hustd mnozina. Zabyvame se pfevdzné vlastnostmi algeber P, (5¢),
které jsouurCeny vlastnostmi libovolné jeji husté ¢dsti. Algebra sama md mohutnost
2%, miiZe mit hustou ¢dst mohutnosti mens{ nez 2*? Pokud ano, pak kazdy MAD
systém na s+ md mohutnost také mensi nez 2.

A. W. Miller (1982) ukdzal bezespornost tohoto tvrzeni:

Existuje H C [wy]*! takovd, ze (VX € [wi|*1) (Y € H)Y C X a pfitom
‘H| =N, <Ny <291,

V tomto pfipadé€ je hustota m(P,, (w1)) < 2¢'. Tvrzeni plati v generickém
roz§ifeni V|G|, kde predpokldddme, Ze ve V plati GCH (stali, Ze N_ je silné
limitnf) a G je genericky filtr na algebife C(X,,2), to znamend na algebfe pro
pridani ¥, Cohenovych redlnych &isel.
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(iii) (A. Dow, K. P. Hart 1994) Ziplnéni cm(P,. (<)) se miZe podstatné 1iSit od
néjaké kolapsové algebry. Predpoklddejme, Ze ve V plati 2" = w9 a Ze mame
fixované kardindlni ¢islo > > wa, pro které »** = . Potom v generickém
rozsiteni V[G] nad algebrou C'(«. 2) plati

em(Py, (wr)) = em(Col{w, wa) ® C(.2)).

To znamend, Ze zdplnéni algebry P, (w1) je izomorfni volnému soucinu ve tifdé
tplnych Booleovych algeber (IV.2.23) kolapsové algebry w na wq a algebry pro
pfiddn{ s« Cohenovych &isel.

Bezprostfednim disledkem tohoto vyjadieni je urCeni nejmensi mohutnosti uni-
formnich ultrafiltrd na wy, které tvofi hustou podmnozinu topologického prostoru
U(w1) neboli Stoneova prostoru Ult(P,,, (wy)). Ve V]G] plati: hustota prostoru
U(wy) je rovna we, 2% = 2* = s a pritom kazdd hustd ¢ast algebry P, (wy) md
plnou mohutnost 2+1.

Kolapsovani. Vidélijsme v prdavé uvedeném ptikladu, Ze ziplnénialgebry P, (w1)
md daleko ke kolapsové algebte, presto kolapsova algebra Col(w, ws) je jeho tiplnou
podalgebrou. Tedy v generickém rozsifeni pres P, (w1) se kolapsuje wo na w.
PresvédCime se, Ze to neni ndhoda, ani zdleZitost konsistentniho prikladu, ale je to
dokazatelné v ZFC.

Zajima nds, co plat{ absolutné, bez dal3ich predpokladl o teorii mnoZin. Vime
jiZ, Ze na existenci bdzovych systémil pro kazdé nespocetné >« nemdme ndrok.
Véta o vyice 1.26 je ekvivalentni s tvrzenim, Ze algebra P.. (<) forsuje zobrazeni
malého kardindlniho &isla w nebo wy, v zdvislosti na cf(s), do ¢isla 2. Systém
MADA, zabezpecujici vysku b, je jméno pro takové zobrazeni. To, ze odpovidajict
zobrazenf kolapsuje n&jaké vétsi kardindly neni pfimym dusledkem této véty.

1.29 Véta o kolapsu. (1) Pro kaidé nespocetné s, reguldrni nebo singuldrni
s of() = w, exisuyje kardindlni ¢islo T > 27 a svstém {P, o < h.}
maximdinich skoro disjunkinich systémui na > spolu s rozklady { P, ; : 3 < 7}
kaZdého Py naT &dsii's nasledujiciviasmosti: Pro kaidé X € [=]” exisuye hladina
o < b, takovd, e pro kaidé 3 < 7 existuje A € P, 3, pro které | X N A| = :=.

(it) Ulohu 7 spliiuje pro reguldrni s &islo b,., pro singuldr s cf(») = w &islo
Mo,

(iii) Pro singuldrni >« s cf(z¢) = w je kolapsovda algebra Col(w. xN") plnou
podalgebrou ziiplnéni cm(P,.(x)).

Hypotéza. Je velice plausibilni, Ze véta o kolapsu plati i pro singuldry >« s ne-

spocetnou kofinalitou, kde dlohu 7 hraje . Doposud nebyl nalezen diikaz pouze
v ZFC.

407



Dodatek | 129

Pro¢ndzev véta o kolapsu? Polozime-li v iplné algebie cm (P () proa < h...
B<rT

tas = \/{[A] A € Pos}.

dostdvdme booleovskou matici typu (h,., 7). Jeji fddky jsou rozklady jednotky a
pro kazdy G-ty sloupec je V{ua g : @ < bh,.} = 1, tedy booleovské jméno pro
zobrazeni f,, na 7.

V dal$im vykladu se seznimime s kombinatorickymi metodami, které se opiraji
o topologii dobrého uspofdddni ordindlnich ¢isel, jmenovité o uzaviené neomezené
a staciondrn{ mnoziny, viz kapitola III.2. Uvddéné techniky souviseji s diikazem
véty 1.29 a jsou dnes soucasti pcf teorie. Dohodnémé se, ze Club(d) pro limitn{
ordindl § znadi systém vSech uzavienych neomezenych podmnoZin ordindlu §.
Tedy pro § s c¢f(d) > w filtr Cub(d) md Club(d) jako svoji bézi.

Za¢neme s charakteristikou b,, pro nespocetné reguldrni s a jejim vztahem
k systémim uzavienych neomezenych mnoZin v .

1.30 Lemma. Nechf s je nespocetné a reguldrni. Potom b, je nejvétsi kardindl 7

takovy, Ze pro libovolny systém {Cy, : « < A} méné ne? T uzavienych neomezenych

mnozin existuje uzaviend neomezend mnoZina C, C C* Cy, pro kaidé o < A.
Strucnéji, Club(s<c) je v algebfe P, () dolii b,.-usmérnény systém.

Dikaz. Pro rostouci funkci f : 3¢ — < bude sp (f) znalit spojitou modifikaci
funkce £, to znamendsp (f) : 5 — scasp (f)(E+ 1) = f(£+ 1) apro & limitni
sp(f)(§) = sup,c¢ f(n). Je ztejmé, ze sp (f) < f, sp(f) je spojitd rostouci
funkce na s a pokud jsou f, g rostoucia f <* g, pak isp(f) <* sp(g).

Oveétime, Ze pro libovolny systém.S C *:<rostoucich funkci plati: S je omezeny
v (%3, <*), pravé kdyz sp(S) = {sp(f) : f € S} je omezeny. Je-li h horni mezi
pro S, mizeme predpoklddat, Ze h je rostouci. Pak sp(h) je horni mezi pro sp(S).
Na druhou stranu, je-li h rostouci a soucasné horni mezi pro sp(S), pak /2, kde
h(£) = h(& + 1), je horni mezi pro S.

Vezméme posloupnost {f, : & < b,.} rostoucich funkci, kterd realizuje b,
podle 1.13. Jak jsme overili. {sp(fs) : @ < b..} také realizuje b,.. Funkce sp(f.,)
jerostouci spojitd., proto mnozina jejich pevnychbodii Cp, = {£ € 3¢ sp(fa)(§) =
£} je uzaviend neomezend v »x. Pro o < 8 < b, je sp(fa) <™ sp(f3) a proto
Cs C* C,. Ziskali jsme tak C*-klesajici fetézec {Cy : a < b, } C Club(s).
Ovetime, Ze fetézec {Cy : o« < b,.} nemd dolni mez v ([3]*,C*). Pokud X je
takovou mezi, je ji i mnoZina C' = ¢l (X), a rostouc{ funkce f, zobrazujici > na C'
by byla horni mez{ pro {sp(f,) : @ < b,.}, a to neni mozné.

Na druhou stranu, mé&jme systém {C, : a < A} C Club(x), A < b,.. Pro
a < A mnecht f, je ofislovani mnoZiny Cy, tj. f, je rostouci zobrazeni s na
Co. JelikoZz A < b, existuje rostouci funkce g. kterd je horni mezi systému
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{fa : @ < A}. Necht C je mnoZina pevnych bodl zobrazeni sp(g). Potom
C C* C, prokazdé a < A.

1.31 Dusledek. Pro nespoletné reguldrni s existuje ridky retézec {Cy, @ o <
b..} € Club(x), to znamend, Ze

(i)Cs C* Couproa < 3 < by,

(ii) pro libovolné X € [5]* existuje oo < b, takové, Ze | X — C,| = .

Neékteré kombinatorické principy se nazyvaji predikéni. Mezi takové principy
politdme rizné verze diamantovych principd, ¢tveredek i v dal3im textu uvedeny
princip odhadu uzavienych neomezenych mnozin. Jde o to, Ze se postuluje exis-
tence (transfinitni) posloupnosti objekt daného typu, kterd zpravidla na staciondrné
mnoha mistech uhodne nebo odhadne chovini vétSich objekti téhoZ typu.

Nisledujici Shelahdiv princip odhadu uzavienych neomezenych mnoZin patii
k zdkladnim tvrzenim pcf teorie.

1.32 Véta. Nechf >, Ajsounckonecnd reguldrni kardindini éisla takovd, Ze =7 < A
anecht S C {§ < A : cf(6) = »} je staciondrni mnoZina v \. Pak existuje
posloupnost (cs : 6 € S) spliujici:

(1) cs C 6 a je uzaviend neomezend v 0,

(ii) ordindlni typ uspordddni mnoZiny cs, zkrdcené otp(cs), je roven s,

(iil) pro kazdé C € Club(\) existuje § € S takové, Ze cs C C.

Poviimnéme si, Ze z této formulace jiZ snadno plyne formdlné silngjsi zdvér.
Pro kazdé C € Club()) je mnoZina {d € S : ¢ C C} staciondrni v A.

1.33 Definice. Posloupnosti C = {cs : § € S) spliiujici (i) — (iii) véty 1.31 tHkdme
Club-odhadujici posloupnost nad S.

Dikaz. Mé&jme pozadované s, A\, S. Pro kazdé 6 € S zvolme kofindlni podmno-
Zinu ds ordindlniho typu ¢, to miizeme, protoZe cf(d§) = >¢. MnoZina ds nemusi
byt uzaviend v 6, vezméme c¢5 = cl(ds) uzdvér v 4. Timto uzdvérem se nezmén{
ordindlni typ. Mdme tak startovni posloupnost C = (cs : 6 € 5).

Pro libovolnou mnoZinu €' € Club(\) mizZeme vytvofit modifikaci startovn{
posloupnosti C, kterou oznatime C [ C = (s : § € S). Volba modifikace bude
zdviset na velikosti -, Je-1i ¢ limitnim bodem mnoziny C, pak v prfipadé > > .
poloZime G5 = ¢; N C a v piipadé > = w polozime ¢5 = {sup(CN(y+1)) : v €
cs,C M (v+1) # 0} Neni-li § € S limitnim bodem mnoziny C, bude ¢s = ¢,
v obou pfipadech. Uvédomme si, Ze pro viechny modifikované mnoZiny ¢; opét
plati €5 € Club(4).

Dokazujeme, a to sporem, 7Ze existuje uzaviend neomezend mnozina C' v A
takova, ze posloupnost C [ C je Club-odhadujici posloupnosti. Tedy piedpo-
kldddme, Ze Zadnd modifikace neddvd Club-odhadujici posloupnost. Transfinitnf
rekurzi pro o < % vybirdme mnoziny C, € Club(\) tak, aby C, C Cpg pro
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viechna 3 < « a aby byla svédkem toho, Ze modifikace C [ ([)5., C\) neni
Club-odhadujici posloupnosti.

Vezméme C = (({Co : a < 7} Jelikoz xt < A je C € Club(\).
CNS # 0, protoze S je staciondrni v A. Prod € C'N.S ad limitni v C je § limitni
také v kazdé mnozing C,, o < .

V piipadé s > w pro mnoziny ¢; N Cy, plati, Ze ¢s N (Cy — Chuyy) # 0, nebot
Co1 svédiila o tom, Ze C | ([N, Cp) neni Club-odhadujici posloupnosti.
Dostdvame ostie klesajici posloupnost cs 2 ¢s N1 Co 2 ...cs N Cq 2 ... délky
»7 podmnoZin mnoZiny mohutnosti 3. a to neni mozné. Tim je diikaz prvniho
piipadu proveden.

Pro » = w dospé&jeme ke sporu takto. Je-li v € ¢5 takové, Ze C N (v +1) #£0
aa < 3 < st pak sup(Cs N (v + 1)) < sup(Cy N (v + 1)); pitom pro
néjaké v € c¢s je nerovnost ostrd dle volby mnoziny Cg. ProtoZe mnoZina cs je
spoCetnd, musi existovat 4 € c; takové, Ze v transfinitni posloupnosti ordindlnich
Cisel vy > sup(Co N (y+ 1)) > -+ >sup(Ca N (v +1)) > ... je nekonetné
mnoho nerovnost{ ostrych, coZ neni mozné. Dikaz je hotov.

Ukazuje se, Ze struktura uzavienych neomezenych mnoZin na s je zajimavd i
uzite¢nd také v ptipade, kdy s je singuldrni kardindl.

1.34 Znaceni. Q,. = {X € [»]* : X je uzaviend v s}.

Misto [3]* s kvaziuspordddnim C* se budeme zabyvat podstrukturou (Q,.. C*).
Chovéni uzavienych neomezenych mnozin plné mohutnosti, tedy mnozZin z @,., se
pro 3 singuldrni podstatné lidf od @, = Club(A), je-li A > w reguldrni. Nesmi nds
prekvapit, ze v Q. nalezneme nekone&né podsystémy vzdjemné skoro disjunktnich
mnozin, ani to, Ze pro nékterd X € @,. existuje rostouci funkce f : X —
kterd je skoro viude regresivni, tedy [{z € X : f(z) £ x}| < 5.

1.35 Cislujici funkce, skeleton. Libovolnd mnoZina @ € On md jednoznaéné
urCeny ordindlni typ otp(a) = a. Izomorfismus e, ordindlniho ¢isla (a. €) na
(a. €) nazyvdme &islujici funkei mnoziny a. Pro X € [x]* je &islujici funkce
ex definovdna na celém > a X € Q... pravé kdyZ ex je spojitd. Tedy mnoZiny
z ;. jsou vzdjemné spojité izomorfni. Pro kazdy singuldr s« s v = cf(s¢) existuje
aproximujici posloupnost, to znamena rostouci posloupnost kardindlnich &isel s =
(5, . 1 < v) konvergujici ke 5«. Skeletonem pro s rozumime takovou posloupnost
s, kterd vznikne z néjaké spojité aproximace (A, : i < v) pro x prechodem k nd-
slednikim, tedy >, = A' anavic 29 > vt a 5 < 5,1 pro kazdé i < v.
Tedy skeleton sestdvd z reguldrnich kardindlnich ¢isel a mezi ndsledujicimi ¢leny
posloupnosti lezi n¢jaky jiny kardindl. VSimnéme si, Ze v pfipadé v = w je kazda
aproximace spojitd.
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1.36 Véta. Predpoklddejme, Ze s je singuldrni kardindl.

(1) Vlastnosti (Q,.. C*) nezdvislé na cf ().

(@) |Qx] =27,

(b) (@5, €*) je homogenni, to znamend, Ze pro kazdé X € Q.. je Q.. izomorfni
s{Y eQ,.: Y C X} wici Cr,

(c) vyska B(Qx) = b,

(d) dplnd algebra RO(Q.., C*) je uiplnou podalgebrou ziplnéni cm(P, (s<)).

(i) Vlastnosti (Q,., C*) zdvislé na cf(5<):

(@) (@, CF) je wy-uzaviené, praveé kdyZ cf(sc) = w.

(b) Je-li cf(x) = w, vidy existuje skoro disjunkini systém mnozin z Q.,., ktery
md mohutnost 30 = =F ) Jeli ¢f () > w, existuje takovy systém mohutnosti
T, ale nemusi existovat systém mohutnosti 3°809)

Dikaz. Fixujeme singuldr s, oznatime v = cf(sr) a zvolime skeleton (3¢, : 7 < v)
pro sc. Tim mdme ddny disjunktn{ intervaly I, = [54, 3¢, 1). V kaZdém takovém
intervalu miiZeme vybrat s¢; vzajemné disjunktnich uzavienych podintervali { ./, ., :
a < 3¢}, kazdy ordindlniho typu s, + 1.

(i)(a) Pro kazdé o < srexistuje nejmensi¢ € v takové, Ze o < 3¢, a pro [akové 2
oznatme K, = J, o. Potom proriznd X, Y € [5]* jsou mnoziny cl ({J,e v I{a).
N (Upey Ka) € Q. ariizné. Tedy |Q..| = 27.

(1)(b) Homogenita je pfimym dusledkem toho, Ze mnoZiny z Q,. jsou spojité
izomorfni.

(ii)(b) Uvazujme systémy S C X,¢, 3, skoro viude riznych funkei z I11.1.13.
Polozime-li pro f € S Xy = J{J..s¢,) ¢ < v}, potom Ay = cl(Xy) se
1isf od X nejvySe o mnozinu mohutnosti < v. Proto {Ay : f € S} je skoro
disjunkini systém. Podle I11.1.13 vime, Ze existuje systém S mohutnosti ™0
v ptipadé spocetné kofinality a mohutnosti ™ v pfipadé v > w.

(ii)(a) Mé&jme ddnu posloupnost { X, : n € w} C Q.. s X,,;1 €~ X,,. Hleddme
Z € Q. takové, ze Z C* X, pro viechna n € w. Vezmeme-li V,, = ()., X..
potom posloupnost {Y,, : n € w} C Q.. je klesajici v C. O¢islovani mnoziny
Y, oznatme e, a polozme vy, , = e,(3,). Tedy y, . je s, -ty prvek mnoZiny Y.
Uvédomme si, Ze pro j < k <wjey,, < yi, pro viechna i € w.

Prodané n € « chceme definovat mnoZinu Z,, takovou, ze Z,, C [Yn.n- Yrim+1)s
Zyp je kofindlni v yp, 41 atedy |Z,,| = sy, aprokazdé j < njebud Z, C Y.
nebo Z, NY, = 0. K tomu cili rozdélme {j : j < n} na dvé &dsti d;. d» tak,
zed; = {J <n:Y;nt1 = Ynns1} ado je zbytek. Nutmé n € d;. Vezméme
2 = max{Ynn,Yynt1 : J € do}. Potom z < yn,oy atedy [2,Ynns1) jE
neprdzdny interval. Nyni sta¢i polozit Z, = (\{Y, : j € d1} N[z, yn.nr1). Potom
Z=cd(U{Zn:new}l) e Qrapati|Z — X,| < |Z-Y,| < .1 pro
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kazdé n € w. Viimnéme si, Ze toto je silngjsi vlastnost nez pozadované Z C* X,,.
VyuZzijeme ji v dikazu véty 1.39.

(1)(c) Podle (ii)(b) pro kazdé X € Q.. existuji skoro disjunkti X;, X» € Q..
<)

takové, ze X1, Xo € X. Mid tedy smysl ptdt se na velikost vysky h(Q...
Vyuzijeme vétu o vysce 1.26.

Nejprve ptipad v > w. Kardindlni ¢islo v je reguldrn{ a nespocetné, tedy podle
1.26(1) vime, Ze ), = w. Nechf {P, : n € w} je systém MAD!i na v, ktery svédei
o rovnosti , = w. Pro singuldr > mdme zvoleny skeleton (3¢ : i < v). Systém
{P, : n € w} pracujici na v pfeneseme na systém {P,, : n € w} pracujici na ;
stadi polozitprokazdép e P, p=cl J{L,:iep}aP,={p:pe P, }.

Presvédéime se, 7e {P,, : n € w} je posloupnost maximdlnich skoro dis-
junktnich systémi v @, svéd&ici o tom, Ze h(Q,.) = w. Necht je ddno n € w a
X € Q... JelikoZ | X| = 5, miZeme vybrat transfinitni posloupnost (i, : j € v)
ordindlnich ¢fsel < v takovou, Ze |X N [, | > 3, pro kazdé j € v. MnoZina
a={i;:J €v}e [v], tedy existuje p € P,, pro které |a N p| = v. Pak oviem
| X NU{L : i € p}| = ». Nalezli jsme 5 € P, pro které |pN X| = ». Tim jsme
dokdzali, ze P je maximaln{ skoro disjunktni v Q,.. To, Ze {P, : n € w} nemd
spole¢né zjemnéni v Q. se ovéfuje stejnou dvahou.

Dikaz pro v = w prevedeme na dikaz v&ty 1.26(ii) tim, Ze budeme specifikovat
prostd zobrazeni f4 : A — scprokazdé A € @,.. Pro A € Q.. mdme oCislovan{
ey — Aapoloiime fq = ezl. Nyni hleddme B C A, B € @Q,, takové,
ze pro kaidé = € B je fp(z) < fa(z). VyuZijeme skeleton {5, : n € w) pro
s MnoZina eq” [>tn41, >,+2) je kopie intervalu [, 41 v A, do mnoZiny B ddme
pouze pocdtecni dsek ordindlniho typu s, + 1. Tedy

B = U el‘l//[%nﬁ-h Hn41 + ey + 1])

new

zde + znali ordindlni soucet. Mnozina B € (... B C 4 a mé&lo by byt ziejmé.
ze fg < fa|B. Tim je zabezpeCen pfechod od A, k A1 v konstrukei systému
{Ae¢ 1 € < wy} potiebného k ovéfen! hH(Q,.) = w;. Zbyvd a < wy limimi.
Pouzijeme w; uzavienost (J,, a dostaneme se do situace, kdy mdme maximadln{
skoro disjunktni systém C v Q,. zjemiujici {As : 8 < a}. Fixujeme C € C.
Hleddme podmnozinu B C C, B € @, pro kterou zobrazeni fg < gc. go
z dikazu 1.16(c). Mnozin A € [J{A3 : 3 < a}, pro které plati C T~ 4. je
spocetné mnoho, pouze jedna z kazdého As. OcCislujeme je, mdme tak mnoZiny
{A,, : m € w} spolu se spojitymi zobrazenimi fr, = fa,, .

Dile méjme n € w auvazujme kopii Cp1 1 = ec”[3n. 56,41) intervalu [, v C,
oznaéme dp41 = ec(>,+1). Ordindlni &islo d,,+; md nespocetnou kofinalitu a
Cry1 je uzaviend neomezend mnoZina v d, 4 1. JelikoZ mnoZiny A,, jsou uzaviené
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v celém >« pro A, N C,,; nastdvaji pouze dvé moznosti. Bud A,, N C,, ., £
Club(6n41), pak polozme d,, = A, N Crpq, nebo A, N Chry g je nestaciondrnf
V 0,41, pak existuje d,,, € Club(d,.1), dpy € C, 1 takové, ze d,,, N 4, = 0.

Mnozina by, ., = ({d,n, : m € w} € Club(4,,,). PoloZime-li

U bn+1 U {67l+1 ‘ne w}v

new

pak B’ € Q,. aprokazdé z € B'N A, — {0ny1 - n € w}je fplz) < fo.(x).
Hledand mnoZina je

B = U eb”/l[%nv Hp M T 1]

new

(i)(d) Oznalme B,, = cm(P,.(3)). Nadim cilem je ukdzat, ze B3,, obsahuje
kopii algebry RO (Q,., C*) jako tplnou podalgebru.

Nejprve pro X € [x>]* oznalme acp (X ) mnoZinu viech hromadnych bodi
mnoziny X v . Jinymi slovy acp (X)) je derivace mnoZiny cl(X). Zobrazeni
H:Q, — B, definované vztahem

= \/{IX] (3] &acp (X) C* A}

je homomorfismus (Q,., C*) do (B,,, <). Navic, jsou-li 4, B € Q,. skoro dis-
junktni, jsou prvky H(A), H(B) disjunktni. K tomu, aby RO (Q,.,C") bylo
izomorfn{ s dplnou podalgebrou algebry B,. obsahujici mnozinu {H(A) - A €
Q.. } jako hustou Cdst, sta&f ovéfit, Ze H prevadi kazdy maximdln{ skoro disjunktn{
systém A v @Q,, narozklad jednotky {H(A) : A € A} v B... Necht A je takovy
systém. Méjme libovolnou mnozinu X € [»]*. Potom z maximality systému .4
vime, Ze existuje A € A takové, Ze mnozina D = A M acp (X) md mohutnost .
Hleddme Y € [X]* takové, ze acp (Y') € A, nebot odtud plyne [X] N H(A) = 0.
Mé&jme ocislovdni {d,, : & < 3¢} mnoZiny D. Prokazdé a < :z« vyberme z mnoZiny
X nejmensi prvek o > d,. MnoZinaY = {z, : @ < >} € X md mohutnost s
aacp (Y) C D C A, protoZe D je uzaviend v s«. Tim je ditkaz hotov.

Na zdvér poznamenejme, ze formdln€ jednodussi zobrazeni F' : Q,, — P,. ()
definované vztahem F'(A) = [A], které je také homomorfismem (Q_.. <" do
B.. a prevddi skoro disjunktni mnoziny na disjunktni prvky, nepracuje. protoze
nezachovdva dplnost.

1.37 Priklad. Omezeni velikosti skoro disjunktnich systému v Q... M¢éjme
systtm S C Q.. skoro disjunktnich mnoZin a (5, : i € v) n&jaky skeleton pro .
v = cf(s). Pro X € S definujme gx : v — 3 vztahem gx (i) = ex(3¢,), tedy
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gx (i) je s¢,-ty prvek mnoziny X. Potom {gx : X € S} C Vi« je systém skoro
riznych funkci.

Existuje generické rozsiteni, ve kterém plati Ni\:i > N, 41 a pfitom kazdy
systém skoro rGznych funkcei z “*X,,, md mohutnost < R, 11. Analogicky jako
v piikladech 1.28 roz§ifime universum V' s GCH genericky pfiddnim N, .o Co-
henovych redlnych &isel. Podle Baumgartnerovy véty v roziifeni V' [G] kazdy AD
systém na w; md mohutnost nejvyse wsy. Forsingovd algebra C(w,,, 12, 2) md sa-
turovanost w;. Z toho plyne, Ze pro kazdé zobrazeni o € VI[G], 0 : w; — R,
existuje roura, to jest relace 7, C wy x N, takovd, zZe 7, € V, 15|V = w; a
o C r,. Takovych relaci ve V' je pouze NS; = N, +1. Skoro rizné funkce lezici
ve stejné roufe r tvoi{ skoro disjunktni soubor na mnoZziné r, |r| = wy, a tedy je
jich nejvyse wo. Odtud kazdy systém skoro riznych funkei ve V[G] md nejvyse
wy - IRV = Ry, 11 prvki, a soucasng 2% = R, 4o, tedy RE! > Ry, 1o,

Vime, Ze (0,. ma mohutnost 2. Existence Club-odhadujici posloupnosti, véta
1.32, umoziiuje horni odhad mohutnosti hustych podmnozin v (Q,., C*).

1.38 Lemma. Necht x je singuldrni kardindl. V (Q,., C*) existuje hustd mnozina

mohutnosti »<H).

Diikaz. Jako obvykle v = cf(5c), (31, : i < v) je skeleton pro s, [, = [5,.5¢,11).
Pro kazdé ¢ < v oznatme S, = {« € [, : cf(a) = »,}. MnozZina S, je staciondrni
Vv 36,41, podle véty 1.32 existuje Club-odhadujic{ posloupnost C, = (¢, : « € S,)
nad S,.

Prvni odhad mohutnosti spoéivd v tom, 7e | X,c, C;| = | Xiey 3021| = ¥ =
»°f9) . Oznaéme C = X,e, C,. Uvazujme dalif systém funkei & C ¥r, kde
b= {f:fevx&(Vi<v)cf(f(i)) = s} Opét|®| = s¥ = i),

Pro dané f € & a kazdé 7 € v fixujeme jeden izomorfismus vici uspotdddni
ordindlnich &isel 7y , intervalu /, na néjakou mnozinu K f , uzavienou neomezenou
v f(i+1). Tojemozné, protoZe cf(f(i+1)) = 5,41, 5,1 jereguldrni nespoCetny
kardindl. Navic, miZeme pozadovat,aby K, . C [f(:). f(/i+1)) Pror =C.f = ®
definujeme mnoZinu

Hey=cl({ . ).
e
Systém H = {H.;:c€C. f € &} C Q,. md mohutnost (>,

Zbyva ovérit hustotu. Necht je ddno A € @ .., e 4 odpovidajici ¢islujici funkce.
Polozime-li f(i) = e(5¢) prokazdé i < v, je f € ®. Dile AN Ky, je uzaviend
neomezend v f(i + 1), a proto existuje ¢, € C,, pro které 7¢,"c, € AN Ay,
Takto jsme ziskali posloupnost ¢ = (¢, : i < v) € C. Prototo f € Pace Cje
U.e, 7r."c. € A, A je uzaviené, protoi He ; € A Tedy H je hustd v Q...

Naskytd se otdzka, je pro s singularni »°f(*) nejmen3i moZna mohutnost n&jaké
husté Easti v (Q,., C*)? Pro cf(sr) = w je odpovéd pozitivni a plyne z véty 1.36(b),
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protoze v (). existuje skoro disjunktni systém mohutnosti >, Pro cf(s) > « je
konsistentni, Ze mize byt mensi. To nastava v piikladé 1.37.

Dalsi postup se tykd dikazu véty o kolapsu 1.29. Pro nespoetné reguldrni > a
A = b, odkazujeme na dikaz v ¢lanku (Balcar, Simon 1988), kvili jeho technické
ndro¢nosti. Vétu 1.29 dokdzeme pro singuldry se spocetnou kofinalitou.

Fixujeme singuldrn{ kardindl > s ¢f () = w. V dal3im textu piSeme @ misto

Qs
1.39 Lemma. (Q, C*) je viude (wy, -, »™0)-nedistributivni.

Dutkaz. Vime, Ze () jew, -uzaviend a h(Q) = wy, tedy (Q, ™) je viude (wy.-. 27)-
nedistributivni. To znamend, Ze pro » < 2* je lemma dokdzdno.

Pro obecné s¢ nejprve dokazujeme, ze () je vSude (wi, -, )-nedistributivni.
PoZadovand nedistributivita potom vyplyne z lemmatu 1.40. Fixujeme skeleton
(>n 1 n € w) pro 3. Vyjdeme z libovolné posloupnosti {A, : o < w;} skoro
disjunktnich systému v @), svédéici 0 h(Q) = w; a sestrojime novou zjemnujici se
posloupnost {Ry : o < wy}, pfi¢emz R, 41 zjemiuje A,. Podstatny je limitni
krok. Pro kazdé limitn{ o < w; fixujeme rostouci posloupnost {a, : n € w}
konvergujici k o. Mg&jme jiz {R3 : 8 < «a} zjemiujici se systémy, a limitni.
Vezméme libovolny C* klesajici fetézec R = {Y3 : 8 < «, Y3 € R} délky a.
Podposloupnost {Y,,, : n € w} je kofindln{ &dst tetézce R. PouZijeme konstrukci
z dikazu 1.36(ii)(a), ze které vime, Ze pokud Y € Q@ a¥Y C* Y, pro viechna
n € w, pakexistuje Z C Y takové, ze Z € Q a(Vn)|Z —Y,, | < 5p41. Vyberme
maximdlni skoro disjunktni systém D(R), sestdvajici z mnozin Z € Q, pro které
|Z —Y,, | < stn.1, pro kazdé n, a polozme R, = |J{D(R) : R je C* klesajici
fetézec v Uz, Ro}-

Ovéfujeme, Ze {R,, : a < w } zabezpeCuje poZadovanou (wy, -. )-nedistribu-
tivitu. Vime, ze {R, : & < w1} stejné jako {A o< wppsvedéio h(Q) = .
Mgjme ddno X € Q. Existuje a(0) < vy a riizné mnoziny X, (). Ya(0) € 7?“(
pro které | X, o) N X| = |V, = z¢ Jsou-li () < wya Xo()-
Ra(n) zndmy, necht a(n + 1) je ta}\ove Ze existyji rdzné N, 1. Y

u\ll)

nrlj

mN moms

Ra(nt1ys pro které | Xomypn) N Yooy N X = [Yoman) N Yo ﬂ X| =
Polozime o = sup,.¢,, a(n). Uvazujme fetézec R = {Y € |J,_,Rs : (In
W) Yo(ny € Y}, Stadi ukdzat, Ze mnozina Z = {Z € D( ' }Z NX| =z} md

UkéaZeme, ze v tomto pfipadé€ je dostatecny prostor k vy’béru vzajemné dis-
junktnich mnozin {d,, : n € w} takovych, Ze prokazdé n € wjed, C X, |d,| =
>n, dp, je uzaviend a omezend v > a navic D = Unew_ dp € Q. |D =Yy, | <01
pro kazdé n € w a D je disjunktn{ se viemi mnoZzinami ze Z. To v3ak bude spor
s maximalitou systému D(R) C R,.
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Mdme dvé posloupnosti konvergujici k o, totiz {«, : n € w}. jiZ jsme pouZili
pro konstrukci R, a {a(n) : n € w} pouZitou pro vybér skoro disjunktnich
Xan) Ya(n). Pro dané n € . predpoklddejme, Ze mdme jiz d, pro p < n.
Vezméme nejmensi k. m € «, aby platilo a,, < a(k) < alk+ 1) < «,,. Ziejmé
X=Xn Nak+1) N[ Np<p Ya, € Q. Podivejme se na mnoZinu XnU{z:zc
Z}UU{dy : p < n}). Ta md mohutnost mensi nez s, nebot || J, ., dp| < >, a
| Xa(k+1) VYo, | < xaprokazdé Z € Zje |Z = Y,, | < smpr a|Z] < 5

Proto mizZeme vybrat uzavienou mnoZinu d,, C X omezenou v 3 mohutnosti
#n, kterd je &asti intervalu [suplJ, ., dp + 1, 5) a disjunkini se viemi Z € Z.
Potom mnozina D = J,,.,dn € Q aprokazdé n € wje D — Yo, C U, dp,
tedy |D — Ya, | < 524

T

new

1.40 Lemma. Nech! A > 2 je kardindlni &islo. Predpoklddejme, Ze (P, <) je
usporddani (nebo kvaziuspordddni), které je (1) wy-uzaviené, (ii) vsude (wy, -, A)-
nedistributivni. Pak (P, <) je v§ude (w1, -, A*)-nedistributivni.

Dikaz. Pokud A¥ = A, neni codokazovat. Piipad A < 2* je také ziejmy, vime jiZ,
ze P musi byt (wy, -, 2¢)-nedistributivni. Pfedpoklddejme tedy, Ze 2 < A < A~.

Necht 7 < A je nejmens{ kardindl spliujici 7 > A. Ziejmé 7% = A\ a
z Hausdorffovy formule pro kardindIn{ aritmetiku a z pfedpokladu A > 2¢ plyne,
ze T musi byt singuldr se spocetnou kofinalitou. Zvolme rostouci posloupnost
(1o : n € w) reguldmich kardindlnich ¢isel aproximujici 7. Z volby 7 plyne, Ze
X0 < 7 pro kazdé n € w.

Necht {A4 : a < wi} je systém maximdlnich disjunktnich mnoZin v (P. <),
které svédei pro (wi.-. A)-nedistributivitu. Jelikoz P je wi-uzaviené, miZeme
predpoklddat, Ze Ag zjemnuje A, pro a < J < wi, to znamend, Ze pro libovolnd
re Ag, s € A, je bud r < s, nebo ra s jsou disjunktni, neexistuje Zddny prvek
pod obéma.

M¢gjme ddno s € P. K prvku s konstruujeme rekurzi rozvétvujici se systémy.
Rozvétveni bude kontrolovdno stromem S = {¢ € "7 : n € w& (Vi € Dom (¢))
© € 7,} a uspofdddni je prodlouzeni. S, zna¢i n-tou hladinu stromu S, tedy S,, =
XienT. Pro o € S,.n > 0. hleddme ¢isloa. < wyaprvkya. € A, .s.€ P
tak, ze s, < a,. Pro g = 0 poloZime so = ay = s, oo = 0. Predpokldddme,
7e pro ¢ € X, < 7, mame s; < a_,aa, Existuje néjaké a < . o > a.
takové, ze A, . = {a € A, : a je kompatibilni s 5} md mohutnost > =,. To
plyne z (w.-. A)-nedistributivnosti a 7, < A. Zvolme takové «, vyberme z A,
¢dst mohutnosti 7, a prosté ji indexujeme funkcemi {v € X,<,7, : v < ¢}
Dostdvame tak {ay : ¥ = o U (n,§),& < 7o} a vybereme sy, tak, Ze s, < s, a
sy < ay apoloZime ay = «. Tim je popsdna konstrukce.

Uvazujme nyni nekone¢né posloupnosti f € X, e 7n. Ty jednak odpovidaji
vzdjemne jednoznacné vétvim stromu S, a jednak na né miZeme pohliZet jako na
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body topologického prostoru X = Xne. T, se souinovou topologii diskrétnich
prostorl 7,. Zobrazeni F' 1 X,ew, Tn — “wi jeurCeno vztahem F'(f)(n) = ay,.
JelikoZ | Xpewmn] = 7% = A¥ > 2¥ a [Ywi] = 2, existuje jedna rostouci
posloupnost @ = («,, : n € w), pro kterou mnoZina

M={fe )€(I,~,1:F(f):6}

md mohutnost v&t3i nez 7. Cilem je ukdzat, Ze |M| = 7.

NemiiZeme pouZit mohutnostni argument, protoZe nevime nic o vztahu cf(7+)
a2¥. Zobrazeni F je spojité zobrazeni prostoru X do prostoru X, ¢, w; a mnoZina
M, jakoZto vzor jednobodové a tedy uzaviené mnoziny, je uzaviend v X. Pro
p e Sje0, ={f € X:¢ C f}oteviend mnoZina v prostoru X. MnoZina
U=J{O0, :|0,NM| <T1,0€ S}jeoteviend a My = M N U md mohutnost
nejvyse 7, protoze |S| = 7.

Jelikoz |M| > 71, je mnoZina M, = M — My = M — U uzaviend v X
a [M;| > 7%, Uvazujme podstrom ' € S, T = {f|n : f € My, n € w}.
Topologickd uzavienost mnoziny M, je ekvivalentni s tim, Ze kazdd vétev v T
sestdvd z restrikci néjaké funkce v M. Ve stromu T plati: pro kazdé ¢ € T a
n € wexistuje yp € T, 2O ¢ a1 md alespoil 7, bezprostfednich néslednikd v 7.
Kdyby tomu tak nebylo, pak jednak z definice T existuje f € M;, ¢ C f ajednak
|0, N M| < 77 < 7. To oviem znamend, Ze i |O, N M| < tatedy f € U,
mdame spor s tim, Zze My NU = 0.

Ovétili jsme, Ze strom T je dokonale vétvici se a z toho by jiz mélo byt ziejmé.
zevetviv T musibyt [], . 7 = 7. Tedy |[M| > [My] = 7.

K dokoncenidilikazu ozname 3 = sup,,c, @,. Ovéfujeme, Ze s je kompatibilni
s alespont 7™ prvky 5-té hladiny A . Pro f € M vyberme prvek s; € P takovy.
Ze sy < S5, pro viechna n € w, existence plyne z w;-uzavienosti uspofddani P.
Dile zvolme ay € Ag tak, Ze a; je kompatibilni s s;. Pro rizna f.g € M jsou
prvky ay, ag disjunktni, protoZe ay < ayy, pro kazdé 1. € w, a pro nejmensi mn
takové, ze f(m) # g(m) jsou prvky ajn 41+ Ggpmo1 disjunktni. JelikoZ s; < s,
je s kompatibilni se véemi prvky ay, f € M. Konec diikazu.

Nyni je jiz nasnadé€ dikaz véty 1.29 pro i« > cf () = w. PouZijeme prirozené
zobecnéni McAloonovy véty 1V.2.43: Md-li tiplnd Booleova algebra I3 néjakou
w1 -uzavienou hustou &dst mohumosti A aje vsude (wy. -. N)-nedistributivii, potom
B je izomorfni s kolapsovou algebrou Col(wy. A).

Vime, Ze (Q. C7) jew;-uzaviend podle 1.36(ii)(a), md hustou ¢dst H mohutnosti
5™ podle 1.38. H je nutng také w;-uzaviend a podle 1.39 je viude (wy. -, 5N0)-
nedistributivni. Proto RO (Q) je izomorfn{ s Col(wy, »™). Tedy podle 1.36(i)(d)
nalezneme Col(wy, 5™°) jako dplnou podalgebru zuplnéni cm(P,. ().

Podivejme se narozklady jednotky v kolapsové algebie Col(wy, 7), kde 7 je dany
kardindl. Existuje hustd Cdst této algebry izomorfni s H = <<!7, kanonickému
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uspofddéni algebry odpovidd prodlouZeni v H. ZtotoZnime mnoZinu H s touto
hustou &4sti.
Pro o < wy, 8 < 7 poloZzme v algebfe Col(wy, 7)

uap = \/{f € H:a€Dom(f), f(a) = B}.

Dostdvdme tak booleovskou matici typu (w;, 7), jeji fadky jsou rozklady jednotky.
Navic, je-li f € Haa < wy, a ¢ Dom (f), pak prokazdé 8 < 7je f Auq g # 0.
Jelikoz H je hustd mnoZina, dostdvame, Ze pro kazdé nenulové v existuje v < w;
takové, Ze prokazdé o, vy < o < wj akaidé f < T jevAuqa g # 0.

Oznaéime-li 7 = N0, vime, Ze Col(w;,7) je uplnou podalgebrou algebry
em(P,.(5)) s hustou &dsti {[X] : = € [x]*}. Z jiz popsané matice {uq 5 .
a < wy, B < 7} v Col(wy, ) ziskime MAD systémy poZadované ve vété 1.29.
Za P, 3 zvolme skoro disjunktni systém D na ¢, pro ktery v cm(P,.(¢)) plati
uapg = V{[X] : X € D}. JelikoZ {uqp : f < 7} je rozklad jednotky, je
Py = U{Paps: B < 7} maximdlni skoro disjunktni systém na ».

Méjme libovolné X € [»]*. [X] je nenulovy prvek v P..(3c) C cin(P..(x)).
Uvazujme prvek v = A{u : [X] < u & u € Col(wy, 7)}. Tedy v je nejmensiprvek
z podalgebry Col(wy, 7), ktery je nad [X]. JelikoZ v # 0, existuje & < w; takové,
Ze v Aug g # 0 pro kazdé 3 < 7. Potom také [X] A u, 5 # 0 pro kazdé 3 < 7,
nebof v opaéném pfipad€ by pro nékteré 5 < 7 bylo v < —u4 g. a to neni mozné
z divodu v A us g # 0. To dokazuje, Ze pro kazdé 5 < 7 existuje A € P, 3, pro
které |A N X| = 5. Tim je véta o kolapsu pro singuldr s s cf(5) = w dokdzdna.

1.41 Disledek. Necht ¢ je singuldr s cf(r) = w a plati 2% = s (naptiklad >
silng limitn{). Potom ¢cm(P,,(5¢)) je izomorfni s Col(wy, 2%). To plyne z toho, Ze
hustd &dst P, (5¢) je wy -uzaviend, md mohutnost 2* a algebra cm (P, (5¢)) je viude
(w1, -, 2%)-nedistributivni, protoZe jiZ jeji podalgebra Col(w;.2*) ~ RO(Q..) je
viude (wy, -, 2%)-nedistributivni.

Vysledek ve veété o kolapsu 1.29(iii) patfi M. Kojmanovia S. Shelahovi (Kojman,
Shelah 2001). Uvedeny dikaz se opird o praci (Balcar, Simon 2001).
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Dodatek 2. Mocniny singularnich kardinala

V tomto dodatku uvedeme dva vysledky, tykajici se odhadu mocnin kardindlnich
¢isel. Prvnim z nich je Shelahovo zobecnéni Galvinovy a Hajnalovy véty i pro
kardindly N se spoCetnou kofinalitou. Je to obecnéjsi formulace véty 11.5.26.
Druhym je fantasticky velmi prekvapujici vysledek Shelahlv, ktery je populdrni ve
své nejjednodussi formulaci, je-li X, silné limitn{, pak

M <R,

Je vskutku ¢&islo 4 to magické ¢islo, pro které nelze odhad zlepsit? To se doposud
nevi.

2.1 Véta. Je-li § limitni ordindl a . je kardindlni ¢islo mensi neZ N, potom

YH
?\5 < Nutg‘;,i)»‘

2.2 Véta. Je-1i ¢ limitni ordindl, potom
N‘;[ < InaX{N|5’+4, (lei)+}

Specialné plati
PR N I

Diikazy téchto tvrzeni se opiraji o takzvanou pcf teorii, neboli teorii moznych
kofinalit redukovanych sou¢ind malych mnozZin regularnich kardindld, kterou vy-
vinul S. Shelah. Zdkladni my$lenky této teorie a snad i jeji krdsu a silu ukdZzeme
na demonstraci véty 2.1. Pro technickou ndro¢nost neuvddime dikaz véty 2.2,

U. Abrahama a M. Magidora (2001).
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2.3 Dusledky. (i) Je-li 8; silné limitnf singuldrni kardindl, potom
2% < Rigporys -
(1) Je-li W, silné limitni kardindln{ ¢islo, potom
2 < R, a pFitom 2%~ je reguldrni kardindl.
(ii1) Je-li R, silné limitni a plati CH, pak

Ro
20 <R,

Diikaz. (i) Vime podle 11.5.19, Ze pro silné limitni N je
QNA — Ngf(No) — Ngfw)
Tedy podle véty 2.1 je
oNs < N(!(glcf(s))+ < N(2|5\)+.
(i1) Siln€ limitni R, znamend, ze 2%~ = RX° a to podle véty 2.2 je
2% < max{R,,, (2*)7} = N,

protoZe (2¢)* < N,. JelikoZ podle I1.5.17 je cf(2%~) > N, a 2% < R_, a
vSechny singuldrni kardindly s« < N, maji kofinalitu nejvyse R3 < N_,, musi 28~
byt regulami.

(111) Je-li navic 2 = wy. je podle (i)

M <R oy = R,

2.4 Piiklad. Pro kazdy ordindl o < (2%)™ platf
RN < Rigug)s

Abychom to dokdzali, poloZme § = « + w, potom 4 je limitni ordindl a |§|™0 <
(QNO)NO = 9% 7 véty 2.1 pak plyne

NEO S N?O < &<75|N0)+ S N<2N0)+.
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27 Mocruny sucguldrndch hardoindle Dodatck 2

2.5 Poznamka. Pro silné limitni kardindl R, je ddn odhad 2%~ < R_,,. Mlzeme se
ptdt, jaké byly ziskdny vysledky o bezespornosti pro mocninu 2%~ Magidor ziskal
prvni vysledky o bezespornosti za pomoci superkompaktniho kardindlu. Ukdzal,
7e je bezesporné predpoklddat 2%~ > R, .} prosilng limitni ®_ a také bezespornost
2%~ = N_,, pfi zachovdni zobecnéné hypotézy kontinua pod N_,. Tento vysledek
zlepsil Shelah aZ na hodnoty 2%~ = X, pro libovolné a < .o;. Neni zndmo, zda
2%~ mize nabyt hodnoty v&tsi nez N, .

Od této chvile se budeme zabyvat technikami, vedoucimi k dikazu véty 2.1.

2.6 Redukce véty 2.1. UkdZeme, Ze stali dokdzat toto slab3{ tvrzeni.

(*) Je-li o limitn{ ordindl a pro vsechna 8 < ~ je N;f(”') <N,

pak N'Cyf(ﬂr) < N(!,chf(-y))-f-.

Necht § je limitn{ ordindl a 1 < Rs. Pokud Ry = Ng, tvrzen{ véty je trividlng
splnéno, nebot funkce R je rostouci a & < [§]* < (]6]*)". Budeme tedy naddle
predpokladat, Ze X§ > Rs. Nutné p > Ro.

Bud ¢ < 4 nejmens{ ordindl, pro ktery plati XY > Rs. Vimnéme si, Ze z nerov-
nosti Y > N5 ad > o okamzité plyne Ry = R, protoze Ne = (Ng)“ > NE > NE.

Pokud R, < u, pak RY = 2# a z minimality ¢ mdme ¢ = 0. Tvrzeni véty pak
vyplyvi snadno z faktu, Ze & < R,, nebot XY = RE = 2+ < M < ()T <
N(j5)#)+- Tvrzeni (*) jsme v tomto pfipadé viibec nepotfebovali.

Pokud R, > p, musi byt ¢ > 0, protoZe p > Ry. Z minimality o dostdvime,
ze N‘S‘ < N, pro viechna 3 < g, coz podle véty 11.5.29 vyluCuje mozZnost, Ze by
o bylo izolovanym ordindlnim ¢islem, stejné jako moznost, Ze by o bylo limitnim
ordindlem a souasné p < cf(R,). Aviak v situaci cf(R,) < p < R, vime. ze
N < N, < R&pro § < gatedy piipad (iv)(a) véty 11.5.29 rovnéZ nenastavi.

Zbyva druhd alternativa Bukovského formule, coz v naSein piipadé znamend
NE = 8, @) Soutasng mdme cf(0) = cf(R,) < pajelikoz XY < R, je i
RT < R, pro viechna 8 < p. MiZeme tedy pii volbé 5 = o pouZit () a

dostivdme, Ze sz(g) < N(lg’cf(g))ﬁr; a tedy

SH N Cf(g) » —
N ==t o o

& o A

kde posledni nerovnost je diisledkem nerovnosti o < d a cf(o) = ct(N,) < .
Ovéerili jsme, Ze véta 2.1 plyne z (¥).

2.7 Ordindlni funkce a ultraprodukt. Necht A je neprizdnd mnoZina a U je ultra-
filtr na A. Ordindlni funkci rozumime jakékoli zobrazeni s hodnotami v ordindInich
Cislech.
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Definice. Pro funkce f, ¢ definované na A s hodnotami v On polozme
f=uvgjestlize{ac A : fla) =g(a)} €U,
f<UgJesthze{a€A : fla )<g(a }eU,

f <u g, jestlize {a€ A : f(a) < g(a)} € U.

Relace = je ekvivalence, protoze U je filtr. Pro libovolnou mnozinu S € 4 On
symbolem S/U znac¢ime faktorizaci mnoZiny S podle ekvivalence =, . Z tho, Zc¢
U je ultrafiltr plyne, Ze <y je linedrn{ kvaziuspofddani na S, nebot pro libovolné
funkce f, g jsou mnozZiny {a € A : f(a) = g(a)}, {a € A : f(a) < g(a)},
{a € A : g(a) < f(a)} vzdjemné disjunktni, pokryvaji celé A a pravé jedna
znichleZzi v U, tedy bud f =y g,nebo f <y g,nebog <y f. Tedy <y je linedrn{
uspofddani na tfiddch ekvivalence.

Libovolnd mnoZina S C # On a ultrafiltr U na A uréuje jednozna¢né kardindlni
¢islo, a to kofinalitu linedmé uspofddané mnoziny (S/U, <y ), znacené obvykle
cfy(S). Tedy cfy(S) je nejmensi kardindln{ &islo s takové, Ze existuje soubor
(fo @ o < 3c) funkel z S takovy, Ze pro a < 8 < scje fo <u fg a pro kazdé
g € Sexistuje o < s splivjici g <y f,. Z linearity usporddani (S/U, <y plyne,
ze cfy (S) je reguldrn{ kardindlni &islo.

2.8 Priklad. (i) Uvazujme mnoZinu S = “w viech posloupnosti pfirozenych
¢isel. Je-li U trividln{ ultrafiltr, to znamend, Ze obsahuje n&jaky singleton {k}, pak
cfy(S) = w. Je-li U netrividln{ ultrafiltr, pak w; < 6 < cfy(S) < 2%, kde b Je
charakteristika zavedend v Dodatku 1, 1.12. Nepiekvapi, Ze konzistentné mohou
existovat rizné netrividlni ultrafiltry U, V na w, pro které cf (S) # cfy (5).

(i) Necht S = X,e, wy. Ziejmé N, = sup{R, : n € w}. Pro libovolny
netrividln{ ultrafiltr U na w ma ultraprodukt .S/U maximdlni moZnou mohutnost
R¥o | protoze existuje N skoro vsude riznych funkci v S. Snadno ovéiime,
ze cfy(S) > No. Shelah ukdzal, Ze vidy existuje ultrafiltr U na w, pro ktery
CfU(S) =Nos1

2.9 Cesta za dikazem tvrzeni 2.6 (*). Nejprve vylou¢ime trividlni ptipad. V§im-
néme si, Ze (*) je tvrzen{ o singuldrnich kardindlech, protoZe z predpokladu na
R, plyne cf(R,) = cf(y) < N,. Funkce XN je nejen rostouc, ale i spojitd. proto
ma mnoho singuldrnich kardindl jako pevné body. Pro takové singuldry tvrzen{
(*) nic nového nefikd. Pokud totiZ nastdvd rovnost v = N,, pak mdme Niyfm =
I 1F < (|y]F)F < Ry erny+ - Proto budeme naddle predpoklddat, ze ~ <
R, a uvédomime si, Ze mame tedy také |v[f(7) < R

Zacneme znacenim. PoloZme A = cf(y) a A = {v : v je reguldmi kardindl,
[7|* < v < X, }. A je mnozina nekone¢nych reguldrnich kardindld, kofindlni v X,
A < JA] < |v], ktera m4 tyto dvé viastnosti:

(1) |A| < min A, jinymi slovy, A je progresivni,
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2 10 Mocruny singuldrnich kardindlu Dodatek 2

(i) A je interval, to znamend, Ze obsahuje kazdé reguldrni 7 takové, Ze inin A <
T < sup A.

Nyn{ uvazujme mnoZinu funkei S = X A = X{v : v € A}. Pro ultrafiltr U
na A oznadime tcf(U) kofinalitu linedrniho uspofddani (S/U, <y). Zajimaji nds
nékteré ultrafiltry na A. Pro M C A budeme symbolem Ult(A/) znalit ultrafiltry
na A obsahujic{ mnoZinu M. MnoZinu viech ultrafiltrd U na A takovych, Ze
existuje M € U o mohutnosti |M]| < A, budeme znatit Ult(A, A). PoloZime

pcf(A) = {tcf(U) : U € Ult(4, )}

Poznamenejme, Ze v literatufe je takto zavedeny pojem uvddén jako pcfy(A).
Pro pohodli budeme radéji pracovat s kvaziuspotddédnim (X A, <y) neZ s fak-
torizaci (X A/U, <y), protoZe jejich kofinality jsou stejné.
Pro ultrafiltr U na A

limU = min{sup X : X € U}.

Pokud U € Ult(A4, A) alim U < R, pak z pfedpokladi na kardinal R, je ziejmé,
ze |S/U| < X, atedy také tcf(U) < N,. Nepiekvapi proto, Ze nds budou nejvice
zajimat ultrafiltry s im U = X,,. Pro takové ultrafiltry je vidy tcf(U) > X, nebot
tcf(U) je reguldmni kardindl a nemiiZze byt mensi nez X,

Viimnéme si, ze A C pcf(A), coz zabezpeluji trividlni ultrafiltry na A.

Dikaz (*) nyni vyplyne z téchto tif vlastnosti mnoZiny pcf(A):

(@) [pef(A)] < 41,
(b) pcf(A) je interval,
(c) suppef(4) = R2.

Vskutku, podle (b), mnoZina pcf(A) obsahuje vSechny reguldmi kardinaly
mezi X, a sup pcf(A). ProtoZe mnoZina vSech reguldmich kardindld mezi X,
a N(j5»)+ md mohutnost (J7|*)*, musi byt podle (a) pcf(A) C R(jy(*)=» a proto
i suppef(A) < R(j,2)+. Nyniz(c) plyne, Ze R} < sup pef(A) < Ry a)+. coZ
jsme méli dokdzat.

Zbyvd ukdzat, Ze pcf(A) md vlastnosti (a), (b) a (c), coZ provedeme postupné ve
vétdch 2.12, 2.17 a posledni vlastnost (¢) rozdélime na pfipad nespocetné hofinality.
véta 2.22, a specidlni piipad spo€etné kofinality je feSen vétou 2.28.

2.10 Lemma. Je-li U € Ult(A. \) a mnoZina funkci H C X A nemd horni mez
v usporaddani (X A, <v), pak existuje mnoZina M € U takovd, Ze pro vSechny
wltrafiltry V- € Ult(M) je H neomezend také v (X A, <y ).

Dukaz. Pfedpoklddejme, Ze tomu tak neni. Zvolme mnoZinu L € U takovou,
ze |[L] < A Prokaidé X C L, X € U, existuje ultrafiltr V(X) € Ult(X),
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ktery je protipiikladem na tvrzeni lemmatu. To znamend, Ze v kvaziuspotddani
(X A, <y(x)) existuje hornf mez fx mnoziny H. Protoze [P(L)| = 251 < 2% a
protoze kazdé v € A je reguldrni kardinal splfiujici v > 2%, jesup{fx(v) : X C
L, X € U} < v, atedy funkce f, definovand predpisem f(v) = sup{fx(v) "
X CL, X eU}prov e A, jeprvkem mnoziny X A.

Ovétime, Ze funkce f je <y -horni mezi mnoZiny H, a to bude ve sporu s pied-
pokladem lemmatu. Zvolme g € H libovolné. Je-li X C La X € U, pak mnozina
Y(X)={veX: g < fx(v)} € V(X), protoZe fx je horni mezi mnoZiny
H v kvaziusporddani <y (xy, piitom zfejmé Y(X) C {v € X : g(v) < f(v)}.
Polozme M = | {Y(X): X C L& X e U}.

UkéZeme, 2¢ M € U. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by byt L — M € U,
jenzeY(L—M) € V(L—M),tedy Y (L— M) je neprdzdnd podmnoZina mnoziny
L — M a soulasné Casti M, coZ neni mozné. Z definice funkce f ted dostdvdme,
Ze pro kazdé v € M je f(v) > g(v), tedy g <y f, ato je hledany spor.

2.11 Dasledek. Pro kazdé U € Ult(A. N) existuje mnozina M € U takovd. Ze pro
vSechny ultrafiltry V. € Ult(M) je tef (V') < tef(U).

Dikaz. Sta¢i zvolit mnoZinu H C X A, kterd md mohutnost tcf(U) a je kofindIni
v (XA, <y). Podle 2.10 existuje M € U takovd, ze pro V € Ult(A[) je H
neomezend v (X A, <y ). Dostdvdme tcf(V) < |H| = tcf(U).

Nyni uz snadno dokdzeme (a).
2.12 Véta. |pcf(A)] < |y

Dikaz. Pro kazdé 7 € pcf(A) zafixujme ultrafiltr U € Ule(A. A), pro ktery plati
tef(U,) = 7. Podle 2.10 existuje M, € U, tak, Ze |M ;| < A apro kazdy ultrafiltr
V e Ult(M,) je tef(V) < 7. Ziskali jsme tak zobrazeni o : pef(A) — [A]S*.
Toto zobrazenf je prosté, nebof pro 7. 7" € pef(A4), 7 < 7/, musi byt AL, # A,
jinak by 7/ < 7. Jelikoz mnozina A md mohutnost < [/, je |[A]=*] < |7[*, atedy
i [pef(4)] < [y[*

Chceme se piesvédCit, Ze pcf(A) je interval.

2.13 Definice. Bud U € Ult(A). 7 reguldrni kardindl. (f, : a < 7) <g -rostouci
posloupnost funkci v X 4 a >» < X., nekone¢ny reguldrni kardindl. Rekneme, e
posloupnost (f, : @ < 7) je aproximovina s><-malym podsou¢inem, pokud existuji
mnoziny S, C v (v € A) takové, ze |S,| < s pro vSechna v € A a pro kazdé
a < Texistuji 3> aah € Xyeca S, tak, Ze fo < h <y fs.

Nisledujici dvé lemmata, vedouci k dikazu (b), ddvajf kritérium k rozpozndnt,
kdy md rostouci posloupnost funkei v (X A, <y/) supremum.
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2.14 Lemma. Budte U € UWt(A), 7. 5 reguldrni kardindlni ¢isla spliujici | A|™

sax < 7 < tef(U). Neni-li <y-rostouct posioupnost funker délky 7 v X 4
aproximovdna s-malym podsoucinem, pak md supremum v (X A. <[}

Dukaz. Zvolme posloupnost {f, : & < 7) v X A4, pro niZ plati f, <; f3, jakmile
a < f < 7. JelikoZ tcf(U) > 7, existuje néjakd <y -horni mez této posloupnosti,
feknéme ho. MiZeme bez djmy na obecnosti pfedpoklddat, Ze pro viechna o < 7
av € Aje fo(v) < ho(v), nebot min{fs,ho} =¢ fo. Pokud je hg supremum
nasf posloupnosti, jsme hotovi.

V opaéném ptipade budeme transfinitni rekurzi do s nachdzet stdle mens{ horni
meze a v n€jakém kroku bud nalezneme supremum, nebo s¢-maly podsoucin, ktery
aproximuje posloupnost ( f, : & < 7). Bud £ < 3¢ a predpoklddejme, Ze jiz zndme
horni mez h¢. Pokud je he supremem, rekurze kon¢i. V opa¢ném piipadé existuje
<y-horni mez h¢ 1, pro kterou plati he1 <y he a opét smime pozadovat, aby
her1(v) < he(v) pro viechna v € A.

Pro £ < ¢ limitni, pokud jiZ byly funkce h, pro n < & nalezeny, zndme pro
kazdé v € A viechny hodnoty h,(v), n < & Polozme S, ¢ = {h,(v) : 1 < &},
mdme S, CvalS, | < |€] < s Proa < 7 zvolme nejlepsi horni aproximaci
funkce f,, vsoutinu X, ¢4 S, ¢, kterou je zfejmé funkce g, ¢ definovand predpisem

Gae(v)=min{d € Suc: 6 > fo(v)}.

VSimnéme si, Ze pron < {je h, € Xyca Suca fo <¢ h,. Proto g, ¢ <i- h.,
pro vechna o < 7 an < £. Protoze je £ limitn{ ordinal, je dokonce g, ¢ <; h.,.
nebof go ¢ <u hy41 <y h,. Dile, proa < 3 < 7 je fo <y f3 atudiz
Jae SU 98¢

Nyni mohou nastat dvé mozZnosti.

(1) Existuje a(§) < 7 tak, Ze ga(¢),¢ =U ga.c Pro viechna a > a(§), a < 7.
V tomto pripadé poloZme h¢ = g,(¢),c a zfejmé mdme daldi horni mez dané
posloupnosti, kterd je < --mens8i nez vSechny predchozi.

(ii) Pro kazdé o < 7 existuje 3 < 7. 3 > «, takové, Ze g, ¢ < gs¢. Pak viak
soucin X, ¢4 .S, ¢ aproximuje posloupnost {f, : a < 7). Jsou-li totiz o < @ <
G < 7takové, ze go ¢ <U gae <u 95,6 PaK fa SU Yas <U S SU Gme < [
Tedy fo <v ga¢ <t fzazieimé gze € Xyc1S,¢. V tomto pripadé rekurze
kon¢i, pon€vadZ jsme zjistili, Ze uvazovand posloupnost je aproximovina >-malym
podsoucinem.

Lemma bude dokazano, jestliZe ovéfime, Ze transfinitni rekurze nemdze pro-
béhnout vech s krokili. To ukdZeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze jsme pro kazdé
¢ < 5 nasli popsanym zpdisobem horni mez he. Posloupnost (he : € < ) je
<y-klesajici. Pro vSechna limitni £ < 3¢ jsme nalezli a(§) < 7. Jelikoz 7 > < a
7 je reguldmi, je @ = sup{a(&) : € limitni, § < >} < 7. Z konstrukce plyne, Ze
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pro kazdé limitni & < > nastal pfipad (i) a tedy ga ¢ = he, a co je podstatné. pro
&1 < &, obé limitni, je gz ¢, > gz, Viude na A.

PiSme g¢ misto gz ¢.

Pro kazdé v € A se nerostouci posloupnost ordindlnich ¢isel {ge(v) - & .
& < 2} nékde stabilizuje, to znamend, Ze pro n&jaké £(v) < x je ge,,(v) =
min{ge(v) : limitni & < 3}, JelikoZ » je reguldmi a |A] < ¢, je & = sup{&(v) :
v € A} < 5. Ale pro ¢ limitni, £ > &, pronéjaké v € Aje ge(v) < gg(v), protoze

ge <U gg ato je spor s definici ¢isla €. Timto sporem je dikaz lemmatu ukoncen.

2.15 Poznamka. Vsimnéme si, Ze predchozi lemma plati pro libovolny ultrafiltr U
na libovolné mnoziné A reguldmich kardindlG. Stejnd pozndmka ohledné mnoZziny
A plati i pro nésledujici lemma.

2.16 Lemma. Je-1i U € Ult(A, \) a 7 reguldrni kardindl, (|A|*)™ < 7 < tef (1),
pak kazdd <y -rostouct posloupnost funkci v X A délky T md supremum v kvazi-
uspordddni (X A, <y ).

Dikaz. Je ziejmé, ze |A|* > 2 > A*. Polozime-li » = A", pak »x < 7 a
pro M € U, |M| < A, miZeme aplikovat pfedchozi lemma 2.14 pro ultrafiltr
Uy = UnP(M) na M. Necht (f, : a < 7) je <y-rostouci posloupnost
v XA, Potom f = (fo|M : a < 7) je <y,-rostouci posloupnost v X M a
tcf(Up) = tcf(U). Posloupnost f nemiZe byt aproximovdna Zddnym s-malym
podsoudinem (S, : v € M), protoze | X,ep Su| < A = 2 < 7 atedy je
k dispozici mdlo funkci pro aproximaci rostouci posloupnosti délky 7
Posloupnost f md proto supremum v (X M. <; ), oznaéme jej ;. Libovolné
roziteni funkce h do funkce v X A je supremem vychozi posloupnosti vici <.

2.17 Véta. pcf(A) je interval.

Dukaz. JelikoZz mnoZina A je poldtenim dsekem pcf(.4) a sama je intervalem.
sta¢i ukdzat, Ze pro reguldrni kardindly T a 7', X, < 7 < 7/, pokud je 7’ € pcf(A4),
pak také 7 € pcf(A).

Zvolme ultrafiltr U € Ult(A. A) tak, aby platilo, Ze 7" = tef(U). Vime, Ze
existuje <¢--rostouci posloupnost (f,, : « < 7'}, kofindlni v (X A. <-). Jelikoz
|4]N < R, < 7. podle 2.16 existuje supremum h pocdtecniho tseku (f,, - o < 7
V(XA <p).

Pro funkci h musi mnoZina {v € A : h(v) limitn{ } leZet v U, mizeme proto
predpokladat, Ze vSechna Cisla h(v) jsou limitni. Funkce f,, a < 7, nebo jejich
modifikace na mnoZindch nelezicich v U, zarucuji ¢f (X, c4 h(v). <) = 7.

M¢élo by byt ztejmé, Ze se pro ordindlni funkce kofinalita ultraproduktu neméni
prechodem k ultraproduktu kofinalit, jinymi slovy.

cf( X A(v). <v) = cf( X cf(h()). <v).

vEA rveA
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(v) je reguldmi kardindl < v

g
a cf()(u.:, , <y £ ¢ < R, mnoZina {v . g(v) €
A g(v) > &} € U, to proto, Ze [£]* < U € Ult(A. N). Mizeme tedy
predpoklddat, Ze pro kazdé v € A je g(v ) E A. Polozime-i V = {X C A :
g 'X] € U}, je V ultrafiltr na A. Ddle, V € Ult(A.\), protoze U € Ult(A. \)
aproM e U, [M| < X jeg[M]e Valg[M]| < A

Zbyva overit, ze tef(V') = 7. Zafixujme M € U, |[M| = \. Funkce g uréuje
rozklad mnoZiny M na obory konstantnosti {g~ 1(/1) € g{M]}. Pro libovolné
d € X,eag(v) definujme modifikovanou funkei d takto. Pro v € M polozme
d(v) = supd[g~{g(v)}]aprov € A— M nechi d(v) = d(v). Funkce d opét lez{
v Xvea g(v), d < d vSude a d je konstantn{ na kazdé mnoziné g~ (i), p € g[M].

Modifikované funkci d pfitadime funkci o(d) € X A4 tak, ze pro & = g(v),
v € M, polozime ¢(d)(u) = d(v). pro zbyvajici ; mize > byt hodnota zvolena
libovolné. Je zfejmé, Ze pro modifikované funkce di,da, je d;, <y ds, prave kdyz
o(d) <v ¢(dy). Odtud plyne, Ze tcef(V) = 7. Tedy 7 € pcf(4 ) a véta je
dokdzana.

Polozme g(v) = cf(h(v)) prov € A. Jeliko
<y) = kazd

T > )\» J\, pfOl\

‘-’(‘J R

o tef(U) pro U € Ult(A, \) rozhoduje nejvyse b«;\ funkc1. Podstata je tedy v ne-
rovnosti opatné. Budeme se zabyvat dvéma technikami spadajicimi do pcf teorie.
Prvni pouZivd fundované relace a skoro vSude rizné funkce a je pouzitelnd pro
pfipad nespocetného A. Druhd pouzivd dominujici systémy funkci, baze idedll a
pouZijeme ji pro piipad A = w.

2.18 Rozsifeni znaceni. Necht 7 je idedl na mnozing X. Pro ordindlni funkce f. ¢
definované na X polozme

f <z g jestlize {x € X : f(x) > g(z)} € L.

f <z g jestlize{z € X: f(z) >g(z)} € T

Je-1i 7 maximdln{ idedl na X, pak dudlni filtr U’ k 7 je ultrafiltr. V tomto ptipadé
praveé zavedend relace <7 arelace <tz 2.7 splyvaji.

2.19 Lemma. Je-li T o-tiplny idedl na X, potom <7 je fundovand relace na - On.

Dikaz. Stali ukdzat, Ze neexistuje nekoneénd posloupnost fo >7 -« f,, >71
fn+1 -+ funkel. V opatném pfipadé mdme pron € w mnoZiny Y,, = {r € X :
fa(2) < fasi(z)} € T, atedy ze o-tplnosti je také Y = [ J{V,, :n € o} € T
Jelikoz X ¢ 7,je X =Y # 0. Prox € X — Y bychom méli nekonecny regres
fola) > > fu(z) > -+ vordindlnich ¢islech. co? je nemozné.

2.20 Skoro vSude razné funkce. Necht X je nekonednd mnozina a 7 idedl na X.
Funkce f, g jsou Z-rizné, jestlize {x € X : f(x) = glz)} € Z. Pokud Ir je
Fréchetlv idedl na X, to znamend 7p = {Y C X : |Y| < |X|}, pak Zp-rizné
funkce nazyvadme skoro vsude rizné.
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Pripomenme, které symboly mdme zafixované: X, A = cf(X,), A mnoZinu
reguldrnich kardindll.

2.21 Lemma. Existuje rostouci funkce : A\ — Atakovd, Zevsoucinu Xe< s w(§)
existuje ny vzdjemné skoro vsude riiznych funkci.

Dtikaz. Bud v : A — A rostouci funkce spliujici sup{y(a) : a € A} = N,
a takovd, ze (sup{2)(8) : B < a})* < ¥(a) pro kazdé o < A. Z kardindlni
aritmetiky vime, Ze | Xq<x 9(@)| = X2 a navic pro kazdé a < A mdme né&juké
prosté zobrazeni e, : Xg<a ¥(8) — ¥(a). Pro libovolné f € Xocxw(a)
funkce gy, definovand vztahem

gf(a) = ea(fla),

lezi op&t v X o< x (). Prorizné fq, fa jsou funkce gy, a g5, skoro viude riizné.
Mime tak {gf : f € Xacr (@)} ny skoro vude riznych funkei.

2.22 Véta. Je-li A nespocemé, pak sup pcf(A) = R

Dikaz. Zvolme pevné reguldrni 7, N, < 7 < Ni Dokazujeme, Zze 7 € pcf(4).
Uvazujme mnoZinu R vech zobrazenf ¢ : A — A, pro které v Xecr ©(€)
existuje alespont 7 skoro v3ude riznych funkci. Fréchetiv idedl Zp na A je o-
tiplny. Podle predchoziho lemmatu je R # 0. Z fundovanosti plyne, Ze existuje
<7,-miniméln{ funkce » € R. Chceme nalézt ultrafiltr 7 na A. pro ktery plati
cf(Xear(§),<7) 2 7.

Polozme 7 = Tp U {X : X € [\, existuje g € Xeex (&) av Xeex g(é) je
alespoii 7 skoro viude riznych funkei}.

Dokazujeme, ze 7 je idedl na A. Predné A ¢ I, jinak existuje g . A —— N..
g < wav Xeenrg(€) existuje 7 vzdjemné skoro viude riiznych funkei. Stejnou
vlastnost ma funkce ¢’ < g, kde ¢’ (&) = |g(&)], anavic ¢g'(§) < (). Polozime-li
prof < A

h(&) = min{v € A:v >sup{g'(n) :n <&}

jeh: N — A h <z, vah € R,atojespors minimalitou funkce ,». Uzavienost
7 na podmnoZziny je zfejmad, a jsou-1i X| Y € 7 — Ip disjunktni mnoZiny a gy. gx
jim odpovidajici funkce, pak gx U gy zarucuje, Ze sjednoceni X UY € 7. Pfidd-
me-lik X € Z — Zp mnoZinu Y € Zp, neovlivni to skoro riiznost pozadovanych
funkef, 7 je idedl.

Necht F je ultrafiltr na A, ktery rozsituje filtr dudlni k Z, to znamend, ze F N7 =
0. Ovétime, ze cf (Xecr 0(§), <x) = 7. Zvolme S C Xeon (§) systém skoro
viude rdznych funkci, [S| = 7. F je uniformni ultrafiltr, tedy pro f. ¢ € S, jakmile
f # g,pak f #x g, tedy mohutnostultraproduktu | X¢ < ¢(§)/F| > 7. Kovéfeni
kofinality stali ukdzat, Ze pro kazdé f € Xecn () je mnozina Sy = {g € S :
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g <r f} mald, |S;| < 7. Pokud by pro n&jaké f bylo S; = 7. potom pro kazdé
g € Sy existuje X, € F takove, ze g| X, < f|X,. Ale 7 > N, > 2%, proto pro 7
funkei g € Sy je X, stejné, ozna¢me jej X. To ovSem znamend, ze X € 7. ato
neni moZné, protoZze X € F.

Nyni sta¢i ultrafiltr F pievést na ultrafiltr U € Ult(A, ), kde U = {}" < A
@ Y] € F}. Stejné jako ve 2.17 ovétime, ze tef(U) = 7. Tedy 7 € pcf(A).
Pozadovand rovnost je dokdzdna.

Vsimnéme si, Ze jsme pro piipad nespocetné kofinality nejen znovu dokdzali
vétu o intervalu pcf(A), ale i to, Ze pokud N:\, je reguldrni kardindl, pak R} =
max pcf(A). Obecné maximum pcf(A) ve smyslu nasi definice nemusi existovat.

2.23 Dominujici systémy. UvaZujme na X # 0 n&jakou mnoZinu H ordindlnich
funkci. Systém D C H nazyvdme dominujici, jestliZze

(VfeH)(3geD)(Vz e X)(f(z) < g(z)).

Je asi patrné, Ze nas budou zajimat nejmensi velikosti dominujicich systému v riz-
nych mnozinach funkci.
Pro na$i mnoZinu kardindlnich ¢isel A oznac¢me

supp(XA,N) = {f e XA: [{ve A: f(v) #0} <A}

Tedy supp(X A4, A) sestdvd z funkci, které maji nosi¢ nejvyse mohutnosti A. Z nd-
sledujictho tvrzen{ plyne, Ze v supp(X A4, A) je nejmens{ mohutnost dominujiciho
systému rovna praveé sup pcf(A).

2.24 Lemma. (a) Pro kazdé U € Ult(A, \) existuje mnoiina M € U a soubor
funkci G C X Atak, Ze |G| = tcf(U) apro kaZdou f € X A existuje g € G takove,
Ze pro viechnav € M plari f(v) < g(v).

b) Je-li M C A 0 < [M| < A pak existuje G C XA 1ak, Z¢ |G| <
sup{tcf(U) : U € Ult(A.A). M € U} a pro kaidou f € X A exisuje g € G
takové, Ze pro vSechna v € M plari f{v) < g(v).

Duikaz. (a) Zvolme F' C X A neomezenou v (X 4, <), |F| = tef(L). Bud
Al € U zvolena podle lemmatu 2.10. MnoZinu G C X A definujme jako G =
{max{fo. f1...., fayinew& fo.fi, .., fu € F}. Ziemeé |G| = |F|.
UkdZeme, Ze G je hledand mnoZina. Pfedpokl:idejme sporem, Ze existuje f €
X A tak, Ze pro kazdé g € G je mnoZina X(g9) = {v € M : glv) < fivi}
neprizdnd. ProtoZe G je uzaviend na konecnd maxxma, soubor {X(g) : g € G}
md kone¢nou prinikovou vlastnost, a tedy ho lze rozsitit do ulwrafiltru V', Jenze
g <v f provSechna g € G, coZ je ve sporu s tim, ze M byla zvolena podle 2.10.
(b) Pro kazdy ultrafiltr U € Ult(A, ), ktery obsahuje mnoZinu M, zvoline mno-
zinu M (U) a soubor funkci G(U) s vlastnostmi z pravé dokdzané ¢dsti (a). Pak
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existuje kone¢né mnoho mnozin M (Uy), M (Us), ..., M(U,), jejichz sjednocen!
obsahuje celou mnoZinu M. Kdyby tomu tak nebylo, pak by soubor {M — MU

U € U(A,N), M € U} byl subbdzi filtru F na mnoziné M, pro ultrafiltr U 2 F
by pak platilo, ze M(U) € Ua M — M(U) € F C U, coz nenf mozné. Soubor
G = {max{g1,92,--. . gn} 1 € G(U1),92 € G(Us).. .., gn € G(U,)} zfejmé
md pozadované vlastnosti.

2.25 Definice. Pokryvaci €islo idedlu. Necht 7 je idedl na nekone¢ném kardindlu
». Pokryvacim ¢islem rozumime

cof(Z) =min{|B|: BCZ. VreI)(3yeB)(xly}
Tedy cof () je nejmensi mohutnost baze idedlu Z. Pokryvaci &islo idedlu [>]=7
pro fixované nekone¢né 7 < 3 znaéime cov (s, 7).

Uvedme zdkladn{ vztahy pro cov(se, 7).

2.26 Lemma. (i) cov(w,w) = 1,
(i) cov(R,, w) = R, pron € w — {0},
(itl) Necht x je singuldr s cf(s) = w. Potom
(a) cov(sr,w) > ¢,
(b) M0 = 2R . cov (e, w).

Dukaz. (i) VSimnéme si, Ze pro libovolné kardindly s¢, Atakové, Zew < A < rass
reguldrni, je nutné cov (s, A) > . Pro X, dokdZeme nerovnost cov(X,,w) < R,
indukei. Pro Ry tvofi systém {a : a < N} bdzi idedlu [R;]S+, tedy cov(R;.w) =
Ry ProN, 1jecov(N, 1.w) < cov(®, 1. Ry )cov(Ry, o) =N, R, =N,

(iii)(a) Necht (5, : n € w) je rostouci posloupnost kardindlnich ¢isel kofinalni
v > UkdZeme, Ze zadny systém B C []S* mohutnosti > neni bdz{ idedlu [>]=<.
Ocislujeme B = {z, : a < x}. Polozme X,, = [J{za 1 @ < 554} pron € w.
Jelikoz |.X,,] < >, je |5 — X, | = . MiZeme proto vybrat prostou posloupnost
{a, :n € v} tak, ze a, € > — X, pro kazdé n. Mnozina {a, : n € .} neni
pokryta Zddnou mnoZinou z B. Tedy cov(s.w) > .

(ii)(b) Je ziejmé, ze >N > 280 a 3N > cov(x. W), protoze [[=]S¥] = >
Na druhou stranu, je-li B bdze idedlu [»]<~, potom H{P(z): 2 € B} = 1<*.
atedy %0 < cov(s, w) 2%,

Ny

2.27 Priklad. Nech{ A" zna¢i idedl mnoZin Lebesgueovy miry nula na redlné
pifmce. Hodnotu cof(N) nelze jednozna¢né uréit v ZFC, plati wy < cof(N) <
2™ Necht AV, zna¢iidedlna #{0. 1} nulovych mnoZin ve standardn{ Haarové mife
na kompaktni grupé& 2*. Oznalme B,, mérovou algebru Borel (27)/N,,. Necht
7(B,.) je nejmensi mohutnost husté mnozZiny v B,.. Pak plati rovnosti (Cichon et
al. 1985)

cof (N..) = cof (V) - cov(s,w) = (B..).
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Vracime se k naSemu tématu. Mdme ve hie dva systémy ordinalnich funkei.
Pryvni, supp(X 4, \), funkce definovanéna A, |A] = ||, druhy.supp(™ {G. 1} A).
pouze dvouhodnotové funkce definované na X.,. Nejmen3i mohutnostdommquuho
systému v supp(X A, A) je sup pcf(A), to je dokdzdno ve 2.24. Nejmensi mohut-
nostdominujictho systému v supp(™- {0, 1}, \) je zfejmé cov(t\,,, A). Poznamenej-

me, Ze Shelah dokdzal rovnost sup pcfy (A4) = cov(R,, A
2.28 Véta. Pro A = w, suppcf(A) = R~

Tuto ¢ast ditkazu provedeme pouze pro v limitni, v < w;. Pfitom ukdZeme
hlavni ideu obecného diikazu, a to prostiedky, které mdme k dispozici. Obecny
pfipad vyuZziva jemnéjSich kombinatorickych argumentd a lze jej nalézt v pracich
zminénych v tivodu tohoto dodatku.

Bud A = {v < R, : vjereguldmi, (2*)" < v}. Prov € A oznatme v~
ten kardindl s, Ze v = s»t. Uvédomme si, Ze kaZzdy kardindl v € A je izolované
nespocCetné kardindlni ¢islo, tedy v~ je definovdno. Prokazdé v € Aaz € v\ v~
zafixujme bijekci b, , mnoZiny z na v~. Bud ¢ < w ten ordindl, Ze X, = (2¥)*

MnoZina M C X, se nazyvd pokryvaci, jestlize splituje ndsledujicich Sest
podminek:

(HMNOR, = X,

(2) pro kazdé v € A je sup(M Nv) < v,

(3) pro kazdé v € A je cf(sup(M Nv)) > w,

(4) prokazidé v € A je M N (v \ v™) uzaviend neomezend v sup( A/ v,

(S)prokaidé v € A, kazdé z.y e MN(v\v7 ).y <z, jeb, (y) € M.

(6) pro kazdé v € A, kazdé z € M N (v\v )akazdé y € M v . je
boi(y) € M.

Pro pokryvaci mnozinu M oznalme Ch,; funkci, kterd je definovand vztahem
Chy;(v) =sup M Nvprov € A. Tuto funkci nazvéme charakteristickou funkef
mnoZiny M.

2.29 Lemma. Jsou-li mnoZiny M. N poknivaci a plati-li Chy; = Chy, pak
AM = N.

Dikaz. Sta¢iukazat. ze pro viechny kardindly v < N, plati M/ v = N 7w, coz
provedeme indukci.

Prov <N jeMnNv=Nnv=uvpoaodle (1)

Predpoklddejme, Ze pro viechna v’ < w.,, v’ < v, plati A/ Nv' = N v/ Je-li
v limitni, pakovSem M nv =J, ., MNv =), ., Nnv =Nnv.

Je-li v kardindlni ndslednik, v > R, pakv e AaMNuv™ = Nnv .

Bud Cpy = M (v\v™),Cy = Ni(v\ v7). Podle (4) je mnoZina ('y;
uzaviend neomezend v Chas(r) a mnoZina Cy uzaviend neomezend v Chy (v).
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Protoze Chys(v) = Chy(v) a protoze cf(Chy(v)) > w podle (3), je i mnozina
C = Cy 11 Cy uzaviend neomezena v Chas(v).

Zvolme libovolné z € M M (v \ v ). Protoze = < Chy(v) a protoze C' je
neomezend v Chyy(v), existuje 2 € C, 2 > =. Jelikoz = € M, proy = by (2)
mdme podle (5)y € M. Jelikoz y € v, tedy z indukéniho predpokladuje y € N.
Aviakz € C'C Cxv C N, tedy podle (6) je = = by L (y) € N. Dokdzali jsme, 7e
MnN(w\v™) S Nn(v\v7),asymetrickym argumentem dostaneme opacnou
inkluzi, tedy hledanou rovnost M Nv = N Nv.

2.30 Definice. Univerzalni posloupnost. Nechi 7 € pcf(A). Posloupnost funkcf
(fe - € € 7), spliujici tyto tfi podminky

() prokazdé € € 7je fe € X A;

(i1) je-li U libovolny ultrafiltr na A takovy. ze 7 = tcf(U), pak pro kazdd
§<77<Tjef€ <vu fn;

(iii) je-li U libovolny ultrafilr na A takovy, 7e 7 = tef(U), a g € X A, pak
existuje £ € 7 tak, Ze g <y fe,

se nazyvd univerzdlni posloupnosti pro 7.

2.31 Definice. Univerzalni >-minimélni posloupnost. Nech{ 7 € pct(A4), s
reguldrni nespocetny kardindl. Univerzdln{ posloupnost (fe : € € 7) se nazyvd
»-minimdlni, pokud pro kazdé £ < 7 o kofinalité cf(¢) = s plati

(iv) prokazdé v € Aje fe(v) = min{sup{f,(v) : n € C} : C C € je uzavtend
neomezend mnoZina ordindlniho typu > v £}.

2.32 Lemma. Pro kaidé T € pef(A) exisnje univerzdini (2%)* -minimdlni po-
sloupnost.

Dikaz. Fixujeme 7 € pcf(A4). Vime, Ze min(4) > |4|*, v nagem pfipadé
[A] = w. Polozme

Jer ={X CA: (YU € Ult(4))(X € U — tef(L) < )}

Je zfejmé. Ze J. - je idedl na A. Specidlng, pro = min(A4) je J.- = {0} a
univerzdlni posloupnost tvoff konstantni funkce feo & < 7. prokteré je felv) = €
pro viechna v € A.

Nejprve ukdzeme, ze kvaziuspordddni (X A.< 7 _) je nahoru ~-usmérméné
Kdyby tomu tak nebylo, pak existuje regulrn{ kardindlni &islo o < 7, 0 > min(A),
a <g_.-rostouci posloupnost (h, : n < o) C X A. kterd nemd horni mez
v (XA, <z, ). Ukdzeme, Ze toto vede ke sporu. Oznaéme U, = {U € Ult(A4) :
UnJer = 0}. Podle 2.10 je ziejmé, ze U = {U € Ult(A) : tef(U) > 7}
Pro kazdé U € U, je posloupnost (k, : n < o) <r-rostouci a md <; -horni mez.
Ozna¢me ji hy.
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VyuZijeme toho, Ze v naSem piipadé je 0 > min(A4) > 241 = 2« Pro
dané U € U, je |U| = 2¥ a tedy existuje mnoZina Xy € U takovd, Ze pro
kofindlné mnoho indexti n < o je hy| Xy > fy| Xy viude na Xy, To znamend.
ze hy|Xv > 7., h,|Xv pro kazdé n < p. Nyni z kompaktnosti plyne, Ze existuje
kone¢né mnoho ultrafiltrdl z I, takovych, ze Xy, UXy, U---UXy, € T, " kde
J<-" je filtr dudlni k J.,. V opatném piipadé by mnoziny {4 — (Xy, U Xy, U
- UXy,) tkew {U, i <k} CU,}spolus Jeo." tvoily centrovany systém
a jeho libovolné rozsifeni do ultrafiltru V na A davd V' € U, a mdme spor s tim. Ze
Xy € VaA— Xy € V. Mdme tedy kone¢né mnoho funkei hy, hy,. -, hy
a stalf polozit b = max{hy, : 4 = 1,2.--- n}. Funkce h je <7__-horni mezf
posloupnosti (h, : n < o).

Dokazujeme existenci univerzdlni posloupnosti pro 7. Hleddme posloupnost
f={fe : £ <7) C XA, kterd je <7__-rostouci a md pozadovanou vlastnost
pro 7. Predpoklddejme, Ze takovd posloupnost neexistuje. Provedeme |A|™ kroki,
vnadem piipadé |A|T = wy, ve kterych zkonstruujeme < 7__ -rostouci posloupnosti
fe={(fg £ <7) CXAproa < |A[* asouCasné vybirdme vhodné ultrafiltry
U, s tef(Us) = 7 pro viechna izolovand ordindlni &isla c.

Necht f0 = (fg0 1€ < 7) je néjakd < -rostouci posloupnost. Takovd posloup-
nost existuje, protoze (X 4, <7__) je T-usm&rnénd.

Jsme v kroku @ < |A|*, mdme posloupnost f* a konstruujeme posloupnost
fetL. JelikoZ f© nenf univerzalni pro 7, existuje ultrafiltr Uy 4y s tef(Uapy) = 7
takovy, ze posloupnost f* = (fg : £ < 7) je <y, ,,-omezend. Jako 8+ zvolime
funkci, kterd je <y, -horni mezi posloupnosti f, miZeme pfedpoklidat. ze
&+t > f& viude na A. Ostatni funkce fg‘“ volime tak, aby

(1) f**! byla < z_, -rostouci a kofindlni v (X 4, <¢,, ). a

(2) fé"“ > f& vsude na A pro kazdé £ < 7.

Pro « limitni zvolme f tak, aby

(3) f* byla <7_, -rostouci,

(4) fg‘“(z/) > sup{fg(u) 0 <a}prokazdér € Aaf < 7.

To je mozné, jednak z T-usméménosti kvaziuspordddni (X 4. < 7_ ) a jednak
proto, Ze & < |A|T amin(A) > |A].

Definujme funkci g € X A vztahem

g(v) = sup{f§(v): a < [A]T}

prov € A.

Pro kazdé a < |A|™ existuje £, < 7 takové, ze g <y, fg:fl, to plyne z koti-
nélnosti posloupnosti f*F1 v (X 4, <y
Jelikoz 7 > |A[TT,je £ < 7.

..1). Polozme € = sup{&, : a < |A|*}.
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Pro a < |A|T je mnoZina

Xa={ved:g0) < 7))} € Vas,

Jelikoz pro o < 3 < A" je f¢ < f; na celém A, mnozZiny X', s rostoucim a
rostou. Jelikoz X, € Ui, ale X ¢ Ugqr pro 3 > o, je (X, @ o < |A|™) ostie
rostouci posloupnost podmnoZzin mnoZiny A, a to neni mozné.

Tim jsme dokdzali, Ze existuje univerzilni < 7__-rostouci posloupnost pro 7.
Z ni a z T-usmérnénosti uspofadani (X A. <7__) ziskime snadno minimdini uni-
verzalni posloupnost.

Zafixujme jednu univerzdlni <7__-rostouci posloupnost pro 7, (fe : £ < 7).
Transfinitni rekurzi do 7 sestrojime posloupnost (g¢ : £ < 7) takto: go = fo, je-li
€ < Tacf(§) # (2*)T, zvolme g¢ tak, aby byla v uspofddani < 7__ v&t3i neZ funkce
fe a v8echny funkee g,, n < €. To je moZné. protoZe uspofadini (X A. <7 e
r-usméméné. Vimnéme si, Ze z téchto pozadavki a z univerzdlnosti posloupnosti
(fe + € < 7) plyne, Ze i posloupnost (ge : £ < 7) bude univerzalni pro 7.

Méjme £ < 1, cf(§) = (2¥)* a <g_, -rostouci posloupnost (g, : 7 < §) C
X A. Pro libovolnou uzavienou neomezenou mnoZinu C C &, otpC = (2¥)*
definujme funkci gc € X A vztahem

gc(v) = sup{g,(v) :n € C}.

Ukazeme, Ze mezi funkcemi {gc : C € Club(€)} existuje nejmensi. VyuZijeme
toho, Ze Club(¢) je uzavieny na priniky mohutnosti |A|. Kdyby nejmensi funkce
gc neexistovala, miZeme vybrat klesajici posloupnost {C, : o < |A|T} uzavte-
nych neomezenych mnozZin v £, otpC, = (2¥)7 tak, Ze pro kazdé « je g, (v) >
gc..,, (V) pro n&jaké v € A. JelikoZ pro a < 3 < |A|T je gc,, > yc-, vSude na
|Al, nalezneme jedno v € A takové, Ze gc, (v) > gc, ., pro neomezené mnoho
@, a to neni moZné.

Pro¢ < 7, cf(§) = (2¥)", bud g¢ nejmensi z funkei go, C' € Club(€). Lemma
je dokdzdno.

Pro kazdé 7 € pcf(A) zafixujme univerzdlni (2¢)* -minimdln{ posloupnost
(fﬁm : € € 7). Oznatme H mnozinu viech funkci f € X A takovych, Ze existuje
piirozené Cislo n, kardindlni &isla 7g. 71, -+ . 7,_1 € pef(A), ordindlni Cisla &, <
T, proi < n,cf(§) = N, arozklad Xy. Xy X o) mnoziny A k. Ze pro
kazdé i < nje f|X; = f/|X..

233 Véta. Je-li S C R, S spocetnd, pak existuje pokryvaci mnoZina M C R,
takovd, Ze S C M, |[M| =X, a Chy € H.

Dilkaz. Nejprve zavedeme zobrazeni B : P(R,) — P(XR,). Pro T C R, bud
To = cIT, kde cl je uzdvér mnoZiny T' v prostoru X.,, adéle, Tx 1 = T U{b, »(y) :
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UEA7y€Tk|“w1‘ETkFI( \v )y <abuf{b lly)eelin(v\v)ye

\V
Tenv™ ) B(T) = Ukeo T Z této definice se snadno ovéfi, ze T C B(T) a

B(T)| < |T] w

Bud S spoéetné podmnozina ordindlu ®,. MnoZinu A nalezneme transfinitni
indukef do R, soutasné s mnoZinami L{™) C 7 pro 7 € pef( A), mohutnost kazdé
mnoziny L{7) je nejvyse 2¢.

Pro kazdé T € pcf(A) zafixujme univerzalni X.-minimdlni posloupnost f{7) =
(fg) 1€ < 1)apoloZme Sy = S, L(T) = 0 pro viechna 7 € pcf(A).

Je-li o < R, limitni, poloZime S = s, 53 L) = ci( (Usea L3 (7)), uzavér
je bran v prostoru 7.

Zndme-li S,, predpokldddme, Ze |S,| < N.. Prov € Abud ho(v) = sup So N
v. Pro T € pcf(A) apro X C A oznaéme §(c, X.7) nejmensi £ < 7, které
spliiuje, Ze £ > sup L,(f) a pro viechna v € X plati fér)(u) > hq(v). Pokud €
s pozadovanymi vlastnostmi neexistuje, polozme £(a, X, 7) = 0. Mnozinu LQI
definujme vztahem [ﬁjﬂ = cl(Lm U {&(a, X,7): X C A}). ProtoZze mnoZina

A je spocetnd a |La )I < 2% jei |L( ")

at1l < 2% Nyni poloZme

Sest = B(Sa U{f7 (V) tv € A€ € Lagr.7 € pef(A)} U {a}).

Protoze |pcf(A)| < |A]¥ = 2¢, je |Sas1] < 2¢.

Tim jsou indukéni kroky popsdny a zbyvd poloZit M = |J, .y Sa. L") =
Unex, L& pro 7  pef(4),

Z popsané konstrukce okamzité plyne, ze mnozina Al = |J, . Sa je pokry-
vaci, obsahuje mnoZinu S a md mohutnost X.. Musime jesté ovérit. Ze Chyy € H.

Z transfinitni indukce vime, Ze pro o < 3 < R, je hq < h3 < Chyy viude na
Aaze Chyy =sup{hs - a < R}

Zvolme libovolng ultrafiltr U na A, bud 7 = tcf(U). Mnozina L{™) je pod-
mnoZinou ordindlu 7, méd ordindlni typ X, a pro 1 = sup L{™) je L{") uzaviend
neomezend v 7.

ProtoZe jsme pracovali s univerzalnim N.-minimdlnim systémem pro 7, existuje
pro funkci f,(,T) mnozina C uzaviend neomezend v 1) takovd. Ze f,(,'—\’ = sup{j’ér)
€ € C}. Polozime-li C = C N L") je C rovnéZ uzaviend neomezend v 1 a plati
také f,<,T) = sup{féﬂ Ee é}

Protoze pro kazdé € € Cje € € L\7), existuje a < R,. pro které je € € LY
Avsak {f; M) iv e AV C Sapy,atedy hag (V) > £ (v) pro viechna v € A.
Dostavame tak )

f,g") = sup{féT) €€ Cy <suplha a €8} =Chy,.
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Zvolme libovolné a < X.. Soubor funkci f‘éﬂ je <y-neomezeny, a tedy pro
néjaké £ € T plati nerovnost by <(- fé”. Pro mnozinu X = {v € A : h,(v) <
fér)(u)}tedyexistujenenulovég(a,X.T) € Looyaplati,zZeh, <¢ fé(rc)k‘_\,j) <y
h,,. Protoze £(«. X, 7) < njaprotoZze mnoZzina C je neomezend v 1), mizeme zvolit
€(a) € Ctak, ze £(o, X, 7) < €(a) < 1. Ziejmé hg <y £

gla)”
Oznatme X, = {vr € A ho(v) < fE((T;)(u)}. Midme X, € U. Protoze
R, = (2¥)7*, existuje mnozina I C X, o mohutnosti X. a X € U tak, Ze pro

viechna a € I je X = X,. Pro véechna v € X potom dostivdme

Chyps(v) = sup{ha(v) i a € X} =sup{ha(v) i€ I} <
< sup{féa)(v) ca€el} < sup{féf)(u) e CY=f,(v)

Tedy pro mnoZinu X plati, Ze Chy|X = f,|X. MnoZinu X jsme nalezli v ultra-
filtru U, a proto ji ozna¢me symbolem Xy .

Z kompaktnosti plyne, Ze pro néjakou kone¢nou mnoZinu K C Ult(A) je A =
Uvex Xu. coz dokazuje, Ze Chpy € H.

2.34 Zivér dukazu. Podle lemmatu 2.33 pokryvaci mnoZiny o mohutnosti R,
jejichZ charakteristickd funkce je prvkem mnoZziny H, pokryvaji viechny spocetné
podmnoZiny kardindlu X,,. ProtoZe |H| < sup pef(A4) a kaZdd pokryvaci mnozina
o mohutnosti R, obsahuje pouze R, = (2*)7 spocetnych mnozin, dostivime
N < (2¢)F - |H| = [H| < suppcf(A).
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- vydéleni 38

— zavislych vybérd 293

axiomaticky system 21

Baireova vlastnost 211, 287, 292, 336
Baire R. 21
Balcar B. 366
barevnost grafu 132
Baumgartner J. (1982) 218, 251, 253
(1975) 309
(1976) 315,377

baze
— filtru 69,119
— idealu 69

ttidy typu 250

— ultrafiltru 211

Bendixson I. 174

Bernays P. J. 21

bezespornost

— axiomu konstruovatelnosti 204
— diamantového principu 374
hypotézy kontinua 371
kombinatorickych principa G a 3 247
negace hypotézy kontinua 376

- teorie 204

Birkhoff G. 22

blok 297, 298

- Spatny 298,299

Blumberg 22

BolyaiJ. 24

Bolzano B. 12

Booleova algebra 222, 323, 358, 365
— — atomarni 340, 342

- = Cla) 347

!
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Booleova algebra dualni 326

- — dvouprvkova 324

- — homogenni 353

- — intervalova 325

- - kolapsujici 347,354,374

- - M — uplna 365, 366

obojetnych mnozin 325

- - regularnich otevienych mnozin 332,
333,334

- - uplna 332,343, 355, 365

- — v3ude (x, y, v) — nedistributivni
353,354

- - » — uplna 332

booleovska hodnota formule 384

booleovské univerzum 382

booleovsky prostor 358

booleovsky typ funkce 383

Borel E. 21

Borelova domnénka 22.24

Brouwer L. E. J. 18

de Bruijn N. G. (1951)

Bukovsky L. 183, 185

Burali-FortiC. 18

Burkill H. 275

|
i

132,225

Cantor G.
98,99, 141, 174, 175
Cantorovo diskontinuum

325,337
— — zobecnéné 325
Cantoriv normalni tvar  [58
Cartan H. 14
Cohen P. J. 25,98, 182, 205, 360, 361

18, 98, 287,

Cetnost operace 240

cislo
- izolované ordinalni 139, 364
- kardinalni 14, 15, 166, 365

- kardinalni silné limitni 184

- limitni ordinalni 139, 364

- ordinalni 15, 136, 364

— Suslinovo Booleovy algebry 340

- Suslinovo topologického prostoru 221,
222,253, 307

- Suslinovo uspotadané mnoziny 221,222

- & — Cislo 159

Cisla

— algebraicka 14,185, 99

- cela 94

- ptirozena 15, 85, 86. 89, 364
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12, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 23,

cislataciondlni 94
- realna 97

— transcendentni
Stveredek 246

14, 99

Dedekind R. 15, 22, 69
Dedekindtv tez 72,97
délka vétve 256
derivace mnoziny 230
Devlin K. J. 256
diagonalni metoda 13,19
diagonalni pranik 231
diamantovy princip & 242, 264,272,374
diamantovy princip O, 242, 243, 264, 315
O, 243
O, 244
dimenze 16,17
Dirichletav princip 275, 278
disjunkce 30
disjunktni priky
distributivnost
- Booleovych algeber 350
- tiiparametrova 352
dopln&k tridy 49, 51
dualita
- Stoneova 358
— algebraicka 326
Dushnik B. (1941) 303
dvojice
- mnozin 40
- — uspofadana 40

221339

Easton W. 182
ekvivalence 30
Ellentuck E. (1974) 292
Erdos P. (1941) 303
(1943) 340,377
(1951) 132,219
(1956) 305
(1958) 316
(1960) 219,225
(1965) 308, 309, 316
(1968) 239, 251, 275, 276, 281, 286

faktor algebry 339
faktorizace

~ algebry podle idealu 356
— mnoziny podle relace 75
filtr 68

- dualni 114



filtr dualni v Booleové algebie 356

- Fréchetuv 116,122, 228,317
- genericky 367

- generovany mnoZinou 69
hlavni 70,115

|

— hlavni v Booleové algebfe 356

—- maximalni 120
— na mnoziné 113
- normalni 231,320
- okoli bodu 116

- uzavienych neomezenych mnozin 230,

232,319
— uniformni 121
— v Booleové algebte 356
— vlastni 113
- % — uplny 228
- o — uplny 228
filtrované prodlouZeni systému

Fodor G. 225,(1956) 232,235.320

formule 30,45
- absolutni 362,363
— atomicka 30

- atomicka rozsiteného jazyka 46

— dualni 326

- omezena 363

- relativizovana 204, 205, 360
- rozdifeného jazyka 46

— uzaviena 32

forsing 24, 205, 385

Fraenkel A. A. 21

Fraissé R. 293

Fraissého domnénka 293, 303
Fréchet R. M. 22

Frege G. 20

fundované jadro 192,193
funkce 11,57

~ Cislujici 229

~ Dirichletova 11, 22

gimel 182, 186

— komplexni proménné 17

- normalni 152

— ordinalni 151

- ordinalni neklesajici 151

- ordinélnj rostouci 151

- Ramseyova 280

- regresivni 232

- skoro vude rizné 217, 237
- ordinalni spojita 152

- realna spojita 177

- typova 91

|

funkce typova tiidy WF 193
- vahova 126

- N 168

- 2% 181

- R 184,186

Galilei G. 12

Galvin F. 184, 286, (1973) 287, 291

Gauss K. F. 12

generalory algeber 345

Gentzen G. 160

Ginsburg S. (1955) 251

Gitik M. 172

Goodstein R. L. (1944) 160

Godel K. 21, 23, 24, 98, 182,
(1938) 196, 200, 204

graf 131

- k — obarvitelny 131

— kone¢né obarvitelny 131

- kone¢ny 131

- Oplny 131,132

Gregory J. (1976) 244

Hajnal A. 184,223, (1968) 239, 306,

(1965) 308,309,(1958) 316
Haken W. 132

Hausdorff F. 22, 104, 107, 173, 175. 185,301

Hechler S. 219

Hewitt E. 216
hierarchie

- borelovskych mnozin 335
- L, 200

~ mnozin projektivni 293
Hilbert D. 22,23
Higman G. (1952) 296
hornimez 66

hrana 13/

Hrbacek K. 319

hromadny bod posloupnosti 122

Hurwitz A, 18

hustota mnozin pfirozenych &isel

hypotéza

- kontinua 23, 24, 98, 175, 242, 247, 251,

371, 376, 379, 380

116

~ kontinua zobecnéna 175, 182, 186, 204, 244,

247,261, 273, 274, 311, 321

- Kurepova 22, 240, 255, 272, 273, 315
- singularnich kardinald 186, 206, 239
— slaba Kurepova 272,273,274

— Suslinova 240, 254, 274, 382
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charakter filtru 214

ideal 68

— dualni 1M

- dualni v Booleové algebte 356
~ Fréchetuv 116,228

— generovany mnozinou 69
hlavni 70, 113
maximalni 120

na mnozin&é 113
normalni 23!

nulovych mnozin 126

v Booleové algebte 356
~ Van der Waerdenidv 11§
— vlastni /13

- x — Gplny 228

- ¢ — Gpiny 228

identita 54

implikace 30

indexova tfida 61
indexovany soubor mnozin 61
indexy 61

indukce 83, 86

- fundovana 191, 192

- transfinitni 22, 142
indukovany podgraf 131
infimum 66, 67
infinitezimalni pocet 12
inkluze 37, 38,49
interpretace jména 383
intuicionismus 20
invariantnost dimenze 16, 18
izomorfismus 70

~ algeber 342,343

I

1

jadro 4 — systému 219

jazyk 28

Jech T. (1973) 320, 379

Jensen R. B. 187, 200, (1974) 206,
207, 240, 242, 246, 247, 264,
(1972) 266, 267, 274,
314,315

jméno podmnoziny 368

Jordan C. 17

Juhasz 1. 306

KacM. 100
Kanamori A. 314

kanonicky tvar generickych mnozin 366

kardinal
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kardinal Erdosiv 315, 316

- limitnt 167

- MahlGv 247,312,314

- mé&fitelny 317,319, 320

— nedosazitelny 173, 311,312
- nevyslovny 315,316

- obti 321

- Ramseydv 316

- realné métitelny 318

- regularni 172

- siln& kompaktni 319

— slab& kompaktni 312, 314, 316
- slab& Mahluv 312

- slab& nedosazitelny 173,310
~ singularni 172

subtilni 314,315

- superkompaktni 319, 320
Kirby L. 163

kofinal 171

kompatibilni prvky 339
komplement 323

- mnoziny 112

Konig D. 258

Konigova nerovnost 181
konjunkce 30

konstrukce

— Mac Neillova 72,345

~ transfinitni rekurzi 144

- Vitaliho 212

Kripke S. 354

kritérium distributivonosti 351
Kruse A. H. 175

kruznice 132

Kunen K. 243, 261, 274, 314, 315, 319

Kunenova bariéra 321
Kuratowski K. 104,293, 333

Kurepa D. 22, 255,(1937) 260, 268

kvantifikator 29, 30

- omezeny 363
kvaziuspofadani 293,367

dobré 294, 298

koneénych posloupnosti 296
transfinitnich posloupnosti 298
Kruskalovo 297

lepsi 297, 298

1

I

Laver R. 222,274,(197t) 294,
297, 302, 303

Lazar D. 223

Lebesgue H. 21,336



lemma
— kaktusové 220
- o3 mnozinach 132,223

- Zornovo 104
Lévy A. 198
limita

- Banachova 128

-~ & — limita 122

- ordinalni funkce 152
- podle filtru 121
Liouville I. 14,99
Lobacevskij N. 1. 24
logické symboly 29, 30
Lowenheim L. 241
Luzin N. N. 22,23

Mac Neille H. M. 69, 72

Magidor M. 184, 186, 187, 314,
320, 321

Mahlo P. 312

majoranta 66

Malcev A. 1. 22

Marczewski E. 216

Maté A. 309

Mathias A. R. D. 293

Mc Aloon K. 354

Méray H.C. 12

metajazyk 28

Miller E. W. (1941) 303

Milner E. C. (1968) 239

minoranta 66

mira

- borelovska 336

- dvouhodnotova 125,134

~ invariantni vzhledem k posunuti 127

- kone&né aditivni na 2(w) 124, 125,
127,317

— Lebesgueova 336

na $w) 125

~ normovana 125

pravdépodobnostni 125

- roz8itujici hustotu 126, 127

t

—~ vahova 126
- ¢ — aditivni 125
Mirsky L. 275

Mitchel W.J. 274
Mittag-Lefler G. 23
mnozZina 12, 18, 29, 30
- atomu algebry 340
— bernsteinovska 211

mnozina borelovska 287,291, 335

celych Cisel 94

disjunktni 221,222

— disjunktnich prvka 339

- disjunktnich prvkd maximalni 340

- dobfe uspofadana 73

— dolni 68

— dold usmérnénd 68

- generatord filtru 179

- genericka 365, 366

— homogenni 276

- horni 68

— hubena 211,336

- husta 333,341

- induktivni 85

- kofinalni 170

- kone¢na 81,82

— konstruovatelna 24, 200, 202,
316,319

- konvexni 268

- lebesgueovsky méfitelna 211

- nahoru usmérnéna 638

- nejvySe spoletna 90

- neomezena 229,319

— nespofetna 13, 14, 89

- nestacionarni 23/

-~ nosna 323

- perfektni 18,174

~ prazdna 39,364

— racionalnich ¢isel 94

— ramseyovska 288, 290, 291

- realnych &isel 97

- regularni oteviena 333

- R — tranzitivni 190

- tidka 18,333

— s Baireovou vlastnosti 336, 338

— shora omezena 68

- spogetna 13,89

— stacionarni 231, 232, 312, 320

~ tranzitivni 136

— tranzitivni vzhledem k R 190

— ultrafiltrd 121

— ultrafiltrd v Booleové algebie 357

~ uniformnich ultrafiltrad 121,214

— uspofadana 343

— uzaviena 18,229,319

— uzaviena na operace 201, 240

— uzaviena neomezena 229, 319

— volna 222,223,225

— vybérova 102

|
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mnoZina zdola omezena 68

- n — nulova 125

~ 4 — uzaviena uspotadana 35]
- X, — husta 253

mnoziny

- disjunktni 39

- podobné 366

— realnych &isel 12,13, 15
mocnina

- kardinalni 176

- slaba 180

mocniny ordinalt 156

model

- Peanovy aritmetiky standardni 157
- Solovaytv 293

- teorie mnozin vnitini 205, 360
- ZF 360

- ZF tranzitivni 360

modely

- booleovské 24

- teorie ninoZn 24, 25
mohutnost

— Booleovy algebry 324

- mnozin 14, 15, 77, 165, 198

- typu 250

Morayne M. 23

de Morganova pravidla 51, 62, 330
Mostowského kolaps 195
Mostowski A. 195

nahrazeni tfidy podmnozinou 197

nalezeni 29,30, 54

Nash — Williams C. ST. J. A. 287, 298,
(1968) 300

naslednik &isla 86, 139, 167

negace 30

nekoneéné distributivni zakony 331

nekone&no

- aktudlni 12

— potencidlni 12

nerovnost

— neostra 66

- ostra 66

nezivislé principy 24, 25

nezévislost axiomu konstruovatelnosti 205

Noetherova E. 22

obal

— mnoZiny tranzitivni 190
~ R — tranzitivni 190
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obarveni 276

- grafu 131,226

obor

— definiéni 54

- hodnot 54

- levy 54

—~ pravy 54

obraz 55

- filtru 133

- mnoziny pies relace 365
okoli ordinalu 140
operace 240

- absolutni 363

— booleovské 323

- Suslinova 293

- thidové 48

ordinal 136

otevieny interval 69, 140

paradox

- Burali —~ Fortiho 19
— Cantorav 19

- Richardiv 19

- Russeliv 19

ParisJ. 163

Peano G. 16,17

pevny bod

~ — ordinalni funkce 152
— — zobrazeni ff 133,134
Pincus D. 198

platnost formule 360
pocet generatord algebry 345
podalgebra 326

- % — uplna 332

- Gplnd 332
podmnozina 37

- husta 210

~ stabilni 7/

podstrom 256

— dolni 256

Poincaré H. 18
Pondiczery E. S. 216
porovnavani typt 249
posloupnost

~ dobra 295

- Goodsteinova 160

— minimalni §patna 295
- Spatna 295

— O — posloupnost 242
— [0, — posloupnost 246



Pospisil B. 214

potence 21, 42,365

- tiidy 49

Prikry K. 274, 286, (1973) 287,291
princip

- Cantorav 123

- dobrého uspotadani 109, 110,
147

indukce 83

- kompaktnosti 129, 225, 280
— maximality 22, 104,107,110
minimality 104, 190
transfinitni indukce 142
vybéru 102

- [, 246,247,266

problém

— Blumberguv 22,24

~ Suslinav 22,253

— Whiteheadav 23

proménna 30

- pro tkidy 46

- vazand 32
- volna 32
prostor

~ baireovsky 337, 357

— dualni k Booleové algebte 358
~ extrémné nesouvisly 335
- Stonetiv 222,358

- topologicky separabilni 216
praunik 39, 48, 50, 51

- souboru 61

— thidy 49

prusek 323

— mnoziny 330

- nekoneény 330

prvek

- maximalni 66

— minimalni 66

- nejmensi 66, 67

nejvetsi 66,67

- R — minimalni /88
prvoideal na mnoziné 114
ptedchiadce

- Cisla 139

- vrcholu 256

ptimka

— Kurepova 255,272

- Suslinova 254,270

Quine W. W. 20

Rado R. (1960) 219, 251, 275, 276, 286,

(1956) 305,

(1965) 308, 309, 377
Ramsey F. P. 277,281
Rasiowa H. 378
reflexe stacionarnosti 314
regularizace mnoziny 332
rekurze
— fundovana 191,192
— transfinitni 145, 146
relace 1, 53,54
— antireflexivni 64
— antisymetricka 64
— binarni 54
— ekvivalence 74
— extenzionalni 195
— fundovana 188, 189
= inverzni 56
— reflexivai 64
- slabé antisymetricka 64
— symetricka 64
— tranzitivni 65
— trichotomicka 64
— uzka 148
- uzka fundovana 190
relativizace kvantifikatord 58, 204,

205, 360
reprezentace tiid ekvivalence 198
Riesz F. 22,114
RichardJ. 19
roura 272,373
rovoost 29,30
Rowbottom F. 316,(1971) 318
rozdil 39, 48, 51, 327
- symetricky 91,327
rozklad
- jednotkového prvku 340
- kanonicky 283,284
- mnoziny 75,275
~ prvku 339
rozkladova Sipka 276,377
rozklady
- borelovské 287
— invariantni 283, 284
rozsiteni
- generické 24, 369
— modelu 361, 365
roz3ifovani filtrd 120
r0zvoj
— ordinalniho &isla 159
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rozvoj ordinalniho ¢isla v mocninach 157
Rubin H. 175

Russell B. 19

Ruziewicz S. 223

fetézec 104, 256, 279

saturovanost algebry 340

Scott D. S. 24,205, (1961) 317
selektor 102

- prosty 130

Shelah S. 184, (1980) 244, 274,279
schema

- axiomt nahrazeni 42

— axiomi vydéleni 38,45

Shoenfield J. R. 21,24

Schreier V. 22

Sierpinski W. 23, (1950) 251,307

Sikorski R. 378

silné skoro disjunktni mnoziny 380

Silver J. 183,184, (1974) 237,239,
274,293, 316

Simpson S. G. (1984)

sjednoceni 41, 48, 51

— souboru 61,178

skladani zobrazeni 57

Skolem T. 241

skoro disjunktni podmnoziny 216

slozenirelaci 56

Smith E. C. (1957) 357

shatkovy problém 130

292

Solovay R. 24, 187, 205, 235, (1971) 236, 319,

347,379
soubor mnozin 61
soucet
- kardinalni 169
- kardinalnich ¢isel
- ordinalni 153
- souboru kardinalnich &isel
soudin
- algeber 346
~ algeber volny 346
- kardinalni 169
— kardinalnich ¢isel
— kartézsky 52,53
- kartézsky souboru 63, 178
— ordinalni 153
— souboru kardinalnich ¢isel 178
- topologickych prostora 216
Specker E. 251,(1949) 261

169

178

169
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spojeni 323

- mnoziny 330

- nekone¢né 330
srovnatelné prvky 65
stacionarni bod 235

Stone M. H. 114,339, 358,(1934) 358
strom 256
- Aronszajniv 251, 258, 261, 269, 274

—, Aronszajnlv x-strom 261, 313

- Aronszajnlv specialni

- bez kratkych vyhonu 258

- Kurepiv 268,271,272

- Suslindv 261, 263, 264, 270,
272,355

—, Sushnuv x-strom 261

- uplny A-arni 257

- Uplny binarni 257

- A% — Suslindv 247

-, (3, v}-strom 258

- w,-stromy 268
stupen vrcholu 263
suma 4/
- tiidy 49
supremum 66, 67
Suslin M. J. 22,353

svaz 69,328

- uplny 69, 71,72

systém

- ADsystém 216,377

— centrovany 119,121

— Ellentuckiiv 288,290

- husty 287

— Kurepliv

— kvazidisjunktni 219

- MAD systém 216, 379, 380

- maximalni skoro disjunktni
379, 380

- mnoZzin 6/

- nezavisly 212,219

~ pokryvajici kone¢né podmnoziny

- skoro disjunktni 216,377

— skoro viude rdznych funkci
238

- spernerovsky

219

281
118

255,271

216,

217,

287
-, J-system
Szekeres G.
Szemeredi Z.

Tarski A. 22, 81, 114, 185, 241, 310,
(1943) 340, (1957) 357

263, 266, 355
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Tarsy M. 281

Tennenbaum S. 379

teorie

— mnozin naivni 20, 22

- modela 22

- typd 20

Todorgevit S. (1981) 266
topologie 17,18

- dolnich podmnozin 343

- Ellentuckova 292

— intervalova 140, 151

— klasicka na [w]” 287,291

- Stoneova 358

~ urCena uspofadanim ttidy On 140
tfida 21, 46, 47

- kardinalnich ¢isel 166

— konstruovatelnych mnozin 202
- L 202

- ordinalnich &isel 136

- rozptylenych linearn& uspotadanych mnozin

301
- tranzitivni 136
- univerzalni 49
— vlastni 46
- zobrazeni mnoziny do tfidy 60
tfidovy term 46
tfidy disjunktni 48
ttidy ekvivalence 75,198
Turan P. 223
typ
- dobte uspotadané mnoziny 140,
364
inverzni 250
relace 140
realny 250
Speckeriv 251
— univerzilni spogetny 250
-n 97,250
-4 250
-w 250
- N, — husty 253
typy
- linearn& uspofadanych mnozin 249
~ matematickych struktur 199
- nesluditelné 251
- usporadanych mnozin 199

Ulamovy matice 233, 234
Ulam S. M. 100, (1930) 234, 235,
317,318

ultrafiltr

- genericky 366

— na mnoziné 113, 121, 337

- regularni 272,273

trivialni 115

- v Booleove algebte 356
Uryson P. 22

uspotadana k-tice 4/
uspofadani 65

~ Dedekindovsky uplné 72

- dobré 73,298, 364

- dobré a uzké 148

- husté 94

- kanonické Booleovy algebry 328
- linearni 65

- lexikografické 90, 141

— maximo-lexikografické 90, 141
~ ostré 66

- rozptylené linearni 294, 301

- separované 342

~ Sierpinského 279

- Speckerovo 251,269

- stromu lexikografické 267,313
— vétvi lexikografické 268
uzavér

- izomorfismu 251

- mnoziny 332

- mnoziny na operace 201, 241

Van der Waerden B. L. 22,(1927) 118

velké kardinaly 310

véta

— Baiereova 337

— Cantorova 93, 181

Cantorova — Bernsteinova 16,78

- Hallova 130

- Jensenova o pokryti 206

- o generickém roz8iteni 369, 386

- oforsingu 385

— o normalni mife 317

- o reprezentaci Booleovy algebry 358

- o volnych mnoZinach 223

- o0 4-systémech 219

- Ramseyova 277

~ Ramseyova kanonicka 283, 285

- Ramseyova kone¢na 280

— zikladni o ultrafiltrech 121, 319,
356

vétey 256

— kofinalni 256

461



vaitfek mnoziny 332

vnoteni 70,72, 342

- elementarni 320

- 1zomorfni 249

— kanonické 75,383

- po&atkove 73

- uplné 342

von Neumann J. 21, 85, 141

Vopénka P. 21, 24, 205,
319, 366

vrchol 131, 256

vySka

— stromu 256

— vrcholu 256

Weierstrass K. 12
Woodin H. 182,274
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Zermelo E - 20, 21, 23, 25, 109

zjemnéni 349

— rozkladu 76, 349

~ disjunktni 210

- spole¢né¢ 350
zobrazeni 57

- Bf 133

- indukovana 59, 60, 133
- kanonické 283

— mnoZinové 222
prosté 57

- tiidové 145

- vzajemné jednoznané 57
Zorn M. 104

zGplnéni algebry 344, 345
zhZeni 53,255

- algebry 339
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