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20 Parcialni diferencialni rovnice

20.1 Zakladni terminy

Definice. Vektor tvaru o = (a1, ..., ap), kde a; € NU {0}, j = 1,...,m, nazvu m-dimenzionalnim
multiindexem vy$ky (nékdy téz Fadu) ||, kde

lal :=a1 4+ + am .
Definice. Pro multiindex o = (ay,..., ) a funkci u € C1*(Q2), kde Q@ C R? je neprdzdna oteviena

mnozina, definujeme derivaci v dle multiindexu «, v bod¢€ x € 2,

ool (x)

= a m
0x"... Oxm

D%u(z) x=(x1,...,2q) € Q. (1)

Pro k € NU {0} zavadime mnoZinu (Casto se fikd "formdlni vektor") v§ech parcidlnich derivaci fadu k
funkce u € C*(Q), v bodé = € Q,

D®Wu(z) = {Du(@); |o| = k}
pro f : G C R™ — R? piSeme podobné jako vyse
D f(a) = (D*fa(w).....D* ()",
D® fla) := {D°Fla); |o] = k}.

Definice. Bud’'te d,n € N, d > 2. Bud’ dale Q2 C R4 neprazdna oteviena mnoZzina. Parcialni diferencialni
rovnici (dile PDR) pro nezndmou funkci u : {2 — R nazvu vyraz tvaru

F(z,u(z), Du(z), - ,D(”_l)u(x),D(")u(m)) =0, (2)
kde )
F:OxRxRYx - xR xR 5 R (3)
je dand funkce.

Pozndmka. Réadem rovnice (2) rozumime fad nejvyssi derivace u, kterd "se vyskytuje" v (2). BUNO: fad
(2) je n.

Definice. Bud'te s,d,n € N, s,d > 2. Bud’ ddle Q C R? neprdzdni oteviend mnoZina. Systémem s
parcialnich diferenciilnich rovnic pro neznamou vektorovou funkci 4 : {2 — R® nazvu vyraz tvaru

F(z,d(x), Di(z),--- , D" Vi(x), DMi(z)) = 0, (4)

kde )
F:QxR¥ xR x ... x R%" x R — R? (5)
je dand funkce.
Pozndmka. Jedna ze sloZzek proménné x hraje Casto vyznacnou roli tzv. asové proménné, t. V takové situaci
piSeme
u=u(z,t), = (x1,...,24),

abychom tuto vyznacnou ¢asovou proménnou ¢ oddélili od prostorové proménné x. Nékdy vsak také pro ts-

poru Casu ponechdvdme Casovou proménnou jako jednu ze sloZek Casoprostorové proménné x, tedy napiik-
lad

u = u(x), x=(21,...,2q,t), (t=w441).
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Terminologie:

Rikéme, Zze PDR (nebo systém PDR) je
e stacionarni: hledané feSeni neni zavislé na Case;

e nestacionarni (evolucni): hledané feSeni zavisi na Case.

Definice. e Parcidlni diferencidlni rovnici (ddle jen "rovnici") (2) nazveme linearni, lze-li ji psat ve
tvaru
Z ao(z)Du(x) = f(2), x €N, (6)
lo]<n

pro dané funkce aq, f. Rovnici (6) nazveme homogenni, pokud f = 0. V opa¢ném pripadé ji fikdame
nehomogenni, piipadné "s pravou stranou". Jsou-li vS§echny funkce a,, konstantni, nazyvame rovnici
(6) linearni rovnici s konstantnimi koeficienty.

Definice. e Rovnici (2) nazveme semilinearni, 1ze-1i ji psat ve tvaru
> aa(@)Du=f, ze€Q, ™
|a|=n

pro dané funkce an, f = f(z,u, Du, ..., D" Dy).

e Rovnici (2) nazveme Kkvazilinearni, 1ze-li ji psat ve tvaru

Z aq(x,u, Du, ... ,D("fl)u)Dau(:U) =f, x e, (8)

lor|=n.
pro dané funkce an, f = f(z,u, Du, ..., D" Dy).
Definice. e Rovnici (2) nazveme nelinearni, pokud nen{ linearni.

e Rovnici (2) nazveme ryze nelinearni, je-li funkce F' v (2) nelinedrni funkci v nékteré z proménnych,
do kterych dosazujeme néjakou derivaci v nejvyssiho fadu.

Piiklad 1. Bud’ u = u(z,t), t € (0,00), x € R Potom ndsledujict evolucni PDR lze charakterizovat
takto:

6] 2 _ . . 2 - ~ . vz . . .
o 5t <w + cos xﬁl) Au = 0 je linedrni (homogenni) rovnice 2. Fddu, s nekonstantnimi koeficienty,

. 2 . L ” e . iy
% + (562 + sin (u2 + %) ) Au = 0 je nelinedrni, a p¥itom kvazilinedrni rovnice 2. Fadu,

. 2 . . . e . "
% + 22 Au + sm(u2 + %) = 0 je nelinedrni, a pritom semilinedrni rovnice 2. rddu,

% + (Au)? = 0 je ryze nelinedrni rovnice 2. Fddu;

d
+ > a; (x,t,u)% = f(x,t,u) je nelinedrni, a pritom kvazilinedrni, 1. Fddu.
j=1 !

[ ]
S

Piiklad 2 (Zékladni linedrni PDR). Nezndmd funkce w = u(x), v € Q C R%:
e Laplaceova rovnice: —Au = 0;

e Laplaceova-Poissonova rovnice: —Au = f(x);
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e Helmholtzova rovnice: —Au = Au;
Nezndmd funkce u = u(x,t), t € (0,00), z € Q C RY:
e Rovnice vedeni tepla: 2 5~ a’Au = f(x,t); a>0;
e Vinovd rovnice: 2 atQ — Au = f(x,t); ¢>0;
e Rovnice linedrniho transportu: % +d(z,t) - Vu = f(z,t);
Priklad 3 (N&které nelinedrni PDR). Nezndmd funkce u = u(x), x € Q C R%:

o Nelinedrni Poissonova rovnice: —Au = f(u);

e Rovnice minimdlni plochy: div <L> =0

Nezndmd funkce u = u(x,t), t € (0,00), x € Q C R4
® Rovnice reakce-difuse: % —a’Au = f(u); a>0;
® Rovnice porézniho média: E —a?A(")=0; a>0;

e Nelinedrni vinovd rovnice: 12 52 —div(@(Vu)) = f(z,t); ¢>0;

20.2 Klasifikace rovnic 2. radu, prevedeni na kanonicky tvar

Uvazujme linearni diferencidlni rovnici druhého fadu, s konstantnimi koeficienty

82
Z i 5z, +ija +eu=f(2), ©)

7]7

Py Py v 2 v o v . 2 52u 0% L
x € Q (neprdzdnd oteviend mnoZina), a;j, b;, ¢ € R. UvaZujeme-li u € C*(Q) je 2,02, = D00 Vi, 7, =

., d, 1ze proto BUNO predpokladat a;; = aj; Vi, j,=1,...,d.

Matice A = (aij)g j,—1Je proto redlnd a symetrickd, a tedy diagonalizovatelnd (piicemz jeji vlastni Cisla
jsou redlnd). Proto existuji regularni (a ortogondlni) matice P a diagondlni matice D = diag('yj)?:1 takové,
Ze

P-A-P'=D. (10)

Zavedeme-li nyni novou proménnou ¥ substituci
y=P- x, (11D)
prejde (9) v
Z% +Z% +au= f(y), (12)

]

piicemZ podle zdkona setrvacnosti kvadratickych forem je poCet prvkil -y; na diagondle matice D, které jsou
rovny nule, resp. kladné, resp. zdporné, invariantni, tedy nezavisi (az na poradi) na konkrétni transformaci

(11).

RozloZeni znamének prvki ~; na diagondle matice D tedy urCuje typ studované rovnice. Tvar (12)
nazyvame kanonickym tvarem rovnice (9).
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Definice (Klasifikace diferencidlnich rovnic druhého fddu). Bud’ matice D = diag(fyj)?z1 jako vySe a N
poCet nenulovych ;. Rekneme, Ze rovnice (9) je:

1. elipticka, jestlize N = d a znaménka vSech prvki matice D jsou stejnd. Typickym zdstupcem je
Poissonova rovnice: —Au = f.

2. hyperbolicka, jestlize N = cé a vSechna znaménka prvkd D jsou stejnd aZ na jedno. Typickym
zdstupcem je vlnova rovnice: % —Au=f.

3. parabolicka, jestlize je N = d — 1, (BUNO ~, = 0), vSechna znaménka nenulovych prvkd D jsou

. . . ou - , . £ 4 SR < :
stejnd a koeficient rovnice (9) u a—x“d je nenulovy a ma znaménko opacné. Typickym zastupcem je

rovnice vedeni tepla: % — Au = f.

Pozndmka. Pro tplnost doplilujeme nékdy vySe zminénou klasifikaci i o nasledujici dva typy rovnic (pak
jsou viechny rovnice druhého fadu klasifikovany): Rekneme, Ze rovnice (9) je:

e parabolicka v SirSim slova smyslu, jestlize N < d — 1.
e ultrahyperbolicka, jestlize N = d a alesponn dvé znaménka prvki D jsou kladnd a alespon dvé
zapornd.

Pozndmka. Transformaéni matici P Ize volit tak, aby na diagondle matice D byla pouze ¢&isla {0,1, —1}.
Matici P pak jiz nelze nalézt ortogonalni, bude pouze regularni.

Cviceni. Ukazte: bud’

AUgy + DUgy + Clyy + Uy + Puy +yu = f (13)
linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty v R2, pro kterou je alespori jedno z &isel a, b, ¢, nenulové. Potom
je rovnice (13)

e elipticki <= b% — 4ac < 0;
e parabolickd (v $ir§im slova smyslu) <= b? — 4ac = 0;
e hyperbolickd <= b? — 4ac > 0.

Pozndmka. Existuji také transformace, které z rovnice (12) uméji odstranit nékteré cleny nizsiho fadu. Po-

7 Vs

moci téchto postupli (v€etné vytvoreni Cisel 1, —1,0 na diagondle) se 1ze vZdy pomoci sady transformaci
dopracovat k nasledujicimu typickému predstaviteli jednotlivych zakladnich typt rovnic druhého fadu:
e Elipticky ptipad: —Au + ku = f;

e Hyperbolicky piipad: % — Au+ ku = f;

e Parabolicky piipad: % — Au = f.

V eliptickém a hyperbolickém piipadé nelze obecné zarucit, Ze kK = 0. Nelze tedy napiiklad prevést
Helmholtzovu rovnici na rovnici Laplaceovu a naopak.

20.3 Rovnice vedeni tepla

Definice (Rovnice vedeni tepla). Parcidlni diferencidlni rovnici

0
e(w)p(x) 5 = div(k(z.t,u)Vu) = f(z.) (14)
nazyvame obecnou rovnici vedeni tepla. Zde ¢(x) mé vyznam (bodové) mérné tepelné kapacity, p(x) je
bodova hustota ltky, k(x,t,u) je koeficient tepelné vodivosti a f(z,t) vyjadfuje hustotu tepelnych zdroja.

Hodnota feSeni u(z, t) pak vyjadiuje hodnotu teploty v Case t a bodé x.
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Pozndmka. Zjednoduseny model je charakterizovany volbami ¢ = p = 1, k = konst. = a? > 0. Potom ma
rovnice (14) tvar

0
8—7: — a?Au = f(z,1). (15)
Rovnici (14) resp. (15) Casto dopliiujeme tzv. pocatecni podminkou

u(z,0) = go(z), xr €R™, (16)
kde gg predstavuje rozlozeni pocatecni teploty v Case ¢ = 0.

Definice (Fundamentaln{ feSeni operatoru vedenf tepla). Bud’

_ Ou

L(u) = — —d*Au, a>0, (17)
ot
operator vedeni tepla. Potom funkci (viz obrdzek)
1 _l=?
G(z,t) = ——Fe @, ze€R™ t>0, (18)
(4mat)=2

nazyvame fundamentilnim feSenim operatoru L.

Fundamentalni feseni operatoru vedeni tepla.

Véta 20.1 (Reseni RVT). e G(z,t) € C®(R™ x (0,400)), lim; 5o G(0,t) = +00, limy_,q4 G(z,1)
= 0 pro vSechna x # 0.

o [om G(x,t)dx =1 pro viechna t > 0.

e Je-li g spojitd a omezend na R™, a f spojitd a omezend na R™ x (0,T), pak

wet) = [ )Gty (19
t
+ f(va)G(m_yat_T)dydTv
0 JR™

Fesi na R™ x (0, T') rovnici (15), a navic spliiuje pocdtecni podminku im , 1), (2, 04) u(z,t) = g(0)
pro vSechna xy € R™.

Pozndmka. Uloze, kdy fe$ime n&jakou evoluéni PDR na celém prostoru a pro ¢ > 0, s poite¢ni podminkou
(nebo pocateénimi podminkami) pro ¢ = 0, fikime Cauchyova tloha.
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Pozndmka. S vyuZzitim explicitniho tvaru funkce G 1ze (19) psit jako

1 _lz—yl?
u(z,t) = W/ g(y)e” a2 dy (20)

m

1 /t 1 Fn) _ \gzy@) v d
+ - - 77'6 da4(t—T 7—7
(4ra®)% Jo (t—1)% Ja' ¥ y

ptipadné s vyuzitim operatoru konvoluce jako

u(x,t) = g(l‘) *(z) G(.%',t) + (f(m,t)Y(t)) *(x,t) (G(x,t)Y(t)),

kde Y je Heavisideova funkce, a index u operdtoru konvoluce vyjadiuje, podle kterych proménnych kon-
voluce probih4.

Pozndmka. V jednodimenziondlnim pripade se Casto feSi specidlni ulohy vedeni tepla s tzv. okrajovymi
podminkami (a také s pocate€ni podminkou pro ¢ = 0).

e Ulohu pro RVT v prvnim kvadrantu s po&ite¢ni podminkou g, zadanou pro z > 0, a okrajovou
podminkou u(0,¢) = 0 pro ¢t > 0 (tzv. Dirichletova okrajova podminka, tj. okrajovd podminka
predepisujici hodnoty funkce), tj. tzv. Dirichletovu lohu, fesime tak, Ze funkci g rozsifime liSe na
R a feSime Cauchyovu tdlohu (na celém R) s takto rozsifenou pocate¢ni podminkou. Vyslednd funkce
u spliiuje diky lichosti g podminku (0,¢) = 0 pro ¢ > 0.

Pozndmka. e Ulohu pro RVT v prvnim kvadrantu s po&ateéni podminkou ¢, zadanou pro = > 0, a
okrajovou podminkou %(O,t) = 0 pro ¢t > 0 (tzv. Neumannova okrajova podminka, tj. okra-
jovéa podminka predepisujici derivace funkce), tj. tzv. Neumannovu dlohu, fesime tak, Ze funkci g
roz$itime sudé na R a fe§ime Cauchyovu tlohu (na celém R) s takto rozsifenou pocate¢ni podminkou.

Vysledna funkce u spliiuje diky sudosti g podminku % (0,t) =0prot > 0.

Pozndmka. e Ulohu pro RVT na omezeném intervalu (a,b) s po&ate¢ni podminkou g, zadanou pro
x € (a,b), a s nulovymi okrajovymi podminkami Dirichletova a/nebo Neumannova typu — jako vySe,
feSime tak, Ze funkci g rozSitime sudé€ vzhledem ke krajnimu bodu, v nemz je pfedepsdana Neuman-
nova podminka, a liSe vzhledem ke krajnimu bodu, v nemz je predepsana Dirichletova podminka.

Poté ji rozsifime periodicky na celé R a fesime Cauchyovu tlohu (na celém R) s takto rozsifenou
pocétecni podminkou. K vyfeSeni této tlohy vyuZijeme ndsledujici tvrzeni.

27
Tvrzeni 20.2 (vedeni tepla na ty&i). Necht' g(z) = Y., ., bne? """ je p-periodickd, po ¢dstech hladkd
omezend funkce na R. Potom funkce

u(z, t) = Z bnei%a%%e%im
nez
Jje FeSenim Cauchyovy tilohy pro rovnici vedeni tepla s pocdtecni podminkou g. Navic, je-li g lichd (resp.
sudd) vzhledem k bodu a € R, je u(a,t) = 0 prot > 0 (resp. %(a, t)=0prot>0).
20.4 VInova rovnice
Definice (VInova rovnice). Parcidlni diferencidlni rovnici

1 9%u

nazyvame linearni vinovou rovnici. Zde ¢ > 0 md vyznam rychlosti §ifeni viny a f(z, t) vyjadfuje hustotu
vnéjsich sil. Hodnota feseni u(x, t) pak vyjadfuje hodnotu vychylky viny v ¢ase ¢ a bodé x.
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Pozndmka. Rovnici (21) Casto dopliiujeme dvéma pocate¢nimi podminkami:

u(z,0) = go(z), = €R™, (22)
a 9
S @0 =gq), ceR". (23)

Zde gy ma vyznam hodnoty pocatecni vychylky a g; ma vyznam rychlosti pocatecni vychylky.

Pozndmka. Diky linearit¢ rovnice (21) i podminek (22), (23) lze snadno ukézat tzv. princip superpozice

feSeni: dlohu (21)—(23) fesi funkce u = wg + uy + ug, kde ug resp. u; resp. ug jsou feSeni (21)—(23)
postupné s daty f = 0,91 = Oresp. f =0,g9 = Oresp. go = 0,91 = 0.
Pozndmka. Dale lze (jiZ ne tak jednoduse) ukazat, Ze ug = Fj *(2) 90, UL = Eq *(2) g1, U2 = FEs *(x’t)f-Y(t),
kde Y (t) je Heavisideova funkce, a Fy(z,t), E1(x,t), Ea(x,t) spliuji

Blet) = Bie,1) — Snl2nelelt)

2mel¢]
EB(s,o = cos(2relélt) = L B(E 1),
B 25in(27rc|£|t) on

pricemz symbol  znaci Fourierovu transformaci vzhledem k proménné x.

Pozndmka. Bud’ (§ t) = % a E(x,t) bud jeji vzor ve Fourierové transformaci podle proménné
z. Potom

d
u(@, t) = — (B %) 90) + %) 91+ ¢* (B Y (1) o) £- Y (1)

je feSenim vInové rovnice (21) s pravou stranou f, které spliiuje pocatecni podminky (22), (23) s funkcemi
9o, g1-

Micky predpokldadame, Ze funkce gg, g1, f jsou takové, ze vSechny uvedené operace jsou dobfe defi-
novany. S objektem £ (ktery nazyvame fundamentalnim feSenim vinového operatoru) mize nastat prob-
1ém: nékdy nejde o funkci, ale o tzv. distribuci, coZ je objekt, se kterym jsme se dosud nesetkali a v rdmci
této série prednasek ani nesetkdme. Viz téZ ndsledujici pozndmku.

Véta 20.3 (VInové rovnice v R!, d’Alembertiv vzorec). Bud'te gy € C%(R), g1 € C'(R), f € C*(R x
(0,T)). Potom

x+ct+ x —ct 1 [rtet
u(z,t) = 0 )+ g0l )-l-—/ 91(y) dy

2¢ —ct

x4c(t— ’T)
/ / y,7)dydr
x—c(t—)

je FeSenim vinové rovnice (21) s pravou stranou f v RY, které spliiuje pocdatecni podminky (22), (23) s
Sfunkcemi go, g1.

Pozndmka (Fundamentdln{ feSeni vlnového operitoru v R? a R?). Pro fundamentdlni feseni vlnového op-
eratoru v R plati
1

m=2 = E(z,t)=
2me /(22 — |z|?) +

m=3 = E(z,t)= Vet

4wt
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kde symbolem (... ) rozumime: "funkce E je dodefinovand nulou vSude tam, kde by vyraz pod odmocni-
nou byl nulovy nebo zdporny". Objekt v, je tzv. plosnd distribuce na sféfe s polomérem ct, plsobici pies
proménnou x € R™.

Véta 20.4 (Vlnovd rovnice v R?). Bud’te gy € C*(R?), g1 € C*(R?), f € C}Y(R? x (0,T)). Potom

ww ) = 4 _gol@—y)
S 2medt Jyicer /P — [yf?
1 g1(z —y)

2me Jjy|<et 62t2—|y|2

fla—yt—1)
dydr
/ /y<CT 02 |y|2

je FeSenim vinové rovnice (21) s pravou stranou f v R2, které spliiuje pocdatecni podminky (22), (23) s
funkcemi gg, g1.

Véta 20.5 (Vlnovd rovnice v R?). Bud’te gy € C3*(R?), g1 € C3(R3), f € C*(R3 x (0,T)). Potom

- 1 9, 99, _
we) = g [ (% Ge) @ -nasw

1
+47T62t/t(0 gi1(z —y)dS(y)

Ct/ “4=9) sy ar
(0)

r

je FeSenim vinové rovnice (21) s pravou stranou f v R3, které spliiuje pocdatecni podminky (22), (23) s
funkcemi gg, g1.

20.5 Laplace-Poissonova rovnice

Definice. Bud’ €2 C R™ oblast s dostate¢né hladkou hranici. Laplace-Poissonovou rovnici v {2 rozumime
rovnici

—Au=f, x e, (24)

kde f je dana funkce. (Je-li f = 0, mluvime o (24) jako o Laplaceové rovnici.) Rovnici (24) ¢asto dopliu-
jeme o okrajové podminky, a to Dirichletova typu (v = g na 0f2), Neumannova typu (% = h na 0f2),
nebo smiSeného typu, kdy je na ¢asti 02 zadana Dirichletova a na ¢asti Neumannova okrajova podminka.
Podle toho mluvime o Dirichletové, Neumannové nebo smiSené tloze.

Véta 20.6 (Reseni Poissonovy rovnice v R™). e Bud’ U definovdno takto:

1

= 2
Ulw) (m — 2)se|x|m=2" m>2,
1 1
= —In— =2.
Ul(x) 5 1 =R m

Takovouto funkci U nazyvdme fundamentdlni reseni Laplaceova operdtoru.

Bud' f € (R™), m > 2. Potom funkce u := U % f Fesi rovnici —Au = f.

e Reseni rovnice —Au = f je urceno jednoznacné az na harmonicky polynom, tedy polynom P spliiujici
rovnici AP = 0.
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Y Y%7

Pozndmka: Obecné funkce u := U x f fes$i rovnici —Awu = f — ve smyslu rovnosti funkci nebo distribuci
— vZdy, kdyZ je dand konvoluce dobfe definovana.

Véta 20.7 (Reseni Dirichletovy tlohy v Q). Reseni rovnice Au = 0 na oblasti Q) s (Dirichletovou) okrajovou
podminkou u = g na 05 je jednoznacné, pokud

1. Q C R™, m > 2 je omezend oblast, nebo
2. Q C R? je (obecné i neomezend) oblast a predpokldddame omezenost Feseni u, nebo

3. Q C R™, m > 2 je neomezend oblast a predpokldddme, Ze existuje koule Br(0) a konstanta ¢ > 0
takové, Ze |u(z)| < c/|z|™2 vné koule Bg(0).

Pozndmka. Omezenost feSeni ve druhém bodé€ je podstatnd. Napiiklad funkce u(z,y) = vy, u(z,y) = 0
fesi Laplaceovu rovnici na horni poloroviné s okrajovou podminkou u(z,0) = 0. Bod tfi je vyjaddienim
skutecnosti, Ze feSeni Dirichletovy tdlohy pro Laplaceovu rovnici na neomezené oblasti je jednoznacné ve
tfidé funkci, které "v nekonecnu klesaji stejné rychle jako elementarni feSeni".

Véta 20.8 (Dirichletova tloha na horni poloroviné). Bud’

] Y
22 4+ y?

1
’UJ()(-T,?/) = ;

Bud’ ddle g = g(x) omezend lokdlné integrovatelnd funkce takovd, Ze pro vSechna (x,y) € R x (0, 00)
existuje vilastni konvoluce

e =g s wlton) =L [~ an @5

Potom funkce u(x,y) je omezend, Fesi rovnici Au = 0 v horni poloroviné {(x,y) € R?; y > 0}, a pritom
spliiuje okrajovou podminku u(x,0) = g(x) ve smyslu limity ve vSech bodech spojitosti funkce g.

Piiklad 4. Reste Dirichletovu iilohu pro Laplaceovu rovnici na horni poloroviné s podminkou u(z,0) =
9(®) = X(ap) (7). Ukazte, Ze FeSenim je funkce

1 b—x a—z
u(x,y)zg arcth—arctg ; .

Resen{ Piikladu 4
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Véta 20.9 (Dirichletova tloha na kruhu - feSeni fadou). Bud’ Kr C R? kruh o poloméru R > 0 a bud’
g(a) =3 ez an €™ funkce, rovnajici se souctu své Fourierovy Fady pro o € R. Potom (sféricky symet-
rickd) funkce u(x,y) = u(r, ), definovand predpisem

utrg) = Y on ()" e (26)
nez

r € (0,R), ¢ € (0,27), Fesi (po spojitém dodefinovdni) rovnici Au = 0 na Kr a spliiuje okrajovou
podminku u(R, p) = g(p) ve smyslu limity v bodech spojitosti g.

Tl az0a0s
AU,

102 0,60

40 rn (=1)" cos(3na)

Regeni Dirichletovy tlohy na kruhu, u(r, ) = Yot P

Véta 20.10 (Dirichletova tiloha na kruhu - fesenf integralem). Bud’ Kr C R? kruh o poloméru R > 0 a
bud’ g(t), t € (—m, ) funkce, zadand na hranici kruhu, tj. v bodech tvaru [R cos t, Rsin t]. Potom (sféricky
symetrickd) funkce u(x,y) = u(r, @), definovand predpisem

(rg) =5 / "ol o dt @7)
u(r, @) = —
7 27 ,Wg R2 —2rRcos(p—t) +1r2 "’

r € (0,R), ¢ € (0,27), Fesi (po spojitém dodefinovdni) rovnici Au = 0 na Kr a spliiuje okrajovou
podminku u(R, @) = g(p) ve smyslu limity v bodech spojitosti g.

Véta 20.11 (Dirichletova tloha na vn&jsku kruhu - feseni fadou). Bud’ Kr C R? kruh o poloméru R > 0
abud gla) =3, an € funkce, rovnajici se souctu své Fourierovy Fady pro oo € R. Potom (sféricky
symetrickd) funkce u(x,y) = u(r, @), definovand predpisem

R In| ing
u(r, o) == Zan <?> e, (28)

nez

r > R, p € (0,2m), Fesi (po spojitém dodefinovani) rovnici Au = 0 na vnéjsku kruhu Kpr a spliiuje
okrajovou podminku u(R, @) = g(p) ve smyslu limity v bodech spojitosti g. Navic u je omezend na svém
definic¢nim oboru.

Véta 20.12 (Dirichletova tloha na vnéjsku kruhu - feSenf integrdlem). Bud’ Kr C R? kruh o poloméru
R >0abud g(t), t € (—m,m) funkce, zadand na hranici kruhu, tj. v bodech tvaru [R cos t, R sin t]. Potom
(sféricky symetrickd) funkce u(x,y) = u(r, ), definovand predpisem

1

() =5 | o0 i dt (29)
)= o ,Wg R2 — 2rRcos(p—t) +1r2 "’
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r > R, p € (0,2m), Fesi (po spojitém dodefinovani) rovnici Au = 0 na vnéjsku kruhu Kpr a spliiuje
okrajovou podminku u(R, ) = g(p) ve smyslu limity v bodech spojitosti g. Navic u je omezend na svém
definic¢nim oboru.

Zajimava otazka: je-li zaddno g na hranici kruhu Kz C R? o poloméru R > 0 jako v predchozich
dvou vétich, a definujeme-li « uvnitf a vné kruhu fadami (26) a (28), pfipadné integrily (27) a (29), bude
pak u feSenim Laplaceovy rovnice na celém R??

Z nasledujici véty plyne, Ze odpovéd’ je zdporna.

Véta 20.13 (Liouville). Bud’ u € C2(R™), Au = 0 v R™, kterd je alespori jednostranné omezend v R™.
Potom u je konstantni v R™.

Z Liouvilleovy véty tedy plyne, Ze v bodech kruZnice bud’ nemize byt u tiidy C? nebo v nich nemize
splitovat Laplaceovu rovnici.

Véta 20.14 (o feSeni Dirichletovy tlohy na kouli). Bud’ g spojitd na sféfe Sr(0) C R™ a definujme funkci

u(x) predpisem

1 R? — |z?
u(z) = m/SR(O) 9(y) st(y)7 lz| < R.

Potom u € C*(Bg(0)) NC(Bg(0)), Au = 0v Bg(0) au = g na Sg(0).

Véta 20.15 (o feSeni Dirichletovy tlohy vné koule). Bud’ g spojitd na sfére Sr(0) C R a definujme funkci
u(zx) predpisem
1 |z|? — R?
w@) = 2 [ o) T dSt), el > R,
B Jsp(0) |z —y[™

Potom u € C2(R™ \ Br(0)) NC(R™ \ Bgr(0)), Au = 0vR™\ Bg(0) au = g na Sg(0). Navic existuje
koule B(0) a konstanta ¢ > 0 takové, Ze |u(x)| < ¢/|x|™ 2 vné koule B(0).

Véta 20.16 (o priméru). Bud’ Q2 C R™ omezend oblast, u € C%(Q2), Au = 0 v . Potom pro vSechna = €
a v§echny koule Br(x) C 2 plati

1 1
O B Jsain " BRG] S

u(y) dy .

Véta 20.17 (princip maxima a minima). Bud’ Q C R™ omezend oblast s dostatecné hladkou hranici,
u € C3(Q)NC(Q), Au = 0v Q. Potom u nabyvd svého maxima a minima na hranici O5).

Véta 20.18 (o regularité). Bud’ Q C R™ omezend oblast, u € C>(2), Au = 0 v Q. Potom u € C*®(Q).

20.6 Fourierova metoda rozdéleni proménnych

Fourierova metoda rozdéleni proménnych slouzi k hledani feSeni okrajovych resp. pocatecné-okrajovych
dloh pro nékteré PDR (napfiklad pro Laplace-Poissonovu rovnici, rovnici vedeni tepla, vinovou rovnici...)
na oblastech, které lze psat jako kartézsky soucin jednorozmérnych intervalt. Postup budeme ilustrovat na
ndsledujicich dlohéch:

Piiklad 5. Reste Dirichletovu iilohu pro Laplaceovu rovnici Au(x,y) = 0 na obdélniku (0,a) x (0,b), s
okrajovymi podminkami (pro g € C({0,a)), g(0) = g(a) = 0):

u(z,0) = g(z), = € (0,a), u(z,b) =0, z € (0,a),
u(0,y) =0, y € (0,b), u(a,y) =0, y € (0,b).
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Postup pri reSeni.

e Hledame u ve tvaru u(z,y) = X (z)-Y (y) (s tzv. rozdélenymi proménnymi), predpokladame X # 0,

Y #0.

e Po dosazeni do Laplaceovy rovnice dostaneme Au(z,y) = X" (z)-Y (y)+ X (x)-Y"(y) = 0, odkud
XTH = —YTN = )\ = const. (jde o rovnost funkce proménné x a funkce proménné y, proto obé mus{
byt konstantni.)

e Mi-li byt u(0,y) = X(0) - Y(y) =0,y € (0,b), musi byt X(0) = 0, podobné X (a) = 0.

e Okrajovd tloha pro X (x) tvaru X” = AX na (0,a), X(0) = 0, X(a) = 0, ma nenulové feSeni jen
pro A = \, = —(%X)%, potom X,,(z) = sin("“Tz) (aZ na nasobek libovolnou konstantou).

e Podminku u(z,b) = X, (z) - Y(b) =0, x € (0,a) lze splnit volbou Y (b) = 0, podminku u(z,0) =
Xn(z) - Y(0) = g(x), x € (0, a), viak obecné splnit nelze, budeme ji muset fesit jinak.

e Resime tedy dlohu pro Yy (z) tvaru Y” = —\,Y, na (0,b) jen s podminkou Y;,(b) = 0 (s
spoctenymi konstantami \,,), a hleddme nenulové feseni. Dostaneme Y}, (y) = 2e’a © sinh (%% (y—
(aZ na nasobek libovolnou konstantou).

JiZ
b))
e Abychom splnili i posledni okrajovou podminku (s funkci g), hleddme u ve tvaru

T,y) = chXn(x)Yn(y)

s nezndmymi konstantami c,,.

e Vime, ze g(0) = g(a) = 0, a predpoklddejme, 7e g lze rozvinout na € (0,a) do Fourierovy
fady v systému X, (2), §. g(x) = Y oo | 7nXn(x). Pak z okrajové podminky u(z,0) = g(z), tedy
Yol enXn ()Y (0) = >0 | ¥ Xy () dostaneme 7, = ¢, Y, (0), odkud spocteme dosud nezndmé
kostanty c,,.

e Proved’te cely vypocet a ukazte, Ze

u(z,y) = iansinh'("ff(b —¥) sin (Ex) ,

sinh("*b) a

kde

Piiklad 6. Reste Dirichletovu iilohu pro Laplaceovu rovnici Au(x,y) = 0 na obdélniku (0,a) x (0,b), s
okrajovymi podminkami
u(z,0) = g1(z), x € (0,a), wu(z,b) =go(x), z € (0,a),
u(0,y) = g3(y), y€(0,b), wula,y)=ga(y), y<(0,b).
Pritom predpokldddme, Ze funkce gj(x), j = 1,2,3,4 jsou spojité na svych definicnich intervalech a jsou
nulové v krajnich bodech téchto intervalu.
Postup pri reseni.

e Hleddme u ve tvaru u = uj + up + u3 + ug4, kde Auj(x,y) = 0 na obdélniku (0,a) x (0,b) pro
viechna j = 1,2, 3,4, apfitom u; = g; na odpovidajici ¢dsti hranice obdélniku a na ostatnich Cdstech
hranice je u; nulova.



M. Rokyta, MFF UK: Aplikovand matematika IV — kap. 20: Parcidln{ diferencidlni rovnice 38

e Timto stojime pred Ctyfmi tilohami predeslého typu, které vyresime jako v predchazejicim prikladé.

Piiklad 7. Reste Dirichletovu iilohu pro Laplaceovu rovnici Au(z,y) = 0 na obdélniku (0,a) x (0,b), s
okrajovymi podminkami

Pritom predpokldddme, Ze funkce g;(x), j = 1,2,3,4 jsou spojité na svych definicnich intervalech, maji v
rozich obdélnika obecné nenulové hodnoty, pricem? ovSem okrajovd podminka je spojitd na obvodu celého
obdélnika, tedy g1(0) = g3(0), g1(a) = 94(0), g2(0) = g3(b), g2(a) = ga(b).

Postup pri reseni.
e Hleddme u ve tvaru u(z,y) = v(x,y) + c(x,y), kde c(x,y) = co + c12 + coy + caxy.

e Potom Ac(z,y) = 0 na obdélniku (0,a) x (0,b) a vhodnou volbou konstant ¢y, co, c3, ¢4 1ze doséh-
nout toho, aby funkce ¢(x,y) méla v rozich obdélnika stejné hodnoty jako funkce g;.

e Tim jsme dlohu pfevedli na dlohu pro nezndmou funkci v(z, y), spliiujici Av(z,y) = 0 na obdélniku
(0,a) x (0,b) s novou okrajovou podminkou na vSech Ctyfech standch obdélnika, kterd ma vSak v
rozich nulové hodnoty, tj. na dlohu predeslého typu.

Piiklad 8. Reste Dirichletovu iilohu pro Laplace-Poissonovu rovnici Au(z,y) = f(x,y) na obdélniku
(0,a) x (0,b), s nulovymi okrajovymi podminkami. P¥itom pfedpokldddme, Ze funkci f lze (alespori pro
skoro v§echna y € (0,b)) rozvinout do sinové Fourierovy Fady vzhledem k proménné x, tj.

Faag) = 3 Fal)sin (22 |
n=1

kde tedy a
faly) = %/0 f(z,y)sin (%x) dx .
Postup pri reSeni.
e Hleddme u ve tvaru u(z,y) = > po; ¢y (y) sin (2 z).

e Dosazenim u a f do pivodni rovnice a porovnianim koeficientii ve Fourierovych fadach dostaneme
rovnice pro nezndmé funkce c,,

nly) — (%)2%@) = fn(y)

a okrajové podminky, které maji spliovat:

e Doreste ulohu.

Pozndmka. Z uvedenych prikladu je jasné, Ze libovolnou Dirichletovu tlohu pro Laplace-Poissonovu rovnici
na obdélniku, s pravou stranou f a spojitou okrajovou podminkou g, 1ze fesit rozdélenim na Sest dloh: (1)
ulohu s pravou stranou a nulovou okrajovou podminkou, (2) dlohu s nulovou pravou stranou a s okrajovou
podminkou, kterd vynuluje hodnoty pivodni o.p. v rozich obdélnika, (3) Ctyfi tlohy s nulovou pravou stra-
nou a okrajovou podminkou nulovou na tfech strandch obdélnika.
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Pozndmka. Podobné (rozd€lenim proménnych, nalezenim rovnic pro takto separované funkce a jejich opé-
tovnym spojenim pres nekone¢nou fadu) lze fesit i Glohu pro Laplace-Poissonovu rovnici na kvadru, dlohu
pro rovnici vedeni tepla a vinovou rovnici na ¢asoprostorovém obdélniku nebo kvadru, atd.

Tyto ulohy zde vSak z Caso-prostorovych divodii uz nebudeme podrobnéji rozebirat a tuto dlouhou
kapitolu zde ukoncime.

A to je vSe v ramci tohoto Ctyfsemestralniho kurzu matematiky.
Pteji dalsi dspés$né studium.



