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4 Fourierova transformace

4.1 Fourierova transformace funkeci

Fourierova transformace funkei je jednou z takzvanych intergralnich transformaci, které pirazuji jedné
funkci jinou funkci prostfednictvim integrilu s parametrem:

f»—>/f :cgd:c

integracni ]adro

Fourierova transformace funkeci je charakterizovana integraénim jadrem typu ¢q exp(£cqi (z,€)), kde
. 4 , m . 3 , e
c1 > 0, e > 0 jsou redlné konstanty a (x,§) = >0 ;§; je skaldrni soucin v R™.
Konkrétni tvary Fourierovy transformace se 1isi volbou znaménka a konstant ¢y, ¢y (rizni autofi pouzi-

Vv,

vaji rizné volby). Nejbézné&jsi volbou je \/— exp(—i (x,§)) nebo exp(—2mi (x,&)).

Definice (F.T. a zpétnd ET.). Bud’ f € L*(R™). Definujeme

e Fourierovu transformaci (nékdy téZ primou nebo "doprednou") Fourierovu transformaci funkce f
predpisem

FIAE) = ) = | fla)e 2@ da (1)

Rm

e zpétnou Fourierovu transformaci funkce f predpisem

Falfl§) =1 (§) = f(x)eQ”i($7§) dz. )

Pozndmka. e Je vid&t, ze f(€) = f (=€), resp. f(—€&) = f"(£).

e POZOR! Obecné F_;[F[f]] # f! Tento vztah plati jen pro nékteré tfidy funkci (Casem budeme
specifikovat pro jaké).

e Funkci f nazyvime té7 Fourierovym obrazem funkce f, funkci f nazyvdme té7 Fourierovym
vzorem funkce f. Ve smyslu predchozi poznamky tedy ne vZdy plati, Ze vzor obrazu néjaké funkce
je tataz funkce.

Pozndmka. Obecné lze ukdzat, ze pokud 2r AB = |c|, tvoii transformace

f(&) == am f( Je ) da 3)

F©=B" [ fa)e ™) do 4)
Rm

vzdjemné kompatibilni dvojici dopfedné a zpétné Fourierovy transformace. (NapisSte jako cviceni nékteré z

nich: nejbéznéjsi volby jsou (a) A= B =1,c=2m,(b) A= B = \/%, c=1Lresp(c) A=c=1,B=

1
%)
Véta 4.1 (vlastnosti symetrie pro ET.). 1. Je-li f sudd (resp. lichd) v proménné x;, je fA'i f " sudd ( resp.

lichd) v proménné §;.

2. Je-lim =1, je

]/”\(f) = /OO cos(2mxf) f(x) dx pro f sudou, )
f(f) =—1 /00 sin(2rx€) f(x)dx  pro f lichou. (6)
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3. Je-li f sféricky symetrickd, je fi [ sféricky symetrickd a plati ]/”\: f Y

Vétad.2 (FT.vR3). Bud f € L'(R3) sféricky symetrickd funkce, f(x) = R(r), r = |z|. Potom

fie) =& | rRe) s ar, € 0. ™
Véta 4.3 (posunuti a §kdlovani). Plati:
flat2)() = 276 fie) z€R™ ®)
— 1 ¢
flaz)(§) = ™ <E) aeR, a#0. 9

Cviceni. Bud’ x(_; 1)(7) charakteristickd funkce intervalu (-1, 1), tj. funkce, kterd nabyvd na tomto in-

tervalu hodnoty 1, a mimo néj nabyvd hodnoty 0. UkaZte, Ze x(—1,1)(z)(§) = % Pomocfi tvrzeni o
skdlovani (9) ukazte dale, 7e x(_ n ) (x)(§) = 22208 Fourierovy obrazy takto "rozpinajicich se charak-

teristickych funkci" (pro zvétSujici se n) jsou tedy tlumené a "stdle vice kmitajici" sinusovky, které v nule
(ve smyslu limity) nabyvaji hodnoty n.

Cviceni. UkaZte, Ze

— e
e
e =e ,

tedy Ze Fourierova transformace (tak, jak jsme ji definovali) zobrazuje funkci e~ ™" samu na sebe.

[Névod: je P o o
e ™ (€) = / e e gy — €_ﬂ§2/ e @) gy

— 00 — 00

/

—iA(9)
Pro vypoCet A(£) vyuZijte residuovou vétu: integrujte funkci e~ pfes obvod obdélnika o vrcholech
—R,R,R + i, —R + i§ a ukaZte, Ze po R — oo dostanete identitu A({) = A(0), pfi¢emz vime, Ze
A(0) =1.]

Pozndmka. Méjme f integrabilni na (—%, %) a 1-peridickou. Potom jeji komplexni Fouriertiv koeficient je
definovén jako

1
2 —2minx
Cn = f(z)e dx.

NI

Pokud tuté? funkci f integrabilnf na (—31, 1) dodefinujeme nulou mimo interval (—3, 3), dostaneme pro
jeji Fourierovu transformaci

S
&)= [ fla)e ™ da,
-}
a tedy s uvedenou konvenci plati ¢,, = f(n)

Pozndmka. Uvedena analogie pokracuje takto: pro jisté funkce plati, Ze jsou rovny své komplexni Fourie-

rové radeé:
o0

f(ac) _ che2m'n:v’

—00

stejné tak bude pro jisté funkce platit

fm:/mﬂw%“@:me
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Definice. O funkci ¢ € C*°(R™) fekneme, Ze je rychle klesajici (v nekone¢nu), pokud pro libovolny
multiindex « a libovolné ¢ € Ny := N U {0} plati

sup |(1+ 22)9D%(x)| < oo. (10)
reR™

Prostoru téchto funkci fikdime Schwartzuv prostor (nebo prostor rychle klesajicich funkei) — zna¢ime
& (R™), resp. pouze ., neni-li hodnota m podstatna.

Pozndmka. o 7 ¢ .7 (RM);
o Z(R™) C LYR™).

Véta 4.4 (Véta o inverzi I). Bud’ .7 (R™) prostor rychle klesajicich funkci. Potom Fourierova transformace
i zpétnd Fourierova transformace zobrazuji prostor . (R™) prosté a na . (R™):

F(LR™) = F1(L(R™) = Z[R™).
Navic plati tzv. inverzni formule pro F.T.,

(f) (@) = (")) = f(z) VzeR™Vfe.SR")

neboli

FalFlfll@) = FIFA[f]l(z) = f(z) VeeR™Vfe S(R™).

Véta 4.5 (Véta o inverzi II). o Je-li f € LY (R™), pak existuje fA’(ﬁ) ve vech bodech § a plati: ]? €

CR™), £ < Il limye| o0 f(§) = 0. Obecné ale nemusi byt f prvkem prostoru L*(R™).

o Je-li f € L'(R™) takovd, Ze i fe LY (R™), pak inverzni formule pro F.T. plati pro skoro viechna x:

(f) ()= (f")(x) = f(x) prosv.z € R™

neboli
FalFlf (@) = FIFlfll(z) = f(z) prosy e R™

Definice (konvoluce funkci). Bud'te f,g € L'(R™). Pak definujeme jejich konvoluci jako
(Feo)a) = [ =)y, (1
Véta 4.6 (zakladni vlastnosti konvoluce). Pro f,g € L'(R™) je
frge L'R™),  gxfeL'(R™),

a navic
[xg=gx*f.

Véta 4.7 (konvoluce aFT.). e Pro f,g € L'(R™) plati

e Pokud je f,g, f,@, f-g€ LYR™), plati i
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Véta 4.8 (vztah ET., konvoluce a derivace na .). Bud'te f,g € /(R™). Potom i f x g € /(R™),
gx fe L (R™), Df, D% € L (R™) (pro jakykoli multiindex «); navic plati
D(fxg) = (D%f)xg = [f=(D%)
Dgf(e) = (2mi)le™ F(€)
DEf(&) = (=2mi)llaaf(z)(€)

kde pro x = [z1,...,2y), @ = (a1, ..., ), definujeme x = x{* - - xG.
Cviceni. e Naleznéte metodou Fourierovy transformace (jedno, partikuldrni) feSeni ODR
7 —z2
y —y=e".

e Ukaite, Ze jediné feSeni rovnice y” = 0 v prostoru .(R) je identicky nulové feeni. Uvédomte si
omezeni, které tedy vynucuje metoda Fourierovy transformace, uvazovand pouze v prostoru .#(R).



