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3 Funkce komplexni proménné

3.1 Holomorfni funkce

Opakovani, znaceni

C - komplexni rovina
z2€C = z=2x+1y...algebraicky tvar z,
r=Rez,y=Imz
2€C = z=|z|(cos¢ +isiny) ...goniometricky tvar z
—_———
eip

z € C = z=|z|e" ...exponencidni tvar z

@ ...argument z (arg z) (neni uren jednoznacné!)

ZZI""ZZ/ — zzx_iy”,g‘:,/1-2+y2”z‘2:2.

z
Moivreova véta: (cos ¢ + isin )" = cos(ngp) + isin(ny)

() cin
= [ = [(|2]e")"] = [2]" [e™] = ||
=
|€ |€:r‘€iy|:|6:v|:€Rez
Rozsifend komplexni rovina = sféra:  C* := C U {00}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.

Z|:

o 2, 2> 00 < |z & +o0, 2z, 200 <= 1/z,—0
e z, =z, tiy, >a+ibeC <— x,—a & y, > b

Pozor na zasadni rozdil:

Komplexni funkce realné proménné, tj. f : R — C:

o f(x) = filz) +ifa(2), lim f(z) = lim fi(z) +ilim fo(z)

o ()= fi(x) +ifs(z), [ flx)dz = [ fi(z)dz +i [ fo(z)dz
Komplexni funkce komplexni proménné, tj. f : C — C:

o f(2) = fi(z) +ife(2), z =z +1iy, f(2) = fi(z,y) +if2(z,y)
G 1 M Ly (9f1 8f1 (9f2 8f2 r) : 419 _ . 9
e Jaky je vztah (napfiklad) mezi f'(2) a 5+, By Da By | ACO integrdl? dz = d(z + iy)?

(Konec opakovani.)

Definice. Necht’ pro w € C je funkce f : C — C definovana alespoii na n&jakém okoli U/°(w) := {z €
C,|z — w| < d}. Pokud existuje (vlastni) limita

limM:AeC,

Z2—w Z—wW

)

fikdme, Ze f mé v bodé w (komplexni) derivaci A. Znalime %(w) nebo f(w).

Pozn. Komplexni derivace je komplexni ¢islo. Nekonecnou derivaci nedefinujeme, v C uvazujeme pouze
konecné derivace.
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Véta 3.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky). e Necht’ existuje f'(z), z = x + iy, f = f1 + if
Potom v z = [x,y] plati tzv. C-R podminky:

0 0 0 0
P = Pen. Daw=-Fw. @

e Bud'te f1(z,y), f2(z,y) funkce titdy C* v bodé [x, ), splitujici v tomto bodé C-R podminky (2). Potom
funkce f(z) := fi(z,y) + ifo(x,y) md v bodé z = = + iy komplexni derivaci a plati

0 0 0 0
£1() = Gt = G ) = ) + 2w, ®)

Definice. e Reknu, e funkce komplexni proménné f je holomorfni (ifkime téZ analyticka) v bodé
z € C, pokud existuje okoli ¢/ (z) bodu z takové, Ze f ma komplexni derivaci pro v§echna w € U(z).

e Bud Q C C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze funkce f je holomorfni (analyticka) v €2,
pokud je f holomorfni v kazdém bodé (2. V takovém piipadé piseme f € H(2).

e Bud' M C C jakdkoli mnoZina. Reknu, Ze funkce f je holomorfni (analyticka) na M (f € H(M)),
pokud existuje oteviend mnozina 2 O M takova, ze f € H(Q).

e Je-li f € H(C), fikame, Ze f je cela funkce.

Lemma 3.2 (souvislost holomorfnich a harmonickych funkci). o Necht' f € HU(2)), z = x + iy,
f=fi+ifs f1,f2 € C2(U(z,y)). Potom

Afi=0, Afe=0 vU(z,y),
4. f1 a fo jsou harmonické v U(x,y).
o Necht' f € C*(U(z,y)), Af = 0vU(x,y). Potom existuji funkce g,h € C>(U(x,y)) takové, Ze
Ag=0=AhvU(z,y), pficemZ funkce [ +ig,h +if € H(U(2)), z = = + iy.
3.2 Krivkovy integral a primitivni funkce

Definice. Cestou nebo téZ po ¢astech hladkou krivkou v C rozumime spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C,
pro které existuje déleni a = zg < 1 < --- < x,, = b, pficemz pro kazdé j = 1,...,n je funkce ¢ tfidy
Cl na <£Cj,1,$j>.

Pozndmka. Podobné jako v definici kiivky v R™ definujeme pojmy geometricky obraz kiivky (), pocate-
¢ni bod krivky ¢(a), koncovy bod krivky ¢(b), uzaviena krivka (¢(a) = (b)), opacna krivka S,
soucet krivek ¢ & 1.

Piiklad 1. Kladné orientovanou kruZnici o stiedu w a poloméru r nazyvdame kiivku ¢(t) = w + re®,
t € (0,27). Orientovanou iiseckou (w, z), w, z € C, nazyvame kfivku p(t) = w + t(z —w), t € (0,1).

Definice. Retézcem v C nazyvime vyraz tvaru 1 & - - - & @, kde @, j =1,...,n,jsou cesty v C. Jsou-li
vSechny cesty ¢;, j = 1,...,n uzaviené, nazyvame fetézec ¢1 @ - - - @ ¢, cyklem v C.

Definice (kiivkovy integrdl v C). Je-li ¢ cestav Ca f : (¢) — C spojitd funkce, definujeme (kfivkovy)
integral funkce f podél o predpisem

A f = L f(2) dz = / " F () () . @)

pokud integral vpravo existuje (napr. jako Lebesguetiv). Pro fetézec resp. cykl definujeme ktivkovy integral
jako soucet integralti pres jednotlivé cesty, které fetézec resp. cykl tvoii, ma-li tento soucet smysl.
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Pozndmka. e Je-li pcestavC,je L(p f | (t)| dt Ciselné rovna jeji délce.

e Hodnota kfivkového integrilu v C je komplexni &islo. Je-li p cestav C, a f : (@) — C spojitd funkce,
plati

[ 1] =10 masisl

e Jsou-li niZe uvedené integrdly definovény, plati:

Lo Lok

Definice. Je-li G C C oteviend mnozina a f : G — C je funkce. Funkci F' : G — C nazvu primitivni
funkei k f na G, pokud plati F’(z) = f(z) pro vSechna z € G. (Zde F’ zna¢i komplexni derivaci F).

Lemma 3.3. Je-li G C C oteviend mnozina, f : G — C spojitd funkce a F je primitivni funkce k f na G,
pak pro kaZdou cestu ¢ : {a,b) — G plati

Lf:Fww»—Fww».

Specidlné, je-li p uzaviend cesta (resp. cykl), je f(p f=0.

Véta 3.4 (primitivni funkce a kiivkovy integral). Necht’ Q2 C C je oblastv C a f : Q) — C je spojitd funkce.
Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

e Existuje primitivni funkce k f v celé oblasti ().

o Krivkovy integrdl z f v Q) nezdvisi na cesté, tj. kdykoli jsou ¢ : (a,b) — Qa1): (c,d) — Q dvé cesty
takové, % p(a) = U(c), @(b) = ¥(d). pak [, f = [, f

e Pro kaZdou uzavienou cestu @ v §Q je f@ f=0.

3.3 Cauchyova véta a Cauchyuv vzorec

Definice. Rekneme, Ze mnoZina M C C je hvézdovita, pokud existuje takovy bod z € M, Ze pro kazdé
w € M je tseCka (z,w) obsazena celd v M.

Véta 3.5 (Cauchyova véta (pro hvézdovitou mnozinu)). Necht’ Q) C C je oteviend hvézdovitd mnoZina a
uzavriend cesta v Q). Je-li f € H(Q2), pak f(p f =0, atedy f md primitivai funkci v €).

Véta 3.6 (Cauchyiv vzorec). Bud' K,(zy) := {z € C,|z — 2| < r} kruh v komplexni roviné a oznacme
Voo (t) := zo+re", t € (0, 27) jeho kladné orientovany obvod. Necht' f € H(K,(20)) (1. je holomorfni na
otevieném okoli tohoto kruhu). Potom f md v K, (z) derivace vSech rddi, a pro kaZdé n € Na z € K, (z)
plati

n! f(w)
F () = 2 / — 5)
2mi Jy, , (w—z)"H
3.4 Taylorovy a Laurentovy rady
Véta 3.7 (mocninnd fada v C). Bud'te z,zy € C, a,, € C, n = 0,1,.... Potom existuje R € (0,+00)

takové, Ze komplexni mocninnd fada > an(z — z)"
o absolutné konverguje k holomorfni funkci f uvniti kruhu Kr(z0) = {z € C,|z — 20| < R};

o diverguje vné kruhu Kg(z).
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Pritom Fadu ), an(z — 20)" lze uvnitF Kg(zo) libovolnékrdt derivovat ¢len po ¢lenu a plati
F® (2 Z ann(n—1)--- (n—k+1)(z — 20)"* v Kgr(z).
Véta 3.8 (Taylorova fada v C). Bud’ f € H(KRg(20)) pro R > 0. Potom existuji a,, € C, Ze
o0
:Zan(z—zo)", z € Kg(20), 6)

prFicem? Fada v (6) absolutné konverguje v Kr(zp). Navic je

f(")(zo)

S n=0,1 7

Ay —

a tedy Fada (6) je Taylorovou Fadou funkce f na kruhu Kg(zp).

Definice. e ProzgeC,a, € C,n=-1,-2,..., definujme
1 1
Z an(z — 29)" := lim an(z — 20)"
N—oo
n=—oo n=—N

pro vSechna z € C, pro které existuje limita vpravo.

e Prozy € C, a, € C, n € Z, definujme zobecnénou mocninnou radu

o] —1

Z an(z — 20)" 1= Z an(z — 20)" + Z an(z — 20)"

n=—00 n=-—00 n=0
pro vSechna z € C, pro které ma soucet vpravo smysl.

Definice. Bud'te zp € C,a, € C,n € Z,abud’ ) 2 a,(z — 29)" zobecnénd mocninnd fada. Radu
~L  an(z—2)" nazyvame hlavni &ast, a fadu Y oo2 o an (2 — 20)™ nazyvame regularni ¢ast zobecnéné
mocninné fady » 7 an(z — 20)".
Véta 3.9 (zobecnénd mocninnd fada v C). Bud'te z, zp € C, a,, € C, n € Z. Potom existuji v, R € (0, +00),
s v v s . s v o n
takovd, Ze zobecnénd mocninnd fada ), an(z — 2o)

o absolutné konverguje k holomorfuni funkci f uvniti mezikruzi K, r(z0) = {z € C,r < |z—29| < R},
o diverguje vné mezikruzi K, p(zp).

Pfitom fadu > °°

oo An (2 — 20)" Ize uvniti mezikruZi K, r(zo) libovolnékrdt derivovat ¢len po clenu a
plati

o0

F®(2) = Z apn(n—1)--- (n—k+1)(z — 20)" % v K, g(20).

n=-—00
Véta 3.10 (Laurentova fada v C). Bud’ f € H (K, r(z0)) pro R > r > 0. Potom existuji a,, € C, Ze

(e}

fz)= D an(z—2)", 2 € K.g(2), (8)

n=—oo

pFicemZ fada vpravo absolutné konverguje v mezikruzi K, g(zo). Navic je

an:i/ R I 4 ez, ©)
Yzg,0

2mi w — zp)"H

kde 7., o(t) = z0+0e™, t € (0,27) je obvod kruhu o poloméru ¢ € (r, R). Radu (8) nazyvdme Laurentovou
Fadou funkce f na mezikruzi K, r(zo).
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Pozndmka. Porovnanim Cauchyova vzorce (5) pro zg a vz, 4.

|
Vzg,e0

a vzorce pro Laurentovy koeficienty (9). tj.

an—i/ ﬂdw, n € 7,
¥

T 9mi c0r0 (ZU — ZO)”‘H
dostaneme )
n
a, = / n'(Z) , neNU{0}.

Pozndmka. Specidlnim piipadem mezikruZi je prstencové okoli bodu: P"(a) = Ko ,(a) = {z € C; 0 <
|z —a| < r}. Jelitedy f € H(P(a)), lze ji podle pfedchozi véty rozvinout do Laurentovy fady na P(a).
Této situaci tzv. izolované singularity se budeme vénovat v nésledujicim paragrafu podrobnéji.
3.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta
Definice. Bod a € C nazvu izolovanou singularitou funkce f, pokud f € H(P(a)).
Definice. Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu

¢ odstranitelnou singularitou, pokud existuje lim,_,, f(2) € C;

e polem, pokud existuje lim,_,, f(z) = oo;

e podstatnou singularitou, pokud neexistuje lim,_,, f(z).

Véta 3.11 (o odstranitelné singularité). Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom ndsledujici je
ekvivalentni:

1. a € C je odstranitelnou singularitou funkce f;
2. f je omezend na néjakém prstencovém okoli bodu a € C;
3. f Ize spojité dodefinovat v bodé a € C (limitou), a poté je f holomorni v a;

4. Laurentova fada funkce f v P(a) md prdzdnou hlavni &dst, je to tedy Taylorova Fada, tj. pro z € U(a)
Ize psdt
f(2) =aop+ai(z —a) +as(z —a)® +---

Véta 3.12 (o pélech). Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom ndsledujici je ekvivalentni:

1. a € C je polem funkce f;

2. existuje n € N takové, Ze lim,_,, f(2)(z — a)® € C, a pFitom lim,_,, f(2)(z — a)" ! = oo;

3. je-li Laurentova Fada funkce f v P(a) s koeficienty ay, pak existuje n € N takové, Ze a_, # 0 a
pritom a_j = 0 pro vSechna k > n. Hlavni ast této Laurentovy rady md tedy jen konecny pocet
nenulovych clen, tj. pro z € P(a) Ize psdt

a_p a_1

f(Z):mJF"'JFZ_a

+as+ai(z—a)+---
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Pozndmka. e Hodnota ¢isla n € N z druhého o tfettho bodu predchozi véty je tatdz — tj. je-li n € N,
pro ktery je (jako v bodu 2) lim,_,, f(2)(z — a)™ € C, a pfitom lim,_,, f(2)(z — a)" ! = oo, pak
a_p je i (jako v bodu 3) "posledni nenulovy koeficient v hlavni ¢sti Laurentovy fady f v P(a)", a
naopak.

e V této situaci fikame, Ze f ma v a pol nasobnosti n.
e Pfedchozi véta tedy mimo jiné fikd, Ze kazdy p6l ma néjakou nasobnost.

Véta 3.13 (o podstatné singularit€). Bud’ a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom ndsledujici je
ekvivalentni:

1. a € C je podstatnou singularitou funkce f;
2. provSechna w € C U {oo} existuje posloupnost z, — a takovd, Ze lim,,_,o0 f(z,) = w;

3. je-li Laurentova fada funkce f v P(a) s koeficienty ay, pak jeji hlavni &dst obsahuje nekonené mnoho
nenulovych cleni, tj. pro z € P(a) Ize psdt
a—p

f(z):---+m+---+Za_;1a+ao+a1(z—a)+---.

Pozndmka. Implikace "(1) = (2)" z predchozi véty se nazyvd véta Casorati-Weierstrassova.

Definice (reziduum). Bud’ a € C izolovana singularita funkce f, a bud’

o0

fz)= > an(z—a)" (10)

n=—00
rozvoj f do Laurentovy fady na P(a). Koeficient a_; této fady nazveme reziduem funkce f v bodé a,
piSeme

Res, f(2). (11)

Véta 3.14 (pravidla pro vypocet rezidui). 1. Je-li a odstranitelnou singularitou f, je ‘ Res, f(2) = 0. ‘

2. Md-li f v a pdl ndsobnosti 1, a g je holomorfni v a, je|Res o(f(2)g(2)) = g(a) Res4 f(2).

3. Jsou-li f i g holomorfniv a, g(a) =0, ¢'(a) # 0, pak

IG)_ @
“92) " @)

Res

4. Md-li f v a pdl ndsobnosti k € N, je

Resq f(2) = —— lim <f(z)(z - a)k')(k_l).

Véta 3.15 (reziduovd véta). Bud’ v jednoduchd uzaviend kiivka v C, kterd je orientovdna kladné vici svému
vnitiku Int . Bud’ f € H(Q\ {z1,...,2,}), kde Q C C je oblast obsahujici Int ¢ U (). Necht’ pfitom
{z1,..., 20} N {p) = 0. Potom

/f(z)dz:Qm' Z Res ., f(2). (12)
®»

z€Int
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Pozn. Kfivka je orientovand kladné vici Int ¢, pokud pfi "pohybu po kiivce" leZzi oblast Int ¢ "po levé
ruce". V pfipadé opacné orientované kfivky je pfed sumou na pravé strané (12) znaménko minus.

Reziduovd véta je jednim z velmi silnych prostfedki pro vypoCet mnoha typa redlnych urCitych inte-
grall. Viz bonusovy materidl "Pouziti reziduové véty k vypoctim".

Pro vypocty pomoci reziduové véty se hodi nasledujici dvé lemmata.

Lemma 3.16 (lemma o velkych obloucich, Jordanovo lemma). Necht’ 0 < a < < 7, anecht’ f € C(AR),
kde Ap == {z € C; argz € (o, 8), |z| > R} pro néjaké R > 0. Necht’ ddle plati lim 4,5, f(2) = 0.
Je-li . (t) == re’l, t € (a, B), oblouk kruZnice o poloméru v > 0, pak

r—00

lim / f(z)e*dz=0. (13)
Pr

Lemma 3.17 (lemma o malych obloucich). Necht’ a € C a necht’ f je holomorfni na néjakém prstencovém
okoli bodu a, pricem? v bodé a md f nejvySe pol ndsobnosti 1. Necht’ ddle 0 < o < 8 < 2w, a necht’
or(t) = a+ret, t € {a, B), je oblouk kruznice o poloméru r > 0. Pak

lim f(z)dz =i(f—a)Res, f. (14)
r—0+ or

3.6 Véta o jednoznacnosti

Véta 3.18 (o jednoznaénosti). Bud’ f,g € H(S2), kde Q2 C C je oblast. Bud’ A := {z € Q; f(z) = g(2)}.
Pokud A md hromadny bod v ), je f(z) = g(z) pro vSechna z € Q.

Dusledek 3.19. Bud’ f,g € H(C\ {z1,...,2,}). Bud’ f = g na neprdzdném intervalu (a,b) C R. Potom
f(z) = g(z) provsechna z € C\ {z1,...,2z,}.

Priklad 2 (goniometrické funkce v C). e Pro v§echna y € R je cosy = %(eiy + e~ W). Zvéty o jed-

noznacnosti plyne (zdivodnéte) cos(iy) = %(e_y + e¥) = coshy pro vSechna y € R. Podobné

sin(iy) = isinhy pro vSechna y € R.

e Pro vSechna z,y € R je sin(z + y) = sinzcosy + coszsiny. Z véty o jednoznacnosti plyne
(zdiivodnéte) sin(x + w) = sinzcosw + cosxsinw pro vSechna x € R, w € C. Pro w = iy,
y € R, dostaneme sin z = sin(z + iy) = sin z cos(iy) + cos zsin(iy). S vyuzitim piedchoziho bodu
dostaneme sin(z + iy) = sinx cosh y + i cos z sinh y,

a podobné cos(z + 1y) = cos x coshy — isin x sinhy.

Piiklad 3 (komplexnf logaritmus). Pro z = |z|e’®8% mdme In z = In(|z|e! 38 ?) = In |z| +i arg 2. ProtoZe
argument (arg z) neni jednoznacnd funkce, je i komplexni logaritmus viceznacnd funkce:
Inz=1Inl|z| +i(p+ 2km), (p+ 2km =argz).

Priklad 4 (obecnd mocnina). o V=1 =-exp(3In(—1)) = exp(5(In 1+im+2kmi) = exp(i5+kmi) =
i(-)k  keZ

o i' = exp(iln(i)) = exp(i(lnl +i5 + 2kmi) = exp(—5 — 2km), k€ Z

o Vi=-exp(n(i)) = exp(}(Inl + 4% + 2kmi) = exp(3 + 2kn), k€ Z.



