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1 Fourierovy rady

1.1 Uvod, zakladni pojmy

e Otazka J. Fouriera: Lze kaZdou periodickou funkci napsat jako soucet néjakych "elementarnich”" peri-
odickych funkei?
o Konkrétnéji: 1ze kazdou 27-periodickou funkci napsat jako soucet "sint a kosini"?

1

. 1 1 1
251n2x+ gcos3x+ §s1n12x+ 7cos5x

e Skalovani: ay, cos(kx), by sin(kz) = fada typu

c+ Z(ak cos(kz) + by sin(kx)), ¢, ar, by € R.
keN

ikx _ ,—ikx

e s , ., ikx —ikx . o
e Vyuziti komplexni exponencidly: cos(kz) = “—tf——, sin(kz) = =5 —> fada typu

E ce®® ¢ e C.
keZ

e p-periodicita misto 27-periodicity: faktor 27“.

Definice. ¢ Realnym trigonometrickym (p-periodickym) polynomem radu n rozumime funkci tvaru
n
2 2
T 40 + Zak cos (—ﬂkx> + by, sin (—ka>,
2 = p p

kden € N, a, by € R, (k=0,...,n),p > 0.
e Komplexnim trigonometrickym (p-periodickym) polynomem radu n rozumime funkci tvaru

n
27
z : ik
T — ckeplx,

k=—n
kden e NU{0}, ¢, € C, (k= —n,...,n),p>0.

Definice. e Realnou trigonometrickou (p-periodickou) radou rozumime fadu funkci

a > 27 27
=04 Z aj, cos (—k:x) + by, sin (—k:x),
2 = p p

kde ar, b, e R,k € N, p > 0.
o Komplexni trigonometrickou (p-periodickou) fadou rozumime fadu funkci

oo

Inikx
> e

k=—00

kdec, € C,k € Z,p > 0.
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Obr.: Aproximace nespojité, po Castech hladké funkce, pomoci trigonometrického polynomu fadu 7.

Cviceni. Ukazte, Ze pokud pro vSechna z € R plati

n n
ap 27 . 2 27 ik
— + g aj, cos (—k:c) + by, sin (—k:c) = g cger
2 k=1 p p k=—-n

kde ap,br € R, ¢, € C, p > 0, pak

ap — b
ap = ¢ +c_g, Ck:%, k e N,
ap + b
b = i(cr — k), C—k:%, keN,
a0:260, CQZ@.
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Lemma 1.1. Pro vSechna k,m € N a p > 0 plati:

/OP sin (%kx) dr = /OP cos <2?7Tk:x

p
dr = §5km7
P 2 ik
kel = er dr = pdyg
0

Véta 1.2. Necht’ p > 0 a necht’ pro vSechna x € R plati
a > 27 27
flz)= =24 Zak cos <—k:ﬂ> + by, sin <—l<::c>,
2 4 p p

pricemZ fadu vpravo je mozZno integrovat pres intervaly konecné délky ¢len po ¢lenu. Potom

aozg/pf(ﬁﬂ)dﬂ?,

P Jo

2 [P 2

ak:—/ f(:v)cos(—ﬂkx>dx, kEeN,
PJo p

2 [P 2
bk:—/ f(:v)sin(—wkx>dx, keN.
PJo p

Véta 1.3. Necht’ p > 0 a necht’ pro vSechna x € R plati

pricemZ fadu vpravo je mozZno integrovat pres intervaly konecné délky ¢len po ¢lenu. Potom
P — 27 kg
ck:—/ flx)e  » "dx, kelZ.
0

1.2 Bodova konvergence Fourierovych rad

Oznaceni.

(1) Bud’te —oco < a < b < ocoabud dile ¢ > 1. Mnozinu vSech funkci (s hodnotami v C), definovanych
alesporni skoro vSude na (a, b), pro které je

b 1/q
T ( / If(:v)lqdw> < oo,

(i) Bud’ p > 0. MnoZinu vsech p-periodickych funkci, definovanych na R, s hodnotami v C, které jsou
navic prvky prostoru L'(0, p), budeme zna&it P,,.

oznacime symbolem L%(a, b).
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Lemma 1.4. Necht' f € Py, pro p > 0 a necht’ o € R. Potom

/Opf(x)dx = /;erf(x)dx.

Definice (redlnd Fourierova fada). Necht' f € P, pro p > 0. Definujeme Cisla ay, by, £ € N, pomoci
vztahd z Véty 1.2. Tato Cisla pak nazyvdme (''realnymi'') Fourierovymi koeficienty funkce f a fadu
4 4 3 ak cos (27” kx) + by sin (%”lm) nazyvame "realnou' (sinové-kosinovou) Fourierovou adou
funkce f. Jejim n-tym castecnym souctem rozumime soucet

& 2 2
sra(x) = % + Zak cos (%kzx) + by sin <?7Tk:x), n € N.
k=1

Definice (komplexni Fourierova fada). Necht' f € P, pro p > 0. Definujeme Cisla ¢, k € Z, pomoci
vztahil z Véty 1.3. Tato Cisla pak nazyvame (komplexnimi) Fourierovymi koeficienty funkce f a fadu

2m; Lo p . . .. v v, «
> e CKEP % nazgviame komplexni Fourierovou Fadou funkce f. Jejim n-tym &asteénym soudtem

rozumime soucet
n

27 ;
Sgn(z) = Z ckeTka, n € NU{0}.
k=—n

Definice. Bud' f € P, prop > 0,z € R, a s¢,(x) bud’ n-ty Castecny soucet (redlné resp. komplexni)
Fourierovy fady funkce f. Pokud existuje vlastni

lim s¢,(z) =: F¢(x),

n—00
nazvu tuto hodnotu souctem (realné resp. komplexni) Fourierovy rady funkce f v bodé x € R.
Lemma 1.5. Bud’ f € P, prop > 0.
o Je-li f sudd funkce, je by, = 0 pro vS§echna k =1,2,..., a
4 [P/ 2
ar = — (SU)COS(—TF]CCU>CZ$, ke NU{0}.
p
o Je-li f lichd funkce, je ar, = 0 pro vS§echna k =0,1,2,...,a

4 [P/ 2
bk:—/ f(x)sin <—7Tk:x) dr, keN.
D Jo p

Problém:

2

fePy ~ Fy ~ Fpz)=f(z).
Priklad:
o f(z) = 5% na (0, 27) a ddle 27-periodicky (f € Par)
o Fr(x)=>72, % konverguje bodové Vx € R
e £(0) = 5. Fy(0) = 0.

Studované otazky:

e Vlastnosti Fourierovych koeficientil v zavislosti na vlastnostech f.
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e Rovnost f a Fy v zdvislosti na vlastnostech f.

Véta 1.6 (Riemann-Lebesgueovo lemma). Necht' f € P, pro p > 0. Potom Fourierovy koeficienty ay, by,
resp. ¢ existuji a jsou konecné Vk € N resp. Z. Navic plati

hm ap = hm b = 1im c, = 0.
k—o0 k—o0 —+o0

Véta 1.7. Necht' f € P, NC*T(R) prop > 0, s € {0,1,2... }. Potom Fady

o0

S R (arl + b)) @ D |kl
k=1

k=—o00
konverguji pro vSechna j = 0,1,...s.

Véta 1.8. Necht’ f,g € P,, p > 0, pFicem? vSechny odpovidajici si Fourierovy koeficienty funkci f a g jsou
stejné. Potom f = g s.v. na R.

Véta 1.9 (Carleson). Necht' p > 0, f € P, a necht’ navic plati f € L*(0,p). Potom Fy = f s.v. na R.

Umluva: a7 do konce kapitoly bude p > 0 mit vyznam délky periody.

Definice. Rekneme, Ze funkce f € P, je po €astech hladka, pokud existuji body 0 = z¢p < 1 < --- <
x, = p tak, Ze f je spojitd na kazdém intervalu (x;, z;11), v krajnich bodech téchto intervalG ma vlastn{
limity zprava i zleva (oznalme je f(z;+) a f(z;41—)) a md uvnitf téchto intervald omezenou derivaci, pro
viechna?=10,...n — 1.

Véta 1.10. Necht’ f € P, je po Cdstech hladkd ve smyslu predchozi definice. Potom

flat) + f(z—)

2 Vx € R.

Fy(x) =
Specidlné je tedy Fy(x) = f(x) ve vSech bodech x, ve kterych je f spojitd.

Véta 1.11 (Parsevalova rovnost). Necht' f € P, a necht’ navic plati f € L*(0,p). Bud'te ay, by, resp. cy,
redlné resp. komplexni Fourierovy koeficienty funkce f. Potom plati

[e.9]

2
a
/|f 2de =900 &S a2 4 el
k=1

resp.

> [P - S Jel?.

k=—o00

Cviceni. 1. Modifikujte funkci 2 tak, aby Fourierova fada vysledné funkce obsahovala pouze &leny
_1\k+1
tvaru cos(kx). Dosazenim vhodnych bodii sectste Tady > 70| 27 @ > pey % Pomoci Parseval-

ovy rovnosti sectéte fadu 220:1 k%l

2. Rozmyslete si, jakou funkci by bylo potieba rozvinout do Fourierovy fady, abyste secetli ¢iselnou fadu
Py kiﬁ Na jaké problémy narazite, pokusite-li se touto metodou secist ¢iselnou fadu > ;2 4 %?

3. Modifikujte funkci cosx tak, aby Fourierova fada vysledné funkce obsahovala pouze cleny tvaru
sin(kz) (4. tzv. "rozvifite kosinus do sinové fady").
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Vysledky a komentare

1. Uvaite 22 na (—7,7) a dile dodefinovanou 27-periodicky. Vysledn4 funkce f je sud4, po Cdstech
hladka a spojitd na R. Tedy Fy(x) = f(x) Vo € R. Spoctéte Fy(x) = ”2 + 4572 (;12)]6 cos(kx).

, o . . 1 7r2 k1 2 v v
Dosazeni bOdE v = mresp.x = 0dd Y 77 5 = T resp. D ;2 1 kQ = 5. Konetné,

ZOO 1 _ 7
k=1%% — 90

2. Uvaite napf. ° na ( m, ) a dile dodefinovanou 27-periodicky. Z Parsevalovy rovnosti dostanete

2 27 v 7z Ve . e s a o A .
=37, (k e 6 Umocnénim v Gitateli a s vyuzitim vysledki pfedchoziho bodu je Y 72 kiﬁ =
945'

3. Uvézime cos z na (0, 7), roz§ifenou lise na (—m,0) a déle dodefinovanou 27-periodicky. Vysledek:

8 k sin(2kx)
Zk‘ 1 4k2-1 -

1.3 Derivovani a integrovani Fourierovych rad

Véta 1.12 (o derivovani). Bud’ f € P, takovd, Ze ¢iselné rady

[e.e]

Yk arl + o) resp. Y [KlPlexl (D)
k=1

k=—o0

sestavené z jejich Fourierovych koeficientii, konverguji pro néjaké s € {0,1,2,...}. Potom Fy(x) = f(x)
pro vSechna x € R; navic je mozno prislusnou Fourierovu radu derivovat s-krdt ¢len po clenu, pricem?

f €P,NC(R).
Pozn. Podle véty 1.7 je podminka (1) splnéna napiiklad pro f € P, NC*TL(R).

Véta 1.13 (o integrovani). Bud’ [ € P, a bud'’te ay, by, jeji Fourierovy koeficienty. Pak

x
apx . by, 2
t)dt = Ay + 2% Yk ( )—— (—k)
/Of() 0+2+ Z sin kcospx
kde (integracni konstanta)
oo
_ P _k
o= o Z k-
Pozn. Tato véta plati bez ohledu na to, jestli Fourierova fada pro f konverguje ¢i ne.

1.4 Aplikace: rovnice vedeni tepla
UvaZujme rovnici vedeni tepla

ou  0%u
o o 2)
Hledame funkci v = u(z,t) : (0,7) x (0,00) — R, kterd uvnitf svého defni¢niho oboru fesi (2) a navic
spliiuje pocatecni podminku u(z,0) = f(x), kde f je dand funkce, spojitd na (0, ), f(0) = f(mw) = 0.
Soucasné u spliiuje okrajové podminky «(0,t) = u(w t) = 0 pro vSechna t > 0.
Hledejme nejprve feSeni (2) ve tvaru u(x,t) = A(x)B(t), kde A, B jsou nenulové dostate¢né hladké
funkce.
Po dosazeni dostdvame na A, B podminku
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Leva strana zavisi pouze na ¢ a prava pouze na x. Proto musi byt oba vyrazy nezavislé na ¢, resp. x, a tedy
konstatni. Oznaéme odpovidajici konstantu . Nenulova funkce A pak musi spliiovat A(0) = A(w) = 0, coz
nastane pouze pro (spotéte presné) a = —n?, kde n € N. Funkce A je potom (aZ na ndsobek konstantou)
tvaru sin nx. Funkce B (spoCtéte) je pak nutné nisobkem et

Tyto Gvahy nds vedou k hledani feseni ve tvaru

o0
u(zx,t) = Z anefn% sinn. 3)
n=1

Pro ¢t = 0 ma ale platit
oo
f(z) =u(z,0) = Z an sin nz,
n=1

Koeficienty a,, ve (3) jsou tedy Fourierovymi koeficienty zadané funkce f, pokud jde tato rozvinout do fady

YN

sinti. To pujde, pokud ji roz§ifime liSe na (—m, 7).

f(z) = 3sin2z + %sin 122 + %Sin 152

u(x,t) = e~ sin 2z + fe 1 sin 122 + Le72*" sin 15

1
2



