7. Komplexni cisla

7.1. Komplexni é&islo je uspofddand dvojice redlnych ¢isel. Komplexni éislo a = (a1,as) zpravidla
zapisujeme v tzv. algebraickém tvaru a = a; +ias , kde i je imaginarni jednotka, pro kterou plati
i? = —1. Cislo a; se nazyva realna ¢ast komplexniho ¢isla @ a znadl se Rea, &islo ap se nazjva
imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla a a znad¢i se Ima . Mnozinu vSech komplexnich ¢isel zna¢ime C.
7 algebraického tvaru komplexniho ¢isla je zfejmé, ze redlna Cisla jsou specidlnim piipadem cisel kom-
plexnich: redlné ¢&islo a ztotoziiujeme s komplexnim &islem a + 0, tj. s komplexnim ¢islem (a,0).
Komplexni ¢&islo, jehoz imaginarni éast je rizna od nuly, se nazyva imaginarni a imaginarni ¢islo tvaru
(0,a), kde a # 0, se nazyva ryze imagindrni.

7.2. Operace s komplexnimi €éisly. Dvé komplexni ¢isla jsou si rovna, jsou-li si rovna jako usporadané
dvojice:

a1 +ias = by +iby < a1 = by Nag = by

V mnoziné C jsou definovany tytéz algebraické operace jako v mnoziné R, navic je pak pro kazdé
komplexni ¢islo definovano ¢islo komplexné sdruzené. Pro libovolnd komplexni ¢isla a = a1 + ias,
b = by +ibs jsou tyto operace definovany takto:

e Soucdet:

’aer:(a1+ia2)+(bl+ib2):(a1+b1)+i(a2+b2)‘

Rozdil:

la—b= (a1 +iaz) — (b +ibs) = (a1 — by) +i(az — bs) |

e Soudin:

’a b= (Cl1 + iag) . (bl + Zbg) = (a161 — a2b2) + i(a1b2 + a2b1> ‘

Komplexni ¢&isla tedy nasobime jako dvojéleny s tim, Ze pouZijeme vztah 2 = —1.
e Podil (pro b#0):
a_ a1 + a9 . (a1 + ia2)(b1 — ’ng)
b by +iby b3 + b3
_ (a1b1 + a2b2) + i(a2b1 — albz)
b3 + b3

Komplexné sdruzené éislo:

’E:al—i—iag:al—iag‘

Absolutni hodnota (modul):

la| =1\/a2 + a3 =Va-a

Absolutni hodnota komplexniho éisla je tedy nezdporné redlné ¢islo a |a| =0 praveé kdyz a =0.

Pro sc¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel plati stejny komutativni, asociativni a distributivni zakon
jako pro scitani a nasobeni redlnych ¢isel. Stejné vlastnosti ma i absolutni hodnota. Pro komplexné
sdruzené ¢islo plati vztahy:

N———
Il
SRS
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Poznamka. Na rozdil od redlnych ¢isel komplexni ¢isla nejsou usporddand a ani je nelze rozumné
usporadat, tj. nelze je uspofadat tak, aby se toto usporddani (vztah nerovnosti) chovalo rozumné
vzhledem ke s¢itani a nasobeni.

7.3. Grafické znazornéni komplexnich ¢isel. Gaussova rovina. Z definice komplexniho ¢isla plyne,
ze komplexni ¢islo a = a1 + ias mtzeme graficky znazornit jako bod [a1,as] roviny. Tim je ddno vza-
jemné jednoznacné zobrazeni mnoziny vsech komplexnich ¢isel na mnozinu vSech bodt roviny. Gaussova
rovina je rovina, v niz takto zobrazujeme komplexni ¢isla. Redlna c¢isla se pfitom zobrazuji na vodo-
rovinou osu a ryze imaginarni na svislou. Osa, na niZ se zobrazuji redlnd éisla, se nazyva realna osa a
osa, na niz se zobrazuji ryze imaginarni ¢isla, se nazyva imaginarni osa. Je ziejmé, Ze body pfifazené
¢islim a, —a jsou symetrické podle pocatku (soufadné soustavy) a body a, @ jsou symetrické podle
realné osy (viz obr. 7.1).

A Im A Im
a=lay,as) a=a;+ias
a1 as| T T T
| la |
|
_al | ~ QD ! N
: 0 al: "Re @ all "Re
| |
e -
—a=[—ay,—ag]|—02 a=la, —as)
Obr. 7.1 Obr. 7.2

7.4. Goniometricky a exponencialni tvar komplexniho é&isla. Je-li a € C, a # 0, pak

’a = |a| (cosgo—i—isingo),‘

kde ¢ (viz obr. 7.2) je velikost orientovaného tihlu, ktery svird privodié bodu a s polopifimkou kladnych
realnych cisel. Uvedené vyjadieni ¢isla a se nazyva goniometricky tvar.

PoloZime-li

e'? =cosp+isinp,

potom a muZeme zapsat ve tvaru

a = |a| e

Toto vyjadieni se nazyva exponencialni tvar cisla a .

7.5. Argument komplexniho é&isla. Cislo ¢ z 7.4 se nazyva argument komplexniho ¢isla a . Mnozinu
vSech argumenti ¢isla a oznaCujeme arga .
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Plati
pearga, Y e R=— (Y €arga<= v =¢+2kr,kde k€ Z),

tj. argument komplexniho ¢isla je uréen jednoznacéné az na celistvy nasobek 27 . Odtud plyne, Ze mnozina
arga obsahuje jedinou hodnotu ¢ s vlastnosti ¢ € (—m,7); toto ¢ nazyvdme hlavni hodnotou
argumentu a zna¢ime Arga . Je pak

’arga:{zp; Y = Arga + 2km, k € Z}‘

Poznamka: V definici hlavni hodnoty argumentu nepanuje vSeobecna shoda, a tak misto v intervalu
(—m,m) se Arga nékdy bere v intervalu (0,27).

Urceni argumentu. Je-li a = a1 +ias = |a| (cosp + isinp),a # 0, pak

1 . ag
cosgpzm, sme = — .

|al

7.6. Nasobeni a déleni komplexnich éisel v exponencidlnim tvaru. Pro nisobeni a déleni kom-
plexnich éisel v exponencidlnim tvaru plati formule

a-b=|al-|b|- etle+)

a=lale®, b=|bleV = )
| | | ‘ Z:@el(¢_¢),b#0

Z uvedenych vzorct je patrny tento geometricky vyznam néasobeni komplexnich ¢isel: geometrické
zobrazeni, které odpovida nasobeni komplexnim ¢islem a , je stejnolehlost se stfedem v pocatku a koefi-
cientem |a| sloZend s oto¢enim o tthel Arga . Analogickou geometrickou interpretaci mé déleni.

7.7. Umocnovani a odmocnovani komplexnich ¢isel. Ze vzorct pro nasobeni a déleni komplexnich
¢isel v exponencialnim tvaru ihned plyne

Moivreova véta. Pro kazdé ¢ € R a kazdé n € Z plati:

(cos +ising)™ = cosnp +isinng, tj. (e¥)" ="

Obecnéji z 7.6 plyne vzorec pro celo¢iselnou mocninu komplexniho ¢isla:

0#a=|a|l €%, n€Z=>a"=|a" "

Je-li n pfirozené ¢islo, pak n-t4 odmocnina ¥a z komplexniho éisla a je komplexni ¢islo z
definované vztahem

’z: %(:)z”za‘

Je-li a # 0, existuje pravé n rliznych hodnot odmocniny ¥a a tyto hodnoty jsou dany vzorcem

) ) 2k 2k
a:‘a|.el§0:> %: n1/|a|,el(¥’+2kﬂ')/n: n/|a‘. <COSS0+ 7T+isin('0+ 77) ’
n n

k=0,1,2,...,n—1

Ziejmé je V0 =0.
Grafické znazornéni n-té odmocniny. Ze vzorce pro n-tou odmocninu plyne, Ze

Va = - e VI,
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kde
Y1=et?m/" |p=0,1,...,n—1.

Cisla /1 tvofi vrcholy pravidelného n -tihelnika vepsaného do kruznice se stiedem v poc¢atku a polo-
mérem 1, s jednim vrcholem v bodé [1,0]. Cisla ¥/a tedy tvoii vrcholy pravidelného n -thelnika, ktery

dostaneme z piedchoziho otocenim o thel 2 a stejnolehlosti se stfedem v pocatku s koeficientem V/|al .
n

7.8. Resené priklady

1. V exponencidlnim tvaru vyjadiete komplexni ¢isla:
a) a=14i, b)b=-14+iV3.
Reseni: Pouzijeme vzorce z odstavci 7.2, 7.4 a 7.5:

im/4

a) laj=vV1I+1=+2, sinp=

tedy <p=£:>a:\/§e

1 1
—,Co8pp = —,
NI

3 _
b) |b|=vV1+3=2, sinp = gmosgo:

-4 i-2m/3
2’ '

2
tedy g0:§7r:>b:2e
2. V algebraickém tvaru vyjadiete komplexni ¢isla:
a) a=2e"/*, b) b:4(cos%+isin%).

ResSeni: V piipadé a) nejprve prevedeme exponencialni tvar na goniometricky, dalsi postup je v
obou pripadech stejny a zfejmy:

a) a2<cosz+isin1)2<\2[+ f) V2 +iV2.

V3 o1 ,
b) a:4<2+22> =2v3+2i.

3. Urcete, za jakych podminek je soucet dvou komplexnich ¢&isel a) éislo redlné, b) éislo ryze imaginarni.

Reseni: Jsou-li a = ay +ias,b = by +iby dvé komplexni &isla, potom pro jejich soucet ¢ = ¢; +icy
podle 7.2 plati ¢; +ica = (a1 + b1) +i(az + b2). Odtud plyne:

a) Cislo ¢ je realné, pravé kdyz as + by =0, tj. by = —as .
b) Cislo ¢ je ryze imaginarni, pravé kdyz a; +b; =0, tj. by = —ay .
4. Necht a=1—2i,b=3+T7i. Vypoltéte a+b, a—b, a-b, %
Reseni: Podle vztahti z odstavce 7.2 je:
a+b=(14+3)+i(-24+7)=4+5i
a—b=(1-3)4i(-2-7)=-2-9
a-b=(1-i2)3+i7)=3+14)+i(—6+7) =17+
a 1-2i (1-2i)(3—7Ti) 3—13i+ 1442 —11 13,

b 3+7 32— ()2 58 58 58
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3—2

5. Urcete absolutni hodnotu (modul) komplexniho éisla a = T2
i

Reseni: Podle vztahu z 7.2 pro déleni komplexnich &isel

C3—2  (3—2i)(1—2i) 3 — 8+ 4> 1 8.
1420 1+4 B 5 5 57

a

Podle definice absolutni hodnoty komplexniho ¢isla (viz 7.2) je

1 64 65

% B 5

6. V goniometrickém tvaru vyjadfete komplexni ¢islo:
) 1 n 1
a) z =
1+i -1+’

a + b
b) RCED R ab#0, a,b € R.

ResSeni: V obou piipadech nejprve &islo z vyjadiime v algebraickém tvaru a potom pouzijeme

vztahy z 7.2 a 7.5:

a)
L 1 N 1 —l4di4+1+4d 20
TR —2 R
3
il =V0F1=1, ¢=3m.
tedy
_ :37/2 __ 3 ..
z=1-e = cos -7 + ¢sin —.
2 2
b)
L a+ib _(a+1b)-[(a+b)+ (a—b)i]
(a+b)+(b—a)i (a+0)24 (b—a)?
a® + ab+b® — ab+i(ab+ b* + a® — ab) 1+1,
= = = =1
2(a? + b?) 2 2
1 1. 11 1 V2 ™
’2+2lv4+4 272 YT

tedy

\/i ; \/5 7 7
_ Ve in/4 _ V2 ( n . 7)
z = 5 e = 5 COS + 281n .

7. Vynasobte komplexni ¢isla

1
a= ﬁ (cos%—!—isin%) , b:2\/§<cosg—ising) .

Vysledek napiste v algebraickém tvaru.
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Reseni: Obé ¢isla prevedeme do exponencialniho tvaru, pak je s pouzitim vzorce pro souéin z 7.6
vynasobime a vysledek postupné prevedeme do goniometrického a algebraického tvaru:

a= \%eiﬂM, b=2v2 (cos (—g) + isin (_g)) — 2V/2e717/2,

1

V2
a~b=2e_i"/4=2<cos (—%) + i sin (—%)) =2 (ﬂ—z?> =2 -iV2.

a-b 2\/§ei7r/4e—i7r/2 _ 2€i(7r/4—7r/2) — 2€—i7r/4’

2

8. Vyjadfete v algebraickém tvaru podil % komplexnich ¢isel

4 ( T, ﬂ') b—9 3T s 37

a=4|cos— —isin—) , =2|cos— +isin— | .
4 4 4 4

Reseni: Postupujeme stejné jako v predchazejicim piikladu, tj. vyjadiime dana ¢isla v exponen-

cidlnim tvaru, potom pouzijeme vzorec pro podil z 7.6 a vysledek upravime do goniometrického a

algebraického tvaru:

a = 4671'71'/4 , b= 261'-371'/4’
4e—i7r/4

% = Spie/A = 26/ (=T/4=37/4) — 9071 — 9(cos(—m) +isin(—7)) = 2(—1+14.0) = —2.
el' T

9. Vypodtéte 3%, i°, 42, 436,
Reseni: Pfi vypoétu vyuzijeme operace nasobeni komplexnich ésel a skutecnosti, ze i2 = —1
* 9 ’
it =1:
B2 P =1-3=i* =i, 2102 =1 (1) = —1,
P=iti=1-i=1, %=1

10. Vypodtéte (2 —i)%.
Reseni: Komplexni &islo je v algebraickém tvaru, jeho mocninu vypoéteme pomoci binomické véty
z odst. 5.11:

2-i)' = 24: (;) 247t (—i)f =21 - (‘;) 23 + (3) 222 _ G) 2i% 4 it =

£=0
=16—-4-8+6-4(—1)—4-2(—i)+1=-7—24i.
11. Vypoctéte 26, je-li z =2 (COSZ — 4sin g) .

Reseni: Prejdeme k exponencidlnimu tvaru z = 2e~%"/4

a pouzijeme Moivreovu vétu:

. 6 . .
28 = (26_”/4> = 26e767/4 — G4e7137/2 — 64 (cos (—;7‘(‘) + ¢sin (—277)) = 641.

12. Vypodctéte (1 —1i)8.
Reseni: Cislo 1—i pfevedeme na exponencialni tvar podle 7.4 a 7.5 a potom pouzijeme Moivreovu
vetu:
1—i=vV1+1=V72,
1 -1 1 »
cosp=—,s8lnp=—=p=—m,1—-1= V2em /4,

2 V2 4
. 8 ) )
(1 _ Z)S — (\/567“‘-/4> — (\/5)8671-871'/4 — 16672772 —16.
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13.

14.

15.

Uréete ¢z, je-li: a) z=27e">"/3 b) z2=1-1iV/3.

Reseni: a) Vypocet provedeme postupem popsanym v odst. 7.7:
% — é/ﬁei(Qﬂ'/?)-‘erﬂ'/f}) — 3ei(2ﬂ'/9+2k‘7‘r/3) , k — 0, 17 2
Tedy:

¥z =3¢"?"/9 pro k =0,
Yz = 3et87/9 pro k=1,
¥z =3¢/ pro k = 2.

b) Dané komplexni ¢islo nejprve pfevedeme na exponencialni tvar, viz odst. 7.4 a 7.5, a potom opét
pouzijeme postup popsany v odst. 7.7:

Z:1—Z-\/§:2€_iﬂ—/3, \3/2: %ei(—ﬂ'/9+2kﬂ'/3)7 k:07 1’ 2.
Tedy:

Yz = Y2e~im/9 pro k=0,
Yz = Y2657/ pro k =1,
Yz = Y2179 pro k = 2.

Vypoctéte {lﬁ .

Reseni:
V1= Vet =2 £ =0,1,23.
Tedy:
0T =1 pro k=0,
i e’:’r/Q:cosg+ising:i pro k =1,
e =cosm+isinm = —1 pro k = 2,
) 3
et37/2 = cos 37 + isin 3T = —i pro k=3.

Body komplexni roviny odpovidajici témto ¢tyfem hodnotam jsou podle 7.7 vrcholy ¢tverce vepsa-
ného do kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 1, pficemz jednim vrcholem je bod [1,0].

Urcéete /—8 — 6¢ bez pfevodu na exponencidlni (goniometricky) tvar.

Reseni: Odmocninu hleddme ve tvaru x + iy, tj. feSime rovnici v/—8 — 67 = x + iy . Umocnénim
této rovnice a porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti levé a pravé strany takto ziskané rovnice
dostaneme soustavu rovnic

2?2 —y?=-8, 2zy=—6.

3
Za predpokladu x # 0 vyjadiime z druhé rovnice y = —— , dosadime do prvni rovnice a dostaneme
x
bikvadratickou rovnici
a4+ 822 —9=0.
ProtoZe rovnice w? 4+ 8w — 9 = 0 mé kofeny w; = 1, wy = —9, redlnymi kofeny této rovnice

jsou Cisla 1 = 1,29 = —1. Témto hodnotdm odpovidaji hodnoty y; = —3, y2 = 3. Rovnici
vV—8 — 61 = x + 1y tedy vyhovuji komplexni ¢isla 21 =1 —3i, 20 = —1+ 3i.
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16. Reste binomickou rovnici 2%

v Gaussové roviné.

= —64 . Kofeny vyjadiete v algebraickém tvaru a graficky znazornéte

\ Im

Obr. 7.3

Reseni: Postupujeme stejné jako v piikladech 13 a 14:
5= 64 = » = V64 = V6deim = 2£1(/6+kT/3) k. _( 1 2 3, 4, 5.
Dostavame tedy Sest rtznych hodnot:
k=0: —2617T/6—2(COS%+ZSIH ) V3 +i,

k=1: —26”/2—2(cosg+zsm )

. 5
k=2: 23:261'5”/6:2<COS 7T+zsm67r \[—i-z
0

21,
cos 77r +¢sin — 7
6 6

k=3: 2z4=2""/6=29

, 3 3
k=4: 2z5=2e"3"/2=2 <cos27r—|—zsm27r

: 11
k=5: z6:2e“1”/6:2(0056+251n67r) =V3—i.

Kofeny z1, 2o, 23, 21, 25, 2 rovinice 28 = —64 (pfesnéji fedeno, jejich obrazy v Gaussové
roving) tvoii vrcholy pravidelného Sestitthelnika vepsaného do kruznice se stfedem v pocatku a
polomérem 2, jeho# jeden vrchol je bod [v/3,1] (viz obr. 7.3).

7.9. Neresené priklady

1. Urcete exponencialni tvar komplexniho ¢isla:

a) —5; b) -2 ¢) —= — —i. [5ei; 2e~im/2, ei.4ﬂ/3]
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10.

Urcete algebraicky tvar komplexniho ¢isla:
a) gei~37r/2; b) eiﬂ'/3; C) 4e'm |

Vypoététe: i3°; 5; 42; 42, §36,
Vypoctéte:
144

a) (1+0)(2+3) + (1+0)(1+2i); b) .

Vypoctéte soudin cCisel z; = 26im/6 g g5 = 3ei37/4
z ) )

Vypoététe podil ==, je-li 21 = 4ei™, 2y = 2¢7/6.
%)

Pomoci binomické véty vypoctéte: (v/2 +iv/3)°.

Pomoci Moivreovy véty vypoctéte: (14 1i)%.
Vypoctéte:

a) ¥—1— i
b) V1.

Reste binomickou rovnici:

a) 2% = 16;
b) 26 =1—i.

[6 ) ei~117r/12]
[2€i-57r/6]

[~11v/2 — 31/3i]
[—4]

[%ei(57r/12+2k"n’/3)’ k= 0, 17 2,3, 4, 5]
V3 V3

A R L
2 2 2 ~ 2

[z, = 2e"F7/2 k=0,1,2, 3]
I%ei(fﬂ'/24+k‘ﬂ'/3)’ k=0,1,2, 3,4, 5]



