1 Komplexné cisla

1.1 Vlastnosti komplexnych ¢isel

Predpokladédme, Ze student pozna komplexné ¢isla v rozsahu strednej skoly, preto nebu-
deme dokazovat zname poznatky. Zopakujeme zakladné pojmy, zjednotime terminologiu,
oznacenia a zavedieme nové potrebné pojmy.
1. Komplexnym ¢&islom z nazyvame usporiadant dvojicu (z,y) realnych ¢isel = a y
(oznacujeme z = (z,y)). Mnozinu komplexnych ¢isel oznacujeme C.
Komplexné ¢islo tvaru (x,0) stotoziiujeme s redlnym ¢&islom z, zapisujeme (z,0) = x.
Takto st redlne ¢isla Specifickym pripadom komplexnych ¢isel, R C C. Komplexné ¢islo
(0,1) nazyvame imaginarna jednotka a oznacujeme i = (0,1).
2. Operacie s komplexnymi ¢islami definujeme nasledovne.
Ak z = (z,9), 21 = (%1,41), 22 = (72, y2) potom
e rovnost komplexnych ¢isel: z; = 25 nastava prave vtedy, ked x1 = x5 a y1 = yo;
e sucet komplexnych Cisel: 21 + 2z = (1 + T2, Y1 + Y2);
e nasobok komplexného ¢isla realnym ¢islom ¢ € R: ¢z = (cx, cy);
e sucin komplexnych ¢isel: 2129 = (122 — V1Yo, T1Y2 + T2y1);

V=2 2l = 2027,

e mocnina komplexného ¢isla 2", n € N je definovana indukciou: z
Pre mocniny imaginarnej jednotky plati: it = i,
e i2=1(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1,
o i5=-1.(0,1) = —i,
o it=1(0,-1)-(0,1) =(1,0) =1,....
3. Algebricky tvar komplexného ¢isla. VzhIadom na uvedené operacie a oznacenie
mozeme komplexné ¢islo prepisat na tvar:
z=(x,y) = (z,0) + (0,y) = (2,0) + y(0,1) = z + iy.
Posledny tvar sa nazyva algebraicky tvar komplexného ¢isla. Cislo  nazyvame realna a
¢islo y imaginarna ¢ast (zlozka) komplexného &isla z a oznac¢ujeme z = Rez, y = Im z.
4. Komplexne zdruzZené c¢islo. Cislo komplexné zdruzené k ¢islu z = x + iy, ozna-

¢ujeme ho Zz, definujeme takto: z =z — iy.
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Z+7Z 2=z , - L .
,y=Imz = . Pre Iubovolné dve komplexné ¢isla zq, 25 je

Plati x = Rez =
ati x ez 5 o

_— _— z 1
(1+2)=7+7, (n1-2)=7" 7, <—1>=:17 ak zo # 0.
29 Z9

5. Absolatna hodnota komplexného é&isla. Absolutnu hodnotu (modul, velkost)
komplexného ¢isla z = x + iy, oznac¢ujeme |z|, definujeme predpisom
2] = V22 + 2 =Vz-2 > 0.
Vlastnosti absolttnej hodnoty.

L. |2] =0 <= 2=0,

2. |21 — 23] = |22 — z1], pre kazdé z;, 2z € C,

3. |z1 + 29| < |z1] + |22|, pre kazdé z;, 25 € C (trojuholnikova nerovnost),

4. 7z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva nerovnost

l|21] — |22]| < |21 + 22| pre kazdé z;, 25 € C.
Pomocou komplexne zdruzeného ¢isla a absolitnej hodnoty definujeme podiel komplex-
nych c¢isel z;, 2y takto: 3
21 2122
. = W , 22 # 0.

6. Geometricka interpretacia komplexnych cisel. Medzi bodmi Euklidovskej ro-
viny E, a komplexnymi ¢islami je jednoznacény vztah. Komplexnému ¢islu z = x+iy prira-
dime v rovine Ey bod [z, y] a naopak kazdému bodu [z, y| roviny Ey priradime komplexné
¢islo z = x+iy. Dostavame rovinu komplexnych ¢isel, ktorti nazyvame Gaussova rovina.
Mnozinu komplexnych ¢isel tvaru (z,0) nazyvame real-
nou osou a mnozinu komplexnych ¢isel tvaru (0,y) ima-
ginarnou osou. Yy

Dalsiu geometrickd interpretaciu komplexnych ¢isel

3
dostaneme, ked komplexnému ¢&islu z = x + iy prira- |
|
dime viazany vektor s po¢iatoénym bodom [0, 0] a konco- !

vym [x,y]. Je to z hladiska fyziky dolezita interpretacia, 0 ¥ Re
napr. su¢tu dvoch komplexnych ¢isel je priradeny vektor, ktory dostaneme podla pravidla
,,0 rovnobezniku sil“, znameho z mechaniky.

7. Argument komplexného ¢isla. V rovine mézeme od pravouhlych suradnic prejst
k polarnym stradniciam, pélom v polarnych sturadniciach je pociatok a polara je neza-

porné reélna polos. Nenulovému komplexnému ¢islu z = (z,y) # 0 priradime dvojicu
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realnych ¢isel (1, ¢) € (0,00) x (—00,00), pricom r = |z| > 0 a ¢ vyhovuje rovniciam:

x _ Rez Y _Imz
Vait+y? o | Ve

Kazdé redlne ¢islo ¢, ktoré vyhovuje rovniciam (|1.1)) nazyvame hodnota argumentu

Cos p =

(1.1)

, sin g =

komplexného ¢isla z. Pre komplexné ¢islo z = 0 nie je definované Ziadna hodnota argu-
mentu. Z periodi¢nosti funkcii sinus a kosinus vyplyva, ze kazdé nenulové komplexné ¢islo
z ma nekonecne vela hodnot argumentu. Ak g je jedna z nich, potom vSetky ostatné sa

daju vyjadrit v tvare ¢ = g + 2k7, k € Z.

Definicia 1.1.1. Nech ¢y je jedno z realnych ¢isel vyhovujice vztahom ({1.1)). Mnozinu
realnych ¢isel {¢ € R : ¢ = ¢q + 2k7, k € Z} nazyvame argument komplexného ¢isla

z # 0 a oznacujeme Argz, t.j.
Argz={peR:p=po+2kr k€ Z}. (1.2)

Kazdé ¢ € Arg z nazyvame hodnota argumentu komplexného ¢isla. T z hodnot argu-
mentu ¢ € Arg z, pre ktori plati —7 < ¢ < 7, nazyvame hlavnia hodnota argumentu

komplexného ¢isla z a oznacujeme arg z.
Ak vo vztahu ((1.2) polozime ¢ = arg z dostaneme
Argz={p eR:p=argz+ 2km, k € Z}, (1.3)

pre kazdé komplexné ¢islo z # 0. Bezne sa posledny vztah nezapisuje v mnozinovom tvare
ale iba v tvare Arg z = arg z + 2k7, k € Z.
Pre hlavnt hodnotu argumentu komplexného ¢isla z = = + iy # 0 plati:

(

arg z = m+arctg?, ¥ <0,y >0, (1.4)

—m+arctg?, ¥ <0,y <0.
\

Ukéazeme, ze vztah (1.4]) plati. Uvazujme komplexné ¢islo z = x + iy a hlavni hodnotu

argumentu ¢ = arg z.
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1) Ak je x > 0, lezi komplexné ¢islo z v 1. alebo IV. kvadrante, t.j. pre hlavni hodnotu

argumentu plati

T < <I tg( ) Y
—_— ar — a ar = —.
g SMEES g glargs) = &

Funkcia tangens je na intervale (—%, g) prosté, mé inverzni funkciu a plati
_ Y
arg z = arctg =.
x

2) Ak je z < 0, y > 0 lezi komplexné ¢islo v dru-

Tm hom kvadrante, hlavna hodnota argumentu je z in-

2= +iy< . tervalu § < argz < 7, ¢o je mimo intervalu, kde

ma funkcia tangens inverznu funkciu. Preto oto¢ime

vektor prislichajuci komplexnému z o uhol —m.

/ Dostaneme komplexné ¢islo —z + i(—y), ktorého

'z = -z +i(~¥) hlavna hodnota argumentu je (argz —m) € (—g, O)

a podla predchadzajuceho pripadu

tg(argz—ﬂ):—y = argz—W:arctgg = argz:w—i-arctgy.
—T x x

3) Ak je z < 0, y < 0 lezi komplexné &islo v tre-

Tm «z=—a+i(—y) tom kvadrante, hlavna hodnota argumentu je z in-

) ’ \\\ tervalu —m < argz < —7. Podobne ako v pred-

OQ : = chadzajicom pripade oto¢ime vektor prislichajici

/’ komplexnému ¢islu z o uhol m a dostaneme kom-

r=ztiy N /,// plexné ¢islo x + iy, ktorého hlavna hodnota argu-
s

mentu je (argz 4+ m) € (0,2) a plati

12

tg(argz—i—w):—y = argz—i—W:arctgy = argz:—ﬂ—l—arctgg.
x T

Je viacej definicii hlavnej hodnoty argumentu komplexného ¢isla. Tato méa ti vyhodu, ze
argz = — arg z, okrem pripadu zaporného realneho cisla, vtedy argz = argz = 7.

8. Goniometricky tvar komplexného ¢&isla. Z rovnic (l.1)) vyplyva, ze ak ¢ je
niektora hodnota argumentu nenulového komplexného ¢isla z, tak sa da toto ¢islo zapisat
v tvare

z = |z| (cosp +isinp) = r(cosp + isin ).

Tento tvar nazyvame goniometricky tvar komplexného ¢isla. Spravidla sa pri zapise

pouziva hlavna hodnota argumentu, teda ¢ = argz € (—m, 7).
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Nech z; = |z1| (cos 1 +isingy), 22 = |22| (cos o +isin ps). Pre operécie s komplex-

nymi ¢islami v goniometrickom tvare platia nasledujice vlastnosti:

e Rovnost dvoch komplexnych ¢isel
21 =29 < |z1| = |z| A 1 = po + 2kn, k € Z.

e Pre suéin komplexnych ¢isel sa lahko ukdze pouzitim stuc¢tovych vzorcov nasledujuci
vztah
2122 = |21|] 22| (cos(p1 + 2) +1 sin(pr + ¥2)).
To znamené, ze pri nasobeni komplexnych ¢isel ich moduly nasobime a argumenty

sCitame
|21+ 22| = |z1| - |22], Arg(z - 29) = Arg 2y + Arg 2o + 2km, k € Z.

V poslednom vztahu sme pre argument stacinu pouzili zjednoduseny zéapis. V sku-
to¢nosti ide o mnozinovi rovnost hodnot argumentu, pricom
Arg(z1-29) ={p € R: v = p1+po+2km, p1 € Argzy, w2 € Arg 20 k € Z}.
Pre hlavna hodnotu argumentu stcinu plati
arg(zy - z9) = arg z; + arg z» + 2Im,
kde vhodne zvolime [ € {0,1,—1}.

e Matematickou indukciou mézeme ukazat, ze

|21 20 o s zal = |z |22] - oo |24l
Arg(zy - 29 ... - 2p) = Argzy + Argzo + +- - - + Arg 2, + 2km, k € Z.
e Specialne, ak 2y =29 = -+ =2, = 2 = r(cos ¢ +isingp), tak

2" = r*(cos ny + isinnyp).
Tento vztah sa nazyva Moivreov vzorec.

e Pre delenie komplexnych ¢isel v goniometrickom tvare plati

z z ..
A M(cos(gpl — @9) +1sin(p; — gpg)).
Z9 ‘22‘

Pre modul a argument podielu komplexnych ¢isel mame

— @, Arg (ﬂ) = Al"g 21 — Arg Z9 + 2]671', ke Z.

|22 22

21

Z2
9. Exponenciilny tvar komplexného c¢isla. Z matematickej analyzy realnej pre-
mennej pozname rozvoj funkcii sinus a kosinus do mocninnych radov

> S02n+1 e S0211
1 = —1 n—’ — -1 " ) € R
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Ak rad pre sinus nasobime imaginarnou jednotkou i a s¢itame s radom pre kosinus, pricom
zoberieme do tvahy vlastnosti mocnin i a absolutnu konvergenciu mocninnych radov,

dostaneme Eulerov vztah e'¥ = cos ¢ + isin ¢.

2 4 3 5
cosp+ising = 1—%+%+-~+i(w—%+% >=
B ip () (9 (9! | (9)°
B T T R TR T

Pomocou Eulerovho vztahu mézeme komplexné ¢islo z zapisat v tvare
z=|z|€¥, ¢ €R,

ktory nazyvame exponencialny tvar komplexného ¢isla.

Priklad 1.1.2. K danym komplexnym ¢islam z; = —1 +1, 2o = 2 (cos% + sin g) urcte

zvysné tvary.

Riesenie. Urc¢ime modul a hlavni hodnotu argumentu komplexného ¢éisla z;

—1 1 3T
21l = —1 2+12:\/§’ COS Y = —, sihp = — = = — 4+ 2k
21 = V(=1 v= s =m S e =

Goniometricky a exponencialny tvar komplexného ¢isla z; je napr.

3 3 : 37T
7 = V2 (cosf —i—icoszw) — V2T

Vzhladom na Eulerov vztah je exponencidlny tvar komplexného &isla z: 2o = 2e3 . Po-

trebujeme urcit algebricky tvar komplexného ¢isla zp. Pretoze cos 3 = %, sin § = ‘/75
dostaneme
1 2
Re,22:2~§:1, Im22:2-\/7_:\/§ = z2:1+\/§.
O
10. n-tA odmocnina komplexného ¢isla.
Nech je dané rovnica
2" =a, a€C,a#0, neN. (1.5)

RieSenie rovnice (1.5 nazyvame n-t4 odmocnina komplexného ¢isla a, oznacujeme {/a.
Ak oznacime

z=p(costy) +isiney) a a=r(cose+isingp),
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pouzijeme Moivreov vzorec a dosadime do rovnice (1.5 dostaneme

p"(cosnyp +isinniy) = r(cos p +ising).
Z rovnosti komplexnych ¢isel vyplyva, ze
o=, nY = ¢+ 2km, k € Z.

Riesenie rovnice (|1.5) mézeme potom zapisat v tvare

'

2k 2k
2k = C/F(cosu+isinu> , keZ.
n n

Medzi tymito hodnotami existuje prave n navzajom roz-
nych hodnot, zg, 21, ..., 2,_1. Pre rozdiel hlavnych hod-
nét argumentov dvoch za sebou nasledujicich hodnot
n-tej odmocniny mame @y 1 — @ = 27”, ¢o znamena, ze
hodnoty n-tej odmocniny komplexného ¢isla a v Gaus-

sovej rovine tvoria vrcholy pravidelného n-uholnika vpi-

Im

saného do kruznice so stredom v bode nula a polomerom {/|al.

Priklad 1.1.3. Uréte hodnoty v/—8.

Uréime velkost, argument ¢isla —8 a zapiSeme ho

4+ 1s81n

3

7+ 2kw

Riesente.
Im v goniometrickom tvare.
20/ |—8| =8, Arg(—8) =7+ 2kn, k€ Z
7 \
ﬂﬂ\g \ a tak
z1 / |
-8 0 Re — 8 = 8( cos(m + 2km) + isin(r + 2km)).
» Potom roézne hodnoty v/—8 st:
? 2k
VvV—8=2 (cos i}

pre k=0,1,2.

)

g

11. Nevlastné komplexné cislo je také ¢islo, ktoré nemé zavedeny pojem, realnej,

imaginarnej zlozky, argumentu a ktorého absolitna hodnota je vacsia ako absolutna hod-

nota ktoréhokolvek komplexného ¢isla.

Komplexné ¢isla mdézeme reprezentovat aj takto. Uvazujeme sféru S s jednotkovym

priemerom, ktora sa dotyka Gaussovej roviny v bode z = 0. Nech bod P je bod sféry

leziaci na priamke, ktora spaja bod z = 0 so stredom sféry. Kazdému bodu z = x + iy
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Gaussovej roviny priradime bod M na sfére S, ktory je priese¢nikom sféry a priamky,
ktora spaja bod z s bodom P a naopak kazdému bodu sféry M € S, M # P priradime
bod z = z+iy Gaussovej roviny, ktory je priese¢nikom priamky PM s Gaussovou rovinou.

Tak je dané vzadjomne jednoznacné zobrazenie Gaussovej

L roviny (t.j. komplexnych ¢isel) na sféru S. Takéto zobraze-

nie sa nazyva stereografickd projekcia sféry S (nazyva

‘ </ sa Riemannova sféra) na Gaussovu rovinu. Bodu P prira-

1 dime v Gaussovej rovine nekonecne vzdialeny bod. Tento

. \ bod nazyvame nevlastny bod, alebo nekone¢no a ozna-
z

¢ujeme ho symbolom oco. Gaussovu rovinu s pridanym bo-
dom oo nazyvame uzavretd Gaussova rovina, oznacu-
jeme C,, = C U {00}, bez tohto bodu ju nazyvame otvorena Gaussova rovina, ozna-

¢ujeme ju C. Operacie s nevlastnym ¢islom oo definujeme takto:

1. 2400 =00+ 2z =00, pre kazdé z € C,
2. z-00=00-2 =00, pre kazdé z € C, z # 0,
3. £ =0, pre kazdé z € C,
4. & = o0, pre kazdé z € C, z # 0,
5. = = oo, pre kazdé¢ z € C,
6. oo™ =00, 00" =0, 07" = o0, pre kazdé n € N,
7. |oo] = o0, 30 = 0.
Nedefinujeme vyrazy: oo + oo, 0 - 00, 00 -0, 22, %.

12. Niektoré vlastnosti mnozin v C

Ak definujeme v Gaussovej rovine C metriku predpisom

p(z1,22) = |21 — 22,

dostaneme metricky priestor, ktory je izometricky s Euklidovou rovinou E,. Pre met-
ricky priestor C mozeme vyuzit zndme metrické vlastnosti roviny E,; a vSetky vlastnosti
metrického priestoru.

Niektoré pojmy a oznacenia, ktoré budeme potrebovat. Nech zg € C - pevné a § € R,
d>0:

e mnozinu bodov {z € C;|z — 29| = 0} nazyvame kruznica so stredom v bode z; a

polomerom 0;
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e mnozinu bodov {z € C; |z — 2| < §} nazyvame §-okolim bodu z,
oznacujeme Us(zg). Okolie bodu zg, pri ktorom nezélezi na velkosti polomeru bu-
deme oznacovat U(z);

e prstencovym (redukovanym) d—okoli bodu zy nazyvame mnozinu
{z € C;0 < |z — 2| < 0}, oznacujeme Uj(z);

e mnozinu bodov {z € Cy; |z| > 3} nazyvame J-okolim bodu co.

Predpokladame, Ze ¢itatel pozna pojmy:

e bod mnoziny - vnutorny, vonkajsi, hromadny, izolovany, hrani¢ny;

e vnitro mnoziny A°, uzaver mnoziny A , hranica mnoziny 9(A);

e mnozina - ohranicené, otvorena, uzavreta.

Nech 21, 2z st komplexné ¢isla. Mnozinu {z € C : z = 2z + t(z0 — 21),t € (0,1)}
nazyvame asecka s koncovymi bodmi z; a 2o a oznacujeme z;2s.

Nech zy, 21, 22, . . . 2, st komplexné ¢isla. Mnozinu, ktora sa skladé z tiseciek s koncovymi
bodmi 2y 21, 21 22, ..., Zn_1 2, nazyvame lomena ciara.

Mnoziny A, B nazyvame oddelené, ak AN B = @ = AN B. Mnozinu nazjvame
suvisla, ak sa neda vyjadrit ako zjednotenie dvoch neprazdnych oddelenych mnozin.
Suvisli otvorentt mnozinu nazyvame oblast. D4 sa ukézat, Ze otvorend mnozina A C C
je oblast prave vtedy, ked kazdé jej dva rozne body vieme spojit lomenou ¢iarou, ktora

lezi v mnozine A.

1.2 Postupnosti komplexnych cisel

Uvazujme postupnost konecnych komplexnych ¢isel
21y 22y ey Zpy ... kKde  z, = x, +1y,. (1.6)

Postupnost komplexnych ¢isel budeme oznacovat {z,}22 ; alebo (z,)nen. Vzhladom na izo-
metriu Gaussovej roviny komplexnych ¢isel s dvojrozmernou Euklidovou rovinou mézeme
preniest vlastnosti postupnosti bodov v E5 na postupnost komplexnych ¢isel. Preto uve-

dieme len definicie pojmov a tvrdenia bez dokazov.

Definicia 1.2.1. Postupnost komplexnych ¢isel (1.6 sa nazyva ohrani¢ena, ak existuje
nezaporné redlne ¢islo K € R také, ze pre kazdé n € N plati |z,| < K.
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Definicia hovori, Ze postupnost je ohrani¢ena, ak vSetky jej ¢leny lezia vo vnutri nejakého
kruhového okolia bodu 0.

Priklad 1.2.2. VySetrite ohrani¢enost nasledujicich postupnosti:

1 o
a){i—i——} : b){@n+1i—-1}7 .
n n=1
Riesenie.
1”7 Y .
a) Postupnost {1 + —} je ohranicend, pretoze
n

n=1

o1
1+ —
n

1 1
<l|i|j+==14—-<2, prekazdéneN.
n n

b) Postupnost {(2n + 1)i — 1} | je neohranicena, lebo pre kazdé nezaporné K € R exis-

tuje n € N, n > % také, ze
I(2n+1)i—-1>|2n+1)i|—-1=2n+1—-1=2n> K.
O

Veta 1.2.3. Postupnost komplexnijch cisel @ je ohranicend prdve vtedy, ked postup-

nosti redlnych zloZiek (x,)nen @ imagindrnych zlozZiek (Yn)nen sU ohranicené.

Definicia 1.2.4. Kone¢né (vlastné) komplexné ¢islo zy nazyvame limita postupnosti

1} ak 7}1—{20 |2 — 20| = 0, t.].

Ve>03dno e N:VneN, n>ng— |z, — 2| <e.

n—0o0
Zp, €O zapisujeme z, — zg. Postupnost, ktora ma limitu, nazyvame konvergentna. Po-

Tuto limitu oznacujeme lim z, = zy a hovorime, Ze postupnost 1D konverguje k ¢islu

stupnost, ktora nema limitu nazyvame divergentné.

Tak ako pri konvergencii bodov v E; namiesto postupnosti (2, )nen a jej limity mozeme

vySetrovat dve postupnosti redlnych ¢isel (Re 2, )nen, (Im 2, )nen a ich limity.

Veta 1.2.5. Nech z, = x, + iy,, 20 = Xo + Yo, kde x,, Yo, n = 1,2,..., xo, Yo SU
redlne ¢isla. Postupnost (z,)nen konverguje k zo vtedy a len vtedy, ak postupnost (x,)nen

konverguje k xo a postupnost (y,)nen konverguje k yq.

Definicia 1.2.6. Bod z € C nazyvame hromadny bod postupnosti (1.6)), ak v kazdom

okoli U(z) bodu z lezi nekoneéne vela ¢lenov tejto postupnosti.
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Pretoze definicia konvergencie a limity postupnosti komplexnyxh ¢isel je analo-
gicka definicii konvergencii a limity realnej postupnosti, si vety o konvergentnych kom-
plexnych postupnostiach a ich dokazy analogické vetam a dokazom pre redlne postupnosti.
Preto uvedieme tvrdenia bez dokazov. Plati:

1. Kazda postupnost komplexnych ¢isel ma nanajvys jednu limitu.

2. Kazda konvergentna postupnost komplexnych ¢isel je ohrani¢ena.

3. Postupnost je konvergentna a jej limita je bod z, prave vtedy, ked zq je jediny

hromadny bod postupnosti (|1.6)).

4. Ak postupnost z, — 2, potom kazda vybrana postupnost z,, — 2.

5. Postupnost je konvergentné prave vtedy, ked je Cauchyovska, t.j.

Ve>03dng e N:VnmeN n>ng,m>ng— |z, — 2] <e.

6. Nech z, — 2, w, — wy potom z, £ w, — 2o £ wp, 2, W, — 2owp. Ak naviac wy # 0
<0

Zn
tak — — —.
W, Wo
7. Nech z, — zg potom |z,| — |z0].
8. Nech |z,| = r, # 0, argz, = o, n = 1,2,.... Ak r,, = r a ¢, — ¢ potom
Zp = el — z = rel?.
Obratené tvrdenia k tvrdeniam 6. a 7. neplatia.
Napriklad postupnost ((—1)"), .y je divergentna (mé dva rozne hromadné body 1, -1)

avSak postupnost r, = [(=1)"| =1 — 1.

_1 n
Postupnost z, = (=1) — 0, ale postupnost argumentov
n

0, pre nparne
arg 2, = @, =
T, pre nneparne
nie je konvergentna.
Konvergenciu postupnosti komplexnych ¢isel v uzavretej Gaussovej rovine C,, definu-

jeme takto:

Definicia 1.2.7. Hovorime, Ze postupnost bodov (z,)nen, zn € Cs konverguje k bodu
2o € Cy, ak ku kazdému okoliu U(zp) bodu zy existuje prirodzené ¢islo ngy také, ze pre
kazdé prirodzené ¢islo n > ng plati z, € U(z). Bod zy € C4, nazyvame limita postupnosti

(Zn)neN
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Této definicia konvergencie a limity postupnosti rozsiruje Definiciu [1.2.4, Podl'a Defi-
nicie mé zmysel zapis z, — 00, 2z, € C. MdéZeme ho definovat napr. takto:

1
Zn =00, 2, €EC <= Ve>03dngeN:VneN n>ng— |z, > —.
5

D4 sa dokazat, ze pre zp = oo platia tvrdenia 1., 3., 4., tvrdenie 7. dokonca v tvare
ekvivalencie z, — 00 < |2,| = 0o0. Ostatné tvrdenia bud neplatia alebo nemaju zmysel.
Na rozdiel od redlnej analyzy plati: z, — 0 < Zi — 00.

N
Priklad 1.2.8. Urcte a) lim 220 1) Tim (3 — 4i)".

n—00 n n—00
RieSenie. a)

o — 1)i 1
i 2D (—+2i> —042i=2
n—oo n n—oo n

b) Pre z, = (3 — 41)" plati |z,| = [(3 — 41)"| = |3 — 4i|" = 5". Kedze

lim |z,| = lim 5" =00 tak lim (3 —4i)" = 0.

n—00 n—00 n—00
O
1.3 Rady komplexnych ¢isel
Nech je dané postupnost kone¢nych komplexnych ¢isel z1, 29, ..., 2z, ..., potom vyraz
Zzn:zl+22+---+zn+... (1.7)
n=1

nazyvame radom komplexnych ¢isel alebo komplexnym radom. Sicet prvych n-¢lenov

tohto radu nazyvame n-ty ¢iasto¢ny sacet radu (1.7), oznacujeme
Sp =21+ 204+ 2. (1.8)

Pren=1,2,... rad r, = > 2z nazyvame zvySok radu || po n-tom ¢lene.

k=n-+1
Definicia 1.3.1. Sa¢tom komplexného radu (|1.7) nazyvame kone¢ni limitu postup-

oo
nosti jeho ¢iasto¢nych suctov (|1.8)) a zapisujeme > z, = lim s, = s. Rad (1.7 sa nazyva
n—1 n—00

konvergentny, ak konverguje postupnost jeho Gastocnych suctov (1.8)). Rad, ktory nie

je konvergentny, nazyvame divergentny.
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Nech z, = x,, +iy,, n € N. Z viet o konvergencii postupnosti dostdvame tvrdenie.

Veta 1.3.2. Rad je konvergentny prdave vtedy, ked konverguji rady > xn, Y. Yn.

n=1 n=1

Ak oznacime sicty radov s = ) z,, s1 = E Tp, So = Y Yn potom s = s1 +1ss.
n=1 = n=1

Deﬁnlcla 1.3.3. Hovorime, Ze rad . 1.7)) je absolitne konvergentny, ak konvergUJe rad

Z |z,|. Hovorime, Ze rad 1} je relativne konvergentny, ak konverguje rad Z Zn A
n=1 n=1

rad Z |zn| diverguje.

n=1

Veta 1.3.4. Rad absolitne konverguje prdave vtedy, ked absolitne konverquji rady
o0 o0
> Rez, > Imz,.
n=1 n=1
Doékaz. Tvrdenie vyplyva z nerovnosti
IRe z,| < |zn| < |Rezy| + |[Im 2|, [Im z,| < |2,| < |Rez,| 4+ [Im 2,
a porovnavacieho kritéria pre realne rady s nezapornymi ¢lenmi. O

Pre komplexné rady platia niektoré tvrdenia ako pre realne rady. Ich dokazy si analo-
gické a preto ich vynechdme. Su to:
1. Konvergencia radu sa nezmeni, ak vynechame alebo priddme, zmenime konecény

pocet ¢lenov.
2. Ak konverguje rad 1} potom lim z, = 0.
n—oo

3. Rad l) konverguje prave vtedy, ked lim > =z, =0.
4. Plati Cauchyho-Bolzanovo kritérium: Rad ([1.7)) konverguje prave vtedy, ked

n+m

> -

k=n+1

Ve>0dng e N: VnmeN,n>ny — < €.

5. Ak rad absolutne konverguje, potom konverguje.
6. Nech Z Zn = 8, Z w, = w st konvergentné rady. Potom rady Z (znEtwn), > czn,

n—l n=1 n=1
kde ¢ je kone¢né komplexne ¢islo, st konvergentné a plati

Z(znj:wn):s+w, Zczn:cs.

n=1 n=1

Vidime, Ze namiesto vySetrovania konvergencie radu »_ z,, moZeme vySetrovat konver-
n=1

genciu dvoch realnych radov Z Re z,, Z Im z,, alebo radu absolatnych hodnot Z |20,
n=1 n=1 n=1
¢o je tiez redlny rad a na to uz mame vybudovanu teériu.
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Priklad 1.3.5. Rozhodnite o konvergencii radov:
a —; b — c —
) n=1 1 ) nzzjl 3" ) nzzjl n
Riesenie.
a) Pozrime sa na absolutnu konvergenciu.

i/n/
|2n’ ===

o0 oo
1
a rad = — je di tny
Z |20 Z — je divergentny
n=1
To znamena, ze dany rad nie je absolitne konvergentny.

n=1

Relativna konvergencia. Rozdelme rad na realnu a imaginérnu cast,

>

3|

oo _11’L
D

n=1

' e (_1)n—1
T T T
n=1 n=1
relativne konvergentny.

Podl'a Leibnizovho kritéria st obidva rady konvergentné, a tak dany komplexny rad je
b) Zoberme rad absolutnych hodnét

> = 20 (VB
S-SR -3 ()

Rad absolutnych hodnét je geometricky rad s kvocientom ¢ =

V5

3

gentny, a teda dany komplexny rad je absoltitne konvergentny.
¢) Rozdelme rad na realnu a imaginarnu ¢ast:

< 1, ktory je konver-

i )

Z = Z
n

n=1 n=1

o0

cos% .
41

[e'e) .
SlIll
2"
n

n=1 n
Reélna cast radu je divergentny rad, pretoze 0 < cos1l < cos% < 1 a minorantny rad
n=1

> % diverguje. To znamena, ze dany komplexny rad je divergentny.

]
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