1 Rovnice

Definice 1. Nechf L a R jsou zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y (jinymi slovy, defini¢ni obor obou
je podmnozinou X, obor hodnot podmnozinou Y'). Vyrokovou formu

E(x)=L(z) = R(z), z€ X

nazyvame rovnici v Y s nezndmou z z X. D(E) = D(L) N D(R) nazyvame defini¢nim oborem FE, je-
li prazdny, fikdme, Ze rovnice nemé smysl. Obor pravdivosti F, K(E) = {z € X;E(z)}, nazyvame
mnozinou feseni rovnice E.

Pf. 20 +3=2—22 (zy,z+y) = (3,4)

Umluva. Je-li Y mnoZina uspofadangch n-tic a E je tedy ve tvaru

[L1(x), La(z), .. ., Ln(2)] = [Ri(2), Ra(), . . ., R ()],
chapeme ji jako logickou konjunkci rovnic
Ly () = Ry(x)
La(z) = Ra(x)

L,(z) = R,(x),
a nazyvame soustavou rovnic. Analogicky je-li X mnozinou usporadanych n-tic a x je tedy ve tvaru
[xla T2,... 7xn]a

chapeme x; jako jednotlivé nezndmé a hovorime tedy o rovnici (pfipadné soustavé) o n neznamych.

Otdzka. Pro¢ se rovnice (nebo alespori nékteré jejich typy) ¢asto definuji jen rovnosti L(xz) = 07 Pro¢ to
obecné neni mozné?

Pi. {a eRjz <a<z+1} ={aecR;a? <2?}
Umluva. Mame-li rovnici

E(a,z) = L(a,z) = R(a,z), a € A, z € X,
diskutovat z hlediska proménné a (tedy uréit, pro kterd a rovnice E,(z) = E(a,z) nemd smysl, pro
kterd nemé feSeni a pro kterd feSeni mé a kterd to jsou), hovofime o E jako o rovnici s paramentrem a
a neznamou z. Jde-li ndm stejné jako u normadlni rovnice jen o feSeni (a nikoli o odliSeni p¥ipadt, kdy
rovnice nemd smysl a kdy nema YeSeni), jde prosté jen o FeSen{ rovnice E s nezndmou v A x X.

2 Upravy rovnic

V tomto oddile si ukdzeme zakladni typy zmén rovnic, které jsou logicky ekvivalentni nebo alespon
zachovavaji mnozinu feSeni (ipravy ekvivalentni) a zminime se o zménéch, které mnozinu feseni zvétsi
(Gpravy neekvivalentni).
Pt.a?=x2 /:x
Zmeény, které zpisobi zmenseni pavodni mnoziny feSeni, jsou z podstaty nekorektni a jako tpravy chybné.
Predchozi tpravu lze zachranit rozdélenim na pripady — viz dale.
Hlubsi pohled. Véty o ekvivalentnich tpravach jsou ve dvou riznych tvarech, které odpovidaji dvéma
typum téchto tprav: jednim je logicka ekvivalence, druhym rovnost mnoziny feSeni. Hovofime také o tom,
Ze Uprava je ekvivalentni ve slabém smyslu (zachovavd mnozinu feSeni) nebo silném smyslu (je logicky
ekvivalentn{). Uvédomme si rozdil mezi obéma ekvivalencemi: je-li tiprava rovnice logicky ekvivalentni,
zachovava se samoziejmé i mnozina feSeni. Opacné tomu tak ale neni, pfi upravé, kterd feSeni zachova,
se nemusi zachovat cely pivodni defini¢ni obor rovnice, kterd pak s ptvodni logicky ekvivalentni neni.
Lze na to pohlizet také tak, ze v X mame tii druhy bodt: ty, pro néz rovnice nemé smysl, ty, pro néz
smysl ma, ale neplati, a kone¢né ty, pro které ma smysl a plati. Silné ekvivalentni Gpravy vsechny tti
skupiny zachovaji. Slabé ekvivalentni Gpravy mohou zptsobit (pfesnéji, nejsou-li zaroveni silné ekviva-
lentni, pak zptisobuji) pfesun nékterych ¢ vSech ¢lenti druhé skupiny do skupiny prvni. Maji tedy smysl
jen tehdy, jde-li ndm pouze o prvky tfeti mnoziny, coz je samoziejmé pii FeSeni rovnice vzdy.
Nejjednodussi upravou, kterou lze vzdy ekvivalentné provést, je zaména stran. Tam, kde je mnozina
Y alespoii okruh, ji lze nahradit Gpravami nasledujicimi (ode¢tenim souctu obou stran a vynasobenim
—1).



2.1 Zaména stran.
Véta 1. L(z) = R(z) < R(x) = L(z).
Diikaz. Relace = je symetricka. O

Dalsi znamé ekvivalentni Gpravy jsou napf. pri¢teni konstanty, vynasobeni nenulovym ¢islem nebo
sloZeni s nékterymi funkcemi (zevnit¥, jinymi slovy dosazujeme obé strany rovnice do funkce) jako e® ¢i
&x. Prvni dvé, ackoli je zpravidla chapeme jako operace, jsou specidlnim pfipadem dosazeni do funkce.
Napriklad v rovnici x — 2 = 3 je uprava, kterou zname jako ,prevedeni dvojky na druhou stranu®,
pfi¢tenim ¢isla 2 k obéma strandm, neboli dosazenim obou stran rovnice do funkce U(y) = y + 2 (v
fedi funkci U = Id +2). Tato tprava je ekvivalentni, protoZe zachovd mnozinu feSeni, stejné jako tfeba
,odlogaritmovani“ rovnice Inz = 2 = Ine? na x = €2, coz je (jednoduseji) dosazeni obou stran rovnice
do funkce U(y) = eV (U = exp).

Ne kazda funkce vSak konstituuje evivalentni upravu. Napfiklad rovnice x = 1 mé jedno TeSeni,
pouZijeme-li na ni funkci U = Id?, m4 vyslednd rovnice Feeni dvé, pouzijeme-li U = sin, pak dokonce
nekonec¢né mnoho. Zkoumejme, ¢im se tyto funkce 1isi od predchozich.

Ma-li dosazeni do funkce zachovat mnozinu FeSeni, musi platit, Ze pro ¢isla, pro néz se rovné leva a prava
strana rovnice pred tipravou, se rovnaji i po tpraveé, a obracené. Prvni podminka je splnéna automaticky,
dosazuji-li do jedné funkce stejnou hodnotu (pravé a levé strany), dostdvAm opét stejnou hodnotu,
pokud tedy hodnota obou stran je v defini¢nim oboru upravujici funkce. Ta tedy musi byt definovana
pfinejmensim na mnoziné hodnot (napiiklad) levych stran pro vSechna Feseni. Druhd podminka nam
dava podstatnou charakteristiku ekvivalentnich tprav: dosazenim dvou riznych stran musi vzniknout
opét dvé rizné strany, jinymi slovy, upravujici zobrazeni musi byt prosté. To je prave rozdil mezi vyse
uvedenymi funkcemi konstituujicimi ekvivalentni, resp. neekvivalentni tpravy. Zcela konkrétné napriklad
umocnime-li z = 2 na tfeti, mnoZina FeSeni se zachové, protoze Id® je prosts funkce, ale p¥i umocnéni
vysledné rovnice 23 = 8 na druhou se dvé riizné hodnoty levych stran, —8 a 8, které vyjdou pro z = —2
resp. £ = 2, zobrazi na stejnou hodnotu, 64. ProtoZe 2 byla feSenim uz pred Upravou a prava strana
se tedy rovna také 64, je nyni feSenim i —2. Toto FeSeni nelze vyloucit jinak, nez navratem k ptvodni
rovnici (zkouskou).

Pred formélni formulaci pifedchozich avah si jesté uvédomme, Ze pfi Gpravach ¢asto poZivame i nezna-
mou (tfeba ,pfevedeni x na druhou stranu®), a upravujici funkce tedy bude mit dvé proménné — jednou
bude nezndma x € X, druhou hodnota levé ¢i pravé strany rovnice, tedy prvek Y.

2.2 SlozZeni s prostym zobrazenim.

Véta 2. Necht zobrazeniU z X XY do Z je definovdno alespori na K(E) x L(K(E)) a je prosté vzhledem
k druhé proménné (neboli pro pevné x je zobrazeni U,(y) = U(x,y) prosté). Pak K(E) = K(Ey), kde

Ey(z) =U(z, L(x)) =U(z, R(x)), z € X.

Diikaz. Vzhledem k prostoté U, je zobrazeni U,|k(g) bijekce mezi L(K(E)) a U(L(K(E))), z ¢ehoz
plyne, Ze ta & € X, kterd nebyla feSenimi F, nejsou ani feSenimi Fy (bud pro né rovnice nemé smysl,
nebo se leva strana nerovna pravé) a naopak. O

Tato véta shrnuje predchozi ivahy do tvrzeni, Ze dosazeni obou stran rovnice do néjakého zobrazeni
je ekvivalentni Gpravou jen tehdy, bude-li toto zobrazeni prosté a definované alespon pro vsSechny levé
strany, které vzniknou dosazenim FeSeni (coZ jsou z definice feSeni i pravé strany). Matematicky maxi-
malistické, ale neprili§ uziteéné, protoze pfi feSeni samoziejmé nebudeme védét, které prvky definiéniho
oboru rovnice jsou feSenimi. Budeme tedy pouzivat zobrazeni definovand pfinejmensim na na celém
L(X)N R(X), tedy praniku oborti hodnot pravé a levé strany. Ta x, ktera jsou v oboru hodnot jen jedné
ze stran rovnice, samoziejmé nemohou byt fesenimi, a mizeme je z defini¢niho oboru rovnice vyloucit.
Pir.vVe+1=2-1
Defini¢ni obor i obor hodnot obou stran se lisi. Tam, kde neni alespon jedna strana definovéna, feSeni byt
nemohou, mame tedy z levé strany z > —1. K vypocteni feseni bychom se potrebovali zbavit odmocniny,
tedy umocnit rovnici na druhou. To neni obecné ekvivalentni tprava, nebot p¥islusna funkce Id? neni
prosta. Muzeme vsak vyuzit oborti hodnot. Odmocnina, vnéjsi funkce levé strany, nabyva pouze nezapor-
nych hodnot. Ta x, pro ktera je prava strana zaporna ((—oo, 1)), tedy mizeme klidné vyloucit. Tim bude
uz prava strana také vzdy nezaporna a umocnéni rovnice na druhou je ekvivalentni tiprava. Dostavame
kvadratickou rovnici, kterd ma v intervalu (1, 00) jediné fesSeni, 3. Tento postup, stanoveni podminek, je



cestou ekvivalentnich tprav. Alternativné lze pouzit systém neekvivalentni pravy a zkousky — nezkou-
mat tedy obor hodnot jednotlivych stran rovnice, umocnit ji na druhou neekvivalentné a na zjisténych
kandidatech na feseni provést zkousku. To lze, je-li mnozina falesnych feSeni rozumné velka. Naptiklad
umocnéni na druhou mé ke kazdému obrazu dva vzory, proto tprava pocet feSeni maximalné zdvojna-
sobi. Problém se vzory vznikd u periodickych funkci jako sinus, vzori hodnot z definiéniho oboru je pak
nekone¢né mnoho. Naprostym extrémem je pouziti Gprav jako je nasobeni nulou — tiprava je neekviva-
lentni, protoze po jejim provedeni budou rovnici spliiovat nejen vSechny dosavadni feSeni, ale i vSechna
ostatni ¢isla z definicniho oboru rovnice. Ta samoziejmé nelze zkouskou vyloudit.

V nékterych pfipadech — jako je nasledujici ptiklad — neni upravujici funkce U prostd vzhledem k
druhé proménné pro vSechny hodnoty z, nebo je pozadovana tprava platnd (jingmi slovy upravujici
funkce definovand) jen na ¢asti definiéniho oboru rovnice:

Pt. 22 =22

a) prevodem na 2% — 2x + 1 = 1, ddle |x — 1| = 1 a rozdéleni na dva piipady,

b) rozdélenim na dva ptipady podle toho, zda x = 0, v kladném dosazeni, v zdporném déleni rovnice z,
¢) vytknutim na z(z — 2) = 0, z ¢ehoz = 0V z = 2 (okruh bez délitelt nuly).

2.3 Rozdéleni na pripady.
Véta 3. Je-li X1 U Xy = X, je K(E) = K(E|x,) UK(E|x,).
Dikaz. Ziejmy. O

Toto jsou veskeré upravy, které pracuji se samostanou rovnici. Nasleduji tpravy soustav, jak vSak
uvidime, nékteré z nich se skryté pouzivaji i pfi feSeni jednotlivych rovnic.

Zcela zésadni roli hraje u soustav rovnic dosazeni. Nemusi jit jen o vyjadfeni nezndmé a dosazeni
jejiho vyjadfeni za ni. ProtoZe je rovnice tvrzenim o rovnosti dvou vyrazii, mizeme (slabé) ekvivalentné
kterykoli z nich kdekoli v soustavé nahradit jinym.

2.4 Dosazeni (substituce).

Véta 4. Necht soustava rovnic S s nezndmou v X obsahuje rovnici Si(x) = Sa(x). Ddle méjme rovnici
Fu(2) = Lz, 8i(2)) = R()

a oznacme

Es(z) = L(, S2(7)) = R(),
obé téz s nezndmou v X. Pak K(S AN Ey1) = K(S A Es).

Diikaz. Je-li S1(x) = Sa(x) (coZ je napi. tehdy, je-li x feSeni soustavy), pak vlastné nedosazujeme, nebot
dosazovana hodnota je stejna jako ptivodni, takze je-li x feSenim piivodni soustavy, je i feSenim soustavy
vzniklé dosazenim. Pokud Si(z) # So(x), pak x feSenim neni a jediné, co muZe substituce zménit, je
zmensit definiéni obor rovnice o toto x (nebot funkce L miZze byt pro (z,S51(x)) definovana, ale pro
(z, S2(x)) nikoli). O

Véta je formulovana jen jako dosazeni levé strany do levé strany, ale diky zdméné stran (tprava 1)
muzeme samoziejmé dosazovat stranové libovolné. Uvédomte si, Ze tato tprava nam kromé samotného
dosazovani umoznuje téz délat tpravy jako pric¢teni jedné rovnice k druhé. Ta je ve skutecnosti prictenim
levé strany prvni rovnice k obéma strandm druhé (Gprava 2) a substituce pravé strany prvni rovnice za
levou na pravé strané vzniklého souctu.

Posledni Gprava je dasto jaksi neviditelna. Pouzili jsme ji tfeba vise pfi ipravé rovnice 22 —2z+1=1
na (z — 1)? = 1. Takovou nahradu — pfestoze je ziejmé ekvivalentni — ndm z4dné z dosavadnich tprav
neumozinuje.

2.5 Pridani ¢i odebrani tautologie.

Véta 5. Necht S je soustava a E rovnice takové, Ze K(S) C K(E) (jingmi slovy, E je platnd alespori
na véech fesenich S). Pak K(S)=K(SAE).

Diikaz. Zcela ziejmy, K(S A E) = K(S)NK(E) = K(S). O



Protoze nebudeme mnozinu feseni znat, budeme stejné jako pii skladani funkci pouzivat takové rovnice
E, které jsou platné na vsech x, u kterych nemuzeme vyloucit, Ze jsou feSenimi, neboli na téch, pro néz
L(z),R(x) € L(X)N R(X).

Jak nam tato Gprava umozni vySe zminovanou nadhradu? Z rovnice udélame pfidanim tautologie
2 —22+1=(x—1)3%

platné v celém C, soustavu, v ni provedeme dosazeni a tautologii opét odebereme. Toto pouziti — ekviva-

lentni Gpravy algebraickych vyrazi v rovnicich — je viibec nejdtlezitéjsi. Casto tuto Gpravu pouzivame i
k vynechéani zjevnych tautologii ze soustavy, typicky rovnice 0 = 0.



