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Uvod

Ucivo integralniho poctu je obvykle ve Skolnich vzdélavacich planech zatrazeno
az na zavér stiedoskolského (zejména gymmazialniho) studia. Pro zaky je tato
latka pomérné obtizna také proto, Ze je pii feSeni tiloh tieba vyuziti poznatki
z jinych kapitol matematiky. Zejména se zde vyuzivaji funkce a rovnice, v apli-
kacnich tuloh4ch také znalosti z analytické geometrie. Kvalitni vyukovy material
muze znac¢nou mérou prispét k lepsimu pochopeni tohoto uciva. Cilem diplomové
prace je vytvoreni takového materidlu, ktery nabidne prehledné ¢lenény, nazorny
a obsahové priméfeny text pro usnadnéni samostatné doméci pripravy.

Pted vlastni realizaci byl v lété 2012 proveden rozbor sedmi zdarma dos-
tupnych webovych stranek v ¢eském, slovenském a anglickém jazyce zabyvajici se
touto oblasti. Hodnocena byla obsahova primérenost, vécna spravnost, didaktické
zpracovani, grafické zpracovani a zarazeni interaktivnich prvki. Rozbor ukazal,
ze v té dobé neexistoval vyukovy material, ktery by pokryl celé ucivo integralniho
poctu a vyuzil vyhod, které nabizi webové prostiedi oproti klasickym tisténym
ucebnicim. Jedna se zejména o piehledné grafické zpracovani a interaktivni prvky,
jako jsou applety, krokované tesené piiklady, testové tilohy ¢i hypertextové od-
kazy. Podrobny rozbor jednotlivych stranek je uveden v prvni ¢éasti této préce.

Stézejni ¢ast diplomové prace tvori samotna webové aplikace pro vyuku inte-
gralniho po¢tu (dostupna na www.karlin.mff. cuni.cz/~tvrdam/integraly). Zahrnu-
je teoreticky vyklad uciva, feSené tilohy a dvoji typ testii. Obsahuje u¢ivo vénované
neurcitému integralu, urcitému integralu a aplikacim. Velky diraz je zde kladen
na vyuziti moznosti webového prostredi zahrnujicich interaktivni prvky a grafické

vy

fométu webovych stréanek, ale v naplnéni jejich obsahu.

V kvétnu 2013 bylo provedeno kratké dotaznikové Setieni pro ovéreni piinosu
webovych stranek pro studenty. Jeho vysledky jsou uvedeny v zavéru celé prace.



1. Rozbor existujicich materiali

V této kapitole bude proveden rozbor nékolika jiz existujicich webovych stranek
zabyvajicich se tématikou integralniho po¢tu vyucovaného na stfedni skole. Srov-
navany budou snadno dohledatelné stranky, jejichz prohlizeni neni zpoplatnéno.
Pro vyhledavéani byla pouzita hesla: integrdl(y), integrdlni pocet, integrovdnid. Nize
uvedeny vycet stranek pokryvéa ty, které Ize hodnotit podle vétsiny dale uvedenych
kritérii. Nezabyva se tedy weby, jez problematiku integralniho poc¢tu zminuji jen
okrajoveé.

Nejprve budou uvedena kriteria hodnoceni, nasledné budou jednotlivé uvadény
webové stranky.

1.1 Kritéria hodnoceni

Integralni pocet predstavuje pro stiedoSkolského studenta pomérné obtizny te-
maticky celek, pro jehoz zvladnuti je podstatné jak zevrubné vysvétleni teorie
a mnozstvi pirikladi a aplikaci, tak i celkové zpracovani a pojeti uciva.

Kritéria hodnoceni webovych stranek rozdélime do péti zakladnich kategorii:

1. Obsahova piimérenost
2. Vécna spravnost,

3. Didaktické zpracovani
4. Grafické zpracovani

5. Zatazeni interaktivnich prvki

Stupnice hodnoceni bude ¢tytrstupnova, podobné jako na vysoké skole. Konkrét-
ni hodnoceni bude dale uvedeno u kazdé kategorie.

1.1.1 Obsahova piimérenost

V soucasné dobé je vyuka na stfednich Skolach realizovana pomoci Rémcovych
vzdélavacich programii (RVP), z nichz dale vychézeji Skolni vzdélavaci programy
(SVP), které si Skoly vytvafeji samostatné. Neexistuji tedy jednotné vyukové
osnovy, podle niz by bylo plo$né vyuc¢ovano. Pro hodnoceni obsahové primérenosti
bylo ale nutné zvolit konkrétni publikaci, z niz se bude vychéazet.

Vychozim materidlem pro stanoveni obsahu uciva integraly na stfedni Skole
byly zvoleny ucebnice Matematika Maturitni minimum — Sbirka dloh z matem-
atiky pro stiedni skoly 1] a Matematickd cvicent pro stiedni $koly |2]. V publikaci
[1] jsou stanoveny nasledujici dovednosti, které by mél student stiedni skoly ovla-
dat:



1. Ovladat pojem primitivni funkce k dané funkci.

2. Zmat zpaméti zakladni vzorce a pravidla pro vypocet neurcitych integrali
a umét je aplikovat.

3. Ovladat vypocet jednoduchych urcitych integrali na zakladé Newtonovy-
Leibnitzovy véty.

4. Umét vypocitat obsah mnoziny M v téchto ptripadech:

a) mnozina M je ohranifena grafem funkce f a piimkou y = 0

b) mnozina M je ohrani¢ena grafem funkce f a pfimkami y = 0, x = a,
x=1"b

¢) mnozina M je ohranicena grafy funkci f a g

d) mnozina M je disjunktni sjednoceni dvou mnozin typu a), b), c)

5. Umét vypocitat objem jednoduchych rotac¢nich téles vytvorenych rotaci
kiivky y = f(x) kolem osy x.

6. Chéapat nejjednodussi fyzikilni aplikace urcitého integralu.

Stupnice hodnoceni:

Stranka pokryva vSechno vyse uvedené ucivo.

Stranka pokryva vice nez polovinu vyse uvedeného uciva.
Stranka pokryva méné nez polovinu vyse uvedeného uciva.
Stranka pokryva minimum vyse uvedeného uciva.

WD —

1.1.2 Vécna spravnost

Soucasni studenti maji tendenci bezmezné vérit informacim zvérejnénym na we-
bu. Z tohoto divodu je velmi dulezité, aby informace zde uvedené byly vécné
spravné a neméatly tak studenta.

Stupnice hodnoceni:

Stranka obsahuje uc¢ivo bez obsahovych chyb.

Stranka obsahuje uc¢ivo s drobnymi obsahovymi chybami ¢i nepresnostmi.

Stranka obsahuje uc¢ivo s obsahovymi chybami.

W N =

Stranka obsahuje zésadni obsahové chyby.

1.1.3 Didaktické zpracovani

Uvedeni u¢iva na webovych strankach samo o sobé studentovi jesté nezaruci, ze
latku pochopi lépe nez z tisténé ucebnice ¢i skolniho vykladu. Pro vyukové za-
méfené weby je tedy dale velmi dilezita srozumitelnost, ndzornost a motivace.



Hodnoceno bude:

1. Motivace pro studium integralniho poctu.

2. Srozumitelnost vykladu pro stiedoskolskou troven.
3. Nézornost pfi feseni tloh.

Stupnice hodnoceni:

1 || Vhodné zvoleny a zafazeny motivacni text.

Srozumitelny vyklad z pohledu stfedoskolského studenta.

Ulohy feSené nazorné.

2 || Problematické je pravé jedno z uvedenych kritérii, tedy:
Nevhodné nebo zcela chybéjici motivace, nebo

Vyklad obtiznéji pochopitelny, nedostate¢né srozumitelnost, nebo
Ulohy fesené zbé&zné bez dirazu

3 || Bezchybné zpracovano je pouze jedno z uvedenych kritérii, tedy:
Vhodné zvolend motivace, nebo

Srozumitelné vedeny vyklad, nebo

Néazorné feSeni tloh.

4 || Uc¢ivo uvadéné bez predchéazejici motivace.
Vyklad nevhodné vedeny, chaoticky, ¢i zcela chybéjici.
Nedostatecna nazornost pii feSeni dloh.

1.1.4 Grafické zpracovani

Dobré grafické zpracovani webové stranky umoziuje studentovi snazsi vyhledavani
pojmi a ukazuje provazanost jednotlivych ¢asti uciva. Vyuziti obrazkt v nékte-
rych kapitolach povazuji pro spravné pochopeni vysvétlovanych pojmu za nezbyt-
né. To vSechno prispiva ke snadnéjsi orientaci v uc¢ivu integralniho poctu a tak
i k rychlejsimu pochopeni celé problematiky.

Hodnoceno bude:
1. Ptehlednost, uspoiadéani uciva, snadnost vyhledani hledaného pojmu.
2. Sazeni matematickych symbolii.

3. Vyuziti obrazki tam, kde je to mozné.



Stupnice hodnoceni:

1 || Pfehledny, dobfe strukturovany web.
Matematické symboly citelné, v textu pfirozené vclenéné.
Ptiméfené vyuziti obrazki.

2 || Problematické je pravé jedno z uvedenych kritérii, tedy:
Spatné strukturovany web, nebo

Absence obrazku.

Matematické symboly obtiznéji ¢itelné, patrna odlisnost od okolniho textu, nebo

3 || Bezchybné zpracovano je pouze jedno z uvedenych kritérii, tedy:
Web prehledny, dobte strukturovany, nebo

Matematické symboly pftirozené vélenéné, nebo

Vyuziti obrazki.

4 || Spatné strukturovany web, chaoticky.
Matematické symboly viditelné odlisné.
Absence obrazku.

1.1.5 Interaktivni prvky

Vyuziti interaktivnich prvka ve webové strance je dilezitym faktorem, ktery
odlisuje zpracovani uciva jako webové stranky oproti uc¢ivu v klasické papirové
formé. Kvalitni interaktivni prvky umoziuji studentovi lepsi pochopeni celé prob-
lematiky.

Hodnoceno bude:

1. Pfitomnost fesenych pfikladi s moznosti krokovani postupu a vysvétleni
jednotlivych ¢asti vypodctu.

2. Samostatné testovani zaku.
3. Vyuziti apleti.

Stupnice hodnoceni:

1 || Resené piiklady s moznosti krokovani vypoc¢tu. Testy. Aplety.

Chybi pravé jedno z uvedenych kritérii, tedy:

Absence feSenych piikladu s moznosti krokovani vypoctu, nebo
Absence testii, nebo

Absence apleti.

3 || Pritomno je pouze jedno z uvedenych kritérii, tedy:
Regené priklady s moznosti krokovani vypoctu, nebo
Samostatné testovani zaki, nebo

Vyuziti apleti.

4 || Netesené priklady nebo fesené piiklady bez moznosti krokovani vypoctu.
Absence testi.
Absence apleti.




1.2 Ceské webové stranky

Mezi ¢eskymi webovymi strankami je obtizné nalézt materialy omezujici se na
ucivo integralniho poc¢tu na stfedni skole. Z tohoto divodu budou ¢asto uvadény
stranky zamétujici se na vysokoskolskou matematiku, jejichz ¢ast je ale pro stie-
doskolského studenta pochopitelnd a piinosna.

Seznam hodnocenych webovych stranek:
1. Matematika-online-a.kvalitne.cz
2. Aristoteles.cz
3. Homen.vsb.cz
4. Mathonline.cz

5. Mojeskola.cz

1.2.1 Matematika-online-a.kvalitne.cz

Matematika-online-a.kvalitne.cz

. Uvodni stranka # Integralni pofet
Uvaodni stranka

Doudowvani matematiky Integrélnl’ pOEEt
Kalkulacka online .
Matematika pro zakladni Nautte se anglicky se svétovou jednitkou ve vyuce jazykdl
Skoly vovow wis|lstrestinstitute .cz
Reklamy Google
Maturitni otazky online -
Matematika pro stfedni R -
Zkoly Neurcity integral
Zaklady matematiky * Neurtity integral

Rowvnice a nerovnice . e . ——— .
Pojem primitivni funkce a neurcity integral

Funkce
Zde se dofte co je to vlasné uréity integral a vysvétlime Vam pojem

Komplexni &isla primitivini funkc e.

Goniometrie a
trigonometrie

Zakladni pravidla a vzorce pro vypocet integrald

Geometrie Pokud hleddte jeden z vzorcl pro integraci pak je zde pro Vas kompletni

seznam vec h vzoretkl poufivanych pro integrovani.
Linearni algebra

Analyticks geometrie 10 feZenych pfFikladd na vypocet neurcitych integrali

Obrazek 1.1: Matematika-online-a.kvalitne.cz

Prvni hodnocenou internetovou strankou je

hitp://matematika-online-a.kvalitne. cz/integralni-pocet. htm.

8



Prvenstvi si vyslouzila svym umisténim pii vyhledavani, kdy se pti zadéani slov
integrdl, integrdly, integrdlni pocet umistila vzdy na pfednich ptickach.

Obsahova dostatecnost

Stranky v menu uvadéji nasledujici ¢lenéni uciva: Neurcity integral, Urcity inte-
grdl, Integrace podle vzorci, Per partes, Integrace substitucni metodou, Integrace
raciondln? lomenné funkce, Integrace goniometrickych funkci, Objem rotacniho
télesa, Obsah rotacni plochy, Dvojny integrdl, pricemz kapitoly Integrace raciondl-
ni lomenné funkce

a Dvojny integrdl jsou prazdné. Chybéjici kapitoly ovSem nejsou soucasti uciva
stfedni skoly, a tak jejich absenci ponechdme bez komentare. Déle nebudeme hod-
notit kapitoly Integrace goniometrickijch funkci a Obsah rotacni plochy, které se
taktéz zamérfuji na vysokoskolské ucivo. Kazda kapitola kromé teorie vzdy ob-
sahuje soubor prikladi s moznosti otevieni celého feSeni ve formatu .pdf.

Zaméfme se na obsah jednotlivych kapitol.

Neurcity integral
Kapitola Neurcity integrdl se dale déli na dvé na sebe navazujici podkapitoly —
definice a vycet vzorci. Nejprve se zde autofi snazi o vysvétleni projmu primitivni
funkce a neurcity integral.

Néasleduje prehled zékladnich vzorct pro primitivni funkce. Vycet je bohaty,
obsahuje vSechny vzorce potiebné pro studenta stfedni skoly a také nékolik vzor-
cit vysokoskolskych (napi. hyperbolické funkce).

Piikladu je v této ¢asti uvedeno deset, vzdy s prilozenym feSenim ve formétu
.pdf. Typ piikladi povazuji na ivod za pFiméreny.

Urcity integral

Kapitola Urcity integrdl se opét nejprve snazi o co moznad nejsrozumitelnéjsi
vysvétleni pojmu urcity integral a vysvétleni, jak takovy integral pocitat. Teorii
se prili§ nezabyvéa, coz pro ucely téchto stranek nepovazuji za problematické. Dale
v tomto dvodnim prehledu uvadi vzorce pro vypocty rovinného obsahu, objemu
rotacnich téles a dokonce i obsahu rotacni plochy.

Néasleduje deset feSenych pfikladi na vypocty urcitého integralu. Dalsi dva
priklady neuvadéji zadani, pravdépodobné se jedn& o vypocet obsahu rovinného
obrazce ohrani¢eného dvojici funkei.

Domnivam se, Ze v ivodni kapitole k u¢ivu urcitého integralu by zcela staci-
lo vysvétleni pojmu a procvi¢eni piikladi s uréitym integrélem, aplikace bych
nechala na pozdéji. Dalsi kapitoly jsou navic na tyto aplikace zaméfeny, pficemz
jejich napln vznikla pouhym pfekopirovanim zde uvedeného textu.

Integrace podle vzorci

Kapitola Integrace podle vzorci témét duplikuje ivodni kapitolu o neurcitém in-
tegralu. Je tu uveden tentyz vycet vzorci pro urc¢eni primitivni funkce, ovsem bez
metody per partes. Navic jsou tu uvedeny véty pro pocitani s konstantou a pro



integral souc¢tu vice funkei.

Priklady jsou naprosto totozné s kapitolou Neurcity integrdl. Pfinos této kapi-
toly tedy neni prilis zfejmy, véty mohly byt uvedeny jiz v ivodni ¢asti o neurcitém
integralu.

Per partes
Nyni nasleduje uvedeni metody per partes. Kapitola na zacatku nabizi odvozeni
vzorce a jeho uvedeni.

Dale je uvedeno sedm fesSenych piikladu.

Integrace substitucni metodou
Pti pohledu na zpracovani této kapitoly nejspis nebude zadny student o proble-
matice substituce poucenéjsi. Teorii lze shrnout jednou vétou, cituji:

»oubstitucéni metoda tedy metoda tedy zjednodusi integral na snad-
néji fesitelny.«

Déle je uvedeno deset ptikladii na pouziti substituéni metody. Vyklad ovSem
chybi.

Objem rotacniho télesa

V tvodu kapitoly je zfejméa snaha o vysvétleni puvodu vzorce pro objem rotac¢niho
télesa. Autor zde vyuziva vzorec pro objem valce, ktery dale upravuje dosazenim
za vySku a polomér nasledovné:

,,--. misto vysky valce dosadime integracni meze a misto poloméru
funkei f(x) nebo f(y), které rotuje kolem jedné 7 os z,y, ...«

Dale je uveden kompletni vztah pro objem rotacniho télesa a sada deseti pii-
kladu primérené obtiznosti.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska obsahu hodnotim zndmkou 2 z nésle-
dujicich divodii:
Klady:
e pokryti vétsiny uciva stiedni skoly.
Zapory:
e chybéjici fyzikalni aplikace,

e nedostatecné vysvétleni pouziti substitu¢ni metody a metody per partes.
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Vécna spravnost

Vyklad teorie je ve vSech pfipadech podan vécné spravné. Problémy zacinaji
u vypoctu. Pro ilustraci uvadim prvni piiklad pro procviceni latky feseni metodou
per partes:

Piiklad ¢.1.:
Vypolitejte:
[ (x.In(x)
Reseni:

H=x u'=1 1

| X
jx.ln{.r}cir == In(x—1) v= 1 [=x 1 —j] g i = - —Injx-N)+¢c

Obrazek 1.2: Priklad 1 — per partes

Tento priklad mé velmi pékné prvotni zadani, i kdyz osobné by mi pftislo vhod-
néjsi zaradit na zacatek méné komplikovany piiklad (napf. typicky pro derivaci
proménné ). Oviem daleko zavaznéjsi je ziejmeé celé dalsi feseni piikladu. Nejen,
ze se béhem vypoctu zmeénil argument logaritmu, ale celd metoda per partes je
uzita pfesné obracené, pri¢emz nejvétsi chybou je uvedend integrace logaritmu.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska vécné spravnosti hodnotim znamkou 3
z nasledujicich divodii:
Klady:
e teorie uvedena vécné spravné,
e vétSina prikladi feSend spravné.
Zapory:

e naprosto chybné feSeny vzorovy piiklad pro metodu per partes.

Didaktické zpracovani

Nyni se zaméifime na vysSe uvedené stranky a pokusime se je rozebrat z hlediska
didaktického zpracovani.

Neurcity integrdl
Cituji definici:

,Integrace je operace opacna k derivovani.

Ke zndmému diferencialu funkce hledame tuto funkci integrovanim
diferencidlu funkce. Hledame-li ke znamé derivaci f’(z) piisludnou
funkci f(z) vysledkem je vzdy mnozina funkci, které se navzajem
lisi o pfi¢tenou konstantu ¢ (¢’ = 0) je to neur¢ity integral. Neurcity
integrél je mnozina vSech primitivnich funkei.“
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Kladné hodnotim odsazeni prvni véty, ktera jednoduse ¥iké to, co vétsina stu-
dentii nezbytné potiebuje védét. Ve druhém odstavci se autor snazil o presnéjsi
vyklad, dle mého nazoru se mu ovsem pfili§ nepovedl. Zejména posledni véta toho
mnoho nepovi studentovi, ktery se s pojem integral jesté nesetkal, a tak nevi, co
je primitivni funkce. A tak se vlastné definuje novy pojem pomoci neznamého
a nevysvétleného pojmu. Nehledé na vyuzivani vyrazu diferencial, ktery je pro
stfedoskolského studenta velmi obtizny.

Dalsi didakticky problém vidim v obsahu kapitoly. Z nezndmého diivodu je
pod vyctem vzorci, které na zacatek vykladu bezpochyby patii, uvedeno pravidlo
per partes, které ve vypoctech této ¢asti neni vyuzivano. Naopak chybi véty pro
pocitani s konstantou a soucet, resp. rozdil, integrali, jejichz znalost je pro Feseni
prikladi této kapitoly nezbytna.

Urcity integrdl
Do této kapitoly se autorovi vloudilo pomérné velké mnozstvi gramatickych chyb
a preklepii, které mohou ¢init ¢tenari potize. Cituji:

,, Vlastnosti ur¢itého integralu:
e Urcity integral jehoZz meze jsou si rovny je roven nule.

e Vyménou integra¢nich mezi zméni urcity integral znamého.*

Dale u podkapitol Obsah rovinného obrazce, Objem rotacniho télesa a Obsah
rotacni plochy znatelné chybi obrazky pro nazornou ilustraci nové zavedenych
pojmiu. Slovni vysvétleni je vécné spravné, ovsem didakticky ho povazuji za ne-
dostatecné.

Integrace podle vzorci

Jak jiz bylo vyse uvedeno, tato kapitola témér zcela duplikuje tivodni ¢ast Neurcity
integral. 7. didaktického hlediska lze vytknout uvedeni vzorcit pro cyklometrické
a hyperbolické funkce, které stfedoskolsky student nemusi bezpodminééné ovladat
a které jsou zde uvedeny v zakladnim vyc¢tu vzorcu ,,bez kterych se pti vypoctech
dal nedostanete®.

Per partes

Také tuto kapitolu neshledavam didakticky pi#ilis povedenou. Uvadi sice, 7e se
metoda pouziva pii integraci soucinu, ale uz nezduraziuje, ze vzdy jeden z ¢initelt
je tfeba umét integrovat a druhy pak derivovat. Studentovi tak opét nabizi jen
jakysi vzorec a jeho odvozeni, ktery je tfeba se bezmyslenkovité naucit zpaméti.

Dalsim nedostatkem jsou piiklady (feSeni prvniho je rozebrano vyse). Poradi

vvvvvv

Integrace substitucni metodou

V tvodu se kapitola Integrace substitucni metodou snazi vysvétlit pifinos té-
to metody, ovSsem nijak se nezminuje o tom, jak spravnou substituci sestavit.
V prilozenych deseti ptikladech je substituce uzivana bez dalsiho vysvétleni, proc¢
je pravé takova substituce vhodna.

12



V této kapitole shledavam zasadni nedostatek, zakovi problematiku nevysvétli.

Objem rotacniho télesa

Kapitola Objem rotacniho télesa méla puvodné patrné navazovat na kapitolu
o obsahu plochy pod kfivkou, ze které vychazi. Tato kapitola ovSem neni soucasti
webovych stranek. V ivodni kapitole o ur¢itém integralu je pouze uveden vzorec.
Také z téchto divodu piisobi celé teorie zmatené. Negativné dale hodnotim nepii-
tomnost ilustra¢niho obrazku nebo apletu.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska didaktického zpracovani hodnotim znéam-
kou 3 z nasledujicich duvodii:

Klady:
e nazorné fesené piiklady,
e snaha o vysvétleni pivodu vzorcii.
Zapory:
e chybéjici motivac¢ni text,
e spiSe prehledovity nez vykladovy styl textu,

e zmatecné vysvétleni teoretického zédkladu.

Grafické zpracovani

Prehlednost

Zpracovani stranky je zdanlivé velmi pfehledné. Velmi pékné je zpracovana
uvodni strana, ktera prehledné shrnuje nazvy jednotlivych kapitol a jejich struc¢ny
obsah. Tyto kapitoly jsou vypsany také v postrannim menu. Bohuzel jejich napln
uz tolik pfehledna neni. Jiz v obsahovém hodnoceni jsem se zmifiovala o nevhod-
ném rozsahu nékterych kapitol a jejich doslovném duplikovani v kapitolach jinych.

Dale nepovazuji za zcela vhodné uspoiradani jednotlivych ¢asti vykladu, kdy je
nejprve uveden neurcity integral obecné, za nimz néasleduje urcity integral obecné
a a7z poté metody feSeni neurcitého integralu nasledované vyuzitim a poc¢itanim
urcitého integralu.

Hledany konkrétni pojem se nicméné da dohledat pomérné snadno, problém
nastava az pii soustavném c¢teni celych kapitol.

Sdzeni matematickijch symboli
Matematické symboly jsou sazeny trojim zpusobem:

1. Symboly v textu se chovaji jako text, po piekopirovani do textového
editoru (nap¥. Word) daji stejny vyraz - psano kurzivou, pouZzit symbol pro
integral.

2. Zadani ptikladi tvori vlozené obrazky, jak ukazuje nasledujici Obrazek:
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j (x. In(x) kix

Obrazek 1.3: Zadani prikladu

Obrézky vypadaji jako psané ve Wordu a vlozené, nebot IXTEXpise symboly
jinak.

3. ReSeni piikladd neni soucasti textu, ale je uvadéno ve forméatu .pdf ke
stazeni. Symboly vypadaji stejné jako ty, jimiz jsou psana zadani piikladu:

Piikdad &.1.

Vypocitejte:

Ti‘rr dx=
1

Eedeni:

Tib: dx = {4‘7} =[22*f =227 ]-ay)=8-2=¢
|

1

Obrazek 1.4: Resenf prikladu

_ Kladné hodnotim umisténi odkazu na feSeni prikladu hned vedle jeho zadani.
Reseni tedy neni nutné slozité vyhledavat.

Vyuziti ilustracnich obrdzki
[lustracni obrazky nejsou pouzivany v zadné kapitole.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska grafického zpracovani hodnotim znam-
kou 3 z nasledujicich davodii:

Klady:
e snadné vyhledavani konkrétniho pojmu,
e picchledné pripojena feSeni piikladi.
Zapory:
e chybéjici obrazky,
e obtiznéji ¢itelné matematické symboly v textu,
e feSeni piikladii mimo vlastni internetové stranky ve forméatu .pdf,

e nevhodné usporadani nékterych kapitol.
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Interaktivni prvky
Pritomnost resengjch prikladi s mozZnosti krokovani postupu a vysvétleni jednotlivijch
castt vypoctu

Ke kazdé kapitole je prilozena sada prumérné deseti piikladi s prilozenym
feSenim bez moznosti krokovani vypoc¢tu a vysvétlenim jednotlivych ¢asti vypoc-
tu.

Samostatné testovdni Zakd
Neni.

Vyuziti apleti
Aplety se na strance nevyskytuji.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska interaktivnich prvki hodnotim zndm-
kou 4 z nasledujicich davodii:

Klady:

e piitomné feSeni uvadénych piikladi.
Zapory:

e chybéjici krokované tesent,

e chybéjici testy,

e chybéjici aplety.

Celkové hodnoceni

Webova stranka nabizi pomérné uceleny vyklad uciva integralniho po¢tu s moznos-
ti vyhledavani pojmi. BohuZzel chybi obrazky i jakékoli interaktivni prvky, stranka
ma tedy ve vysledku spise charakter tisténé ucebnice.

Obsahova dostatecnost
Vécna spravnost
Didaktické zpracovani
Grafické zpracovani
Interaktivni prvky

‘ Celkem

Wi W W W
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1.2.2 Aristoteles.cz

Online konzultace Aristoteles.Cz Matematika

PRAVIDLA PRO VYPOCET INTEGRALU

Integraly - pfiklad

Substituéni metoda Metoda per partes Limi Derivace elementarnich funkci

agency § §§ vg VICE INFORMACI
WWW. cliagency.cz Z ZDE

Tabulka integrald - vzorce

0. Ikd’x = kx kje realné cislo integrace konstanty
s n#1 integrace polynomu
1. [x dx = (. _T1.a.

Obrazek 1.5: Aristoteles.cz

Stranka
hitp:/ /www. aristoteles.cz/matematika/integraly /integraly-tabulka. php

se objevila pii vyhledavani slova integrdly vyhledavacem Google na druhé pricce.
Pokusime se ji zhodnotit podle vyse uvedenych kritérii.

Obsahova spravnost a dostate¢nost

Po ne uplné snadném vyhledani vSech pojmi souvisejicich s u¢ivem integral-
niho poc¢tu na stiedni skole nalezneme nésledujici kapitoly: Prehled zdkladnich
integrali, Integrdly — Tesené priklady, Integrdly — pFiklady, Substitucni metoda,
Substitucni metoda — priklady, Metoda per partes, Per partes — pFiklady, Urcity
integrdl, Urcity integrdl — priklady.

Jednotlivé kapitoly nyni dikladnéji rozebereme.

Prehled zdakladnich integrdli

Po kliknuti na nazev kapitoly Prehled zdkladnich integrdli se naAm otevie kapitola
nazvand Pravidla pro viypocet integrdli. Na tuto kapitolu dale odkazuje odkaz
Zdkladni integrdly. To uz samo o sobé ptisobi matoucim dojmem. At uz je tato
kapitola nazvana jakkoli, obsahuje zakladni tabulku integrali doplnénou o slovni
popis jednotlivych Fadku tabulky, viz Obrazek
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dx

7. P = arcsin x integrace vedouci na arcsin x
yi1I—X

Obrazek 1.6: Tabulka integrali

Integraly — Fesené priklady

Tato kapitola obsahuje celkem tfi fesené piiklady na integraci konstanty a in-
tegraci polynomu. Tyto zadkladni jednoduché piiklady jsou feSené piehledné, se
zdliraznénim vyuziti piislusnych vzorct.

Integraly — priklady

Kapitola obsahuje 25 dalsich ptikladi bez vysledkiu. Vysledky a pravdépodobné
také postup Feseni se objevi az po pirihldSeni a zaplaceni, tato ¢éast jiz tedy neni
bézné piistupna, a tak se ji nebudeme déle vénovat.

Substitucni metoda
Po rozkliknuti nazvu této kapitoly se obdobné jako v piipadé kapitoly Prehled
zdakladnich integrdlii zobrazi kapitola s pozménénym nazvem, v tomto piipadé
kapitola Integrace pomoci substitucni metody. Na stejnou kapitolu také v jinych
castech webové stranky odkazuje heslo Substitucni metoda — teorie. Je zde uveden
obecny vzorec pro substitu¢ni metodu, feseny typicky priklad na substituci, dale
dva odstavce vysvétlujici, kdy a jak se substitu¢ni metoda pouzivi, a nakonec
také odvozeni vyse uvedeného vzorce z derivace slozené funkce.

V této kapitole postradam vysvétleni, jakym zplisobem substituci sestavu-
jeme.

Substitucni metoda — priklady

Kapitola mé po rozkliknuti opét jiny nazev, tentokrat Integrace pomoci substi-
tucni metody. Je zde uvedeno 32 ptikladi, jejichz vysledky i postup jsou dostupné
pouze po prihlaSeni a zaplaceni.

Metoda per partes

Odkazy Metoda per partes a Per partes — teorie vedou na kapitolu Integrace
metodou per partes. Ta obsahuje vzorec pro per partes, feSeny typicky piiklad,
podrobné vysvétleni, kdy per partes vyuzivime a kterou funkci derivujeme/in-
tegrujeme, dale odvozeni vzorce z derivace soucinu a tii nefeSené ptiklady pro per
partes bez uvedenych vysledkii.

Per partes — priklady

Nazev této kapitoly po rozkliknuti je tentokrat Integrace metodou per partes —
priklady. Obsahuje 20 piikladi na per partes, jejichz vysledky a postup vypoctu
jsou dostupné pouze po zaplaceni a prihlaseni.

Urcity integral

Kapitola urcity integrdl velmi nédzorné vysvétluje vyznam a vyuziti urcitého inte-
gralu, dale uvadi vzorec pro jeho vypocet a feSeny typicky pfiklad. Bohuzel zde
neni vysvétleno, odkud se meze berou, ani jakym zpiisobem se posléze dosazuji.
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Urcity integrdl — priklady
V kapitole je uveden pouze jediny ptiklad, jehoz feseni opét neni bez piihlaseni
dostupné.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska obsahu hodnotim znidmkou 3 z nésle-
dujicich divodi:

Klady:

e uvedeni zékladnich vzorci pro vypocty integrali,

e uvedeni zékladnich pravidel pro vypocty integrali,

e uvedeni Newtonovy-Leibnitzovy formule (bez pojmenovéni).
Zapory:

e neuvedeni pojmu primitivni funkce,

e neuvedeni pojmu neurcity integral,

e nedostatecné vysvétleni aplikace susbtitu¢ni metody,

e nedostatecné vysvétleni pojmu urcity integral — bez zminek, jakymi piimka-
mi a funkcemi je mnozina, jejiz obsah hleddme, ohranicena,

e neuvedeni vypoc¢tu objemu rotacniho télesa,

e chybéjici fyzikalni aplikace.

Vécna spravnost

Z hlediska vécné spravnosti strance nelze prakticky nic vytknout. Jediné, co muze
pusobit matoucim dojmem, je nedbalé pouzivani integra¢ni konstanty C', ktera je
pii nékterych vypoctech za vysledkem uvedena, v jinych ale chybi.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska vécné spravnosti hodnotim znamkou 1
z nasledujicich duvodii:

Klady:
e obsah stranky je vécné spravny.
Zapory:

e nedbala préace s integra¢ni konstantou.
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Didaktické zpracovani

Webovou stranku Aristoteles.cz je pomérné obtizné hodnotit z hlediska didaktic-
kého zpracovani, jelikoz charakter stranky je spise pirehledovy. Motivace pro studi-
um zde naprosto chybi, web se zamétruje predevsim na uvedeni vzorcii. Presto se
pokusime zdiraznit didakticky piinos nékterych kapitol.

Metoda per partes a substitucni metoda

U obou metod je zfejma snaha autora pfibliZit studentiim, kdy je tfeba tu ¢i
onu metodu nasadit. Bohuzel zde chybi vysvétleni, pro¢ tak ¢inime (napi. sub-
stituci zavadime tehdy, kdyz je integral prilis slozity a my se ho tak snazime
zjednodusit). Nicméné pokud jiz student o téchto metodach diive slysel, uvedena
teorie mu pomuze problematiku alespon ¢aste¢né pochopit.

Velmi pozitivné dale hodnotim u obou metod uvedeni feseného typického pii-
kladu bezplatné a na vhodném misté vykladu.

Odvozeni obou metod pres piislusné derivace zase pomahé propojit derivace
s integracemi.

Urcity integral

Kapitola Urcity integrdl je zpracovana didakticky velmi pékné s dirazem na né-
zornost. Vyskytuje se tu mnozstvi ilustra¢nich obrazki, které napomahaji pochopeni
daného pojmu. Vytknout Ize snahu autori zobrazit v jednom obrazku co nejvice
jevi. Kromé znazornéni kiivky a vysrafovani piislusné plochy je v obrazku za-
kreslena také primitivni funkce k dané funkci, jak ukazuje Obrézek [I.7

A
l- [ 7
1 —
0 /
=
o ocosix)
B
) f(cos(x)) dx
g P | | _
O 1w 2 3

Obrazek 1.7: Ilustracni obrazek

Dale zde, bohuzel, neni vysvétleno, co jsou vlastné meze a jakym zptusobem
se s nimi ve vypoctu pracuje.
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Uvedeny feSeny priklad doplnény o grafické znazornéni je ovSem velmi pékny.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska didaktického zpracovani hodnotim znam-
kou 3 z nasledujicich duvodi:

Klady:

e vhodné zvolené a ndzorné feSené vzorové piiklady,

e srozumitelnost pfimérena stiedoskolskému studentovi.
Zapory:

e chybéjici motivace,

e nedostatecné vysvétleni metod pro pocitani,

e matouci uvedeni primitivni funkce v obréazcich.

Grafické zpracovani

Prehlednost

Stranka je po strance piehlednosti naprosto nedostatec¢na. Kapitoly se po roz-
kliknuti pfejmenovavaji, na stejnou stranku je odkazovano z rozdilné nazvanych
odkazi. Navic menu se podle aktualné zobrazené kapitoly neustéile méni.

Dale se v menu nezobrazuji vSechny pojmy souvisejici s danym tématem,
ale jejich misto zabiraji pojmy z jiného uciva. Naptiklad v menu neni nikdy
zaroven zobrazen odkaz na neurcity i urc¢ity integral zaroven. Takto vypada tivodni
menu k ucivu integrali, které se zobrazi po vyhledani pojmu integraly pomoci
vyhledavace Google:

INTEGRALY - RESENE PRIKLADY

Prehled zakladnich integrald
Substitucni metoda Metoda per partes Limi Derivace elementarnich funkci

Obréazek 1.8: Hlavni menu

Sdzeni matematickijch symboli

Matematické symboly jsou vzdy sdzené jako obrazek, at uz se jedna o uvadéné
vzorce, zadani nebo feSeni piikladi. Po zkopirovani takového obrizku do edi-
toru Word nebo programu Malovani ziskdme obrazek v invertovanych barvach.
Srovnani:

_[m”ﬁfx = yy ju’mﬂr _[m"'n'.\‘ = yy ju"m’.\'

Obrézek 1.9: Vzorec wuvedeny na  Obrazek 1.10: Vzorec po piekopirovani
strankach do Malovani
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Vyuziti ilustracnich obrdzki
V ramci uvedenych kapitol velmi pozitivné hodnotim vyuziti obrazka v kapitole
Urcity integrdl. Tyto obrazky vyrazné napomahaji pochopeni tohto pojmu.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska grafického zpracovani hodnotim znam-
kou 3 z nasledujicich duvodii:

Klady:

e vyuziti ilustracnich obrazku v kapitole Urcity integrdl.
Zapory:

e nepiehledné menu,

e obtizné vyhledavani pojmii,

e matematické symboly sazené jako obrazky.

Interaktivni prvky

Pritomnost resenijch prikladi s mozZnosti krokovdni postupu a vysvétlend jednotlivijch
casti vypoctu

V kazdé kapitole je alespon jeden vzorové feseny piiklad. Chybi zde ovSem
moznost krokovani vypoctu.

Samostatné testovdni Zaki
V neplacené verzi neni.

Vyuziti apleti
Aplety se na strance nevyskytuji.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska interaktivnich prvki hodnotim znam-
kou 4 z nasledujicich divodi:

Klady:

e piitomna feSeni uvadénych vzorovych piikladi.
Zapory:

e chybéjici krokované fesent,

e chybéjici testy,

e chybéjici aplety.
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Celkové hodnoceni

Webova stranka nabizi nepiehledné usporddany vyklad ¢asti uciva integralniho
poc¢tu. Kladné hodnotim odvozeni vzorct pro substitu¢ni metodu a metodu per
partes a déle ilustracni obrazky v uc¢ivu urcitého integralu.

Obsahova dostatec¢nost
Vécna spravnost
Didaktické zpracovani
Grafické zpracovani
Interaktivni prvky

] Celkem \

Wl W W~k W
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1.2.3 Homen.vsb.cz

MATEMATIKA 11

Funkce vice proménnych Diferencidlni rovnice

Titulni stranka
Uvod
Pokyny ke studiu
1. NEURCITY INTEGRAL
1.1. Primitivni funkee a neurcity integral
1.2. Zakladni neuréité integraly
1.3. Integrace metodou per partes
1.4. Integrace substituci
1.5. Integrace racionalnich funkei
1.6. Integrace goniometrickych funkei
1.7. Neelementarni integraly
2. URCITY INTEGRAL
2.1. Pojem Riemannova uréitého integralu
2.2, Vypocet a vlastnosti urcitého integralu

2.3. Metoda per partes pro uréité integraly

2.4. Substituéni metoda pro urdité integraly

Obrazek 1.11: Homen.vsb.cz

Webova stranka

hitp://homen.uvsb.cz/ kre40/esfmat2/
je zajimava zejména tim, Ze je psand jako velmi ptehledné clenéna ucebnice.
Muzeme tedy predpokladat, Ze bude vynikat obsahovou strankou nad grafickym
zpracovanim a interaktivnimi prvky.
Obsahova dostatecnost
Menu nabizi, jak je zfejmé z ivodniho obrazku, nasledujici ¢lenéni kapitol:

1. Neurcity integral: Primitivni funkce a neurcity integrdl, Zdkladni neurcité
integrdly, Integrace metodou per partes, Integrace substituci, Integrace raciondl-
nich funkci, Integrace goniometrickyjch funkci, Neelementdrni integrdly;
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2. Urcity integral: Pojem Riemannova urcitého integrdlu, Vijpocet a vlastnosti
urcitého integrdlu, Metoda per partes pro urcité integrdly, Substitucni meto-
da pro urcité integrdly, Nevlastni integrdly;

3. Aplikace urcitého integralu: Obsah rovinné oblasti, Délka oblouku kiwvky,
Objem rotacniho télesa, Obsah pldstée rotacniho télesa, Fyzikdlni aplikace.

V hodnoceni se zaméfime jen na ty kapitoly, které obsahem pokryvaji uc¢ivo
stfedni gkoly tak, jak ho vymezuje publikace [I].

Soucasti kazdé kapitoly je kromé vykladu také sbirka fesenych prikladi, kon-
trolni otazky na pochopeni dané problematiky, tilohy k samostanému feseni s uve-
denymi vysledky, kontrolni test s vysledky a shrnuti lekce. V této ¢asti hodnoceni
se zamétfime jen na vyklad.

Neurcity integral
Primitivnt funkce a neurcity integrdl

Kapitola srozumitelné vysvétluje pojem primitivni funkce a propojuje ho s diive
probiranymi derivacemi:

Piiklad 1.1.1. Pro funkei  f(x)=3x2 2OV £11) — 6x = g(x)

integrovani

Opaénd uloha F(x)= x3 f(x)= 3x7, protoze plati

F'(x)= [;\3 ] =3x’ = fix).

Obrazek 1.12: Primitivni funkce

Dale dikladné vysvétluje vyznam pojmu neurcity integral a to pomoci srozu-
mitelné feSenych piikladu, ¢imz soucasné ukazuje puvod zakladnich integrac¢nich
vzorci. Vzorce nasledné uvadi pohromadé v piehledné tabulce.

Zidkladni neurcité integraly

Po rozkliknuti této kapitoly se objevi totozny .pdf soubor jako pro vyse roze-
biranou kapitolu Primitioni funkce a neurcity integrdl. Nebudeme ji tedy znovu
hodnotit.

Integrace metodou per partes
Kapitola ukazuje nejprve odvozeni vztahu pro per partes, ktery néasledné uvadi
jako vétu. Zduraznuje také, ze funkce, na které metodu per partes aplikujeme,
musi mit na daném intervalu spojité derivace. Srozumitelné a nazorné pak vysvétlu-
je na konkrétnich ptikladech, ktery c¢len soucinu je tieba integrovat a ktery de-
rivovat. Soucésti jsou dale fesené piiklady, u nichz je vzdy ukdzano, pro¢ jsme
prislusné cleny soucinu derivovali, resp. integrovali. Dale kapitola uvadi schéma,
pomoci kterého lze jednoduché integraly vypocitat.

Kladné dale hodnotim vysvétleni piikladii, u kterych vypocet integralu vede
na nasobek integralu pivodniho.
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Integrace substituct
Tato ¢ast vykladu uvadi, kdy je vhodné substituci pouzit a jaky mé mit tvar, coz
je illustrovano na mnozstvi uvedenych feSenych piikladi.

Urcity integral

Vijpocet a vlastnosti urcitého integrdlu
Kapitola uvadi Newtonovu-Leibnitzovu formuli véetné dikazu. Na tkor této po-
drobnosti, pro stiedoskolského studenta nepodstatné, neni dostatec¢né vysvétleno
dosazovani mezi do integralu. Déle jsou uvedeny vztahy pro vypocet urcitého in-
tegralu souctu a pro vypocet urcitého integralu soucinu, kdy jednim z ¢initelim
je konstanta (oboje v&etné ditkazu).

Regené i nefesené priklady jsou opét pro stfedoskolského studenta piilis slozité,
jednoduchych ptikladi pro samostatné procvicovani latky je uvedeno velmi malo.

Metoda per partes pro urcité integraly
Kapitola se zaméruje na vypocet uréitého integralu, kdy se neoddéluje faze vypoc-
tu primitivn{ funkce od vypoctu urc¢itého integralu. Na zacatku ovSem vysvétluje,
ze je také mozné vypocitat integral jako neurcity integral a meze dosadit az do
vysledku nakonec.

Teorie je vysvétlena piehledné, pro stiedoskolského studenta pfimétrené. Také
uvedené fesené i nefesené piiklady povazuji za vhodné tomuto stupni studia.

Substitucni metoda pro urcité integrdly
Slozitéji pojata kapitola, spise vhodné pro vysokoskolské studenty. Domnivam se,
ze stfedoskolskému studentovi sta¢i umeét vypocitat urcity integral prevedenim
na neurcity, ten substituci vypocitat a nakonec dosadit ptivodni meze.

Také uvedené piiklady nenasvédcuji tomu, Ze by student stiedni Skoly mél

tuto techniku vypoctu ovladat.
Aplikace urcitého integrdlu

Obsah rovinné oblasti

Kapitola zahrnuje vSechny body uvedené v publikaci [1]. Teorie je uvedena rozsah-
le, ale diky ohraniceni podstatnych véci je i pro studenta stiedni skoly pochopitel-
né. Priklady jsou feSeny nazorné, ilustra¢ni obrazky napomahaji pochopeni celé
problematiky. Cast prikladii rozsahem pfesahuje stfedoskolskou latku.

Objem rotacniho telesa
V kapitole je velmi pékné ukdzano odvozeni vztahu pro objem rota¢ntho télesa.
Regené priklady ukazuji mimo jiné odvozeni vztahii pro vypocet objemu koule
a rotac¢niho kuzele.

Pritomné priklady na procviceni latky jsou uz pro stiedoskolského studenta
bohuzel prili§ slozité.
Fyzikdlni aplikace

bodi, rovinné kiivky a rovinné oblasti.
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Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska obsahu hodnotim zndmkou 1 z nésle-
dujicich divodii:
Klady:

e pokryti veskerého uciva uvedeného v publikaci [I].

Vécna spravnost

Text uvaddény na webové strance je soucasti rozsahlého vyukového projektu. Také
z toho duvodu je zfejmé, ze se v textu nevyskytuji zavazné vécné chyby.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska vécné spravnosti hodnotim znamkou 1
z nasledujicich divodi:

Klady:

e uvedené ucivo neobsahuje vécné chyby.

Didaktické zpracovani

Ucebni text je didakticky zpracovan velmi pékné. Na zacatku kazdé kapitoly je
uveden tzv. Pruvodce studiem, tj. motivacni a shrnujici tetx k dané c¢asti. Tento
text je psan srozumitelné a prehledné, takze studentovi jasné sdéli, pro¢ se ma
tématem zabyvat.

Nasleduje vzdy teoreticky vyklad, ktery srozumitelné vysvétluje a odvozu-
je postup ve vypoctech, hojné jsou vyuzivany tesené piiklady vhodné vclenéné
v piislu$ném textu.

V kontrolnich otazkach uvedenych na konci vykladu je po studentovi pozado-
vano, aby problematiku pochopil do hloubky — napi.:

10. Dopliite funkci v(x). je-li #'(x) =1 a vysledny integral je J = xln? x—2xlnx+2x+C.

Obrazek 1.13: Kontrolni otazka

Jedinym didaktickym problémem miize byt pro stfedoSkolského studenta ob-
tiznost nékterych kapitol. Napiiklad teorie uvedend v kapitole Integrace substituci
byla pravdépodobné psané pro vysokoskolské studenty; pro studenta stfedni skoly
by teorie v odborné podobé, jak je zde pfedstavené, nebyla snadno pochopitel-
né. Také pozdéji uvadéné tesené i nereSené piiklady svou obtiznosti nepokryvaji
stfedoskolskou latku, ale dalece ji presahuji.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska didaktického zpracovani hodnotim znam-
kou 1 z nasledujicich divodi:

Klady:

e motivacni text zatfazeny na zacatku kazdé kapitoly,
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e vzorce uvadéné véetné srozumitelného odvozeni,

e velké mnozstvi prikladi na procviceni,

e kontrolni otazky napomaéahajici vlastnimu zhodnoceni pokroku ve studiu.
Zapory:

e uzpusobeni spiSe vysokoskolské obtiznosti uciva, stfedoskolsky student si
musi vybirat, co potiebuje.

Grafické zpracovani

Prehlednost

Jednotlivé kapitoly této webové u¢ebnice se oteviraji ve formétu .pdf, ¢asti vykla-
du jsou odliseny grafickymi znac¢kami, jejichz piehled je uveden na za¢atku menu.
Clenéni jednotlivych kapitol je prehledné, ovsem pro stfedoskolského studenta

vvvvvv

stupné studia matematiky.

Sdzeni matematickijch symboli
Matematické symboly jsou v textu sazeny pfirozené, neni patrna odliSnost od
ostatniho textu:

T
Priklad 2.3.1. Vypoététe integral Ixz sin x dx
0

Obrazek 1.14: Sazeni matematickych symbolu

Vyuziti obrazki
[lustrac¢ni obrazky jsou hojné vyuzivany, prispivaji ke snadnéjSimu pochopeni
problematiky.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska grafického zpracovani hodnotim znam-
kou 1 z nasledujicich davodii:

Klady:
e prehledné ¢lenéni kapitol v zakladnim menu,
e prirozené sdzeni matematickych symboli,
e vyuziti ilustracnich obrazki.

Zapory:

e odkazy se oteviraji jako .pdf soubory, neni tedy moznost plynulého piechazeni
mezi kapitolami.
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Interaktivni prvky
Pritomnost resengjch prikladi s mozZnosti krokovani postupu a vysvétleni jednotlivijch
castt vypoctu

V kazdé kapitole jsou pritomny feSené priklady. Vzhledem k charakteru we-

bovych stranek — kapitoly se oteviraji jako .pdf soubory, zde chybi moznost
krokovani vypoctu.

Samostatné testovdni Zdki
Testy jsou pfitomny v zavéru kazdé kapitoly. Je uvedeno zadani piikladu
a poté ¢tyti mozné vysledky, z nichz student voli pravé jeden spravny.

Vyuziti apleti
Aplety se na strance, vzhledem k jejimu charakteru, nevyskytuji.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska interaktivnich prvka hodnotim znam-
kou 3 z nasledujicich davodii:

Klady:

e fesené vzorové piiklady,

e samostatné testovani studentii.
Zapory:

e chybéjici krokované reseni,

e chybéjici aplety.

Celkové hodnoceni

Webova stranka se jevi jako velmi dobra, pfesto spiSe tisténa ucebnice. Jednotlivé
kapitoly se oteviraji jako samostatné .pdf soubory, student tedy nemiize vyuzi-
vat prakticky zadné vyhody ucebnice ve formé webové stranky oproti klasické
papirové publikaci. Obsahem stranka napliuje a daleko presahuje ucivo integral-
niho po¢tu na stiedni skole tak, jak je uvadén v [IJ.

Obsahova dostatec¢nost
Vécna spravnost
Didaktické zpracovani
Grafické zpracovani
Interaktivni prvky

| Celkem 1,4

W = = =
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1.2.4 Mathonline.cz

E English version
< OMLINE '&

voD MATEMATICKE INZENYRSTVI AKTUALITY = MAPA STRANEK USTAV MATEMATIKY

SEZNAM KURZU ZAKLADNI KURZY \

Matematika |

Matematika Il INTEGR»&L
Matematika Il

Matematika IV

Numerické metody |

Potitatova STUDIJNI TEXT

geometrie a grafika

Konstruktivni a RESENE PRIKLADY - PRESENTACE

pocitatova

geometrie NERESENE PRIKLADY

Matematické
infenyrstvi...

Ustav matematiky FSI VUT Bme

Obrazek 1.15: Mathonline.cz

Stranka

http://mathonline.fme.vutbr.cz/

je zastifovana Ustavem matematiky FSI VUT Brno. Z tohoto ditvodu lze pred-

pokladat piitomnost spiSe vysokoskolského pristupu k ucivu integralniho poctu.

Obsahova dostatecnost

Menu Zakladni kurzy — Matematika I nabizi dvé kapitoly zabyvajici se tématem
integralntho poctu: Neurcity integral, Urcily integrdl. Po rozkliknuti kazdé z kapi-
tol se objevi seznam podkapitol:

1. Neurcity integral: Studijni text, Regené priklady — presentace, NereSené
priklady

2. Urcity integral: Studijni text, Netesené priklady; Aplikace urcitého integrdlu:
Studijni text, NereSené priklady, ReSené priklady — presentace

Neurcity integrdl — Studiyjni text

Po kliknuti na nazev kapitoly se objevi ¢tyrstrankovy text ve formatu .pdf. Ten
prehledné shrnuje ucivo integralniho poctu, ktery rozdéluje do néasledujicich pod-
kapitol:

1. Zakladni pojmy: primitivni funkce a neurcity integral, tabulka zakladnich
integra¢nich vzorct
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2. Integra¢ni metody: integrace konstanty, integrace souctu, pfimé metoda
integrace, substitu¢ni metoda, metoda per partes, jeji odvozeni a piiklady
vyuziti; u vSech metod je uveden seznam netesenych piikladi bez vysledkii.

Neurcity integrdl — Regené priklady — presentace

Jak jiz nazev kapitoly napovidé, kapitolu tvoii prezentace ve forméatu .pdf. Prezen-
tace obsahuje celkem tii feSené piiklady, u kterych je pritomno krokovani vypoctu.
Kazdy krok je pod vypoctem slovné okomentovan.

Neurcity integrdl — Neresené priklady
Tato kapitola sestava ze shirky tloh pro uc¢ivo neurcitych integrali. Vedle piikla-
dii jsou uvedeny jejich vysledky. Priklady jsou opét uvedeny ve formatu .pdf.

Urcity integral — Studijni text
Pro stiedoskolského studenta je v této ¢asti (forméat .pdf) pouze uvedena Newton-
Leibnitzova formule. Postradam zde vysvétleni pojmu urc¢ity integral.

Urcity integrdl — Netesené priklady
Opét sbirka piikladi, analogicky forméat jako v kapitole Neurcity integrdl — Neresené
priklady.

Aplikace urcitého integrdlu — Studijni text

Tento studijni text ve formatu .pdf uvadi prehledné shrnuti zakladnich aplikac¢nich
vztaht urcitého integralu — v tabulce jsou uvedeny vztahy pro vypocet obsahu,
objemu, délky k¥ivky a povrchu plasté. Pod tabulkou jsou uvedeny piiklady
na procviceni s uvedenymi vysledky. Vzorce nejsou nijak vysvétlené, jedna se
o pfehled.

Aplikace urcitého integrdlu — NereSené priklady
Kapitola uvadi sbhirku tloh na aplikaci urcitého integralu s vysledky. Piiklady se
oteviraji pohromadé na jedné .pdf strance.

Aplikace urcitého integrdlu — Resené priklady — presentace

V .pdf prezentaci je uvedeno krokované feseni celkem tii piikladi a to na obsah
plochy pod kfivkou, objem rota¢niho télesa a délka kiivky. P¥iklady jsou feSeny
piehledné, ovem bez dostatecného vykladu v ¢asti Aplikace urcitého integrdlu —
Studijni text neni pochopeni vubec snadné.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska obsahu hodnotim zndmkou 2 z nésle-
dujicich divodu:
Klady:
e piehledné shrnuti uciva integralniho poctu,
Zapory:
e chybi dikladnéjsi rozebrani piipadi pocitani obsahu ttvaru ohrani¢eného
kiivkami,

e chybi fyzikilni aplikace.
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Vécna spravnost

Text je uvadén vécné spravné, nezaznamenala jsem obsahové chyby.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska vécné spravnosti hodnotim znamkou 1
z nasledujicich duvodi:

Klady:

e uvedené ucivo neobsahuje vécné chyby.

Didaktické zpracovani

Nejprve se pokusime zhodnotit didaktické zpracovani studijniho textu. Tato teo-
retickd ¢ast vykladu je psana formou definic, vét a poznamek, coz muze na stie-
doskolského studenta piisobit prilis stroze. V textu prakticky chybi didaktické
poznamky ¢i motivacni uvody. Na stylu vykladu je patrné, Ze je psén primarné
pro studenty vysoké skoly, kterym je pfizptusoben i obtiZznosti. Pro bézného stie-
doskolského studenta tak bude orientace v problematice obtizna.

Na prvni pohled dale ptsobi velmi pékné piitomnost krokovanych resenych
prikladu ke kazdé kapitole. Tyto piiklady jsou ovSsem, bohuzel, pomérné znacné
slozité a dle mého nazoru jejich pochopeni jiz vyzaduje jisty stupen znalosti po-
stupu vypoctu. Uvadéné piiklady nelze povazovat za typové a zakladni.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska didaktického zpracovani hodnotim znam-
kou 4 z nasledujicich davodii:

Klady:
e vkladané poznamky alespon c¢astecné dopliuji strohé definice a véty,
e krokované feSené piiklady (i kdyz piilis obtizné).
Zapory:
e absence motivacnich texti,
e absence vysvétleni pouziti metod vypocti,

e uzpusobeni spiSe vysokoskolskému stylu a obtiznosti uciva.

Grafické zpracovani

Prehlednost

Kapitoly jsou ¢lenény piehledné, ale pfilis obecné. Neni moznost samostatné pro-
studovat konkrétni podkapitoly — napt. jednotlivé metody feSeni neurcitého inte-
gralu. Format .pdf znemoznuje plynuly prechod mezi jednotlivymi kapitolami.

Sdzeni matematickijch symboli
Matematické symboly jsou sazeny prirozené bez znatelné odliSnosti od okolniho
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textu.

Vyuziti obrazki
Obrézky prakticky nejsou vyuzivany. Jejich vyuziti jsem zaznamenala pouze u dvou
prikladi s krokovanym feSenim.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska grafického zpracovani hodnotim zndm-
kou 3 z nasledujicich diuvodi:

Klady:

e sizeni matematickych symboli.
Zapory:

e otevirani kapitol ve formatu .pdf,

e absence obrazku.

Interaktivni prvky

Pritomnost resenijch prikladi s mozZnosti krokovdni postupu a vysvétlent jednotlivijch
casti vypoctu

Ke kazdé z kapitol je prilozena prezentace obsahujici t¥i priklady s moznosti
krokovani teseni. Kromé dal§tho kroku se zobrazi také slovni komentair k praveé
providénému postupu.

Samostatné testovdni Zaki
Neni.

Vyuziti apleti
Aplety se na strance, vzhledem k jejimu charakteru, nevyskytuji.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska interaktivnich prvka hodnotim znam-
kou 3 z nasledujicich duvodi:

Klady:

e feSené vzorové priklady s moznosti krokovani feseni.
Zapory:

e chybéjici testy,

e chybéjici aplety.
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Celkové hodnoceni

Webova stranka poskytuje prehledné shrnuti uc¢iva integralniho po¢tu. Nanestésti
zcela chybi jakykoli vyklad k u¢ivu. Kladné hodnotim piitomnost alespon malého
poctu prikladi s moznosti krokovani vypoctu. To samo bez piedem vysvétlené
teorie ovSem pro pochopeni uciva nestaci.

Obsahova dostatec¢nost
Vécna spravnost
Didaktické zpracovani
Grafické zpracovani
Interaktivni prvky

‘ Celkem 2,6
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1.2.5 Mojeskola.cz

[ _Gvop REDITELNA SBOROVNA I -! -! " [_soutEZEe

Moje Skola - skola hrou pro kazdého a nonstop

ZABAVA TABULE VYUKA

M 2 &t & & @ Ox B

Vyuka

= Pfehled

¥ Skype eLearning
= Pfehled

* Matika

= Chemie

® Programovani

» K maturité krokem

¥ Matika krokem

= Pfehled

Komplexni &sla
12345

* Komplexni test

* Generdtor testli

Limita, derivace, integral
123456789
10 11

* Generstor testli

Pro matiku

Chemie krokem

Cesky jazyk

Biologie

Déjepis

Zemépis

Hudebka

Pfij.zkousky Gy

PFij.zkousky Gy2

Pfij.zkouky Gy3

Pfij.zkousky VS

On-line provérky

Umite pascalsky?

Utok na krale

VY FEYTTTTTTTTEEVY

Studijni prameny
Pro studium

" Rozbal vie

Portal

m

Matika krokem - 6.lekce ...

Limita, derivace a integral
6.lekee - Primitivni funkece, neur&ity integral, integrace

Vytisknout

Skype vyuka, dougovani 2
A. Vyklad a ukazkové pFiklady

Primitivni funkce

V pfedchozich lekcich jsme se naudili derivovat, kdy jsme z dané funkce hledali derivavanou funkai. Nyni se budeme zabyvat Fedenim Glohy v opagném sméru, z
derivované funkee uréit funkei wychezi. Tate funkee s nejen v matematice hledd velmi Zaste a jmenuje se primitivni funkee.

Funkei F nazveme primitivni funkci k funkei f v intervalu (a,b) jestlize F*(x) = f(x) pro viechna x 2 (a,b). (42)

Tak napf. funkce F{x) = x> je primitivni funkci k funkeci f = 5x* v R, protoze v R plati: F'(x) = [x?] = 5x% = f(x).
Volng a nepfesné fedeno: Primitivni funkel k dané funkei je tedy funlce, kierou kdyz zderivujeme, destaneme danou funlci.

Priklad 49: Najdéte primitivni funici F k funleei f: y = 3x2 - 2x v R.
Lze celkem snadno usoudit, e Elen 3x2 vznikl derivaci x° a &len 2x derivaci x=.
Primitivni funkei tedy bude: F(x) = x% - x2.
Snadno se vidy pFesvédéime o spravnosti nalezené primitivni funkce derivovanim. Derivaci primitivnf funkee musi byt funkee dand. To samozFejmé plati: F'(x)

= =DLF-x =3 -2

Ale co kdyby nékdo prohlasil, Z& primitivni funkei k na&i funkci f je také funkce G(x) = x> - x2 + 1, protoZe: G (x) = [x2 - x2 + 1]° = 3x2 - 2x = f(x).
Samoziejmé ma pravdu. Navic to plati nejen pro jednigku, ale pro jakeukoliv kenstantu C, protoze po zderivovani "zmiz".
Mnozinou vEech primitivnich funker k funkei f: y = 3x2 - 2x je funkce Fi y = x2 - x2 + C

Neni tedy nalezeni primitivni funkce (na rozdil od derivovani) jednoznaény proces , ale plati:

Je-li funkee F primitivni funkel k funkci f, pak kaZda dalsi primitivni funkee k funkei f ma tvar F(x) + C, kde C je redlnd kenstanta. (43)

Neuréitv intearal

Obrazek 1.16: Mojeskola.cz

hitp:/ /www.mojeskola.cz/

je uveden podtitulem ,8kola hrou pro kazdého a nonstop“. Vzhled stranky se
od vétSiny diive hodnocenych webu lisi tim, Ze kapitoly otevira piimo v okné
prohlizece, nikoli ve formatu .pdf.

Obsahova dostatecnost

Ucivo integralniho poctu probiraného na stiedni Skole pokryvaji nésledujici kapi-
toly: 6. lekce — Primitivni funkce, neurcity integrdl, integrace; 7. lekce — Urcity
wntegrdl a jeho aplikace. Tyto kapitoly nyni rozebereme po strance obsahové.

6. lekce — Primitivnd funkce, neurcity integrdl, integrace

Vyklad a ukazkové priklady — Text je zcela prizptisoben rozsahu uciva integralniho
poc¢tu vyucovaného na stiedni skole. Je dale délen do nékolika podkapitol:

e Primitivni funkce — Vyklad se v ivodu vénuje pojmu primitivni funkce,
vysvétluje ho a ukazuje, z jakého duvodu se do vysledku vypoctu piipisuje
integra¢ni konstanta.

e Neurcity integrdl — Podkapitola definuje pojmy spojené s integraci, vSe

Y Yz

demonstruje na vzorovém piikladu (¥esi ho bez vzorcu ,,odhadem® na zé-
kladé znalosti derivace).

o Integrovani funkci — V této c¢asti jsou uvedena pravidla integrovani ele-
mentarnich funkci a véty o integraci souc¢tu a konstanty. Vse je nasledné
vyuzivano pti vypoctech nékolika vzorovych ptikladi.
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Per partes — Vzorec pro metodu per partes je nejprve odvozen. Nésledné je
ukézéno na nékolika konkrétnich ptikladech, jakym zptusobem volime integ-
rovanou, resp, derivovanou, funkci.

Substitu¢ni metoda — Pokdapitola uvadi vzorec pro substitu¢ni metodu,
vysvétluje davod jejiho pouziti. Metoda je ovSem ukézana pouze na dvou
piikladech, které dostatec¢né nevysvétluji, jakym zplisobem substituci sesta-
vujeme.

7. lekce — Urcity integrdl a jeho aplikace

Vyklad a ukazkové priklady

Urc¢ity integral — Uvodni ¢ast je vénovana definici a geometrické interpretaci
urcitého integralu, jsou zde také definovany zakladni pojmy, napi. meze. Na
feSeném prikladu je nédzorné ukazano, jakym zptsobem se meze dosazuji.

Vypocet urcitého integralu — Druha podkapitola uvadi poucky o mezich
integralu (zména znaménka pii zaméné mezi a integral vyjadieny pomoci
sou¢tu integrali na dil¢ich intervalech). V FeSenych piikladech je ukazéna
metoda per partes pro urcity integral a substitu¢ni metoda se zménou mezi.

Aplikace urc¢itého integralu — Podkapitola je ivodem pro nasledujici ¢ésti.
Vysvétluje, ve kterych oblastech je mozné urcity integral vyuzit.

Obsah rovinného tutvaru — Zde je uveden vzorec pro vypocet obsahu atvaru
ohrani¢eného kiivkou, osou x a piimkami xr = a, x = b, dale také utvaru
ohrani¢eného grafy dvou funkci. Vysvétluje, kdy je tfeba vyypocet rozlozit
na dil¢i integraly a kdy je tieba vyuzit absolutni hodnotu vysledku. Vse je
doplnéno nizornymi obrazky a ndzornymi feSenymi piiklady.

Objem rota¢niho télesa — Posledni podkapitola uvadi vzorec pro objem ro-
ta¢niho télesa vzniklého rotci kiivky kolem osy x i y, ktery dale aplikuje na
dvou fesenych piikladech (objem rota¢niho kuzele a rota¢niho paraboloidu).

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska obsahového hodnotim znamkou 2 z néa-
sledujicich davodi:

Klady:

pokryti vétSiny udiva z publikace [I].

Zapory:

chybéjici fyzikalni aplikace.
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Vécna spravnost
Text je uvadén vécné spravné. V pfipadé, ze autor chce uvést ne zcela presné

vysvétleni, uvadi toto jiz dopfedu.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska vécné spravnosti hodnotim znamkou 1
z nasledujicich duvodii:

Klady:

e uvedené ucivo neobsahuje vécné chyby.

Didaktické zpracovani

Didaktické zpracovani této webové stranky je velmi pékné. Pred kazdou casti
vykladu se snazi uvést diivod, pro¢ se dalsi teorii zabyvat. Teoreticky vyklad je
posléze dopliiovan o mnozstvi vysvétlujicich poznadmek. Cely text je psan formou
zcela odpovidajici stredoskolskému stupni studia. Vykladova ¢ast dale obsahu-
je komentované teSené piiklady pfimétfené obtiznosti, které cely vyklad vhodné
dopliuji a vysvétluji. Kladné dale hodnotim vyuziti ilustra¢nich obrazkt v ¢asti
urcity integral.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska didaktického zpracovani hodnotim znam-
kou 1 z nasledujicich davodii:

Klady:
e motivacni text na zacatku kazdé vykladové ¢asti,
e nazorné vysvétleni probraného uciva primérené stiedoskolskému studentovi,
e tesené¢ piiklady.

Zapory:

e nedostatecné vysvétleni zvoleni vhodné substituce pii pouziti substitucéni
metody.

Grafické zpracovani

Prehlednost

U¢ivo ve dvou oddélenych kapitolach na sebe logicky navazuje. OvSem neni zde
moznost zaméfeni pouze na konkrétni podkapitolu, vzdy je tieba zobrazeni celku
a v ném pak nasledné dohledani pojmu.

Sdzeni matematickijch symboli
Matematické symboly jsou sdzeny dvojim zptsobem:

1. Symbol se chové jako text, je mozné ho zkopirovat napi. do Wordu, aniz by
doslo ke zméné, napi.:
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MnoZinou vEech primitivnich funkoer ke funkoci £y = 32 - 2x je funkce Fr vy = W oxE +C

Obrazek 1.17: Symbol chovajici se jako text

2. Symbol se chové jako obrazek, je mozné ho samostatné ulozit ve formatu
.gif ¢ kopirovat, napft.:

‘I'f{x]l.:fx

Obrézek 1.18: Symbol chovajici se jako obrazek

Znak pro integral je vzdy vloZen jako obrazek. Je viditelné odlisny od okol-
niho textu. Za nim nésledujici symboly jsou bud ve formétu textu (jednoduché

vvvvvv

Vyuziti obrazki
Nustrac¢ni obrazky jsou hojné vyuzivany u aplika¢nich tloh urcitého integralu.
Jejich vyuziti je pfiméfené a pfispiva k nazornosti vykladu.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska grafického zpracovani hodnotim zndm-
kou 3 z nasledujicich duvodi:

Klady:
e vyuziti ilustrac¢nich obrazki.
Zapory:
e hufe strukturovany web bez odkazu na konkrétni pojmy,

e matematické symboly viditelné odlisné od okolniho textu, pfesto nerusici.

Interaktivni prvky

Pritomnost resengjch prikladi s mozZnosti krokovant postupu a vysvétleni jednotlivijch
casti vypoctu

Kazda dil¢éi kapitola obsahuje fesené piiklady, které nazorné doplhuji pred-
chéazejici teoreticky vyklad. Piiklady jsou uvadény dvoji formou:

1. Ptiklady s krokovou kontrolou e-ucitele — Cast dostupna pouze po bezplatné
registraci. Obsahuje 8 ptikladi, které jsou feSeny interaktivné. Student vzdy
z nabidky ¢ty moznosti voli nasledujici krok vypoctu. Pokud zvoli spravné,
pokracuje k dalsimu kroku, ktery opét vybira z nabidky. V opac¢ném pii-
padé se mu pod nabidkou Cervené napiSe spravna varianta, ovSsem bez pfis-
lusného vysvétleni. Cely vypocet je nasledné vyhodnocen a slovné okomen-
tovan (napf. ,,Délas mnoho chyb, je§té procvicuj.«).

2. Piiklady na procviceni uéiva — V zavéru prvni kapitoly je uvedeno 200
prikladi razné obtiznosti (obtiZznost je odliSend pomoci barev a pismen A,
B, C). Pii feSeni téchto piikladi muze tapajici student vyuzit moznosti
,Help“, kde je mu napovézena metoda, kterou mé pro zdarné dokonceni
vyuzit. K dispozici je také vysledek.
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. 1
13 Wypottéte [—— A C Help Wysledek
1+cos2x

Obrazek 1.19: Piiklad k procvic¢eni uciva

Jediné, co lze vytknout, je absence slovnich komentaii jednotlivych kroki
FeSeni.

Samostatné testovdani Zdku
V zavéru kazdé z kapitol jsou samostatnému testovani zakt vénovany dveé
podkapitoly nazvané ,Kontrolni test a ,Nahodny test®.

e Kontrolni test — Ulohy, které jsou obménou tloh u maturity a piijimacich
zkousek na VS. Student vybira spravny vysledek ze ¢tyt nabizenych. Po vy-
hodnoceni student obdrzi bodové ohodnoceni a slovni komentar k dosazené-
mu vysledku.

e Nahodny test — Otestovani znalosti uciva této lekce na ndhodné vybranych
ulohach, vybér z péti moznych vysledki. Moznost vyhodnoceni.

Vyuziti apleti
Aplety se na strance nevyskytuji.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska interaktivnich prvka hodnotim znam-
kou 2 z nasledujicich duvodii:

Klady:

e fesSené vzorové piiklady s moznosti krokovani fesent,

e interaktivni testy.
Zapory:
e chybéjici aplety.

Celkové hodnoceni

Webova stranka podava struc¢né, presto vystizné a nazorné, uceleny vyklad k uc¢ivu
integralnitho poc¢tu probiraného na stfedni Skole. Latka je pro studenta snadno
pochopitelnd predevsim diky mnozstvi fesenych piikladu, které teoreticky vy-
klad prakticky doplnuji a objasiiuji. V zavéru je studentovi umoznéno samostatné
testovani nabytych védomosti.

Obsahova dostatecnost
Vécna spravnost
Didaktické zpracovani
Grafické zpracovani
Interaktivni prvky

‘ Celkem 1,8

N W = =N
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1.3 Cizojazycné webové stranky
Cizojazy¢né webové stranky mohou studentovi ukazat jiny pohled na latku nez
stranky Ceské, které jsou psany veskrze podobné. V hodnoceni si ukdzeme jednu

slovenskou stranku, jez je zajimavé zpracovand formou feSenych tloh, a poté
nejrozsahlejsi webovou matematickou encyklopedii psanou anglicky.

1.3.1 Priklady.eu

eni z ufiva strednic matematika, @ a chemie stranka Mapa stranek

Matematika MATEMATIKA KONTAKT+INFO KNIHA NAVSTEV

= Algebraické wyrazy
= Odmocniny Neurdity integral

= |inedrni rovnice

o ) Stale vybirate fotak? }
= Parametrické rovnice Porovnejte 20 nejlepgich fotdkd. Ctéte recenze, srovndvejte dle cen.
digitalni-fotoaparaty.heureka.cz

= Rovnice s absolutni
hodnotou

= Soustavy rovnic . .
" Integral - priama metéda

" Integral - substituénd metdda

= Slovni dlohy

® Linedrni nerovnice = Integrél - parcialne zlomky
= |inedrne nerovnice - = Integral - per partes
tabulka

" Kvadraticke rovnice

= Diskuse kvadratické
rovnice

= Viastnosti kofend
lvadratické rovnice

= Jracionalni rovnice

u Kvadratické nerounice

Obrézek 1.20: Priklady.eu

Slovensk4 webova stranka
http:/ /www.priklady. eu/cs/Matematika/Neurcity-integral. alej

jiz ndzvem napovidé, Ze je zaméfena zejména na piiklady.

Obsahova dostatec¢nost

V menu Matematika se integralnim poctem zabyvaji dvé kapitoly, které se déle
déli na jednotlivé podkapitoly nasledovné:

1. Neurcity integral
o [Inlegrdl — primd metoda
o Integrdl — substitucni metoda

e Integral — per partes
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2. Vypocet a pouziti urcitého integralu

o Urcity integral — Leibnitz-Newtonova metoda
e Urcity integrdl — substituce
e Obsah rovinného obraze
e Objem rotacniho télesa
o Urcity integrdl ve fyzice
Jednotlivé podkapitoly sestavaji z oc¢islovanych tloh, nejen pocetnich prikladu.

Ke kazdé tloze je ptilozeno feseni, které lze zobrazit kliknutim na prislusny odkaz
u zadani piikladu.

Zopakujte si zakladné vzorce integrovania priamou metddou

Zobraz rietenie / Zobraz vietky riegenia

Obréazek 1.21: Uloha

Podkapitoly nyni obsahové rozebereme.

Integrdl — primd metoda
Prvni uloha (viz Obrazek ve svém TeSeni shrnuje zékladni poznatky o ne-
ur¢itém integralu a piimé metodé jeho teSeni. Definuje pojem neurcity integral
a poskytuje tabulku zékladnich integracnich vzorci.

Nésleduje série 35 fesenych piikladi (Feseni je opét dostupné aZ po kliknuti
na prislugny odkaz).

Integrdal — substitucni metoda 5
Tato podkapitola bohuzel Zzddnou teorii neobsahuje. ReSeni je uvedeno prehledné,
ovsem vyklad studentovi neposkytne.

Integrdl — per partes

Pocatecni teorie odvozuje vzorec pro metodu per partes ze vztahu pro derivaci
soucinu. V§e je psano matematickymi symboly bez slovniho komentare. Nésleduje
sada 13 piikladi s moznosti zobrazeni prehledného feSenti.

Urcity integrdl — Leibnitz- Newtonova metoda

Uvedeny teoreticky tvod poskytuje Leibnitz-Newtonovu formuli a dvé véty pro
vypocet urcitého integrélu (zména znaménka pii zaméné mezi, rozloZeni integralu
na soucet dvou dil¢ich integralii). Dalsi ilohy jsou tvoreny 12 pocetnimi p¥iklady
s moznosti zobrazeni feSeni.

Urcity integrdl — substituce

V podkapitole, obdobné jako v pfipadé substituce pro neurcity integral, neni uve-
den zadny teoreticky tvod. Obsahuje pouze tii ptiklady s moznosti zobrazeni
feSeni. Vyuziva se zde prepocitavani mezi.

40



Obsah rovinného obraze

Teorie uvadi zakladni vzorec pro vypocet rovinného obrazce ohrani¢eného primka-
miy =0, x =a, v =b a grafem funkce f(z). Dalsi tlohy jsou zaméfeny na
odvozeni vzorclu pro vypocet obsahu znamych rovinnych tatvart — napt. ¢tverce,
obdélniku, trojuhelniku, kruhu, apod. .

Objem rotacniho télesa

Uvedeny teoreticky zaklad ukazuje vzorec pro vypocet objemu rotacniho télesa,
které vzniklo rotaci rovinného obrazce ohrani¢eného pfimkami y = 0, x = a,
x = b a grafem funkce f(x). Dalsi ulohy jsou analogicky, jako v piipadé podkapi-
toly Obsah rovinného obrazce, zaméfeny zejména na odvozeni zndmych vzorcu
pro vypocet objemu zakladnich téles — napt. koule, vilce nebo rota¢niho kuzele.

Urcity integrdl ve fyzice
V této posledni podkapitole jsou uvedeny ¢tyti rozdilné piiklady 7z fyziky (vypocet
préace, drahy, rychlosti apod.)

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska obsahu hodnotim znamkou 3 z nésle-
dujicich divodii:
Klady:
e pojeti vétsiny uciva z publikace [I],
Zapory:
e piehledovy charakter, nedostate¢né vysvétleni jednotlivych pojmii,

e chybéjici teorie v kapitolach o substituci.

Vécna spravnost
Text i fesené piiklady jsou uvadény vécné spravneé.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska vécné spravnosti hodnotim znamkou 1
z nasledujicich duvodii:

Klady:

e uvedené ucivo neobsahuje vécné chyby.

Didaktické zpracovani

Stranka obsahuje velmi pékné soubory nézorné feSenych prikladi stiedoskolsky
primérené urovné. Pokud tedy student jiz méa za sebou néjaky teoreticky tvod,
priklady mu budou jisté pfinosem.

Teoretickd ¢ast vykladu ovSem znac¢né zaostava. Naznak vykladu je pouze

obc¢as v tvodnich teoretickych tlohach. Takovato teorie je ovSem pro studenta
naprosto nedostacujici a latku nevysvétluje.
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Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska didaktického zpracovani hodnotim znam-
kou 3 z nasledujicich davodii:

Klady:

e feSené priklady priméfené Grovné,

e moznost zobrazeni feseni tlohy az ve chvili, kdy uzivatel uzna za vhodné.
Zapory:

e absence motivac¢niho textu,

e minimum teoretického vykladu.

Grafické zpracovani

Prehlednost

Kapitoly jsou piehledné ¢lenény do podkapitol, kazda (pod)kapitola ma vlastni
hypertextovy odkaz. Ucivo v jednotlivych podkapitolach je ¢lenéno prehledné,
postupuje se od teorie k jednodussim a nésledné obtiznéjsim piikladtam.

Sdzeni matematickijch symboli
Matematické symboly jsou sézeny ve formatu obrazkiu. Ty je mozné zkopirovat
a jako celek vlozit. Celé soubory oddélenych tloh jsou tvoreny jednim obrazkem.

Vyuziti obrazki
Webové stranka neobsahuje zadné obrazky.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska grafického zpracovani hodnotim znam-
kou 3 z nasledujicich duvodii:

Klady:
e prehledné ¢lenéni kapitol, podkapitol.
Zapory:
e matematické symboly viditelné odlisné od okolniho textu,

e absence obrazku.

Interaktivni prvky

Pritomnost resengch prikladi s mozZnosti krokovani postupu a vysvetleni jednotlivijch
casti vypoctu

Jednotlivé ilohy umoznuji zobrazit feSeni az ve chvili, kdy student chce feSeni
zobrazit. Regeni tak neodvadi pozornost od vypoctu.

Moznost krokovani postupu zde neni.
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Samostatné testovdni Zaki
Neni.

Vyuziti apleti
Aplety se na strance nevyskytuji.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska interaktivnich prvki hodnotim znam-
kou 4 z nasledujicich divodi:

Klady:

e piitomna feseni uvadénych ptikladi.
Zapory:

e chybéjici krokované fesent,

e chybéjici testy,

e chybéjici aplety.

Celkové hodnoceni

Obsah webové stranky pomérné dobie odpovida jejimu nazvu. Stranka je zaméfe-
na zejména na tlohy, jichz ale neni piili§ mnoho. Na zacatku uvedenéa teorie plni
funkci shrnuti a pfipomenuti, funkci vykladu plnit p#ilis nemuze. Ocenuji moznost
zobrazeni feSeni az ve chvili, kdy sama uznam za vhodné.

Obsahova dostatec¢nost
Vécna spravnost
Didaktické zpracovani
Grafické zpracovani
Interaktivni prvky

‘ Celkem

Wl W W~k W
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1.3.2 Mathworld.wolfram.com

X'\“blfraln MathWOH d the web's most extensive mathematics resource

P sthematica
Built with Mathematica Tec

Calculus and Analysis = Calculus =
Algebra
Applied Mathematics
Calculus and Anahysis I nteg rals
Discrete Mathematics
Foundztions of Mathematics
Geometry Definite Integrals (123)
History and Terminology Indefinite Integrals (29)
Number Theory
Probability and Statistics
Recreational Mathematics
Topolegy

MathWorid Bock

Obrazek 1.22: Mathworld.wolfram.com

Anglicka webova stranka
http://mathworld.wolfram.com /topics/Integrals.html

ma spiSe charakter encyklopedie. Uvedeme si hesla souvisejici s u¢ivem integral-
niho poc¢tu na stfedni Skole a pokusime se nalézt jejich piinos pro studenty.

Obsahova dostatecnost

V prehledu hesel uvedeme pouze ta, kterd jsou relevantni pro stredoskolského
studenta. Z nich pak ta, které poskytuji néjaky text, nékteré na strance uvedené
odkazy jsou totiz bohuzel nefunkéni.

o Integral

e Integrace

e Integrand

e Integra¢ni konstanta

e Neurcity integral

e Integrace metodou per partes
e Urcity integral

e Objem rota¢niho télesa
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Integrdl

Heslo Integrdl poskytuje souhrn informaci a pojmu souvisejicich s integralem. Ma
spise prehledovity charakter. Text sestava z mnoha hypertextovych odkazi, které
¢tenate ihned presméruji na dalsi heslo.

Integrace
Heslo poskytuje definici pojmu integrace.

Integrand
Opét definice zadaného pojmu.

Integracni konstanta
Vysvétleni pfipojeni integra¢ni konstanty k vysledku integralu. Srovnani s derivace-
mi.

Neurcity integrdl
Vysvétleni pojmu pies uréity integral. Uvedeni mnoha vzorci pro vypocty inte-
grali.

Integrace metodou per partes
Kapitola prehledné ukazuje odvozeni vztahu pro per partes i jeho pouziti na
konkrétnim prikladu.

Urcity integrdl

Heslo poskytuje zakladni piehled pravidel pro pocitani ur¢itého integralu. Ukazu-
je Newton-Leibnitzovu formuli, pravidla o zméné znaménka pii zaméné mezi,
o pocitani integralu ptes soucet dil¢ich integrali a o shodnych mezich.

Objem rotacniho télesa (,Method of Disks®)

Zde je popséan vzorec pro objem télesa vzniklého rotaci kiivky na daném intervalu
kolem osy x. V dalsim hesle je uveden vzorec pro objem télesa vzniklého rotaci
obrazce ohrani¢eného dvéma k¥ivkami kolem osy z (,Method of Washers*).

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska obsahu hodnotim zndmkou 2 z néa-
sledujicich duvodi:

Klady:

e postihnuti vétsiny uciva uvedeného v [IJ.
Zapory:

e chybéjici substitucni metoda,

e chybéjici zakladni vzorec pro vypocet obsahu rovinného tdtvaru tak, jak je
uveden v [I].
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Vécna spravnost
Webovéa encyklopedie uvadi, Ze se jedna o nejrozsahlejsi zdroj matematickych in-

formaci na webu. Vécné chyby tedy v tomto pfipadé nejsou pripustné.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska vécné spravnosti hodnotim znamkou 1
z nasledujicich duvodii:

Klady:

e uvedené ucivo neobsahuje vécné chyby.

Didaktické zpracovani

Didaktické zpracovani webové stranky odpovidd jejimu encyklopedickému po-
jeti. V nékterych rozsahlejsich kapitolach je tak znatelna snaha o blizsi priblizeni
pojmu ¢tendafri, jiné ¢asti jsou proti tomu uvadény jen jako hesla. Pro bézného
stfedoskolského studenta miize byt také pomérné velkym problémem, kromé an-
glictiny, predevsim odliSnost v odbornych vyrazech, kdy nesta¢i hledany pojem
pouze prelozit z CeStiny do angli¢tiny (napt. objem rota¢niho télesa je uvadén
jako Method of Disks).

Styl textu je spiSe nez vykladovy odborny, teorie neni doplnéné o zadné reSené
priklady.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska didaktického zpracovani hodnotim znam-
kou 4 7z nasledujicich diuvodi:

Klady:

e snaha o bliz§i objasnéni pojmu v nékerych roséhleji pojatych heslech.
Zapory:

e absence motivac¢niho textu,

e absence ilustrac¢nich prikladi,

e nepiiméfend uroven vykladu pro stfedoskolského studenta.

Grafické zpracovani

Prehlednost
Webova stranka ma encyklopedicky charakter. Vyhledavani pojmi je snadné po-
dle hledaného hesla.

Sdzeni matematickijch symboli
Matematické symboly jsou sazeny ve formé obrazku:
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V=r f [F () dx.

Obrazek 1.23: Vzorec

Vyuziti obrazki
Webova stranka v nékterych dalsich odkazech obrazky obsahuje, ve vyse hodno-
cenych heslech ovSem obrazky vyuziviny nejsou.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska grafického zpracovani hodnotim zndm-
kou 3 z nasledujicich duvodi:

Klady:
e piehledné vyhledavani pojmu.
Zapory:
e matematické symboly ve formé obrazki,

e chybéjici obrazky.

Interaktivni prvky

Pritomnost resengjch prikladi s mozZnosti krokovdnt postupu a vysvétleni jednotlivijch
casti vypoctu

Encyklopedicky charakter webové stranky si nedava za cil uvadéni piikladu,
ale spiS objasnéni pojmi. Piiklady jsou tedy uvadény pouze na dokresleni teorie.

Samostatné testovdni Zakd
Neni.

Vyuziti apleti
Aplety se vyskytuji u odlisnych hesel. Mezi hodnocenymi kapitolami se aplety
nevyskytly.

Hodnoceni: Webovou stranku z hlediska interaktivnich prvka hodnotim znam-
kou 4 z nasledujicich davodii:

Klady:
e aplety u souvisejicich hesel.

Zapory:
e chybéjici piiklady s krokovanym teSenim,
e chybéjici testy,

e chybéjici aplety.
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Celkové hodnoceni

Webova stranka spliiuje pozadavky na encyklopedii matematiky. Hesla jsou u-
sporadana logicky, mezi jednotlivymi pojmy je mozno snadno piechazet i pomoci
hypertextovych odkazii piimo v textu. Latka je uvedena pro vysokoskolského
studenta, méné zdatny ¢tenar si musi z kapitol vybrat jen ty potiebné.

Obsahova dostatec¢nost
Vécna spravnost
Didaktické zpracovani
Grafické zpracovani
Interaktivni prvky

‘ Celkem 2,8

= W bk =N
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1.4 Zavérec¢né shrnuti

Webové stranky byly hodnoceny podle péti predem stanovenych kritérii:
— Obsahova dostatec¢nost
— Vécn4 spravnost
— Didaktické zpracovani
— Grafické zpracovani
— Interaktivni prvky,

pri¢emz nejveétsim problémem bylo zafazeni interaktivnich prvki. Rada servert
tak ve vysledku zdarma nabizi péknou ucebnici, kterou lze zobrazit v digitalni
podobé. Pfitom vyuzivani interaktivnich prvki by mélo byt to hlavni, co odlisuje
vyukovy text zobrazeny na webu oproti klasickym tisténym uc¢ebnicim.

Hodnocené webové stranky se také obvykle omezovaly na strohé uvedeni
poucek a vzorct, které bez dalsiho vysvétleni studentovi problematiku dostatec¢né
neobjasnuji. Nemohou tak kvili absenci dopliiujicich poznamek ani ¢asteéné nahra-
dit vyklad ucitele. Problémem uvedenych stranek také ¢asto bylo uzptisobeni ob-
sahu i formy pro vysokoskolské studenty.

Ani grafické zpracovani ¢asto nepredcilo klasické vyukové materialy. Napii-
klad prirozené zobrazeni matematickych symboli, které v ucebnicich povazujeme
za samoziejmost, ¢inilo autorim obvykle znacné potize. Stranky také vétSinou
nevyuzily moznost zobrazeni nazornych barevnych obrazki, coz bézné ucebnice
z financ¢nich diivodu ¢asto nemohou poskytnout.

Obsahova dostatecnost se lisila v zavislosti na typu stranky a jejim zaméteni.
Nékteré weby se zaméfovaly vice na piiklady, jiné uprednostnovaly teoreticky
vyklad. Kladné lze hodnotit vécnou spravnost, kterd byla témér vzdy tplna.

Z vyse uvedeného shrnuti je ziejmé, Ze na webu v soucasnosi neexistuje we-
bova stranka, jez by zaroven pokryvala kompletni stfedoskolské pojeti integralniho
poctu, zpracovavala latku didakticky i graficky vhodné a vyuzivala interaktivni
prvky pfi vyuce.

Hodnoceni bylo uvedeno vzhledem ke stavu v zafi 2012. Nereflektuje tedy
zmény, popiipadé vznik novych webovych stranek, zvefejnéné po tomto datu.

Na nasledujici strané je prehledné uvedeno souhrnné hodnoceni vsech vyse
uvedenych webovych stranek.
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2. Webova aplikace

Na zakladé rozboru existujicich webovych stranek je zfejmé, 7e na webu neexis-
tovala volné dostupna c¢esky psana aplikace pro vyuku integrélniho poctu, ktera
by dostate¢né spliiovala kritéria uvedena v predchozi kapitole. V zaii 2012 zacala
tedy vznikat vlastni webova aplikace, nyni dostupné na

www.karlin.mff.cuni.cz/~tvrdam /integraly.

NizZe je aplikace prevedené do tiskové podoby. Ta se od webové aplikace mirné
lisi. Byly zde precislovany véty, tlohy a piiklady z duvodu snazsi orientace v tex-
tu (webova aplikace toto Fesi pouzitim hypertextovych odkazi). U krokované
feSenych tuloh je dalsi krok vypoctu naznacen odrédzkou — ,puntikem®; talohy
feSené bez slovniho komentéie jsou zde uvedeny bez vysvétleni postupu reSeni.
Také zde nejsou uvedeny vSechny testové otazky, ale pouze jejich vybér.

2.1 Uvod

2.1.1 Motivace

Integralni pocet se fadi spolu s diferencidlnim poctem k matematické discipliné
zvané matematicka analyza.

Znalosti a metody matematické analyzy se vyuzivaji v mnoha oborech lidské ¢in-
nosti. Své uplatnéni nalézaji ve fyzice, chemii, ekonomii, stavebnictvi apod.

Pro zvladnuti integralntho poc¢tu je, mozna vice nez v jinych oborech matema-
tiky, nezbytna navaznost na predchozi poznatky. Zejména se zde jedna o vlastnosti
funkci, feSeni rovnic riuznych typt a diive uvedena témata z diferencialniho poctu
(tj. limity, spojitost, derivace funkce atd.).

Integralni pocet je ucivem, ve kterém je potifeba uplatiiovat kreativni po-
stupy pfi feSeni tloh. Diky tomu pfinasi feSeni tloh integralniho poctu radost
z uvazovani a chapani.

Radost z uvaZovdni a chdpdni je nejvétsim darem prirody. (Albert Finstein)

2.1.2 7 historie

Rozvoj integralniho poctu (spolu s diferencidlnim po¢tem zvany matematicka
analyza) pochazi ze zac¢atku 17. stoleti. Objevuje se v dilech takovych matema-
tickych velikant, jakymi byli René Descartes (1596-1650) ¢i Pierre de Fermat
(1601-1665).

Zékladni tlohy matematické analyzy pak zformuloval v poloviné 17. stoleti
Isaac Newton (1643-1727), ktery ve své praci objevil zakladni vztah mezi derivaci
a integralem. Dodnes uzivanou symboliku a prvni vyklad integralniho poc¢tu pub-
likoval ke konci 17. stoleti Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716).
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Matematickd analyza nebo-li infinitezimalni pocet

Infinitezimalnimi ivahami, tj. ivahami nad uréenim velikosti zkoumaného utva-
ru jeho rozdélenim na ,nekone¢né mnoho nekonecné malych kusi®, se zabyval
némecky matematik a astronom Johann Kepler (1571-1663).

Pojem "nekonecné malych veli¢in"se stal zdkladem pro zpresnovani matematické
analyzy, kterym se zabyval hlavné francouzsky matematik Augustin Louis Cauchy
(1789-1857). Ten je také povazovan za tvirce moderni matematické analyzy.

Vyznamné pokroky v teorii integralu v 18. stoleti u¢inil némecky matematik
Bernhard Riemann (Riemanntv integral), o sto let pozdéji pak tento integral
u¢inné zobecnil Henri Lebesgue (Lebesgueiv integral).

Augustin Louis Cauchy Henri Lebesgue

Obréazek 2.1: Slavni matematici

(Obrdzky byly prejaty z webu hitp://cs.wikipedia.org/)

2.1.3 Jak s vyukovou strankou pracovat
Orientace na webovych strankach

Uc¢ivo je na strankéich tiidéno do polozek v menu a podmenu. Hlavni kapitoly
obsahuji u¢ivo o neurc¢itém integralu, ur¢itém integralu a vyuziti téchto poznatki.
Navic je zde zafazena kapitola o vypoctech objemu nékterych téles bez pouziti
integralntho poctu. V kazdé hlavni kapitole je nejprve uveden teoreticky vyklad,
ktery je doplnén fesenymi piiklady. Najdete zde prehledné tabulky se shrnutim
diilezitych poznatkii, mnemotechnické pomicky apod.

Ulohy pro procvi¢eni uéiva

Néasleduji feSené tulohy délené na tulohy s komentovanym feSenim a dalsi dlohy
bez téchto slovnich komentaii. Pokud je VAm tedy jasné, jak tilohu fesit, muzete
si jen zkontrolovat sviij postup v tlohach bez slovnich komentéaii. Naopak alohy
se slovnim komentafem slouzi pro lepsi pochopeni a vétsi nazornost u téch tloh,
v jejichz feSeni tapete.
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Testy

Posledni ¢ast webové stranky tvoii dva typy testt. Prvni je Zaskrtdvaci test
s vybérem odpovédi, druhy - tzv. Postupngy test - simuluje pribéh vypoctu
neur¢itého integralu. Ulohy do testi jsou typové vybirany podle sbirek pro st¥edni
Skoly (viz Literatura).

Pouzivana tladitka

Tlatitko Vyznam

-'I zobrazi dalsi krok v FeZeni dlohy

4

zobrazi najednou celé feZeni dlohy

>

skryje Tegeni dlohy

1

odkryje roz&ifujici uciva

Obrazek 2.2: Pouzivana tlacitka
Prace s applety

Applety jsou interaktivni prvky. Jejich spusténi je mozné dvéma zpusoby:

o stisknutim tlac¢itka animace

e tahnutim posuvniku
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a tdhnutim doprava se

spusti animace v appletu 2

| N )

Tlaéitke animace -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Stisknutim tlacitka se ! |
spusti plynuly pohyb v -14

appletu.
Q _24
[

Obrézek 2.3: Applet

2.2 Neurcity integral

2.2.1 Motivace

V piedchéazejicim studiu jste se zabyvali hledanim derivaci funkci. Naudili jste se
rizné zpusoby, kterymi lze prislusné derivace nalézt.

V praxi se ovSem casto setkavame s opa¢nym problémem. Mame danou derivaci
funkce a potfebujeme nalézt funkei ,,puvodni“.

Napiiklad jste mohli Fesit tlohu, ve které jste k funkci F(z) = z? hledali jeji
derivaci, tedy F'(z) = 2z.

Pro dalsi vyklad budeme znaéit F'(z) = f(z).

Jak by vypadala tloha opa¢na? Méame danou funkci f(x) = 2z a hledame ptedpis
funkce, jejiz derivaci ziskdme pravé funkci f(z) = 2z.

V naSem pifpadé je Feseni nasnadé. Hledanou funkei je funkce F(z) = 2. Ale je
to jediné Teseni?

54



2.2.2 Zavedeni neurcitého integralu
Primitivni funkce

V motivacni ¢asti jsme si polozili otazku, zda je mozné k derivaci funkce najit
predpis puvodni funkce pred zderivovanim. Zaroven jsme také nasli jedno konkrét-
ni reSeni.

Nyni se na problematiku podivame ptesnéji.

Definice 2.2.1. Necht F, f jsou funkce definované v intervalu (a,b). Rekneme,
7e funkce F' je primitivni funkci k funkci f v intervalu (a,b), jestlize pro
viechna z € (a,b) plati:

Vykresleni primitivni funkce

Na nize uvedeném appletu je znazornéno postupné vykreslovani primitivni funkce
k funkci f : y = 2x. Graf funkce f je zde znazornén ¢erné. Pohybem posuvniku
nebo animaci vidite, jak ,,probih& bod pfimkou® a zaroven se k nému vykresluje
bod na grafu primitivni funkce.

x

T T T T T T
g 9 10 11 12 13

43 12 11 10 -8 8 7 B -5

Obrazek 2.4: Applet — neurcity integral
Jiz jsme si vysvétlili, co znamené pojem primitivni funkce. Stale ale zistala ne-

zodpovézena otazka z motivaéni ¢asti vykladu, tedy jednoznacnost nalezeného
reSeni. Rozebereme si tlohu dikladnéji.
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Uloha 2.2.1. Zderivujte ndsledujici funkce:

1. y=2%+3
2. y=a?-9
3. y=a*

1. Podle pravidel derivovani vime, Ze v souc¢tu derivujeme kazdy scitanec
zv14st. Déle vime, ze derivace konstanty (v naSem piipadé je konstanta
rovna ¢islu t¥i) je nula a zname vztah pro derivaci mocniny.

Vztah pro derivaci mocniny:

(z") =na"', r€R, neEN

Plati tedy:
y =21

2. Podle pravidel derivovani vime, Ze v rozdilu derivujeme mensence i mensitele
zvlast. Déle vime, ze derivace konstanty (v nasem piipadé je konstanta rov-
na ¢islu devét) je nula a zname vztah pro derivaci mocniny.

Plati tedy:
y =2

3. Zname pravidlo pro derivaci mocniny a tak snadno ziskdme vysledek:

/

Yy =2z

Uvédomte si: Derivace konstanty je nula. Derivace funkei, které se 1isi jen o kon-
stantu, je stejnal

Priklad 2.2.1. Naleznéte primitioni funkci k funkci f(z) = 2x.

ReSeni
Z motivacni ¢asti vykladu vime, Ze jednim z feSeni je F(x) = 2. Pravdivost
tohoto TeSeni si miuzeme snadno ovéfit tak, ze funkei F'(x) znovu zderivujeme:

F'(z) =2z

Na zékladé predchozi ilohy by vam jiz mélo byt jasné, Ze toto neni jediné FeSeni
prikladu. Resenim by mohly byt vSechny funkce uvedené v predchozi tloze.
Celkem je takovychto funkci nekone¢né mnoho (stejné jako je nekoneéné mnoho
ruznych konstant.)

Kompletni feSeni je tedy tifeba zapsat i s libovolnou konstantou. Tu obvykle

znacime c:
F(z)=2"+c,c€R
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Integrac¢ni konstanta

Véta 2.2.1. Je-li funkce F' v intervalu (a;b) primitivni funkei k funkeci f, pak
kazda primitivni funkce k funkci f je ve tvaru F(x)+ ¢, kde ¢ je realna konstanta.

Diikaz uveden v podkapitole ,, Dikazy“.

Na nésledujicim appletu si mizete pomoci posuvniku vyzkousSet ménit hodnotu
integra¢ni konstanty.

Vsechny zobrazené grafy znazoriuji graf primitivni funkce F(z) k funkci
f(z) = sinx. Pro piehlednost je funkce f(x) zobrazena pouze na intervalu (0, 27):

F(x) = —cos(x) + —1"

2 0 ™ IR NOEN 32 o

Obrazek 2.5: Applet — konstanta
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Terminologie

Primitivni funkci F' k funkei f na intervalu (a;b) zapisujeme takto:

Neuréity integral

i
|
|
4

Integracni znak : IntegraCni
konstanta
Integrovand funkce Integracni Primitivai funkce

(integrand) proménnd

Obrazek 2.6: Symbolika
Postup, pfi kterém hledame primitivni funkci, pak nazyvame integrovani nebo
integrace. Hledame-li primitivni funkci F' k dané funkci f, fikdme téz, ze poc¢itame

neurcity integral.

Zapis

/f(oc) dz

wheurc¢ity integral funkce f(z) podle proménné z“.

¢teme takto:

Poznamka 2.2.1. Ovéfeni spravnosti vypoctu neurcitého integralu provadime
zderivovanim vysledné primitivni funkce.

Pozor! Ke kazdé funkei f nemusi na daném intervalu (a;b) existovat primitivni
funkce. Jinymi slovy, ne kazdou funkci lze integrovat.

Véta 2.2.2. K funkci f existuje na intervalu (a; b) primitivni funkce pravé tehdy,
kdyz je f na tomto intervalu spojita.

2.2.3 Pravidla pro vypocet neurcitého integralu

Tabulka vypocetnich vzorct

Nésledujici tabulka piehledné shrnuje vzorce, podle kterych uréime primitivni
funkce zékladnich funkci. Pfipomenme, Ze ¢ ve druhém sloupci znaci integrac¢ni
konstantu.
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funkce f [ f(z) de = F(z) + ¢ | podminky platnosti
vzorce v € Dy

1. y=0 JO0dz=c r € (—00;+00)
2. y=1 [ldz=[d=z+c¢ |z€(—00;+x)
3. y=a",neN fx”d:f:f—i-c z € (—00;+00)

4. |y=2" ke Z\{-1} fx"/’dxzfﬁ%—c z € (0; +00)

5. |y=a",re R\{-1} fx”dx:f,::l#—c zr € (—o0;400) pror > —1
z € (0;400) pror < —1

6. y=1 [Ldz=Inlz|+c x € (—o00;0) U (0; +00)
7. y=e" Jetde=e"+¢ x € (—00;+00)
8. y=a*,a>0a#1 faxdx:%%—c x € (—00; +00)
9. y=sinx [sinz dz = —cosz +c¢ | x € (—o0; +00)
10. Y = CcoszT Jcosz dz =sinz +¢ |z € (—o0;+00)
11. Y= [ de=tga+ec 936ng<(21€—1)§;(21{:+
13)
12. y = Sml% [ sinl% dr = —cotgwz+c |z € kUZ(lmr; (k+1)m)
€

Tabulka 2.1: Tabulka vypocetnich vzorcu
Uvedenou tabulku si muzete stahnout ve formétu .pdf zde.

Véty pro vypocet neurcitého integralu

Pti urcovani primitivnich funkci ovSem pracujeme s komplikovanéjsimi piedpisy
funkci. Pro tyto ptipady budeme neurcity integral ur¢ovat s pomoci nasledujicich
vet,.
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Véta o vytknuti konstanty

Véta 2.2.3. Je ddna funkce f, ke které na intervalu (a;b) ezistuje neurcity inte-
gral [ f(xz) dz a ddle libovolnd redlnd konstanta k.
Pak ezistuje na intervalu (a;b) také neurcity integrdl [ kf(z) dz a plati:

/kf(x) dx:k/f(x) dz

Poznamka 2.2.2. Zjednodusené fikame, ze pokud je funkce nasobend konstantou
(tj. ¢islem), lze tuto konstantu vytknout pied integral a vynésobit ji az vysledek
vypoctu.

Piiklad 2.2.2. Vypocitejte [ 2z da.

Reseni
Ulohu fesime s vyuzitim vzorce 8 a Véty o vytknuti konstanty. Nejprve vytkneme

konstantu:
/23: dzr = 2/1: dx

V dalsim kroku konstantu jen opisujeme a pocitame f x dx. Podle vzorce 3 plati
(n=1):

. pRES|
2 de =2-
/x x T

Algebraickymi upravami pak dostaneme

a na zaveér nezapomeneme piipsat integra¢ni konstantu. Tedy

/2xdx=x2+c.

Poznamka 2.2.3. Pii vypoctech obvykle misto o' piseme jen z.

Véta o integraci souc¢tu

Véta 2.2.4. Jsou dany funkce f, g, ke kterym na intervalu (a; b) existuji neurcité

integraly [ f(z) dz, [ g(z) d.
Pak existuje na intervalu (a;b) také neur¢ity integral [[f(z) + g(z)] dz a plati:

Ju@ + gl do = [ ) do+ [ o) da

Poznamka 2.2.4. Vétu lze rozsitit pro libovolny pocet integrovanych funkei.

Poznamka 2.2.5. Zjednodusené tikame: Integral souctu funkei je soucet inte-
gralu jednotlivych funkei.

Piiklad 2.2.3. Vypocitejte [(sinz + /x) dz.
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ReSeni
Ulohu fesime s vyuzitim vzorce 9 a vzorce 5 a Véty o integraci souctu.
Nejprve prepiSeme integral souc¢tu funkcei jako soucet integrali:

/(sinx%—ﬁ) dx:/singc d:C—I—/\/de

V dalsim kroku integrujeme kazdy s¢itanec zvlast. Prvni podle vzorce 9 a druhy

. . 1 .
podle vzorce b, pFicemz si uvédomime, Ze plati \/r = x2, tedy n = % Integrujeme
takto:

p3tl
/sinx dx+/\/5da:: (—cosz) + +——+c¢
5+1
Algebraickymi tpravami pak dostaneme:
3

x2 x3

T—cosm+c:27—cos:c+c

2

Tedy
3
/(sinx—i— V) dr = 2@ —cosx + c.

Véta o integraci rozdilu

Véta 2.2.5. Jsou dany funkce f, g, ke kterym na intervalu (a; b) existuji neurcité

integraly [ f(z) dz, [ g(x) dx.
Pak existuje na intervalu (a;b) také neurcity integral [[f(z) — g(z)] dz a plati:

Jur@ =~ gta) do= [ 1) do = [ gta) da

Poznamka 2.2.6. Vétu lze rozsitit pro libovolny pocet integrovanych funkei.

Poznamka 2.2.7. Zjednodusené tikdme: Integral rozdilu funkei je rozdil inte-
grali jednotlivych funkei.

Priklad 2.2.4. Vypocitejte [ (% - 1) dz.
Reseni:

Ulohu feime s vyuzitim vzorce 2 a vzorce 6 a Véty o integraci rozdilu.
Nejprve prepiseme integral rozdilu funkei jako rozdil integrali:

/(£—1) dx—/%dx—/ldx

V dalsim kroku integrujeme mensenec i mensitel zvlast. Prvni podle vzorce 6
a druhy podle vzorce 2, pficemz si uvédomime, Ze plati [1 de = [ dz. Integru-

jeme takto:
1
/—dx—/ de=In|z| —x+c¢
x
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Tedy

/(i—l) dz =lnlz| -z +c.

Dalsi ulohy na procviceni vypoéti z této kapitoly najdete v sekci Ulohy.

2.2.4 Metoda per partes

Metoda per partes je jedna ze dvou zakladnich integra¢nich metod, které se pouzi-
vaji na stfedni skole. Nazev per partes napovida, Ze se jedna o integrovani po
cdstech. Tato metoda se pouziva pro integraci sou¢inu (resp. podilu) dvou funkei.
Vzorec, podle kterého integrujeme, je odvozen z derivace soucinu dvou funkei.

Véta 2.2.6. Jsou dany funkce u, v, které maji na intervalu (a; b) spojité derivace
u’, v’'. Na tomto intervalu plati:

Poznamka 2.2.8. Uvedeny vztah zapisujeme stru¢néji ve tvaru:

/uv’dx:uv—/u'vdm

Odvozeni vzorce pro per partes

Uloha 2.2.2. Vzpomeriite si na vzorec pro derivaci soucinu dvou funkci. Aplikujte
na nej algebraické upravy a integrujle tak, abyste dostali vyse uvedeny vztah pro
per partes.

S védomim mirné matematické nekorektnosti budeme pro tucely nadzorného vy-
svétleni pribéhu diikkazu nyni na vztah pro derivaci souc¢inu nahlizet jako na
rovnici.

e Vztah pro derivaci soucinu vypada takto:

(uwv) = u'v +uv'
e Oba vyrazy nyni integrujeme:

/ () = / v+ / !

e VSimneme si, Ze na levé strané rovnice vyraz derivujeme i integrujeme.
Ziskdvame tedy puvodni vyraz:

uvz/u’v—l—/uv'

e Nyni jiz jen pfevedeme jeden integral z pravé strany rovnice na levou:

uv—/u’v:/uv’
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e A na zavér zaménime levou a pravou stranu rovnice a doplnime, podle jaké

proménné integrujeme:
/uv’ dx:uv—/u’vdx

Jak jiz bylo uvedeno, metoda per partes se pouziva tehdy, kdyz méme integrovat

sou¢in (podil % chapeme jako soucin f(z) - Tlr)) Jeden ¢initel budeme vzdy

derivovat a druhy integrovat.

Pouziti vzorce

Pro integraci si zpravidla vybirame ten cinitel, ktery lze snaze integrovat, a de-
rivujeme Cinitel, jehoz derivaci ziskame jednodussi vyraz.

éinitel, ktery budeme derivovat, oznacime u, jeho derivaci pak u'. éinitel, ktery
budeme integrovat, oznac¢ime v’ primitivni funkci pak v. Poté uz v8e jen dosadime
do vztahu.

Pouziti metody per partes si nyni nazorné ukazeme na nékolika FeSenych prikla-
dech.

Piiklad 2.2.5. Vypocitejte [xsinx dz.

ResSeni

Pred integraci si musime nejprve rozmyslet, ktery ¢initel budeme integrovat a ktery
derivovat. Obvykle integrujeme ten ¢len, ktery lze integrovat snaze, a derivujeme
ten clen, jehoz derivaci dojde ke zjednoduSeni celého vyrazu. V naSem pripadé je
vyhodnéjsi

e derivovat vyraz x, protoze se derivaci zjednodusi (proménné x ,zmizi*):
=1
e integrovat vyraz sin x, protoZe jeho integrace je velmi snadné podle vzorce:

/sinx dxr = —cosz + ¢

Oznacme tedy:

U=2x v =sinx

u =1 V= —COSZT

Aplikace metody bude tedy probihat takto:
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f'u,- v oder=wu - v — f’uf . v dr
Jf xr-sinrdr=—r- -cosr — f l.({—coszx)dr

Obrazek 2.7: Aplikace metody per partes

Déle uz integral vypocitame pomoci tabulky vzorci a vét pro vypocet neurcitého
integralu:

—x~cosa:—/1~(—cos:c) dx:—:c-cossc—i-/cosx de = —z-cosx+sinx+c=

=sinx —x-cosSx + ¢
Za4ver:

/a:‘sinx dr =sinz —x -cosx + ¢

Mnemotechnickd pomiicka

Pro zapamatovani vzorce pro per partes existuje nékolik mnemotechnickych po-
miucek. My si ukdZzeme pomiicku zalozenou na grafické podobé zobrazovani u a v.

V predchozim piikladu jste vidéli, ze funkce u a v zapisujeme do schématu ve
tvaru obdélniku, pfi¢emz v kazdém jeho rohu je jedna funkce a jeji ,tvar p¥ed/po
derivaci“. Pokud budete funkce u a v zapisovat timto zpusobem, vzorec sestavite
podle Sipek takto:

Obrazek 2.8: Mnemotechnicka pomitcka pro per partes

/ uv’ dx = uv — / u'v dx

Obrazek 2.9: Vzorec pro per partes

Piriklad 2.2.6. Vypocitejte [ xe® dx.

Reseni
V tomto ptikladu je vyhodné:

e integrovat vyraz e¢”, protoze jeho integrace je velmi snadné:
/ e"dr=¢e"+c

64



e derivovat vyraz x, protoze se derivaci zjednodusi (proménné x ,zmizi*):

=1

Aplikace metody bude tedy probihat takto:

/xezdﬁzxez—/l-ezdx:

Déle uz integral vypocitame pomoci tabulky vzorci:
=ze® —e"+c=e"(r—1)+c¢
Zaver:

/xex de=¢€"(x—1)+c¢

Dalsi moZnost vyuziti metody per partes

Metodu per partes lze Gspésné vyuzit i pii integraci funkce, jiz nelze na prvni
pohled zapsat ve tvaru soucinu ¢i podilu, a kterou jinak integrovat neumime, ale
umime ji snadno derivovat. Piikladem takové funkce je y = Inx. Regen{ si opét
ukédzeme krok po kroku.

Priklad 2.2.7. Vypocitejte [Inz dx.

ReSeni
Vyraz si vhodné pifepiSeme tak, aby obsahoval soucin:

/lnxdx:/l-lnxdx

Dale uz integrujeme pomoci metody per partes. V tomto piikladu je vyhodné:

e derivovat funkci In z, protoze derivace Inz je snazsi nez integrace:

1
nz) ==
(Inx) .

/ldx:x+c

e integrovat konstantu 1:
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Aplikace metody bude tedy probihat takto:

/lnxdx:/l-lnxdx:az-lnx—/x-ldx:
x

Déle uz integrujeme podle tabulky vzorcii a vét pro vypocet neurcitého integralu:
:x-lnm—/l dz=z-Inzx—z+c=z(lnz—-1)+c
Zavér:

/lnx dz =z(lnz—-1)+c

Dalsi ulohy na procviceni postuptt z této kapitoly najdete v sekei Ulohy.

2.2.5 Substitu¢ni metoda

Substitu¢ni metoda je druha z integra¢nich metod, které pomahaji pii reSeni kom-
plikovanéjsich integrali. S metodou substituce jste se setkali jiz difve pii feSeni
riznych typt rovnic. P¥i jejim pouziti hraje zasadni roli derivace funkce, kterou
substituujeme.

Pouzitim substitu¢ni metody zjednodusime slozitéjsi integral, a poté se vratime
zpét k ptivodnimu integralu.
Véta o substituci

Véta 2.2.7. Necht funkce F'(t) je primitivni funkei k funkei f(¢) v intervalu
(c; B). Necht funkce t = g(x) méa derivaci ¢'(z) v intervalu (a,b). Pro kazdé
z € (a;b) necht hodnota g(x) patii do intervalu (o; 3).

Pak v intervalu (a;b) je funkce F'(g(z)) primitivni funkeci k funkei f(g(x)) - ¢'(z),
.

[ Ho@)) - g(@) do = Plgo) + ¢
Diikaz uveden v podkapitole ,, Dikazy“.

Poznamka 2.2.9. VySe uvedenou vétu pouzivime casto také ve tvaru

/ F(9(2)) - ¢'(a) da = / F(t) dt = F(t) +c.

Zjednodusené tikdme: SloZenou funkci miZeme pomoci substituce prevést na je-
dnodussi a najit integrdl této jednodussi funkce.

Pouziti substitu¢ni metody si ukdZzeme na nasledujicim piikladu. Ten vyfeSime
s vyuzitim dvou riaznych zapist postupu.
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1. Prvni odpovida Vété o substituci tak, jak je formulovana vyse.

2. S druhym, vice zjednodu$ujicim, se castéji setkate v literatute pro SS (napf.

31)

Zdiraznéme, Ze se jedna o dva rizné zapisy (nikoli rozdilné metody), v obou
pripadech se tedy musime dostat ke stejnému zavéru.

Piiklad 2.2.8. Vypocitejte [(5xz+ 7)% dx.

Reseni

Vime, zZe ptiklad by pro nas bylo velmi snadné vytesit, kdybychom umocnovali
jednoclen a ne dvojclen jako v tomto ptripadé. Pro integraci mocniny méme totiz

vZorec: "
:ET
/ " dx = +c

Vyhodna by tedy pro nas byla substituce za vyraz uvniti zavorky:

t=b5x+7

1. zptisob zapisu

Je takovato substituce vhodna podle Veéty o substituci?

t=g(x)=(bx+7)

Z Véty o substituci vime, Ze se jednd o ,kombinaci substituce a jeji derivace®,
urc¢ime tedy tuto derivaci:

dt =¢'(z) dz =5 da

Vratme se opét k Véte o substituci a srovnejme s ni dosavadni postup.

/ (8(x) - g(x) dx = f f(t) dt
] (5x+7)% 5 dx = / t% dt

Obrazek 2.10: Substituce 1

/(5x+7)8-5dx:/t8 dt

Srovnejme tyto vyrazy se zadanim piikladu: ,Vypocitejte [(5x+7)% da.. Zadany
integral ziskaAme tGpravou vySe uvedeného vztahu takto:

Nyni vime, Ze:
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t5dt = /(5:1:+7)8-5d$ /:5

U] =

——

t8dt = /(5x+7)8 dx

Tedy plati:

5x+ 78 de =1 [t dt
5

2. zpuasob zapisu (obvyklejsi v literatuie)

Zkusme dosadit do integralu nasi substituci ¢t = 5z + 7:

/(5x+7)8 d:c:/tg dx

Vyse uvedeny vztah ziejmé neni v poradku. Integraci podle x nelze nahra-
dit integraci podle ¢ pouhym pfepsanim dz na dt. Dobfe provedena substituce
se tedy sklada nejen z vhodné zvoleného vyrazu, za ktery substituujeme, ale
také ze spravného nahrazeni integra¢ni proménné. Toto nahrazeni si nyni na-
zorné ukazeme.

7 Vely o substituct vime, 7e se zde pracuje se ,substituci a jeji derivaci®.
Abychom ziskali tuto derivaci, podivame se na ptedchozi vztah jako na rovnici a
obé jeji strany zderivujeme.

t = dx+7
dt = 5Hdz

Nyni jiz zname vztah mezi dxr a df. Pro spravné nahrazeni dt za dx tedy cely
integral vynasobime % (vydélime péti).

Do integralu dosadime celou substituci:

S +7)8de =1 [1® dt

Dvéma odlisnymi zpiisoby zapisu jsme tedy, jak jsme predpokladali, dostali
tentyz integral proménné t. Ten uz snadno vypocitidme. Nejprve pouzijeme vzorec
pro integral mocniny:

1 [ 4 1 8 1 ¢ t?
— | t°dt = —i—c:g-g—i—c———kc

5 5 8+1 e
Nakonec nesmime zapomenout dosadit za ¢, kde t = 5z + 7:
t9 e (5z +7)° N
57T 45 ¢
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Zavér:
(5z +7)°

/(5x+7)8 d$:T+c

Ovéfeni spravnosti vypoctu provedeme derivaci vysledku:

(5z +7)° ' 9Bz +T7)%-5 455z +7)% 3
( 15 +C> - 15 =5 0eED

Ne vzdy je ale integrace sloZzené funkce takto jednoduché. P#i $patné zvolené
substituci nebo p¥i nevhodném pouziti této metody muzeme integrovany vyraz
naopak zkomplikovat, coz si ukazeme na dalsim prikladu.

Priklad 2.2.9. Vypocitejte [tg x du.

Regeni
V tabulce vzorci neni vzorec pro integraci funkce y = tg x. Proto si tuto funkeci
prepiseme jako podil funkei sinx a cosz:

/tgwdx:/smx dx
cosx

Uvédomme si, Zze podil mtuzeme zapsat také jako soucin, ktery potiebujeme pri
pouziti Veéty o substituci:

sinx ) 1
dr= [ sinz - dx
cos T cos T

1. zpusob zapisu

Musime si rozmyslet, jakym zptisobem zvolime substituci. VSe bude opét vychazet
ze znamého vztahu

/f(t) dt = /f(g(x)) g (x)de = F(t) +c.

Poznamka 2.2.10. Vhodn4 substituce se vzdy urc¢uje pro konkrétni zadéani!

Nize si ukdzeme obé moznosti substituce, pficemz vhodna bude pouze jedna,
u druhé ,,dojdeme do slepé ulicky“.

1. Volime substituci ¢t = sin z:

t = g(x) = sinx
dt = ¢(x)dzr = coszdx

Pro takto zvolenou substituci je ziejmé f(g(x)) = g(x). (sinx uz je presné
ve tvaru, ktery mame zadany.)

Podle Veéty o substituci dostavame:
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/ (g(x) - g(x) dx = / f(t) dt
/ sin x - cos x dx :/ t dt

Obrazek 2.11: Substituce 2

Nyni vime, ze

/sinx'cosa: dx:/tdt

Srovnejme tyto vyrazy se zadanim integrélu: [sinz - —— da. Zadany in-
tegral nelze z vySe uvedeného vyrazu snadno ziskat, tato substituce tedy

nebyla vhodna.

. Volime substituci ¢t = cos x:

t = g(x) = coszw
dt = ¢(x)dr = —sinzdr
Pro takto zvolenou substituci je ziejmé f(g(z)) = ﬁ. (Abychom z vyrazu

cosx vytvorili fraclcosz, coz mame zadané.)

Podle Veéty o substituci dostavame:

f . g(x) dx :/f(t)dt
[ o[ L

Obrazek 2.12: Substituce 3

1 1
/ - (—sinx) dx:/—dt
COsS T t

Srovnejme tyto vyrazy se zadanim integralu: f sinx -
gral ziskame tpravou vyse uvedené rovnice takto:

Nyni vime, ze

1
cos T

dz. Zadany inte-
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/%dt - /Colsx-(—smx) de /- (=1)

1 1
—/—dt = / -sinz dx
t CcoS T

Tedy plati:

[ -sinxdx:—f%dt

COos T

2. zpisob zapisu (obvyklejsi v literatuie)

Opét si musime rozmyslet, jakym zptisobem zvolime substituci. Znovu rozebereme
obé moznosti. Pfipomenme, Ze feSime integral

1 :
-sinz dx
CcoS T

1. Volime substituci ¢ = sin z:

t = sinx

dt = cosz dzx

Aby nedochéazelo k situaci, kdy dosazenim substituce ziskime v jednom inte-
gralu soucasné proménnou z i substitu¢ni proménnou ¢ (viz predchozi piiklad),
provedeme pied dosazenim substituce do integralu néasledujici pomocny vypocet.

Pomocny vypocet:

Upravime vyraz vznikly dosazenim do integrélu za proménné ¢ a dt. PTi tom se

budeme snazit ziskat takovy vyraz, kde se nachazi jen proménnd ¢, respektive dt.
1 1

-sinz dx = -t dt=t- 5 dt
CcoS T CcoS T CcOS T cos?

Vidime, 7e vyraz nelze zadoucim zptisobem upravit. Tato substituce tedy neni
vhodna.

2. Volime substituci ¢ = cos z:

t = cosx
dt = —sinz dz
Pomocny vypocet:
. 1 1
-sinz dxr = — -sinx - . dt = —— dt
cos I t —sinx t
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Upravou vyrazu doslo k iplnému odstranéni proménné x. Takovyto vyraz jiz lze
integrovat. Dostavame:

[ -sinﬂcdx:—f%dt

Cos T

Ziskany vyraz jiz snadno integrujeme podle vzorce z tabulky.

Integral vyfesime podle vzorce:

1

Nakonec nesmime zapomenout dosadit za ¢, kde ¢t = cos x:

—In|t|+c=—1In|cosz| + ¢
Zaver:

/tgxdx:—ln]cosx|+c

Ovéfeni spravnosti vypo¢tu provedeme derivaci vysledné primitivni funkce (de-
rivujeme sloZenou funkci):
1 sin x

— (—sinzx) = =tgx
cos T cos T

Poznamka 2.2.11. Z Prikladu je ziejmé, Ze nalezeni vhodné substituce je
pro pouziti substituc¢ni metody stézejni.

(—In|cosz|+¢) =

Poznamka 2.2.12. Nadile na téchto strankdch budeme pouzivat 2. zpusob
zapisu feSeni, jelikoz je obvykly ve stfedoskolskych u¢ebnicich. Studentim s hlubsim
zdjmem o matematiku nicméné doporucuji podrobnéjsi prostudovani 1. zptisobu
zapisu feSeni.

Odhad vhodné substituce je otazkou cviku. Cim vice prikladi vypocitate, tim
snaze naleznete vhodnou substituci.
Dalsi alohy na procviceni vypocta z této kapitoly najdete v sekci Ulohy.

2.2.6 Ulohy s komentafem

Tato kapitola obsahuje tesené tlohy se slovnim komentafem, ve kterych jsou
ukazany rizné metody reSeni integralu.

Stejné tlohy bez slovniho komentare, tedy pouze krokované, a dalsi podob-
né tdlohy, jsou uvedeny v menu stru¢né nazvaném Ulohy.

Ulohy nejsou déleny podle metod, abyste se sami pokusili vhodnou metodu stanovit.

Regenf je krokované, tj. v kazdém kroku se zobrazi jen jeden néasledujici krok
vypoctu. Doporucuji Vam nezobrazit hned celé feSeni, ale pouzivat jednotlivé

kroky pouze jako napovédu.

Reseni tdlohy je uvadéno bez ovéfeni spravnosti. Pro ovéfeni spravnosti vypoctu
nalezenou primitivni funkci derivujte.
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Uloha 2.2.3. Vypocitejte [z cosz da.

e V tloze vidime soucin dvou ciniteld, pricemz neplati, ze by jeden byl
derivaci druhého. Vhodné je tedy vyuzit metodu per partes.

e Nyni se musime rozhodnout, ktery ¢initel budeme integrovat a ktery derivo-
vat. V naSem piipadé je vyhodnéjsi derivovat funkci y = z, protoze ' = 1,
¢imz se integral zjednodusi.

Oznacme tedy:

e Aplikace metody bude probihat takto:
/x-cosx dx:x-sinx—/l-sinx dr =
e Daéle uz integral vypocitame pomoci tabulky vzorci:
=x-sinz 4+ cosx + ¢

o ZAvér:
/x-cosx de =2 -sinx +cosz + ¢

Uloha 2.2.4. Vypocitejte [(z* + 32 — 5z + 6) da.

e V tloze vidime soucet nékolika funkei, pouzijeme tedy vétu o integraci souc-
tu funkei.

/(x4+3x2—5:c+6) dx:/:c4d:c—|—/3:c2dx—/5:cdsc—|—/6dx:

e Tam, kde je to mozné, vytkneme konstantu ptfed integral:
:/x4 dx+3/x2 dx—5/x dm+6/1dx:
e Déle uz integral vypocitame pomoci tabulky vzorci:
x® 3 x?
=—+3-——-5-—+6
5 + 3 5 + 6z +c
o Zaveér:
4 2 a® 3 9 o
(x* + 32" — bz +6) dx:E—irx - 52 + 6z + ¢
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Uloha 2.2.5. Vypocitejte [ cos? x dz.

e Pro funkci y = cos? z nemame k dispozici zadny vzorec v tabulce. Musime

tedy pouzit jednu z integra¢nich metod. Uvédomme si, Ze cos?z = cos -
- COS .

e Nyni se musime rozhodnout, kterou metodu pouzijeme. Rozebereme si obé
moznosti:

1. Substitu¢ni metoda

a.t=cos’x

t = cos’w
dt = 2-cosx-(—sinz) dz

Po dosazeni do integralu ziskdme nésledujici vyraz:

1
/t-,— dt
—2sinx cosx

Vidime, 7Ze jsme vyraz nezjednodusili, ale naopak jsme ziskali vyraz
obsahujici dvé proménné (x a t). Tato substituce tedy neni vhodna.

b. t =cosx

t = cosx

dt = —sinzdx
Po dosazeni do integralu ziskdme nésledujici vyraz:

1
/t- — dt
—sinx

Opét mame vyraz obsahujici dvé proménné (x a t). Tato substituce
tedy také neni vhodna.

2. Metoda per partes
V pripadé této metody vyuZzijeme vyjadieni druhé mocniny pomoci
soudinu: cos’xr = cosz - cosx. Vidime, Ze oba ¢initelé jsou stejni,
nezalezi tedy na tom, ktery budeme derivovat a ktery integrovat:

U = COST v = cosx

uw = —sinx v=sinx

/cos:c-cosx dx:cosx-sinx—/sinx-(—sin:c) dz =
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= Cosx-sinx+/sin2x dz

Vypada to, zZe touto metodou ziskdme integral, ktery lze vypocitat.
V piipadé integralu [ cos®z dz jsme netspésné aplikovali substituéni
metodu. Je tedy pravdépodobné, Ze substituéni metoda by byla ne-
Gspésna také v pifpadé [ sin®? x dz. Také tento integral se pokusime
pocitat metodou per partes (pouZijeme ji znovu).

Opét si druhou mocninu vyjadiime jako soucin dvou stejnych ciniteli:
sin?2 = sinx - sinz, nezalezi tedy na tom, ktery ¢initel derivujeme a
ktery integrujeme:

Cosx-sinx+/sin2x dx =

U =sinx v =sinx

u = cosx V= —CoSx

=cosx-sinx —sinx - cosx — /(—COSQI) dz

Uvédomme si, co jsme zatim vypocitali:

/COSQJ] dx:cosx-sinx—sinx-cosm—l—/cost d.I:/COSQl’ dx

Zdanlivé se to¢ime v kruhu a opét musime pocitat puvodni integral ze
zadané funkce. Pokusme se podivat na tuto ¢ast vypoctu jako na rovnici.

Ziskavame:
/c082$ dr = /coszx dx
Metoda per partes tedy v tuto chvili nebyla vhodné.

3. Nyni zkusime vyuZit zndmého vzorce pro goniometrické funkce sin? z+
+cos?z =1 a piepsat vyraz jako cos?z = 1 — sin? z. Tedy méame:

/coszzc dz = /(1 —sin*z) dz

Nejprve pouzijeme vétu o rozdilu integrali:

/(1—sin2x) d:r;—/l dx—/sian dr =

Déle vytesime prvni integral podle tabulky vzorci a druhy vypocitdme
metodou per partes:

75



U =sinx v =sinx

u = cosx V= —COSZ

=z — [—sinx-cosx—/(—cost) dx} :x+sinx-c0sx—/cos2x dz

Zrekapitulujme si, co jsme doposud spocitali:

/0052:1: dx:$+sina:-cosa7+c—/0082:v dz

Opét se podivame na dosavadni Feseni jako na rovnici a pievedeme [ cos® z dzx
na jednu stranu:

2/(:05256 dr =2 +sinx -cosx +c¢

Nyni uz staci jen celou rovnici vydélit dvéma a mame vysledek:

1
/COS2ZE dz = 5 (x +sinx - cosx + ¢)
Uloha 2.2.6. Vypocitejte i lnTx dx.
e Podil piepiSseme jako soucin:
Inx 1
—=Inz- -
x x

Tedy:

| 1

ﬂdx:/lnx-—dx
T

T

e Oba ¢initelé maji mnoho spole¢ného — derivaci In z ziskdme %, naopak inte-
graci = dostaneme In |z|. Nyni se pokusime piiklad fesit obéma integra¢nimi
metodami.

1. Substitu¢ni metoda
Podle vyse uvedené tvahy by mélo byt zfejmé, jak vypada vhodna substi-
tuce:

t = lnzx
1
dt = —dx
T
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Pomocny vypocet bude vypadat takto:

1 1
Inz-—de=t-—-xzdt=tdt
x x

Integrujeme podle tabulky vzorci, pak je:

t2
tdt = —
/ 2—1—0

Nakonec nesmime zapomenout na dosazeni, ¢t = In z:

2 n Inz
J— c =
2 2

1 2
/ nz e
. Metoda per partes

Nejprve uréime, ktery ¢len soucinu budeme derivovat a ktery integrovat.
Rozhodnuti vychazi z prvotni Gvahy na zacatku feSeni tlohy:

/mldx—/lnm-ldx:
x

+c

Zaver:

u == v =In|z|

1
=Inx-In|z| —/—-ln\x] dx
x
Jiz ze zadéni je ziejmé, ze x > 0. Absolutni hodnotu tedy muzeme vynechat:

1 1
zlnx~lnx—/—-lnxdlenzx—/—-lnxdx
x T

Vidime, 7ze bychom déale pocitali znovu stejny integral. Na vypocet se tedy
podivame jako na rovnici a pievedeme [ % -Inx dz na jednu stranu.

1
2/—~lnx der =In*z +c¢
x
Nyni uz staci jen celou rovnici vydeélit dvéma a dostavame vysledek:

/ln—xdx— <1n2x+c>

V tomto ptipadé tedy obé metody vedly ke spravnému vysledku.
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Uloha 2.2.7. Vypocitejte f m dx.

e Nejprve pirevedeme podil na soucin takto:

e Nyni pouzijeme vétu o vytknuti konstanty a vytkneme cislo 7 pred integral:

e Uvédomime si, jakym zpusobem lze napsat jmenovatele zlomku pomoci
mocniny:

7/@ dw:7-/(m+5)_6 do

e Ziskali jsme vyraz umocnény na —6. Pti srovnani vyrazu s tabulkou vzorci
zjistime, Ze je zde uveden vzorec pro y = z”. Bylo by tedy vhodné pouzit
substituci tak, abychom v integralu misto mocniny mnohoc¢lenu méli jen
mocninu promeénné.

Oznacme tedy:

t = z+45
dt = 1dz
Dosad me:
7-/(x+5)—"' da:z?-/t_ﬁ dt
e Nyni uz snadno integrujeme podle tabulky vzorci, r = —6 (uvédomime si,
7ze —6 + 1 = —5) a upravime:

t=° 7
-6 o .
7'/t dt—7'_—5+0——§+0

e Na zavér dosadime za t, t = x + 5:

S S—,
5t5 ~ 5(z+5)5

o ZAvér:
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Uloha 2.2.8. Vypocitejte [ 2%e* dx.

e Integral obsahuje soucin dvou funkci, ktery nelze dale zjednodusit. Pouzi-
jeme jednu z integrac¢nich metod.

e Derivaci jednoho z ¢initelt nevznikne druhy ¢initel (ani jemu podobny) ¢len.
Vhodnéjsi bude vyuzit metodu per partes.

e Rozhodneme se, ktery ¢initel budeme integrovat a ktery derivovat. Oba
¢initele je mozné integrovat i derivovat, rozhodnuti tak zalezi na tom, co
je vyhodnéjsi. JelikoZ je jednim ¢initelem z?, bude vhodné tento &initel
derivovat, ¢imz snizime stupen mocniny. Integraci ¢initele e¢* nalezneme
v tabulce vzorcu. Pocitame:

/xzex dz = 2%e* — /2xex dx

e Vyuzijeme vétu o vytknuti konstanty:

x2e® — /Qxe:” dz = 22" — 2/:1:6m dz

e /iskali jsme integral soucinu, pficemz se nam podafilo snizit mocninu u x.
Pokud opétovné pouzijeme metodu per partes, ¢len x nam ,zmizi“. Kon-
stantu vytknutou pfed integralem zatim opisujeme:

r2e® — 2/3:69” dz = 22" — 2(1‘636 — /ew dx)

e Integral jiz nyni snadno vypocitdme a upravime:

e’ —2(;56’” - /ew da:) = 2%e” —2ze” + 2" +c=e"(2* —22+2) +c

o Z4vér:
/xge“” dr =e"(2* =224+ 2) +¢
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2.2.7 Ulohy

V této kapitole jsou uvedeny nékteré stejné tulohy jako v predchozi ¢asti. Lisi se
v tom, Ze krokované feSeni je zde uvedeno bez slovniho komentare.

Pokud Vam jakykoli krok vypoctu nenf jasny, jeho vysvétleni naleznete v kapitole
Ulohy s komentaiem, kde je feSené bud totozné tloha, nebo uloha obdobna.

Resent tlohy je uvadéno bez ovéreni spravnosti. Pro ovéfeni spravnosti vypoctu
nalezenou primitivni funkci derivujte.
Uloha 2.2.9. Vypocitejte [z cosz dx.
Regent:
/x-cosx dr =2z -sinx 4 cosx + ¢
Podrobné Feseni se slovnim komentarem viz Uloha [2.2.3]
Uloha 2.2.10. Vypocitejte [(z* + 32 — 5z + 6) da.
Regent:

5

5
/(x4+3:c2—596+6) dx:%+x3—§m2+6x+c

Podrobné feSeni se slovnim komentafem viz Uloha [2.2.4]
Uloha 2.2.11. Vypocitejte [ cos?x dz.
Regeni: .

/COSQJZ de = 3 (x 4+ sinz - cosx + ¢)

Podrobné feSeni se slovnim komentarem viz Uloha

Uloha 2.2.12. Vypocitejte i me dx.

1 2
/Edz— x+c

Podrobné fegeni se slovnim komentaiem viz Uloha

Reseni:

Uloha 2.2.13. Vypocitejte [ =L da.

(@+5)8 +5)
Regent:
/ ’ d +c
- r=
(x+5)8 5(x +5)°
Podrobné Feseni se slovnim komentarem viz Uloha [2.2.7]
Uloha 2.2.14. Vypocitejte [ x%e* dx.
Regent:
/xQe“” dr =e"(2* =224+ 2) +¢

Podrobné feSeni se slovnim komentarem viz Uloha
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Uloha 2.2.15. Vypocitejte [ ZH2545 dy.
Regent:

3x? 3 5 T
Regeni obdobné tlohy se slovnim komentafem viz Uloha m

Uloha 2.2.16. Vypocitejte [ e*cosz da.

5 +222 45 1 x® 5
—d:cz—-(——l—2:c——)—|—c

ReSen:
x 1 x :
/e cosx dx = 53¢ (sinz + cosz) + ¢
Reseni obdobné tlohy se slovnim komentéiem viz Uloha m
Uloha 2.2.17. Vypocitejte [ e** du.

1
/BQ:E de = —e* +¢
2
Resent obdobné tilohy se slovnim komentafem viz Uloha
Uloha 2.2.18. Vypocitejte [ sinbx dx.

Reseni:

Regent:

/sin5x dr = —lcos5x+c

5
Regeni obdobné tlohy se slovnim komentafem viz Uloha
Uloha 2.2.19. Vypocitejte [sin’x cos®z dz.
Regent: L -
/sin2x cos® x du = sy S +c
3 5

Regeni obdobné tilohy se slovnim komentafem viz Uloha m

Uloha 2.2.20. Vypocitejte [ dz.

_T
z24+1

Reseni:

1
/x;j—l dx:§1n|x2+1|+c

Reseni obdobné tilohy se slovnim komentafem viz Uloha
Uloha 2.2.21. Vypocitejte [(5z +7)% dx
Resent:

/(5x+7)8 de = Wch

Podrobné feseni se slovnim komentéfem viz Piiklad v kapitole Substituc¢ni
metoda.

Uloha 2.2.22. Vypocitejte [z -sinx dx.
Resent:
/x-sinx dr =sinz —x -cosx + ¢

Podrobné feSeni se slovnim komentéarem viz Piiklad v kapitole Metoda per
partes.
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2.2.8 Drtkazy

Nize jsou uvedeny diikazy nékterych vét uvedenych v kapitole Neurcity integrdl.

Integrac¢ni konstanta

Véta 2.2.8. Je-li funkce F' v intervalu (a;b) primitivni funkei k funkci f, pak
kazdd primitioni funkce k funkeci f je ve tvaru F(x)+c, kde c je redlnd konstanta.

Dikaz

e Necht funkce F' a GG jsou dvé rizné primitivni funkce k funkci f v intervalu
(a;b). Pak v tomto intervalu plati:

F'(z) = f(x) NG'(z) = f(x).

e Dale necht je zavedena funkce H, pro kterou plati:

Jak bude vypadat derivace takovéto funkce?

H'(z) = F'(z) — G'(x).

Z definice funkci F' a G (tedy z bodu 1.) plyne:

Derivace funkce H je tedy rovna nule. Z toho vyplyva, ze

H=c¢

(Derivace konstanty je nula.)

Dosadme tento vysledek do vztahu z bodu 2:

c=F(z) - G(z)

Snadnou tpravou pak dostavame:
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Odvozeni vzorce pro per partes

Véta 2.2.9. Jsou ddny funkce u, v, které maji na intervalu (a;b) spojité derivace.
Na tomto intervalu plati:

Poznamka 2.2.13. Uvedeny vztah zapisujeme strucnéj ve tvaru:

/ /
/uv :uv—/uv

Pouzijte vzorec pro derivaci sou¢inu v - v. Ziskany vyraz dale upravte tak, abyste
dostali vyse uvedeny.

Dikaz

Poznamka 2.2.14. Pro snazsi vysvétleni provadénych tprav budeme béhem
ditkazu nahlizet na vztah pro derivaci soucinu jako na rovnici. Tento thel pohle-
du neni matematicky zcela korektni, ale pii providéni dikazu zjednodusi jeho
pochopeni.

e Vztah pro derivaci souc¢inu dvou funkci vypada takto:

() = u'v +uv'

e Vyrazy na obou stranach zintegrujeme:

/(uv)’ = /u'v+/uv’

e VSimneme si, Ze na levé strané rovnice vyraz derivujeme i integrujeme.
Ziskavame tedy ptvodni vyraz:

uvz/u’v—l—/uv'

Nyni jiz jen pfevedeme jeden integral z pravé strany rovnice na levou:

uv—/u'v:/uv'

e A na zavér zaménime obé strany rovnice a doplnime, podle jaké proménné

integrujeme:
/uv' dx:uv—/ulvdx
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Odvozeni vzorce pro substitu¢ni metodu

Véta 2.2.10. Necht funkce F(t) je primitivnd funkci k funkci f(t) v intervalu
(c; B). Necht funkce t = g(x) md derivaci ¢'(x) v intervalu (a,b). Pro kazdé
z € (a;b) necht hodnota g(x) patii do intervalu (o; ). Pak v intervalu (a;b) je
funkee F(g(x)) primitivnd funkci k funkei f(g(x)) - ¢'(x), t.

t/ﬂﬂ@fd@MHZF@@»+c
Dikaz

Pfipomeneme si vztah pro derivaci slozené funkce y = f(g(x)) v bodé xg:

[ (9(x0))) = f'(g(x0)) - ¢'(x0)

Uvazujme nyni funkci y = f(t) proménné ¢, ke které existuje na intervalu (a; )
primitivni funkce F(t), tj.

[ @ at=ruo),
neboli pro kazdé t € («a; ) plati
F'(t) = f(t).

Déle necht t = g(z). Funkce y = g(x) mé derivaci pro kazdé = € (a;b) a pro
kazdé takové x nalezi g(x) intervalu («; 3).

Dosadme nyni do funkce F'(t) za ¢t hodnotu g(x). Tim ziskdme slozenou funkci
F(g(z)). Nyni tuto slozenou funkci zderivujeme:

[F(g(x))] = F'(g(x)) - ¢'(x) =
Dosadime g(z) =t a upravime:
=F'(t)-g'(z) = f(t) - g'(x) =

a dale t = g(x):

Po upravach ziskame:

[F(g(=)]" = flg()) - 4 (x)
To tedy znamend, ze F(g(x)) je primitivni funkei k funkei f(g(x))-¢'(x). Muzeme
napsat

/ f(o(@)) - ¢'(x) dz = F(g(x)) + ¢

Na pravé strané rovnosti mame funkei F(g(z)) = F(t) = [ f(t) dt. Lze tedy
provést nasledujici zavéreénou tpravu

[ flotan) (@) o= [ 10y @t =Fio) 4
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2.3 Urcity integral

2.3.1 Motivace

Na nize uvedeném appletu je zobrazeno jablko, jehoz tvar priblizné odpovida
kouli. Reknéme, 7e chceme znat jeho objem, ale nezname vzorec pro tento vypocet.
K tomu ndm pomuze urcity integral. Prakticky vypocet si vysvétlime v dalsi kapi-
tole.

Nyni si pomoci zaskrtavacich policek a spusténi animace prohlédnéte, jak lze
aproximovat obrys jablka kiivkou.

1. Na zacatku je zaskrtnuta volba viditelnosti jablka. Zaskrtnéte takeé tlacitko
pro geometrické zobrazeni. Nyni tedy vidite polokruznici f nad kruznici se
sttedem S.

2. Dale odskrtnéte moznost zobrazeni jablka a Sipkou v levém dolnim rohu
appletu spustte animaci. Muzete pozorovat rotaci polokruznice f kolem osy
x a vykreslovani kulové plochy.

¥ Zobrazit jablko

¥ Zobrazit geometricky

Obrézek 2.13: Applet — Jablko
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2.3.2 Souctova definice urc¢itého integralu

V této c¢asti si intuitivné priblizime, co znamena pojem urcity integral. Implicitni
zavedeni zde nebudeme uvadét. Zajemci ho mohou vyhledat napt. v ucebnici [3].

Je dana funkce f(z) = e™*. Jeji graf je uveden na nésledujicim appletu. Pokusime
se aproximovat obsah ttvaru vymezeného grafem funkce f(x), osou z a pfimkou
xr = —2 obsahem obdélniki. Pro co nejlepsi odhad tohoto obsahu vyuzijeme dvé
rizné moznosti aproximace pomoci dvou typu obdélniki, jejichz jedna strana
vzdy lezi na ose x. Tyto aproximace pojmenujeme jako Dolni a Horni soucet.

1. Pojmem Dolni soucet oznac¢ime soucet obsahu téch obdélniki, jez se celé
nachazi pod grafem f(x) a jejichz pravé jeden horni vrchol se tohoto grafu
dotyka. V appletu jsou tyto obdélniky vyznacené modrou barvou.

2. Pojmem Horni soucet budeme nazyvat soucet obsahu obdélniki, jejichz
jeden horni vrchol se grafu f(z) dotyka a druhy horni vrchol lezi nad timto
grafem. V appletu jsou tyto obdélniky vyznacené zelenou barvou.

Sitka obdélniki

Vyska obdélniki je tedy dana grafem funkce f(z), $itku zvolime tak, aby ji vSech-
ny obdélniky meély vzdy shodnou, a postupné ji budeme ménit. Pocet obdélniki,
které se ,,vejdou” na dany interval, tedy pirimo souvisi s jejich sitkou. Tento pocet
je v appletu znacen jako n.

Applet

Pomoci posuvniku nebo tlac¢itka animace si prohlédnéte

e jakym zpusobem se méni soucet obsaht obdélniki nad (Horni soucet) a pod
(Dolni soucet) grafem funkce f(x) na daném intervalu (a,b), kdyz se po-
stupné zmensuje §itka téchto obdélniki;

e jak se se zmenSujici $ifkou obdélnikli k sobé hodnoty Dolnich a Hornich
soucti priblizuji;

e jak tyto soucty souvisi se skuteénym obsahem S plochy pod kfivkou na
tomto intervalu (ur¢itym integralem).
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flx) = e
7.
6_
S$=7.34 5-
Dolni soucet = 5.66
Horni soucet = 9.33 41
Rozdil souctu = 3.67
3.
2 -
n=10 \
—.— I
T T T T J 0 I 1 4 T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1 1
-2

Obrazek 2.14: Applet — Riemanntv integrél

7 appletu je zfejmé, ze vidy plati
Dolni sou¢et < Obsah S ttvaru < Horni soucet,
pii¢emz s rostoucim po¢tem obdélniki (se zmensujici se 8itkou) se k sobé tyto

hodnoty ¢m dal vice pfiblizuji (jejich rozdil se tedy zmensuje).

X

S pojmem ,,piibliZzeni se hodnoté“ jste se jiz d¥ive setkali v u¢ivu o limité funkce.
Na zékladé znalosti limit muzeme vyslovit nasledujici tvrzeni:

Definice 2.3.1. Necht f je funkce omezena v intervalu (a,b). Se vzristajicim
poctem obdélnikii, tedy s jejich zmensujici se sitkou, se hodnoty dolniho i horniho
souc¢tu limitné piiblizuji ke stejné hodnoté, oznac¢me tuto hodnotu S.

Cislo S nazyvame urcitym integralem funkce f od a do b a piSeme

S:/abf(:v) dz.

Poznamka 2.3.1. Urcity integrél S je shodny s obsahem ttvaru ohrani¢eného
funkei f(x), f(z) > 0 na (a,b), osou x a piimkami z = a, z = b.

Poznamka 2.3.2. VySe uvedeny zptsob zavedeni urcitého integralu se nazyva
Newton-Leibnitzova formule.
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2.3.3 Definice urcitého integralu

Definice 2.3.2. Necht F' je primitivni funkce k funkci f v uzavieném intervalu
I. Rozdil F(b)— F(a) funkénich hodnot funkce F' v libovolnych bodech a, b tohoto
intervalu, se nazyva urcity integral funkce f v mezich od a do b a znaci se

/a b f(z) da.

/ f(z) de = F(b) — F(a).

Urc¢ity integral je tedy realné ¢islo dané funkci f a mezemi a, b.

Zapisujeme:

Poznamka 2.3.3. V rozdilu F(b) — F(a) se integra¢ni konstanta ¢ odecte. Pri
vypoc¢tu s ni tedy nebudeme pocitat.

Poznamka 2.3.4. Uvedeny integral se nazyva Newtoniv integral.

Terminologie

Horni mez Newtonuv urcity integral

b J
fT(I) d%r,: - Hih ()
I |

Dolni mez Integrand Integracni
promeénna

Obréazek 2.15: Terminologie — urcity integral

/ ) do

Lurcity integral funkce f(z) od a do b podle proménné x*.

Zapis

¢teme takto:
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Poznamka 2.3.5. Pro ¢isla a, b muze platit a < b, b < aia=>5. Proa=2> ale
je:

/b f(z) dz = F(b) — F(b) = 0.

Pti vypoctu urcitého integralu obvykle nejprve vypocitame odpovidajici neurcity
integral, tedy bez dosazeni mezi. Postup zapisujeme takto:

/ f(z) dz = [F(2)]’, = F(b) — F(a).

Piiklad 2.3.1. Vypocitejte ff 2x dx.

Reseni

2 .
V naSem piipadé plati a = 1, b = 2, f(x) = 2z, F(x) = 2% = 2%, Pfi vypoctu
pouzijeme vySe uvedeny zapis.

2
/ 27 dv = [2?]].
1

Nyni dosadime meze. Nejprve horni mez b = 2, poté dolni mez a = 1 a vy-
pocitame:
[2?]]=2"-1*=4—-1=3

2
/2mdx=3
1

Poznamka 2.3.6. Pro vypocet urcitého integralu je tedy stéZejni dovednost
vypoctu integralu neurcitého.

Zaver:

Geometricka interpretace urcéitého integralu

Pokud f(x) je funkce spojita na intervalu (a,b), a < b, f(z) > 0, pak fab f(z) dz
udava obsah dtvaru ohrani¢eného grafem funkce f(x), osou z a piimkami z =
=a,r =Db.
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f(x) = Inx

-2

Obrazek 2.16: Geometrickd interpretace ur¢itého integralu

Vztah urcitého a neurcitého integralu

Nize je uvedeny graf znamé funkce y = sin z. Pohybujte bodem C pomoci posuv-
niku nebo animace. Vsimejte si:

1. kde se vykresluje iitvar ohraniceny grafem funkce y = sinz a osou z, jehoz
obsah je shodny se sou¢tem uré¢itého integralu pro f(x) > 0 a absolutni
hodnoty ur¢itého integralu pro f(x) < 0. Pozornost vénujte také tomu, ze
se utvar vykresluje nad i pod osou x

2. vykresleni odpovidajici ,kiivky neur¢itého integralu® (Carkovana ¢ara), tj.
ze plati [sinz do = — cosz + ¢ v kazdém bodé daného intervalu.
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0 A2

A(x) = /ab f(x) dx

Obréazek 2.17: Vztah urcitého a neurcitého integralu

2.3.4 Véty pro vypocet urcitych integrala
Véty o integraci souc¢tu a vytknuti konstanty

Pro vypocet urcitych integrali plati analogické véty jako pro integraly neurcité
(viz podkapitola Véty pro vypocet neurcitého integralu).

Véta 2.3.1. Necht f, g jsou spojité funkce v uzavieném intervalu I; a, b jsou
libovolné body z I a c¢ je libovolné redlnd konstanta. Potom plati:

[ vawiar = [ ars [ o a

/abcf(x) dr = c/abf(x) dz

Priklad 2.3.2. Vypocitejte f03(2x3 + bz —7) dx.

3 3 3 3
/(2m3+5x—7)dx:2/ x3dx+5/xdx—7/1dx:
0 0 0 0

Vypocet se zatim nijak nelisi od vypoc¢tu integralu neurcitého. Nyni nalezneme
primitivni funkce a uvedeme meze, které budeme dosazovat.

Reseni

5ol -

Déle uz zbyva pouze spravné dosadit horni i dolni mez a vypocitat vysledek.

3t 0t 3?02
2% -%)
4 4 *

o(£-0) -0 -
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81 9
:2(——0) 5(-—0)—21:
1 o3

Zaver: ;
/ (22° + 5x — 7) do = 42
0
Poznamka 2.3.7. Vsimnéte si, Zze pokud je dolni mez rovna 0, ,staci dosazovat
pouze mez horni®.
Meze urcitého integralu
Na nize uvedeném appletu si prohlédnéte, jak souvisi hodnoty mezi (a — dolni mez,

b — horni mez) s hodnotou uréitého integralu funkce f(z) = Inx na intervalu (a, b).

Pohybujte posuvnikem a pro zménu meze a, posuvnikem b pro zménu meze b
a sledujte, jak se méni urcity integral.

Obrazek 2.18: Applet — Meze urc¢itého integralu

Ziejmé plati nasledujici véta:

Véta 2.3.2. Je-li f spojita a nezédporna funkce v intervalu (a, b), pak

/abf(x) dz > 0.
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Urcity integral dvou funkci

Véta 2.3.3. Jsou-li f, g spojité funkce v intervalu (a,b) a pro vSechna x € (a, b)

plati f(x) > g(z), pak
/ f(z) da 2/ g(x) dx.

Vyse uvedena véta je ilustrovana na nasledujicim appletu. Pomoci zaskrtavacich
tlacitek muZete zobrazit /skryt ur¢ité integraly dvou funkei f(z), g(x) na intervalu
(a,b), pro néZ na tomto intervalu plati pro v8echna z: f(z) > g(x).

[y
o |°
4-
a(x) b
34 I~ [ f(x) dx=20
b
2- |7/ g(x) dx =11
1-
0 X
1 0 1 2 3 5 6 7 8 9
1

Obrazek 2.19: Applet — Urcity integral dvou funkei

Zaména mezi

Véta 2.3.4. Pii zaméné mezi urc¢itého integralu plati

/abf(x) dr — —/baf@) d.

Diikaz vychazi z definice urcitého integralu:

Dikaz:

[ 1) do=F) - Fl) = - (Fla) - F©) = - / ' f@) da.
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Véta o aditivnosti urc¢itého integralu

Nékdy se miize stat, ze je vhodné pocitat urcity integral jako soucet dvou ¢i vice
urcitych integralii. V takovém piipadé je tfeba dobfe si rozmyslet volbu mezi, na
kterych integrujeme.

Na nizZe uvedeném appletu je znazornén graf funkce f(x) na intervalu (a, b) a dale
bod ¢, ktery lezi mezi body a,b. Podivejte se, jakym zpiisobem se méni obsahy
jednotlivych ttvari vymezenych grafem funkce f(z) na intervalu (a,b) a osou x
a jak soucet téchto obsahu souvisi s ,,celkovou hodnotou urcitého integralu®.
Pro zménu umisténi bodu ¢ vyuzijte posuvnik nebo animaci.

4-/Eq C=44 /—\
—_——————

/ F
f(x) 24

[eYe
IS

C b
/ f(x) dx + / f(x) dx = 12.49 + 8.2 = 20.7

Obréazek 2.20: Applet — Aditivnost urcitého integrélu

Véta 2.3.5. Je-li f spojitd funkce v intervalu I, ktery obsahuje body a, b, c,
a < b < c pak plati:

/abf(x) dx:/acf(a:) dx+/cbf(x) dz

Diikaz opét vychazi z definice urcitého integralu:

Dikaz

/Cf(x) dx—i—/ f(z)dz = F(c)—F(a)+F(b)—F(c) = F(b)—F(a) = f(z) dx
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Priklad 2.3.3. Vypocitejte integral ffl f(z) dz, je-li f(z) = % + % pro x €

€ (—=1,1) a f(x) = —2* + 5z pro z € (1,4).

y= —x2+5x

Obrazek 2.21: Nacrtek k Pfikladu 2.3.3]

Reseni
Podle véty o aditivnosti mtuzeme cely integral rozdélit na soucet dvou integrali

takto:
/_jf(x) dx:/_llf(a:) dx+/14f(l’) dz =

Vdr 14 R
:/1<€+€> de—f‘/l(—IL‘ + 5x) do =

Nyni jiz snadno vypocteme oba urcité integraly a tyto hodnoty na zavér sec¢teme.

4 1 14 1 4 4
:—/a:dx—l——/ dx—/$2dx+5/xdaj:
5.J.1 5 J 1 1

4] 2 - el -
4[5~ S o] - [5- B ol ] -

4 14 1

5 5 3 2
:28~6—63-10+75-15:@i2271
30 30
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2.3.5 Vypocetni metody pro urcity integral
Metoda per partes pro urcity integral

Pro urcity integral funguje tato metoda zcela analogicky jako pro integral neurcity
(viz podkapitola Metoda per partes pro neur¢ity integral).

Véta 2.3.6. Jsou-li u = u(z), v = v(x) funkce majici v intervalu (a,b) spojité
derivace, pak plati:
b b
/ wv' dz = [uv]? —/ u'v dzx

Priklad 2.3.4. Vypocilejte fog rcosz dx.

ResSeni

Priklad nejprve fesime stejnym zpiisobem, jako by se jednalo o neurcity integral.
Musime si tedy uvédomit, ktery cinitel je pro nas vyhodné integrovat a ktery
derivovat. V nasem piipadé je rozhodnuti jasné — snizime stupeit mocniny u z
derivaci a tedy y = cos x budeme integrovat.

jus
2
/ zrcosx do =
0

U=z v = cosx

u =1 v =sinzx

[NIE]

= [CB sin ZE} sinx dax = [il? S11 [L’] — [— COS [E} =

o
=)

[=ENTE
|
O\

INE]

Nyni dosadime meze

:gsing—()—i—cosg—cos():

Pii dosazovani mezi potfebujeme v tomto p¥ipadé znat hodnoty funkei sinus a ko-
sinus v dosazovanych bodech. Pro pfipomenuti uvadime grafy téchto funkci na
intervalu (0, 27):

; AN -

T T T
a 2 amiz 2 o o amz2 2
1 -1

sin(x) cos(x)

Obréazek 2.22: Grafy funkei sinus, kosinus

Zvlastni pozornost zaslouzi dosazeni nuly do argumentu y = cosx. Uvédomte si,
ze cos 0 =1 (viz vyse uvedené grafy goniometrickych funkei).
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m m
== 1-040-1==--1
2 * 2

Zavor:

3
/ mcosxdx:z—l
0 2

Pro lepsi predstavu toho, co jsme pravé vypocitali, je niZze zobrazena ¢at grafu
funkce y = x cos x se zvyraznénym tsekem, na némz jsme uréity integral pocitali.

2 f(x) = x - cos(x)

Obrézek 2.23: Nacrtek k Piikladu 2.3.4]

Substitu¢ni metoda pro urcity integral

Také se substitu¢ni metodou jste se jiz seznamili v kapitole o neurc¢itém integralu.
Pti vypoctu urcitého integralu existuji dvé moznosti jejtho pouziti.

1. Nejdiive uré¢ime primitivni funkei (vlastné pocitdme neurcity integral). Do
vysledné primitivni funkce pak jen dosadime meze.

2. Uzijeme variantu substitu¢ni metody pro urcity integral. Postupovat budeme
podle nasledujici véty.

Véta 2.3.7. Jsou-li funkce t = g(z) a jeji derivace ¢'(z) spojité v intervalu (a, b)
a je-li zaroven spojita i funkce f(t) pro vSechna ¢t = g(x), kde = € (a, b), pak plati

b g(b)
| #at@) g ae= | KT

Nové meze v substituci ¢t = g(x) uré¢ime tedy jako funkéni hodnoty g(a), g(b).

Pti pouziti této varianty substituce tedy nesmime zapomenout na prepodcitani
mezi.
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Priklad 2.3.5. Vypociltejte fog sin? z cos z dz.

Regeni

Priklad vyfesime obéma vySe uvedenymi metodami. Sami tak mizete posoudit,
ktery zptisob uziti metody je pro Vas vyhodnéjsi. Pti dalsich vypoctech samo-
ziejmé pouzivejte jen jednu metodu; tu, kterd Vam bude vyhovovat 1épe.

1. Bez prepocitani mezi, pres neurcity integral.

/sin2 rcose dr =

t = sinx
dt = coszx dz
) 3
= [t"di=—+c
Jra=3
t = sin x:
3 sinx
p—— C
3 3

Nyni dosadime ptuvodni meze (integra¢ni konstantu neuvazujeme - viz pod-
kapitola Definice urc¢itého integralu):

/72r . 9 d [sin?’x]g Sin3g sin0 18 1
sin® z cosx do = = - - ==
; 3 Jo 3 3 3 3

Zavér:

s
2 1
sin?zcosz dz = —
0 3

2. Substituci provedeme s prepocitanim mezi, bez pfechodu na neurcity inte-

gral.
% 1 t3 1 13 1
/ sin? z cos dw:/ t? dt:[—} = ==
0 0 3o 3 3
t = sinx ti; = sin0=0
dt = cosz dz tp = sing=1
ZAavér:

T
2 1
sin?zcosz do = —
0 3

Oba vypocty tedy ziejmé vedou ke stejnému vysledku, jen mirné odliSnou cestou.

98



2.3.6 Ulohy se slovnim komentaiem

Tato kapitola obsahuje feSené tlohy se slovnim komentéiem, ve kterych jsou
ukézany ruzné metody feSeni urc¢itych integrali.

Stejné tlohy bez slovniho komentére, tedy pouze krokované, a dalsi podob-
né tlohy, jsou uvedeny v dal§im menu struéné nazvaném Ulohy.

Ulohy nejsou déleny podle metod, abyste se sami pokusili vhodnou metodu stanovit.

Resent je krokované, tj. vidy se zobrazi jen jeden nasledujici krok vypoctu. Do-
porucuji Vam nezobrazit hned celé feseni, ale pouzivat jednotlivé kroky pouze
jako napovédu.

Reseni tloh je uvadéno bez ovéfeni spravnosti. Pro ovéreni spravnosti vypoctu
nalezenou primitivni funkci derivujte.

Uloha 2.3.1. Vypocitejte f12(5x4 + 32?2 + 8z — 10) dz.

e Pro feSeni integralu vyuzijeme vétu o integraci souctu a rozepiseme si urcity
integral jako soucet urcitych integralu:

2 2 2 2 2
/(5m4+3x2+8x—10) dx:/ 5x4dx—|—/ 3x2dx+/ Smdx—/ 10dz =
1 1 1 1 1

e Integraly vyfeSime s vyuzitim tabulky vzorcti. Vyznac¢ime meze.
51512 3372 8212 2
— | = > 0 110 } —
[5}14_[3]1—'—[2}1 [xl
e Vyrazy v hranatych zavorkich zkratime pro usnadnéni budoucich vypoctu.
2 2 2 2
=[]+ [+ o], - roe], -
1 1 1 1
e Do kazdého vyrazu dosadime nejprve horni mez, poté mez dolni. Zvlastni
pozornost vénujte znaménkum pied jednotlivymi ¢iselnymi vyrazy.
—(2-17)+ (2 -17) + (422 -4 12) — (10-2-10-1) =
e Vypocitame hodnoty vyrazi v zavorkach:
=(32—-1)4+(8—-1)+ (16 —4) — (20 — 10) =
[ ]
=314+7+12-10=40
o Zaver:

2
/ (52 + 32% + 8z — 10) dz = 40
1
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1% -

A

Obrazek 2.24: Nacrtek k Uloze

Uloha 2.3.2. Vypocitejte [; sinz cos?x dx.
3

e Uloha vede na substitu¢ni metodu feSeni. Aplikaci metody si ukdzeme bez
i s prepocitanim mezi.

e Bez prepocitani mezi

Nejprve vypocitame odpovidajici neurcity integral. Ten dale feSime substi-
tucni metodou, t = cos x.

/sin:c cos? z dx =

t = cosx
dt = —sinz dz
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Pomocny vypocet:

—1

sinx

sinx-t2-< )dt:—tht

Rozmyslete si: Pokud si nejste jisti, pro¢ jsme zvolili substituci pravé za
kosinus, zkuste si provést subtituci za sinus. Zjistite, ze se pfi této substituci
,vykrati“ pouze ,jeden cosx“", a tak v integralu budete mit dvé proménné
T a t, coz neni pripustné.

Pti substituci t = cos x se vyraz sinx ,,vykrati“. Ziskany vyraz integrujeme
s vyuzitim tabulky vzorci pro vypocet neurcitého integralu. Nezapomeneme
piipsat integrac¢ni konstantu.

/tht t3+
= — _— e — C
3

Na zékladé pouzité substituce ¢t = cos x plati:
3

, ) cos® x
sinx cos“x dx = — 3

Nyni jiz pfejdeme k urc¢itému integralu, kde jiz nepiSeme integracni kon-
stantu. Nezapomeneme pfipsat piuvodni meze urcitého integralu.

T ) cos® x™
sinx cos“x dr = | — =

E3 3

3

w3

Meze postupné dosadime a dopocitame.

3 3w

(59~ (-2 -

Zaveér:

S prepoditanim mezi
Pokud nechceme pocitat pres neurcity integral, uzijeme substitu¢ni metodu

ve tvaru pro urcity integral, tedy s prepocitanim mezi. Meze dosazujeme za
proménnou do substituované funkce.

™

/ sinz cos’z dr =
™
3
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t = coszx ti7 = cosZ =
di = —sinz dx tay = cosm=-—1

e Integrujeme a dosadime pfepocitané meze:

B _[_ltZ dt = [__ﬂl Gl <%> -

e Upravime:

o ZAvér:

Obrazek 2.25: Nacrtek k Uloze

Uloha 2.3.3. Vypocitejte f24(6:c —5)Inzx dz.
e Zadani ulohy je typickym pripadem pro vyuziti metody per partes, jelikoz

integrujeme souc¢in dvou funkci. Cinitel In x je navic vhodné derivovat, mno-
hoc¢len (62 — 5) tedy budeme integrovat.

4
/ (6x —5)Inz dox =
2

u=Ilnzx v =6x—5

u:% v=3x>—bx

4 49,2
= [lnx(3:c2—5x)} —/ 17w de =
2

2 T
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Vyrazy vykratime pro zjednoduseni dal$ich vypocti.

2

= |Inz(32% — 5x)}4 — /24(3x —5)de =

Dale tesime podle véty o integraci souctu, integrujeme kazdy ¢len zvlast.
Nezapomeneme na meze.

4 [3x2 5]4
— |— —bx

= [111 r(32% — 59:)} 5

2 2

Meze dosadime takto:

= (342 -5 4)ln4)—((3-22~5-2) m2) - ( ; —5-4)+ 5 —52) =
éiselny vyraz dale upravime s vyuzitim znalosti prace s logaritmy.
=28In4—2In2—(24—-20)4+(6—10) =28Ind—In4—4—4=27In4 -8

Zavér:

4
/ (6xr —5)Inx der =27In4 — 8
2

Obrazek 2.26: Nacértek k Uloze 2.3.3)
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Uloha 2.3.4. Vypocitejte fo% ( T 6$3> dz.

cos?

e Podle véty o integraci rozdilu si urcity integral rozepiSeme jako rozdil urcitych
integrala.

/4< 52 —6x3>dx:/4 52 dx—/46x3dx:
o \cos’zw o cos’x 0

e Integrujeme podle tabulky integra¢nich vzorci. Nepfipisujeme integrac¢ni
konstantu, zato nezapomeneme uvést meze.

T i s
— |5t }4—[6-—] -
[g:co 4

e Dosadime meze a na zékladé znalosti hodnot goniometrické funkce tangens
vypocitdme ¢iselny vyraz.

T 3 T 3
5tg4 5-tg 0 5 1 +2 0

s 3. ™ 3
2 256 512

e ZAaveér: . )
1 5 3

/ ( 5 6x3) dx =5— o

o \cos‘x 012

Obrazek 2.27: Nacrtek k Uloze
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Uloha 2.3.5. Vypocitejte fol % dx.
e Uloha vede na feseni substitu¢ni metodou. Aplikaci metody si ukdzeme bez
i s prepocitanim mezi.
e Bez piepocitavani mezi

Nejdrive vypocitame odpovidajici neurcity integral. Ten dale feSime substi-
tu¢ni metodou. Substituujeme za cely jmenovatel, tedy vyraz (e* 4 5z).

21’
/ ¢ dx =
e*+5

t = e*+5z
dt = e*dox
Pomocny vypocdet:
2¢ dt 2
— . —=—dt
t e* t

e Vytkneme konstantu a integrujeme podle tabulky vzorci. Nezapomeneme
pripsat integrac¢ni konstantu.

2 1

e Na zakladé pouzité substituce plati ¢t = (¢* +5) a tedy:

2In|t|+c=2Inle® +5|+c=2In(e"+5)+¢

e Nyni jiz prejdeme k urcitému integralu, kde jiz nepiSeme integracni kon-
stantu. Nezapomeneme uvést ptivodni meze urcitého integralu.

/01 2" gy — [2-ln(ex+5)]1:

er + 5 0

e Meze postupné dosadime a vyraz vypocitame s vyuzitim znalosti prace s lo-
garitmy.

e+5

=2-In(e* +5)—2-In(e" +5) =2-In(e+5) —2-In6=2-1In 5

o ZAvér:

1 T
/ 2e dx:2-1n€+5
o €“+5 6
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e S prepocditavanim mezi

Pokud nechceme pracovat s neurc¢itym integralem, uzijeme substituc¢ni meto-
du ve tvaru pro urc¢ity integral, tedy s prepocitanim mezi. Meze dosazujeme
za proménnou do substituované funkce.

1 €T €+5
2 2
/ ¢ dx:/ —dt =
0 €*+9D ¢ t

t = e*+5 ti = e 4+5=6
dt = e*dz ta = e'4+5=e+5

e Dosadime prepocitané meze.

€+51 e+5
:2/ —dt:2[1n\t@ -
6 t 6

e Upravime na zakladé znalosti véty pro logaritmus podilu. Argumentu loga-
ritmu je stale nezaporny, mizeme tedy odstranit absolutni hodnotu.

e+5

=2(lnle+ 5] —1n|6]) =2-1n

o ZAvér: .
2x
/ ¢ d:z::2~lne+5
o €“+5 6
2_
1_
_________I__.—--'".‘-.;..
3 5 1 o 1 2 3

Obrazek 2.28: Nacrtek k Uloze
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Uloha 2.3.6. Vypocitejte foﬂ rdsinz dx.

e Integrujeme soucin, nabizi se tedy vyuziti metody per partes. Jelikoz je
mozné oba Cinitele snadno integrovat i derivovat, budeme derivovat jedno-
¢len 2% pro snizeni jeho stupné. T¥eti mocnina napovida, Ze bude nutné
pouzit metodu per partes opakované.

i
/ 2sing dr =
0

U=z v =sinx

u = 322 V= —COoSXx

T ™
= [ — 2% cos x] + / 322 cosx dx
0 0

e Ziskany integral opét obsahuje soucin. Znovu aplikujeme metodu per partes,
nyni jiz budeme derivovat jednoclen jen v druhé mocniné.

[—xgcosm] +/ 3x?cosz dr =
0 0

v = cosx

u = 6x v=sIinx

T T 0
= [ — 2% cos x} + [3x2 sin x} - / 6z sinx dx
0 0 0
e Stale integrujeme soucin a potreti tak vyuzijeme metodu per partes. Jedno-

¢len je jiz jen v prvni mocniné, dalsi derivaci tedy proménna ,,zmizi“. Pti
opakovanych integracich funkei sinus a kosinus bereme zietel na znaménka.

[—5133COS£E] +[3xzsinx} —/ 6rsinx dr =
0 0 0

u = 6z v =sinx

u =6 V= —COSZ

= [—x?’cosaz]ﬂ—i- [szsinxr—l— [6xcosx]7r—/ 6cosx dor =
0 0 0
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e Dostavame:
= [— T cosx}7T + [3m25inxr + [6xcosa7}7T — [GSiHIL‘}W =
0 0 0 0
e Dosadime meze.
(=7 cos + 0) + (37 sinm — 0) + (67 cos ™ — 0) — (6sinT — 6sin0) =
e Na zékladé znalosti hodnot goniometrickych funkei sinus, kosinus vypocitame
a upravime.
=7 (=1)+37*-0+67-(—=1)—6-0+6-0=7"—6m
o Zaveér:

v
/ 2sinz de = 1 — 67
0

Obrazek 2.29: Nacértek k Uloze [2.3.6]

2.3.7 Ulohy

V této kapitole jsou uvedeny nékteré stejné ulohy jako v predchozi ¢asti. Lisi se
v tom, zZe krokované feSeni je zde uvedeno bez slovniho komentare.

Pokud Vam jakykoli krok vypoc¢tu neni jasny, jeho vysvétleni naleznete v pod-
kapitole Ulohy s komentafem, kde je feSena bud totozna tloha, nebo uloha
obdobné; pripadné ve vykladovém textu.

Regent tlohy je uvadéno bez ovéreni spravnosti. Vysledek vypoctu lze zkontrolovat

podle nacrtku. Z toho lze odhadnout vysledny obsah napt. pomoci pomyslné
Ctvercové sité.
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Uloha 2.3.7. Vypocitejte f12(5x4 + 32% + 8z — 10) dx.
Regen: )
/ (52* + 32 + 8z — 10) do = 40
1
Podrobné Feseni se slovnim komentaiem viz Uloha

Uloha 2.3.8. Vypocitejte bez pFepoéitdni mezi [; sinx cos’z dz.
3
Regenf:

s 3
: 2
/ sinx cos®z dr = —8

3
Podrobné feSeni se slovnim komentarem viz Uloha

Uloha 2.3.9. Vypocitejte s pirepocitdnim mezi [; sinz cos?x dx.
3
Regen:

4 3
/ sinz cos’z dz = 3

W

Podrobné Feseni se slovnim komentarem viz Uloha [2.3.2]
Uloha 2.3.10. Vypocitejte f24(6x —5)Inz dz.
Regeni: A

/2 (6x —5)Inx de = 27In4 — 8
Podrobné fegeni se slovnim komentafem viz Uloha
Uloha 2.3.11. Vypocitejte fog ( R 6:53> dz.

cos? x

I 5 37T4
6 3) de =5 2
/0 (cost v v 512

Podrobné feseni se slovnim komentafem viz Uloha [2.3.4]

Uloha 2.3.12. Vypocitejte fg( 3 —6$3) dx.

cos?

/X( o —6x3)dx: —Sl
o \cos?x 512

Podrobné feSeni se slovnim komentarem viz Uloha

Reseni:

Reseni:

Uloha 2.3.13. Vypocitejte bez piepocitdni mezi f01 6261 dz.

1 T
/ 2e dx:2-ln€+5
0 6

Podrobné fegeni se slovnim komentafem viz Uloha
Uloha 2.3.14. Vypocilejle s prepocitdnim mezi fol 27 4o,

eT+5
1
2x
/ “ qr=2.m°°
o €“+5 6

Podrobné tfeSeni se slovnim komentarem viz Uloha

Reseni:

Reseni:
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Uloha 2.3.15. Vypocitejte foﬂ r¥sinz dx.

Reseni:
vy
3 _ 3
/ z’sinx dxr = 7° — 67
0

Podrobné feseni se slovnim komentarem viz Uloha

Uloha 2.3.16. Vypocitejte ff 2z dzx.

2
/Z:Ud:r;—i%
1

Podrobné feseni se slovnim komentafem viz Piiklad v podkapitole Definice
urcitého integralu.

Reseni:

Uloha 2.3.17. Vypocitejte f03(2x3 + 5z — 7) dz.
Resent: .
/ (22 + 52 — 7) do = 42
0

Podrobné teseni se slovnim komentarem viz Piiklad v podkapitole Véty pro
vypocet urcitych integrali.

Uloha 2.3.18. Vypocitejte integrdl fflf(x) dz, je-li f(z) = 2+ Y prox €
€ (—1,1) a f(x) = —2* + 5z pro z € (1,4).

663
/ flz —2 =221

Podrobné teseni se slovnim komentarem viz Ptiiklad v podkapitole Véty pro
vypocet urcitych integrali.

Reseni:

Uloha 2.3.19. Vypocitejte fog xcosz dz.

3
/ xcos:z:d:v:z—l
0 2

Podrobné feseni se slovnim komentaiem viz Ptiklad v podkapitole Metoda
per partes pro urcity integral.

Reseni:

Uloha 2.3.20. Vypocitejte f0§ sin?z cosx dz bez pFepocitdni mezi.

ResSeni:

s
2 1
sin?zcosz dr = =
0 3

Podrobné feseni se slovnim komentafem viz Piiklad v podkapitole Véty pro
vypocet urcitych integrali.
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2.4 Vyuziti integralniho poctu

2.4.1 TUvod

Na stfedoskolské trovni integralni pocet nejcastéji vyuzivame ve dvou piipadech:
e zjistujeme obsah rovinného utvaru ohrani¢eného kiivkami

e zjistujeme objem rota¢niho télesa

K obéma typtim téchto vypocti vyuzivame urcity integral, coz vyplyva z jeho
geometrické interpretace.

V nésledujicich dvou podkapitolach budeme pocitat zminéné obsahy a objemy.
Budeme zde vyuzivat poznatky z predchoziho studia, zejména grafy funkei a je-
jich priseciky.

Ve vypoctech nebudeme uvazovat jednotky délky ¢i obsahu, nebot pro podstatu
vypoctu nejsou dilezité.

2.4.2 Obsah rovinného utvaru

Prvni vyuziti urcitého integralu je nasnadé — jedné se o obsah ttvaru vymezeného
grafy funkci. Seznamime se tfemi zdkladnimi typy pfikladi, se kerymi se pfii
vypoctech muzeme setkat.

Obsah ttvaru ohrani¢eného grafem funkce a osou z, ktery se nachazi
na daném intervalu na jedné strané od osy x

S timto typem piikladu jste se jiz sezndmili v piedchozich kapitolach o urcitém
integralu. Rovinny utvar je zde ohrani¢en grafem funkce f(x), osou x a piimkami
xr = a, x = b. Podivejme se na dva piipady, které mohou nastat.

1. Graf funkce ohranic¢ujici utvar, jehoz obsah chceme urcit, lezi na daném
intervalu (a, b) nad nebo na ose z. Priklad takového ttvaru je zobrazen na
nésledujicim appletu.

Pomoci zaskrtavacich tlacitek muzete zobrazit/skryt graf funkce, jenz dany
utvar ohranicuje shora, a dale piimky x = a,x = b.
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3
/ sin(x) +2dx =9

|7x=a

¥ x=b

v f(x) = sin(x) + 2

Daéle si v8&imnéte, ze vysledny urcity integrél je kladny, coz odpovidé pred-

Obrazek 2.30: Applet

stavé o obsahu (zaporny obsah nedava smysl).

2. Graf funkce ohranicujici ttvar, jehoz obsah chceme urcit, lezi na daném
intervalu (a, b) pod osou z. Priklad takového ttvaru je zobrazen na néasle-

dujicim appletu.

Pomoci zaskrtavacich tlacitek muzete zobrazit/skryt graf funkce, jenz dany

utvar ohranicuje zdola, a dale ptimky x = a,x = 0.

Obrazek 2.31: Applet

4
/ cos(x) —2=—7.6
1



Dale si vSimnéte, Ze urcity integral vysel v tomto piipadé zaporny. Obsah tutvaru
ale musi byt kladné ¢islo.

7 vy$e uvedeného vyplyva:

Obsah S(U) atvaru U ohrani¢eného grafem funkce f(x), osou x a piimkami z =
= a, x = b ur¢ime jako

S(U) = fabf(x) dz, je-li f(z) > 0 pro vSechna x € (a,b),

S(U) = ‘fabf(x) dx’ =— fabf(x) dz, je-li f(x) <0 pro vSechna z € (a,b).

Obsah ttvaru ohrani¢eného osou x a grafem funkce, ktery se nachazi
na daném intervalu nad i pod osou z=

Podivejte se na graf funkce f(z) = sinz. Pomoci zmény posuvniki si prohlédnéte,
jak se lisi urcité integraly (v modrém ramecku), pokud graf probih& nad osou x
(posuvnik a) a pod osou x (posuvnik b).

Zejména se pak zamétte na posuvnik c, ktery umoznuje zobrazit urcity integral
funkce f(z) na celém intervalu (0, 27).

Sledujte, jak se méni urcity integral pfi pfechodu grafu funkce z poloroviny
nad osou x do poloroviny pod osou .

a=19
-_— Urgity integral funkece f(x) na intervalu (0,a}, kde a € (0,7) : / f(x) dx  1.32
b=414 0
—_———— Urtity integral funkce f(x) na intervalu{m. b}, kde b T, 2m) / f(x) dx 0.46
c=48 ] '
—_— Urgity integral funkce f(x) na intervalu {0,c), kde ¢ € {0,27) : / f(x) dx 091
0
N
0
2 0 w2 @

Obrazek 2.32: Applet

Jak je vidét z uvedeného appletu, ur¢ity integral na intervalu (0, 27) je roven 0.
Obsah vymezeného ttvaru ale roven nule jisté neni. Z predchazejicich poznatkii
snadno odvodime, Ze obsah takovéhoto utvaru vypocitdm vhodnou kombinaci
vyge uvedenych vzorcu pro utvary, které lezi v jedné poloroviné nad/pod osou .
V tomto konkrétnim piipadé tedy bude pro vypocet obsahu ttvaru ohrani¢eného
grafem funkce f(z) a osou x platit:

sw)= [ s ar- [ 1@
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kde a, b, ¢ jsou hrani¢ni body intervalii, na kterych lezi atvar v jedné poloroviné.

Piiklad 2.4.1. Vypoéitejte obsah ttvaru ohraniceného grafem funkce f: f(x) =
=22 — Ta + 10, a ddle primkami x =1, v = 6, y = 0.

Reseni

Nejdrive zadany utvar nacrtneme pro ziskani predstavy o poloze ttvaru viici ose
z (zadana rovnici y = 0).

Néacrtek:

fry=x—Tx+10

Obrézek 2.33: Nacrtek k Prikladu
(Pro nacrtek paraboly vyuzijeme nulovych bodu kvadratické funkce.)

Z nacrtku je jiz ziejmé, jakym zpusobem vypocet integrilu rozdélime a ktery
integral bude mit kladné/zaporné znaménko:

e Na intervalech (1,2) a (5,6) lezi utvar nad a na ose z. Ur¢ité integraly
s témito mezemi tedy budou mit kladné znaménko.

e Na intervalu (2,5) lezi atvar pod nebo na ose x. Ur¢ity integral s témito
mezemi bude mit tedy zaporné znaménko.

Dostavame:
2 5 6
S(U) :/ (% = T2+ 10) dx—/ (2% — 7z + 10) dx+/ (2% — 7o+ 10) dz =
1 2 5

Poéitame takto:

x3 Tx?

=[5 -5 10

— — — 41
3 2+Ox

2 [333 Tx? ]5+[:173 73:2_1_10}6
_ oo sl =

2 3 2 5
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<[5 w02 (-5 [(5- 5 n0g)- (- 02

+[<6—3—7'62+10~6>—(5—3—7'52“0.5)} -

5 2 3 39
8 17 125 175 8 9216 252 125 175
(S qgy00—24L }—[——— _° 14—2} [——— _20 A o] -
[3 20— —10] = | 2 - 50— +14-20] | 2 = 60—+ =50
7 717 175 o1 77
SR L L Y LR LT
3 573 T3 ty ot
19 105 49
I N T T
5t G O
Zaveér:
S(U) = 8,17

Poznamka 2.4.1. Vysledek vypoctu je vhodné zkontrolovat podle nacrtku, ze
kterého odhadnout vysledny obsah napt. s vyuzitim ¢tvercové sité.

Obsah atvaru ohranic¢eného grafy dvou funkci

Dalsi typ prikladi, se kterymi se setkdvame, se lisi od predchazejicich tim, Ze
zde nefiguruje osa x. Utvar, jehoz obsah hleddme, je urcen grafy dvou funkci
a piipadné prfimkami z = a, x = b. Piiklad takového tdtvaru je zobrazen na

Obrazku 2.341

g(x)

T T
o 1 2

Obrazek 2.34: Utvar ohrani¢eny grafy dvou funkei

Pti urceni obsahu takového ttvaru vyjdeme z toho, co jiz umime vypocitat.
Takové atvary jsou zobrazeny na Obrazku [2.35
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g(x)

/\
s

il T T T T T T T T T
a /JE b1 2 % 4 \5 a3 /JF 3 b1 2 3 \&
R -1

/h f(x) dx fh g(x) dx

Obréazek 2.35: Pomocné utvary

Snadnou tvahou nyni odvodime, Ze obsah ptivodniho Sedivého titvaru vypocitame,
kdyz odec¢teme obsah zeleného ttvaru od obsahu ttvaru modrého.
Uvedeny zavér nyni shrneme do véty.

Véta 2.4.1. Necht U je dtvar ohraniceny grafy funkci y = f(z), y = g(x)
a primkami x = a, v = b, piicemZ f(x) > g(x) pro vSechna x € (a,b). Obé
funkce jsou na daném intervalu spojité a nezdporné. Potom obsah S itvaru U
vypocitame jako

S(U) = / (@) - g(x)] d.

Vyse uvedena véta byla formulovana pro ptipad, Ze jsou obé funkce na daném
intervalu nezaporné. Pokusme se nyni zamyslet nad tim, zda bude vztah platit
i tehdy, kdyz aspon jedna z funkci bude nabyvat na intervalu také zapornych
hodnot.

Pro ilustraci je nize zobrazen utvar, jehoz jeden hrani¢ni graf funkce nabyva
v ¢asti daného intervalu (a, b) také zapornych hodnot. Pomoci modrého posuvniku
k 1ze grafy obou funkei f(z), g(x) zaroven posouvat o stejnou hodnotu ,nahoru®
a ,,doli“. Co se déje s obsahem ttvaru?

116



Obrazek 2.36: Applet

Posouvanim grafii obou funkei stejnym smérem o stejnou konstantu se ziejmé
nemeéni obsah jimi ohrani¢eného dtvaru.

Pokud pohneme posuvnikem tak, aby jiz obé funkce nabyvaly na daném in-
tervalu pouze nezapornych hodnot, prevedeme tento piiklad na piedchozi.

Zavér: Vzorec ,
S(U) = / f(x) — g(a)) da

lze pouzit také pro vypocet obsahu ttvaru, jehoz alespon jedna hrani¢ni funkce
nabyva na daném intervalu zapornych hodnot.

Dikaz

Uvédomme si, ze posunuti posuvniku v appletu znamené pticteni konstanty k pred-
pisu funkce. K obéma funkcim pfi¢itame stejnou konstantu. Ozna¢me tuto kon-
stantu c. Déle vime, Ze pri¢tenim stejné konstanty k obéma funkcim se obsah
utvaru, a tedy i uréity integral, neméni. Plati:
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Piiklad 2.4.2. Vypocitejte obsah titvaru ohraniceného grafy funkci f =y = —x?+
+br+2ag:y=7—=x.

ResSeni
V zaddni nemame dano, na jakém intervalu pocitdme, ani to, zda je na tomto in-

tervalu f(x) > g(z) nebo g(z) > f(x). To uréime z nacértku a z vypoctu pruseciki
grafii téchto funkei.

Pripomenme, Ze prusec¢iky grafii dvou funkci ziskdme takto:
—2?+5r+2=T—2x

Odtud:
— 22 +6x—5=0

Déle fesime tuto kvadratickou rovnici (napf. pfes diskriminant):

D = 36—4-(—1)-(=5) =16
VD = 4

T2 = %

ry = 1

Ty = 5

Dostali jsme dvé feseni, tedy dvé x-ové soufadnice dvou prisecikii. Nyni pro
oba dopocitame y-ovou soutadnici.

= 1:
yr = T—x
yr = 7-1
ynn o= 6

Prvni prusecik méa tedy soutadnice:

Py = [1;6]
To =5
Y2 = 17—
Yo = T7—5
Y2 = 2

Druhy prusec¢ik méa tedy souradnice:
Py = [5;2]

Nacrtek situace je uveden na Obrazku 2.37
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Obrazek 2.37: Nacrtek

V nécrtku jsou zvyraznéné i hrani¢ni piimky. Nyni jiz vidime, Ze integrovat
budeme na intervalu (1,5) a Ze na celém tomto intervalu je f(x) > g(x).
Plati:

S(U) = /1 [f(z)—g(x)] dz = /1 (=2 +50+2—T+x) do = /1 (—2*+62—5) dr =

[_x3+3 2 _5 ]5 (_53+3 525 5) (_13+3 12-5 1)
| — xr° — Hr — - . — . — - . — . —
3 . 3 3

125 1 124 32
_ 75 —-—254+ - —3+5=—"+52=—=10.7

Zaveér: Obsah utvaru je priblizné 10, 7.

Obsah tutvaru ohrani¢eného grafy t¥i funkci

Posledni typ ptikladi v sobé spojuje vSechny dosavadni znalosti o vypoctech ob-
sahti rovinnych ttvaria. Pojdme si ukazat piiklad takového rovinného ttvaru.

Nize uvedeny ttvar je shora ohraniceny grafem funkce f a zdola ¢aste¢né grafem
funkce g a castecné grafem funkce h.

VSechny grafy si miizete postupné zobrazit zaskrtnutim pfrislusnych policek.
Pokud zaskrtnete také policko ,hranice c“, zobrazi se primka rozdélujici dany
utvar na dva utvary. Kazdy uz ohranic¢uji jen dva grafy a hrani¢ni piimka. Tim
jsme tlohu pievedli na predchozi pripad.
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Obsah celého utvaru uré¢ime tak, Ze vypocitame obsahy dvou dil¢ich atvart (v ap-
pletu je zobrazite zaskrtnutim policka ,rozdéleni utvaru®) a ty poté secteme —
vyuzijeme vétu o aditivnosti urc¢itého integralu.

v utvar

V¥ f(x)
¥ g(x)
¥ h(x)

v hranice ¢

-2 / v rozdéleni dtvaru

Obrazek 2.38: Applet

Jsou dany dva rovinné autvary U;, Us. Za podminek UyNU, =0, U = U, UU,
plati:
S(U) = S(Uy) + S(Us),

kde .
(L) = / (f(2) — g(x)) da

S(Uy) = / (f(2) - h(x)) da

Pripomenme, Ze mensencem v rozdilu je vzdy ta funkce, jejiz funkcéni hodnoty
jsou na daném intervalu vétsi nebo rovny nez funkéni hodnoty funkce, ktera je
mensitelem.

Piiklad 2.4.3. Urcete obsah ttvaru ohraniceného grafy funkci f 1y = dx — 2,
g:y=-35+ % ah:y=x*—5x+7, kteryj cely leZi v pravé poloroviné od osy y.

Reseni

V zadéani neni dano, na jakém intervalu se utvar nachézi. Abychom nalezli hrani¢ni
body intervalu, vypocitame priseciky grafi danych funkci. Poté grafy funkci
nacrtneme a z nacrtku odvodime, na jakych mezich budeme integrovat.
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Vypocet priseciki

Pruseciky nalezneme tak, zZe polozime predpisy piislusnych funkci do rovnosti.
Tim zjistime x-ovou soufadnici priseciku. Pro dopocitani y-ové souradnice staci
dosadit vypoc¢tené = do predpisu jedné z funkci, jejichz prisecik hledame.

1. fag:
sr—2 = —2+% /.3
152 -6 = —x+26
16z = 32 /16
r = 2

Dosadime za x do predpisu funkce f:

y = ox—2
y = 5-2-2
y = 8

Prvni prusecik méa tedy soutadnice:

Py = [2;8]
2. gah
—24+38 = ?-br+7 /-3
—r+26 = 322—15x+21
32 -4z -5 = 0
D = 196—-4-3-(-5)
D = 256
VD = 16
_ 14+16
T23 = “§
To = 5
T3 = —%

Dostali jsme dvé feseni. Podle nacrtku pozdéji snadno urcéime, které je pro
dané zadani hranicnim bodem. Nyni dopocitame y-ové souradnice.

Ty = O:
y = 2°—5x+7
y =7

Druhy prisecik ma tedy soutadnice:

P2a = [577]
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Wl

T3 = —

y = 225247

9
Y=
Tteti prusecik mé tedy soutadnice:
1 79
- (-4
3. fah
br—2 = x> —bxr+47
22 —10x4+9 = 0
D = 100—4-9
D = 64
VD = 8
Ty == 9
Ty = 1

Opét jsme dostali dvé FeSeni. Vypocitame piislusné y-ové soutadnice a z nacrtku
urcime, které je pro dané zadani hrani¢nim bodem.

.%'4:92

y = or—2

Y 43
étvrty prisecik ma tedy soutadnice:

P3, = [9;43]
rs = 1:

y = or—2

y = 3
Paty prusec¢ik ma tedy soufadnice:

Py, = [1; 3]
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Nacrtek

Nacrtek je zobrazen v podobé appletu. Na zacatku jsou zobrazeny grafy vsech
ti1 funkei. Z nacrtku je patrné, ze tyto grafy ohranic¢uji dva atvary. Zaskrtnutim
policka ,atvar® zobrazite ten, ktery lezi cely napravo od osy y, jak bylo uvedeno
v zadani piikladu. Jeho obsah tedy budeme pocitat. Dale v nacrtku muzete zo-
brazit priseciky, které nam urcéuji hrani¢ni body ttvaru. Jejich x-ové soutradnice
urci rovnice hrani¢nich piimek. Také ty lze zobrazit pomoci zaskrtavaciho policka.

Prestoze je utvar ohrani¢en tfemi grafy, jeho obsah snadno vypocitame tak, ze
ulohu prevedeme na znamy piipad ttvaru ohrani¢eného jen dvéma grafy. K tomu
nam dopomahé hrani¢ni piimka c.

[1.3]

M 7[ 3 4 5 6 71
214
Obrazek 2.39: Applet
Nyni jiz vidime, ze dany utvar rozdélime primkou c na dva, jejichZ obsahy znamym
zpusobem vypocitame. Pro ziskani celkového obsahu je poté se¢teme. Utvary v ap-

pletu zobrazite, kdyz zaskrtnete policko ,rozdéleni ttvaru®.

Priseciky, které ndm urcuji hraniéni primky, jsou tedy tyto:

P = [2;8]
Pga = [5, 7]
Pgb = [1, 3]

Urc¢uji hraniéni p¥imky o rovnicich:
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a T 1
T 5
r = 2

Pocitat tedy budeme:
1. Obsah ttvaru ohrani¢eného grafy funkef f:y =5x —2, h:y=a% -5z +7
a pfimkou x = 2, pfi¢emz hodnoty mezi jsou a = 1, b = 2.

2. Obsah utvaru ohraniceného grafy funkci g : y = —% + %, h:y=a2*-5x+7
a pfimkou x = 2, pficemz hodnoty mezi jsou a = 2, b = 5.

Integrujeme takto:

1.
2 2 2
S(Ul):/ [f(x)—h(z)] da::/ (5x—2—2*+52—T) dx:/ (—2%+102—9) dr =
1 1 1
3 2 23 13
_r 2 _ (%1592 _9.9) (-2 45.12_9.1) =
(- 4set-00] = (=S 45-22-9.2) = (-5 +5.12-0.1)
8 1 7 11
00184 —549= L 46=""=37
5+ tg-5 g H0=75 =3
S(Uy) =3,7
2.

S(Uy) = / l9(z) — h(z)] da

/5(%—1—?—1’24—50@—7) do =
2

1 3,72 o
== [—:C +7x +5:c} =
2 3 2

_[—x?’ 1422 5 ]5
2

3 e 3"

(=5 752 45-5) — (=22 +7-22+5.2)] =

1
-[—125+175+25+8—28—10]:§-45:15

S(Uz) = 15
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Plati:

S(U) = SUi)+S5(Us)

11
SU) = 5 +15
S(U) = 18,7

Zavér: Obsah utvaru je piiblizné 18, 7.

2.4.3 Objem rotac¢niho télesa

Rotac¢ni téleso je takové téleso, které vznikne rotaci rovinného ttvaru kolem dané
primky. Piiklady dvou nejznaméjsich rotacnich téles jsou uvedeny na nasledujicich
appletech.

Rotaéni valec

Podivejte, se jak vznikd plast rota¢niho valce. Na nésledujicim appletu je zo-
brazen graf funkce f(x) = 2, jedna se tedy o rovnobézku s osou = prochazejici
bodem 2 na ose y. Tuto pfimku nechame rotovat kolem osy x. Aby nam vznikl
plast vélce o vysce b—a, omezime se na rotaci pro x € (a, b), tedy na rotaci usecky.

Pomoci posuvniku nebo animace pozorujte vznik plasté valce. Vlevo od rotacnich
Sipek je znézornén pohled z boku, vpravo pohled zdola.
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Obrazek 2.40: Applet — rotacni vélec

Rotaéni kuzel

Na niZe uvedeném appletu je znazornén graf funkce y = 7. Také tuto pifmku
nechame rotovat kolem osy x, pfi¢emz se omezime na rotaci pro « € (a,b), tedy
na rotaci tasecky.

Pomoci posuvniku nebo animace pozorujte vznik kuzelové plochy. V levé ¢asti
appletu je znazornén pohled z boku, vpravo pohled zdola.
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Obrazek 2.41: Applet — rota¢ni kuzel

Odvozeni vzorce

Nyni odvodime vzorec pro vypocet objemu rotacniho télesa. Pro vysvétleni prin-
cipu pouZijeme nésledujici obrazek détské hracky — nékolik krouzku (vlastné
valeckil) na sobé. Jisté jste se s takovou hrackou setkali. M& pevnou kruhovou
podstavu, jejimz stiedem prochézi tycka, na kterou se krouzky navlékaji.

Obrézek 2.42: Détsky kuzel

Predstavme si, ze pevné kruhova podstava hracky odpovida podstavé kuzele
a tycka jeho ose. V pravé ¢ésti obrazku je tato tvaha naznacené.

Jak bychom spocitali objem celé hracky? Secetli bychom objem jednotlivych
krouzki a pficetli objem tycky.

Tato predstava nam pomize pii odvozeni vzorce pro vypocet objemu ro-
ta¢niho télesa. Kazdé rotacni téleso 1ze rozdélit na krouzky, tak tenké, Ze jsou to
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vlastné kruhy (zanedbavame vysku valecki v détské hie). VyuZijeme tedy znamy
vztah pro obsah kruhu s polomérem 7:

S = r?

Zbyva urcit polomér jednotlivych kruhti. Ten se méni v zavislosti na krivce, kterd
rotuje kolem osy x. Podivejte se na nasledujici obrazek obrysu kuzele. Z obrazku je
ziejmé, ze polomér r kruhu se stiedem v bodé x je f(z). Hodnoty f(x) odvodime
ze souctové definice urcitého integralu.
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Obrazek 2.43: Kuzel

Dosazené poznatky mizeme shrnout takto:

Objem V rotac¢niho télesa, jehoz plast vznikne rotaci kfivky f na intervalu (a, b)
kolem osy x, vypoc¢itame podle vzorce

V:ﬂ/abfz(x) dz.

Piiklad 2.4.4. S vyuzZitim integrdlniho poctu vypocitejte objem koule s polomérem
r=3 cm.

Reseni

Plast koule vznikne napiiklad rotaci polokruznice s polomérem r = 3 cm
kolem osy x, jak ukazuje nize uvedeny applet po spusténi animace.
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Obrazek 2.44: Applet — koule

Nyni musime urcit predpis rotujici kiivky. Polokruznici umistime na kruznici se
stfedem v bodé [0, 0] a polomérem r = 3 cm:

2>+ =9
Analytické vyjadieni pulkruznice vyjadiime pfedpisem napiiklad takto:

y=v9— x?

Integrovat tedy budeme funkci f : y = v/9 — 22 na intervalu (—3, 3).

3 3

(9 — 2?) dx—ﬂ[Qx—x—}:—

V—?T/g(M)2dI—7T/ 3

-3 -3

o2 3)- 0 0- G <o Fowr- ) -

54
- w(54 - 3) = (54 — 18) = 36
Zavér: Objem koule o poloméru 3 c¢m je 36 7.

Poznamka 2.4.2. Diky znamym vzorcum pro objemy teles lze provést snadnou
kontrolu spravnosti vyjpoctu.
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Plati: 4
Vkoule = §7TT3

Po dosazeni dostaneme:

V = 57’("33
4
V = 36m

2.4.4 Ulohy

Tato kapitola obsahuje fesené tilohy na vypocty objemu rotacnich téles a obsahi
rovinnych dtvara ohrani¢enych grafy funkci nebo pfimkami. Pro feSeni tloh to-
hoto typu jsou c¢asto nezbytné poznatky o funkcich a jejich predpisech a déale
znalosti z analytické geometrie.

Uloha 2.4.1. Odvodte vzorec pro objem V koule s polomérem r.

e Kouli v tomto piipadé chapeme jako rotacni téleso, které vznikne rotaci
polokruhu se stfedem v pocatku os souradnic kolem osy z. Stézejni je
nalezeni predpisu rotujici kiivky. Vyjdeme z analytického vyjadieni kruznice
se stfedem v pocatku a polomérem r, z néhoz vyjadiime y. ZvIastni po-
zornost zaslouzi posledni krok dpravy, kdy odmocnujeme.

2?4y = g
2 = 2 a2
y = V=

y = =£Vr2—a?

Pomoci zaSkrtavaciho tlacitka zobrazte ¢i skryjte obé moznosti piedpisu
funkce ziskané po odmocnéni vyse. Pro pfehlednost jsou kfivky barevné
odliseny. Pro rotaci ndm staci jen jedna z kiivek.

V appletu je déle zobrazen posuvnik pro polomér r. Zménou posuvniku se
polomér polokruznic zvétsuje/zmensuje, predpis se prislusné méni.
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Obréazek 2.45: Applet — polokruznice

e Zvoleny predpis funkce dosadime do vzorce pro objem rotac¢niho télesa.
Meze opét odvodime z appletu. Ziejmé integrujeme od —r do 7.

V:w/r (\/W)de:

-Tr

e Umocnime a integral vypocitame s vyuzitim tabulky vzorcli. Nezapomene-
me na meze. Integracni konstantu nepftipisujeme.

:ﬁ/T(TQ—xz) dxzw[r%—%g]rr:

T

e Do kazdého vyrazu dosadime nejprve horni mez, poté mez dolni. Zvlastni
pozornost vénujte znaménktim pied jednotlivymi ¢iselnymi vyrazy.

3 3
:W(r2'r—%—r2-(—7’)—|—%>:

e Dale jen upravujeme vyraz v zavorce.
3 r3 3 T 3 23 6r3 — 23 4 3
=7(r’'——=4r"—-—=)=7n|2r’'— — )| =71—"F"7— = 71

o ZAvér:
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Uloha 2.4.2. Vypocitejte obsah S rovinného titvaru omezeného kiwkami, které
maji rovnice xy =5, x +y — 6 = 0.

e Krivky nejsou zadané ve tvaru, ktery vyuzivame pfi integraci. Vyjadiime ze
zadanych rovnic neznamou y, ¢imz vlastné dostaneme piedpis funkce.

ry = O r+y—6 = 0
y = 2 y = —x+6
fg g(x):y = —x+6
f(z):y = -

e Dale v zaddni nemame dané, na jakém intervalu pocitdme, ani to, zda je
na tomto intervalu f(z) > g(z) nebo g(x) > f(z). Toto ur¢ime z nacrtku
a z vypoctu pruseciki grafu téchto funkei.

e Priseciky:

P
T
—2?+6r—-5 = 0
D = 36—-4-(-1)-(-b)
D = 16
VD = 4
—6+4
T12 = 9
ry =
T9 = 5

e Dostali jsme dvé feSeni, tedy dvé x-ové soutadnice dvou prusec¢iku. Nyni
pro oba dopocitame y-ovou souradnici.

oxlzlz

B = —x1+6
Yy = 9

Prvni prisecik méa tedy soutadnice:

Py = [1;5]
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Yo = —T2+6
y2 = 1

Druhy prusec¢ik ma tedy souradnice:

Py = [5;1]

e Nyni jiz snadno vytvofime nacrtek. Zname body, kde se grafy funkei proti-
naji, a vime, ze jde o graf hyperboly (f(z)) a pfimky (g(z)).

b

Obrézek 2.46: Nacrtek k Uloze R.4.2
®
e Do nacrtku si mizeme zvyraznit i hrani¢ni piimky. Poté jiz jasné vidime,

7e integrovat budeme na intervalu (1,5) a 7e na celém tomto intervalu je

g(x) = f(x).

Integrujeme takto:

T 2 2

- 5 /-5 -1
- —+693—51n|x|] - <—+6-5—51n5>—(—+6-1—51n1> -
> LT\ >
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25 1 24
:—?—1-30—51115—1—5—6:—7+24—5ln5:12—51n5£3,95

e Zavér: Obsah utvaru je 12 — 5In 5 (pfiblizné 3,95).

Uloha 2.4.3. Vypocitejte f14 f(z) dz, je-li f(x) = %2 — x4+ 3 proz € (1,3)
a f(z) = =% pro x € (3,6).

e Pred zacatkem vypoctu si rozmyslime, co vlastné pocitdme. Pro tyto tcely
je vhodné vytvorit nacrtek, zde ve formé appletu.

B f(x)
W g(x)
¥ meza
¥ mez b
v mezc

¥ urgity integral

Obrazek 2.47: Applet

e Nynijiz vidime, Ze secteme-li urcité integraly na danych intervalech, ziskdme
obsah ttvaru ohrani¢eného grafy funkci f(x) a pfimkami x = 1 a = = 6.
Vyuzijeme zde vétu o souctu urcitych integrali.

3 a2 1 6 4
T et 2)d do =
/1<2 x+2> x+/3 z_1

. . s . 6
e Nejprve si vypocitdme samostatné f3 ﬁ dx.

Poditame:

e Vyuzijeme substitu¢ni metodu:

6
4
/ dx =
3 x—l
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t = -1 1 = 3—-1=2
dt = 1dz to = 6—-1=5

54 51
:/_dt:4/_dt:
2t 2t
5

5
=4 [1n|t|]2:4-(1n5—1n2):4-1115

Déle vypod¢itame ur¢ity integral na intervalu (1, 3):

27 9+3 N B
6 2 2 6 2
o

26

6 26-18 8 4

6 2 6 6 3

e Vypocitali jsme zvlast oba urcité integraly. Podle zadani a nac¢rtku je pro
kone¢ny vysledek staci secist. Ptirozeny logaritmus nebudeme pro piehled-
nost vycislovat.

3 2 6
T 1 4 4 5)
T st 2)d do=-+4ln-
/1<2 x+2> “TJF/?, -1 T3

Uloha 2.4.4. Vypocitejte obsah utvaru ohraniceného grafem funkce: f : y =
=22 — 72+ 10 a piimkami x = 1, x = 6, y = 0.

Regeni
S(U) =8,17

Podrobné teseni se slovnim komentafem viz Piiklad v podkapitole Obsah
utvaru ohranic¢eného osou z a grafem funkce, ktery se nachazi na daném intervalu
nad i pod osou =.

Uloha 2.4.5. Vypocitejte obsah titvaru ohraniceného grafy funkei f :y = —a’+
+hr+2ag:y="7-—ux.

Reseni
S(U)=10,7

Podrobné teseni se slovnim komentafem viz Ptiklad v podkapitole Obsah
utvaru ohraniceného grafy dvou funkei.
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Uloha 2.4.6. Urcete obsah itvaru ohraniceného grafy funkei f =y = bx — 2,
g:y=-—-5+ % ah:y=x*—5x+7, ktery cely lezi v pravé poloroviné od osy y.

Regeni
S(U)=18,7

Podrobné teSeni se slovnim komentafem viz Ptiklad v podkapitole Obsah
utvaru ohraniceného grafy t¥i funkei.

Uloha 2.4.7. S vyuZitim integrdlniho poctu vypocitejte objem koule s polomérem,
r=3 cm.

Reseni
V = 36m

Podrobné teseni se slovnim komentarem viz Priklad v podkapitole Objem
rotacniho télesa.

2.5 Néco navic — objem téles

2.5.1 Motivace

V kapitole Vyuziti integralniho poctu jsme se setkali s vypodtem objemii né-
kterych téles. Odvodili jsme si zde vztah pro vypocet objemu rotac¢niho télesa.

7 historického uvodu vime, ze diferencidlni pocet je pomérné novodobou zalezi-
tosti, jeho pocatky pochazeji ze 17. stoleti. Potfeba pocitat objemy téles se
ale objevovala uz v nejstarsich dochovanych matematickych textech, napf. ze
starovékého Egypta ¢i Mezopotamie. Praktickym ptipadem vyuziti znalosti ob-
jemu téles je vypocet objemu sypky pro ukladani obili, ktera mohla mit rtzné
tvary.

Je tedy zfejmé, Ze se objemy téles diive pocitaly i bez znalosti integralniho

poc¢tu. Nékteré takové postupy odvozeni vztahi pro objemy znamych téles si
ukédzeme v nasledujicich podkapitoléch.
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Piehled vzorci pro vypocet objemi znamych téles

Pro tplnost uvadime dale prehled objemi zndmych téles. Tento pfehled je mozné
si stdhnout ve formatu .pdf.

Hranol V=_5v &

Kvadr V = abc
Krychle V=ad
Jehlan V= %Sp-v
Koule V= gmrd
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2.5.2 Preskupovani téles

Zakladni metoda, kterd nam pomize odvodit napiiklad objem jehlanu, je zalozena
na rozdéleni ptvodnich téles. Budeme zde vychazet ze znalosti vztaht pro objem
krychle V = a® a kvidru V = abe. Odvodime si zde tvrzeni, Ze

Tvrzeni 2.5.1. Objem jehlanu je roven jedné tietiné objemu hranolu se stejnou
podstavou a vijskou,

nebo-li

objem jehlanu je roven jedné tretiné soucinu obsahu jeho podstavy a vysky.

Objem jehlanu je roven jedné tietiné objemu hranolu se stejnou pod-
stavou a vyskou

V dikazu se omezime na takové ¢tyrboké jehlany, jejichz dvé hrany jsou na sebe
kolmé. Na téchto télesech lze vztah pékné demonstrovat. Mazeme si snadno pied-
stavit, ze krychli 1ze rozdélit na tii takové shodné ¢tyrboké jehlany:

a

Obrézek 2.48: Rozdéleni krychle
O néco slozitéjsi situace je v pripadé kvadru. Ten nelze rozlozit na tii shodné
Ctytboké jehlany, ale lze jej rozdélit na tii ¢tyiboké jehlany (jejichz pravé dvé
hrany jsou na sebe kolmé) se stejnym objemem. A to tak, ze délkami hran pod-
stavy a vysky jsou vzdy ¢isla a, b, c.

Obrazek 2.49: Rozdéleni kvadru
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Objem jehlanu je roven jedné tietiné soucinu obsahu podstavy a vysky

Objem jehlanu se pomoci krychle da ukazat jesté dalsim zptsobem. Krychle je
totiz slozené praveé ze Sesti shodnych jehlanii; podstavou kazdého jehlanu je jedna
sténa krychle, vSechny jehlany pak maji spole¢ny hlavni vrchol, a to ve stfedu
krychle:

A5

&
e
g R
NN E

I‘." m

Obrézek 2.50: Jiné rozdéleni krychle

Vime, ze pro objem V}, krychle o strand a plati Vj, = a3. Krychle je vyplnéna
Sesti shodnymi nepfekryvajicimi se jehlany, objem V; kazdého je tak

coz odpovida objemu jehlanu se ¢tvercovou podstavou (strana a, obsah S = a?)

a vySkou v = %:

2.5.3 Cayvalieriho princip

Pti odvozovani vztahtu pro objemy nékterych téles lze také vyuzit takzvany Ca-
valieriho princip.

Véta 2.5.1. Cavalieriho princip i1k, 7e télesa se stejné velkymi podstavami
(tj. podstavami, které maji stejny obsah) a vyskami maji stejny objem, pokud
fezy rovnobézné s podstavami vedené ve stejné vzdalenosti od podstav maji stejné
obsahy.

Jinak feceno, vezmeme dvé télesa, ktera maji stejny obsah podstavy a stejnou
vysku. Provedeme fez témito télesy rovinou vedenou v libovolné vysce rovnobézné
s podstavou a zjistime obsah vzniklych tezl. Jestlize se obsahy shoduji pro fez
vedeny v libovolné vysce, télesa maji stejny objem.
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Objem kuzele

V podkapitole Preskupovani téles jsme ze vztahu pro objem kvadru odvodili
vztah pro objem jehlanu. Tentokrat pro nas bude vychozim télesem pravé jehlan,
z jehoz objemu odvodime vztah pro objem kuzele.

Abychom co nejlépe ilustrovali Cavalieriho princip, budeme uvazovat kuzel
s polomérem podstavy R a vyskou h a pravidelny ¢tyfboky jehlan se stejnou vysk-
ou a ¢tvercovou podstavou o strané a = /7 - R. Diky takto zvolenym rozmérim
jsou obsahy podstav obou téles stejné. Tato télesa jsou uvedena na nize uvedeném
appletu.

Spustte animaci nebo pohybujte modrym posuvnikem. Vidite fez kuzelem
a jehlanem vedeny rovnobézné s podstavou vzdy ve shodné vysce. Cavalieriho
princip tiké4, 7ze pokud budou obsahy vyznacenych rovinnych atvara vzdy stejné
(bez ohledu na vysku, ve které je veden fez), maji obé t&lesa stejny objem.

Obrazek 2.51: Applet — Cavalieriho princip — jehlan a kuzel

Vypocet

Ukazme si nyni pomoci vypoctu, zZe obsahy fezi vedenych v libovolné vysce, jsou
skutecné vzdy shodné. Pti vysvétleni budeme pouzivat nasledujici obrazek. E]

Nejprve vypocitame obsah podstav obou téles. Uvédomme si, ze kuzel ma
podstavu tvaru kruhu, jehlan tvaru ¢tverce.

e Kuzel
Obsah kruhu o poloméru R je S = mR2.

e Jehlan
Obsah ¢tverce o strané a = /7 - R je S = (/7 - R)? = 7 R%.

Obé télesa maji tedy stejny obsah podstav.

1Obrazek byl vytvoien z appletu na Obrazku [2.51} ktery je v tiskové verzi ve formé obrazku.
Pro dalsi vypocet budeme vychéazet z tohoto obrazku.
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Podivejme se nyni na fez obéma télesy rovinou rovnobéznou s rovinami pod-
stav, vedeny ve stejné (libovolné) vysce v. Tato rovina protne kuzel v kruhu
a jehlan ve ¢tverci. Podle Cavalieriho principu potiebujeme znat obsahy téchto
fezil. Pro jejich urc¢eni nam staci znat jen vzdalenost stfedu rezu od ,,okraje® téle-
sa (na obrazku bod Z5). V pfipadé kruhu tak ziskaime polomér, v piipadé ¢tverce
polovinu strany a.

o Kuzel

Obrazek 2.52: Rez kuzelem

e Jehlan

Obrézek 2.53: Rez jehlanem
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Jak je patrné z vySe uvedenych obrazku, vyznaceny modry a oranzovy troji-
helnik jsou podobné podle véty uu s koeficientem podobnosti k, pficemz k € (0, 1).
Vzdalenost stfedu fezu Sy od bodu Z, je tedy rovna k-nasobku vzdélenosti S;
od Z, a to v piipadé jehlanu i kuzelu. Tedy si budou rovny i obsahy fezi téchto
téles v libovolné vysce, ¢imz je splnéna podminka Cavalieriho principu. Ziskavame
tedy vztah pro objem kuzele:

Objem koule

Také vztah pro objem koule odvodime pfes Cavalieriho princip. UkaZeme si plat-
nost nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 2.5.2. Objem koule o poloméru R je roven objemu wdlce o primeéru
podstavy R, vijsce 2R, od néhoz odecteme objem dvou kuZeli o viySce R a poloméru
podstavy R.

Na nize uvedeném obrazku je tvrzeni pro lepsi pfehlednost znazornéno pouze
s vyuzitim plastu téles.

Obrazek 2.54: Tlustrace Tvrzeni 2.5.2]

Na nésledujicim obrazku jsou znazornéna tii télesa o stejné vysce 2R - valec,
koule a ,,dvojkuzel“. Dale je zde graficky naznac¢eno tivodni tvrzeni ,,objem vélce
je roven souc¢tu objemu koule a objemu dvou kuzelu“.
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2R

Obrézek 2.55: Valec, koule, ,,dvojkuzel

Podivejme se opét, jak vypada fez témito télesy vedeny rovnobézné s pod-
stavami (resp. primérem) ve stejné vySce v od stiedu téles. Podle Cavalieriho
principu: Pokud bude mit fez vilcem stejny obsah jako je soucet obsahi fezi
koule a dvojkuzele, pak bude objem véalce roven sou¢tu objemi koule a dvojkuzele
(pro kazdy fez vedeny ve stejné libovolné vysce v).

e Vilec
Rez valcem je ziejmé kruh o poloméru R (v kazdé vysce v fezu), tedy obsah
tohoto Tezu je:
S, = mR?

e Koule

Mk

R

Obrazek 2.56: Polomér fezu koule

Podle Pythagorovy véty plati:

R* = v?+7r}
r,% = R?_—?
re = R? — 2

Rozmyslete si: Pti posledni tipravé rovnice bychom méli uvazovat vice moznych
vysledkii — kladny, zaporny a nulu. Zaporny polomeér ovSem nema smysl,
proto bereme v potaz jen jedno TeSeni.

Polomér kruhu r;, je tedy zavisly na vysce v, ve které vedeme tez, a je roven

re = vV R?> — v2. Obsah S} fezu bude tedy:
Sp=m- (VR —v2)? =7 (R* %
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e Dvojkuzel
Déle potiebujeme zjistit, jak vypada fez kuzelem. Tim bude opét kruh, ten-
tokrat s polomérem rovnym vysce v.

Rozmyslete si: Strana kuzele svird s jeho podstavou thel o velikosti 45°, fez
je provadén kolmo k ose vedouci télesem. Zbyvajici tthel pravoihlého troj-
thelniku tedy musi mit velikost 45° (soucet thlu v trojuhelniku je 180°),
trojihelnik je tedy rovnoramenny.

Tedy dostavame
Sd = 7T112.

Porovnejme nyni obsah fezu valce se souc¢tem obsahii fezti koule a dvojkuzele:

S, = wR?
Sk = 7T(R2 — U2>
Sy, = v’

Sp+ Sy = m(R?—v?) + w0’
Sp+Sq = m((R*—v?) +0v?)
Sy +S; = wR?

Sg+Ss = S,

Pripomenme nyni, ze se snazime odvodit objem koule pfes Cavalieriho princip,
pricemz davame do ,rovnosti objem valec na jedné strané, objemy koule a dvoj-
kuzele na strané druhé.
V libovolné vysce v je tedy obsah fezu valcem roven souctu obsahi fezii kouli
a dvojkuzelem. Je tedy splnéna podminka Cavalieriho principu a plati, Ze objem
véalce je roven souc¢tu objemu koule a objemu dvojkuzele (dané vysky a poloméru).
Zname-li vztah pro objem valce o poloméru r a vysce v

V, = mrv
a objem kuzele o poloméru r a vysce v:

1
V = —nr?,
3
snadno dosadime za polomér R a za vysku 2R a dopocitame zbyvajici vztah
pro objem koule. Nezapomeite, 7e jsme uvazovali ,,dvojkuzel“, vztah pro objem
kuzele tedy musime zapocitat dvakrat (vyska kazdého kuzele je R). Plati:
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V (valec) =V (koule) + V (dvojkuzel)

TR?*-2R = V (koule) +2-3:7R*- R
2TR3 = (koule) + 7TR3

V (koule) = 27R®— 7TR‘3

V (koule) = 37wR?
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2.6 Zaskrtavaci test

Zaskrtavaci test je klasicky test s vybérem odpovédi. Kazdy test obsahuje devét
otazek poskladanych ze tiech tematickych celki (z kazdého tematického celku 3
otazky):

e Otazky zamétrené na teoretickou ¢ast vykladu.
e Otazky zamérené na zakladni vypocty integrala a pouziti vypocetnich metod.

e Dalsi typové piiklady, které se objevuji v nékterych sbirkach (viz Literatu-
ra).

U kazdé z otézek zaskrtavate pravé jednu odpovéd, kterou povazujete za sprav-
nou. Po ukonceni testu kliknéte na tlac¢itko Vyhodnotit.

Kromé bodového zisku a znadmky naleznete na strance odpovédi také vysvétleni
principu feSeni jednotlivych otazek.

1) VEta o integraci souétu fika
Ze integral souétu je roven souftu integrald. & spravna odpovéd’
9 toté# jako véta o aditivnosti. X (
pro konkrétni piipad, Ze f(sin r+Inz)dr= fsin rdr+Inr I
pro konkrétni piipad. Ze [(3 +Inz) dr =3 + [Inz der (konstantu v soutu Ize vytknout pred integral) odpovéd, kterou jsem
o ) ) oznacil(a) a byla
viz V&ta o integraci souctu ( nespravna

hypertextovy odkaz na ¢ast webu, kde se
dana latka vysvétluje

Obréazek 2.57: Zaskrtavaci test, Spatna odpovéd

8) Integral f% . sin% dz je vhodné Fesit

metodou per partes l__ spravna odpovéd
- = N
@ substituci za D) v & I

S -
substituci za sin 2 odpovéd, kterou jsem
podle tabulky vwpogetnich vzorcl oznadcil(a) a byla
) ) X spravna
Postup f% . sill% dr = %fsin% dr = % -2 [sint dt = —mweost +c—— > —';roos% +c (-I
L)
‘ zkraceny vypocet ‘

Obréazek 2.58: Zagkrtavaci test, spravna odpoved

’ Generovat novy zaskrtavaci test. ‘
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2.6.1 Vzorovy test

Webova aplikace generuje vzidy novy test obsahujici devét otazek, databéaze jich
obsahuje celkem padesat.

1. Z uvedenych funkci sinx, €*, Inz,tg x dokdzeme integrovat podle tabulky
vzorcu:

e vSechny
e jensinz atg x
e jene”alnx
e jen sinz a e* (Spravna)
Regeni: viz Tabulka [2.1] — Tabulka vypocetnich vzorci.
2. Metodu per partes obecné neni vhodné pouzit, integrujeme-li:
e soucin
e podil

e soucet (spravna)

e jedinou funkci

Regent: viz podkapitola Metoda per partes.

3. Primitivni funkei k funkci f:

fx)+e
e je takova funkce F, pro kterou plati: F'(z) = f(x) (spravna)

e je takova funkce F, pro kterou plati: [ F(z) dx

e je takova funkce F, pro kterou plati: f'(z) = F(
e je takova funkce F, pro kterou plati: [ F(z) do = f(z)

=

Regent: viz podkapitola Primitivni funkce.

4. Vysledek ur¢itého integralu f_22(x2 +3) duz je:

o (
o 12
o 22 (spravna)
Postup:
2 3 2 23 (_2)3
243)d :[J}_ 3] :[— 3.2]_[ 3._2]:
/_2(w+)x 3+x72 3+ 3+ (—2)
8 8 52
=—-—46+-+6=—
3+ +3+ 3
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5. Integral [ £%5Z dz je vhodné Tesit:
e vytknutim cosx pied integral
e substituci za sinz (spravna)
e substituci za cosz

2

e vyuzitim goniometrickych vzorci sin®z = 1 — cos® x

Postup:
CcOs T . 1 1
—— de=...[t=sinz|...= | s dt=—-
sin® x t2 t
. CoS T 1
t=sinzx — —— dr = ——
sin® x sin x

6. Integral [z?sinz dz je vhodné fesit:

e substitu¢ni metodou, ¢t = 22
e metodou per partes, kde x? derivujeme, sinz integrujeme (spravna)
e metodou per partes, kde 2? integrujeme, sin z derivujeme

e substitu¢ni metodou, ¢t = sinx

Postup:
/ r?sinz de = —22 cos x+2 / xrcosx dr = —22 cos x+2x sin z—2 / sinz dr =

—22cosx + 2rsinz + 2cosx + ¢

7. Uréete hodnotu parametru p € R tak, aby pro funkci h(z) = 23 + p platilo

f02 h(z) dz = 10:

—_

2

e - (spravna)

4 24 4

/2( Srp)de= [t r = 2] [O +0-p)] 10 0= 12
X xr=|— X = | — — | — . = — — =
; b 1 p 0 4 p 1 b 1 p p

12
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8. Znasledujicich funkei Fy(z) = %, Fy(x) = =222 Fy(z) = 4+sin’z, Fy(z) =
= —cotg?x-sin® x+13 vyberte ty, které jsou primitivnimi funkcemi ke STEJ-
NE funkci:

e F|, F, (spravna)
o Iy I3, F)

o F5 Fy

o Iy I3 F)

9. Urcete hodnoty parametri u, v € R tak, aby pro funkci f(x) = uz? + v
platilo f03 f(x) dz = 63 a zaroveii ff f(x) dow =1T:

e u=3 v==06
e u=06, v =3 (spravni)
e u=12v=9
o u=9v=12

2.7 Test — Postupny vypocet

odpovédi urcujete nasledujici krok vypoc¢tu. Pokud Vami zvolend metoda neni
v danou chvili vhodnd, zobrazi se Vam vysvétleni, pro¢ tomu tak je. Nasledné jste
vyzvani k jiné volbé. Ve chvili vhodné zvoleného postupu se presouvate na dalsi
krok vypoc¢tu. Kazdou dalsi volbu i prechod na dalsi krok vypoctu potvrzujete
kliknutim na tlacitko , Pokracovat®. Timto zpusobem vytesite cely priklad.

Poznamka 2.7.1. Zadani byla inspirovana priklady z nejcastéji vyuzivangch sbirek
na strednich skoldach a gymndziich.
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2.7.1 Prace s testem

Spatna odpovéd

@ substituce f=sinx

@ substituce t=1—cosz X (

1) Uréete nasledujici krok vypo&tu integralu fl— dr:

© vyuZiti goniometrickéhao vzorce sin’z = 1 — cos’x

sin’z
—cosT

© substituce £= cosx

sin x. Micméné v Eitateli zlomku je sin
jinou moZnost.

odpoveéd’, kterou jsem

My3lenka substituce neni v tuto chvili Elflné Zpatna, ve vyrazu mame také derivaci za 1 — cosx, tj. oznatil(a) a byla

x, coZ situaci komplikuje. Tato metoda tak neni vhodna. Zvolte nespravna

Pokratovat T

Vysvétleni, pro¢ oznacena odpovéd nebyla spravna

Obrazek 2.59: Spatna odpoved

Spravna odpovéd

7 substituce f=sinx

7 substituce £=1—cosx

7 substituce = cosx

1) Uréete nasledujici krok vypoétu integralu fl— dr:

@ yyuziti goniometrického vzorce sin’z =1—coslz « ‘

sin’z
—COsT

odpovéd, kterou jsem
oznacil(a) a byla

PouZitim tohoto vztahu dostavame f 1

.2 3 spravna
el I L—cos"z dx = (coz pfi dal3i dpravé povede
—COST (1_ I—J??SI )_ p prave p
—cosz)(1+cosz
I R r— dr = [(14cosz) dr. Tato

k vjznamnému zjednoduZeni celého vyrazu) = f

moZnost je vhodna, pokracujte na dali krok vypoctu.

1

Vysvétleni, pro¢ oznaéena odpovéd byla spravna

Obrézek 2.60: Spravna odpovéd
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Spustte nadhodny pfiklad nebo vyberte ze seznamu:

Generovat ndhodné postupny test.

Pfejit na piiklad 1: [z -sinz dx Prejit na priklad 10: [ 222 dg

3sinx

Prejit na priklad 2: [sin?(3z + 1) do | Pfejit na priklad 11: [sin®3z dz

Piejit na piiklad 3: [ f_“i:x dw Ptejit na priklad 12: [ cos® £ dx
Ptejit na priklad 4: Ptejit na priklad 13:

0T gy J(5cos™?z +2sin"?x) dz
Prejit na priklad 5: Pfejit na piiklad 14:

[ 2z V42?2 -3 dx [(2tg*x — —%-) dx

cos? x

Prejit na piiklad 6: [ 522 dz Piejit na piiklad 15: [ <=2 dg

5—3cosx sin z+cos x

Prejit na priklad 7: f6x - (22 — 4)® dx | Piejit na pitklad 16: f 20° 4

1—24

Prejit na pitklad 8: [ 4z%e” dx Prejit na pitklad 17: [ ‘/\/’”;IZS dz
Pejit na priklad 9: [ 5222 dy Piejit na priklad 18: [(x — 4)° dx
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2.7.2 Vzorovy test

Pro ilustraci tohoto testu byl vybran piiklad 15. Pro kazdy dalsi krok vypoctu
jsou uvedeny vSechny tii, resp. ¢tyfi, moznosti, které mohl uzivatel zaskrtnout.

1. Urcete nasledujici krok vypoctu integralu

cos 2x
— dz
siInx + cosx
a. pouziti goniometrického vzorce cos 2z = cos®x — sin® z, tprava vyrazu
(spravna)

b. substituce t = 2z

c. metoda per partes, kde cos 2z integrujeme, m derivujeme

d. substituce t = sinzx

Odpovédi:

. 2 v 2 2 e 2 —si 2
ad a. Aplikaci vySe uvedeného vzorce ziskame [ 22— dg = [ cotsint g,

coz lze dale upravit na [ (Cosz_:ilﬁﬁsg:jﬂm 2 dz a po vykraceni ziskdme

J(cosz —sinx) dz. Pokracujte na dalsi krok vypoctu.

ad b. Piipouziti substituc¢ni metody pro vySe zvolenou substituci dostaneme
vyraz, ve kterém se nachézi proménnd x i proménné ¢t. Tato metoda
tak neni vhodna. Zvolte jinou moznost.

ad c. Podilovy tvar lze trividlni ipravou pfevést na soucinovy, pouziti per
partes se v sou¢inu nabizi. Metoda per partes je ovSem vhodné tehdy,
kdy dochéazi ke zjednoduSovani jednoho z ¢initel, coz se v ptipadé
dvou goniometrickych funkci nestane. Zvolte jinou moznost.

ad d. Piipouziti substituc¢ni metody pro vyse zvolenou substituci dostaneme
vyraz, ve kterém se nachézi proménnéd x i proménné ¢t. Tato metoda
tak neni vhodna. Zvolte jinou moznost.
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2. Urcete nésledujici krok vypoctu integralu
Ccos 2x cos?x —sin’zx
sinx + cosx Silnx + cosSx

B / (cosx — sinz)(cosz + sin )
B sinx + cos T

dz = /(cos:c —sinz) dz :

a. substituce ¢t = cosx
b. substituce t = sinzx

c. pouziti véty o integraci souctu, dale integrace podle tabulky vzorcu
(spravna)

Odpovédi:

ad a. Piipouziti substituéni metody pro vyse zvolenou substituci dostaneme
vyraz, ve kterém se nachézi proménnd x i proménné ¢. Tato metoda
tak neni vhodna. Zvolte jinou moznost.

ad b. Pii pouziti substitu¢ni metody pro vyse zvolenou substituci dostaneme
vyraz, ve kterém se nachézi proménnd x i proménné ¢t. Tato metoda
tak neni vhodna. Zvolte jinou moznost.

ad c. Vypocet bude vypadat takto: [(cosz — sinz) dv = [cosz dz—
— [sinz dz = sinx + cosx + ¢. Pokra¢ujte na shrnuti vypoctu.

3. Cely vypocet vypada takto:

oS 2x cos?z — sin® x (cosx —sinz)(cosx + sinz)
——dz= | ———dz = : de =
SN + cosx sinT + cosx SIN X + cosx

:/(cosx—sinx) dx:/cosx dx—/sinx dz =sinz +cosz + ¢
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2.8 Pouzivané matematické symboly

(a,b) otevieny interval, mnozina {x € R; a < x < b}
(a,b) uzavieny interval, mnozina {z € R;a < x < b}
f funkce f

| f(2) hodnota funkce f v bodé x

f(x), o prvni derivace funkce y = f(x)

f f(x) dz | neurdity integral z funkce y = f(x)

fab f(x) dz | ur¢ity integral z funkce y = f(x) od a do b

Tabulka 2.2: Pouzivané matematické symboly
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3. Dotaznikové Setreni

Pro ovéreni vysledki prace bylo provedeno dotaznikové Setieni. Vzhledem k tomu,
ze je ucivo integralniho poc¢tu v soucasné dobé v hodinach matematiky na stied-
ni Skole ¢asto vynechavano, byli respondenty studenti prvniho ro¢niku vysokych
skol, a to Masarykovy univerzity v Brné a Matematicko-fyzikalni fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze. Primérny vék studenti se tak pohyboval okolo 20 let. Pro-
blémem Setieni byla nizka navratnost vyplnéného dotazniku, ktery byl rozdan cca
50 studentim, piicemz dotaznik nakonec odevzdalo 9 divek a 6 chlapci. Vysledky
Setfeni jsou tak spiSe orientacni.

Otazky byly uzaviené s vybérem ze ¢tyt odpovédi, pficemz bylo mozné zaskrt-
nout jednu nebo vice dle ndzoru respondenta, a dale s moznosti doplnéni slovniho
komentare. V nasledujici ¢asti bude proveden kratky rozbor odpovédi studentt
na zakladé jejich cetnosti. Znéni otazky je uvedeno nad tabulkou vysledku Setfeni.

Otazka 1

Prvni otazka se tykala grafické upravy webovych stranek. Zjistovala, na kolik
uvedené rozlozeni studentim vyhovuje.

Znéni otdzky: Rozlozeni webovych stranek bych oznagcil/a jako

Nabizené moZnosti | Poc¢et odpovédi
Velmi ptrehledné 8
Prehledné 6
Spise nepiehledné 0
Velmi nepiehledné 0

Tabulka 3.1: Vysledky — otazka 1

Velmi dobré hodnoceni bylo udéleno za pifehlednost webovych stranek. Stu-
dentiim umozhuje snadnou orientaci pii hledani konkétntho tématu. Kapitoly
v menu na sebe logicky navazuji, coz také napomaha pochopeni uciva pii postup-
ném studiu celého textu.

Otazka 2

Tato otdzka se zaméfila na zjisténi, co je cilem néavstévy vyukovych stranek —
zda teoreticky vyklad, podrobné fesené ptiklady nebo testové tlohy pro zjisténi
urovné vlastnich znalosti.

7 odpovédi respondentii vyplyva, Ze studenti vice nez teorii integralniho poctu
vyhledavaji metody feSeni piikladu, kterd pravdépodobné castéji potiebuji pii
Skolnim testovani znalosti. Nejvétsiho tispéchu dosahly krokované fesené tlohy se
slovnim komentairem, kde je vysvétlovan zvoleny postup vypoctu pribézné.

Naopak piekvapenim bylo nevyuzivani testii.
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Znént otdzky: Nejvétsi prinos webovych stranek vidim v

Nabizené moZnosti Pocet odpoveédi
nazornosti vykladu 3
krokované tesenych tlohéch 8
krokované feSenych tlohach s komentarem 9
testech 0

Tabulka 3.2: Vysledky — otazka 2

Otazka 3

Znacnéa Cast webovych stranek je vénovana vykladu uciva, teoretickému zakladu
pro vypocet prikladi. Tteti otazka se vénovala tomu, nakolik studenti tyto kapi-
toly vyuzivaji.

Znéni otazky: Vyklad vyuzivam

Nabizené mozZnosti Pocet odpovédi
vzdy pfed studiem kapitoly 4
pokud mé na néj odkazuje hypertextovy odkaz v tloze 1
pokud mé na néj odkazuje hypertextovy odkaz v testu 0
pokud pfi feSeni dloh zjistim, Ze latce nerozumim 9

Tabulka 3.3: Vysledky — otazka 3

Setfeni potvrdilo Casty trend ve studiu. Studenti se zaméiruji zejména na
vypocet piikladi (nejradéji s moznosti ,mechanického” postupu) a teoreticky
zaklad povazuji casto za zbytecny.

Otazka 4

Webové stranky maji oproti tisténym ucebnicim mimojiné moznost postupného
zobrazovani jednotlivych kroki vypoctu. Ten se tak studenttim nezobrazuje cely
najednou, a tim umoznuje vice pfemyslet nad dil¢imi dpravami. Tento typ tloh je
na webovych strankach uvadén dvoji formou — s a bez slovniho komentéte (slovni
komentaf do jisté miry supluje pomoc uditele). Dalsi otazka se tedy zaméfila na
to, ktery typ studentiim vice vyhovuje.

Zneént otdzky: U krokované fesenych tloh preferuji

Nabizené moZnosti Pocet odpoveédi
tlohy s komentaiem, zobrazuji najednou celé fesSeni 1

tlohy s komentaiem, zobrazuji feSeni postupné 12

tlohy bez komentéafe, zobrazuji najednou celé feSeni 1

tlohy bez komentéie, zobrazuji feSeni postupné

Tabulka 3.4: Vysledky — otazka 4

Vysledky potvrdily domnénku, Ze studenti pti studiu feSeni priklada vyzaduji
také slovni komentar jednotlivych kroki.
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Otazka 5

Pted vlastni tvorbou webovych stranek byl proveden rozbor existujicich mate-
riala (aktualni k létu 2012). Timto Setfenim bylo zjisténo, 7e na webu neexistuje
vyukovy materidl zaméfeny na integralni pocet, ktery by vyuzival moznosti we-
bového prostiedi v takovém rozsahu jako vytvorené webové stranky. Predmétem
Sesté otazky bylo zjistit, nakolik toto provedeni vyhovuje studenttim.

Zneént otdzky: Srozumitelnost vykladu povazuji za

Nabizené moZnosti Pocet odpoveédi
lepsi nez v jinych materidlech diky interaktivnim prvkim 9
lepsi nez v jinych materidlech diky komentovanym tloham 6
srovnatelnou s jinymi materialy 3
horsi nez v jinych materialech 0

Tabulka 3.5: Vysledky — otazka 5

Bylo zjisténno, 7ze studenti povazuji vyukovy material srozumitelnéjsi diky
prvkim, které tisténé ucebnice nemohou nabidnout. Bylo tak vyzito potencialu
prostiedi, ve kterém vyukovy material vznikl.

Otazka 6

Poslednim vyznamnym prvkem webovych stranek jsou dvé kapitoly vénované
testum. Otazky se zaméruji jak na teoretické znalosti, tak i na vypocty uréitych
a neurcitych integrala. Bylo tedy zjistovano, nakolik studenti moznosti samostat-
ného testovani znalosti vyuzivaji.

Zneni otdzky: 7 testovych tloh

Nabizené mozZnosti Pocet odpovédi
vyuzivam zaskrtavaci test i postupny vypocet 6
vyuzivam jen zaskrtavaci test 2
vyuzivam jen test s postupnym vypoctem 2
nevyuzivam zadné 4

Tabulka 3.6: Vysledky — otazka 6

Zajimavym vysledkem bylo, Ze tfetina respondentt testy nevyuziva vibec.
Zaméruji se tak nejspis radéji na postupy reseni integrali.
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Otazka 7

Zaveérecna otazka byla jedina oteviena. Odpovéd tentokrat nebylo mozné vybrat
z nabidky, ale bylo tieba ji samostatné formulovat.

Znéni otdzky: Vlastni nézor na zlepSeni stranek (pro lepsi srozumitelnost, pocho-
pitelnost, orientaci na webu i v u¢ivu, apod.)

Nize jsou uvedeny nékteré zajimavé odpovédi.

o  V posledni dobe jsem si oblibila mluvené tutoridly. Proto bych uvitala © né-
jakou mluvenou verzi, nebo video se zvukem, kde se vysvetli ¢ hloubéyi dand
problematika. ¢
zena, 22 let

o ....velmi ocenugi detailné popsané veskeré znacky a symboly, coZ bohuZel
nent samoziejmosti v mnoha studijnich materidlech, ale ne vsichni studenti
védi, co klery z nich presne znamend.“
zena, 21 let

o _Doplnit treba odkazy na dalsi priklady. “
zena, 20 let

e Pro prehlednost by bylo dobré v menu oddélit buttony reZijni (tj. titulni
stranka, odkazy, pouZité znacky, literatura, rejstiik) od vlastnich kapitol (tj.
neurcity, urdity, vyuziti, ... )«
muz, 19 let

Zaveér
Kratkym dotaznikovym Setfenim bylo potvrzeno, Ze vytvorené webové stranky

spliwuji vytycené cile. Poméahaji studentiim zvladnout ucivo integralniho poctu
diky srozumitelnosti a vyuziti interaktivnich a dalsich dynamickych prvkii.

157



Zaver

V této praci byl ¢tenari predstaven rozbor existujicich webovych materidli pro
vyuku integralniho poc¢tu. Bylo ukazéano, Ze je vhodné vytvorit webovou aplikaci,
kterd bude zahrnovat ucivo integralniho poc¢tu v rozsahu stfedni skoly a vyuzije
prednosti webového prostiedi.

Vytvorené webové stranky zahrnuji teoreticky vyklad, fesené tlohy a testy.
Dtraz byl kladen na nézornost a interaktivni prvky. Vyuzivany byly applety,
grafickd znazornéni a v neposledni fadé vysvétlujici text.

Resené tlohy byly déleny na tlohy se slovnim komentafem a bez slovniho ko-
mentare. Komentované reSeni poskytuje vysvétleni piic¢iny zvoleni dané metody.
Casto zde byl zamérné nejprve nastinén $patny postup, aby student doSel k mis-
tu chybné tvahy a pif§té se dokézal rozhodnout pro spravnou metodu. Ulo-
hy bez slovniho komentafe slouzily pfedev§im pro kontrolu vlastniho postupu.
V neposledni fadé byly soucasti webovych stranek dva typy testi. Test nazvany
Postupnigj vijpocet simuloval feSeni ptikladu neurc¢itého integralu. Druhym typem
byl Zaskrtdavaci test s vybérem odpovédi. Ten zahrnoval vypocty urcitych inte-
gralt, ovéreni teoretickych znalosti a dale nékteré typové tlohy vyskytujici se
v pouzivanych sbirkach piikladi.

Kratkym dotaznikovym Setfenim v kvétnu 2013 mezi studenty prvniho ro¢niku
Univerzity Karlovy v Praze a Masarykovy univerzity v Brné bylo potvrzeno
dosazeni vytycCenych cili. Respondenti ocenovali zejména ty Casti prace, které
vyuzivaly moznosti webového prostiedi — krokované resené tlohy se slovnim ko-
mentafem a interaktivni prvky.
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Nakladani s praci

Souhlasim s vystavenim moji prace na webovych strankach Katedry didaktiky
matematiky MFF UK v Praze. Dale souhlasim s jejimi pozdéjSimi ipravami za
ucelem jejiho zapojeni do struktury matematického portalu, ktery vznikne z této
a podobnych bakalarskych a diplomovych praci. Portal vytvoii a bude spravovat
praveé a jediné Katedra didaktiky matematiky MFF UK ¢i osoba ji povéiena.

Be. Monika Tvrda
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