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Uvod

Diplomovéa prace Kinematicka geometrie v roviné by mohla slouzit jako do-
plitkovy ucebni material hlavné studenttim deskriptivni geometrie, ale i ti, které
zajima obecné geometrie, mohou v praci najit zajimavé pasaze. Cilem prace je
priblizit hlavni pojmy, seznamit ¢tenafe s typy rtznych kiivek a také vzbudit
zajem o geometrii. Geometrie, jako jeden z nejstarsich védnich obori, v dnesni
dobé ztraci na popularité hlavné mezi mladsimi studenty. Nékteré ¢asti prace jsou
pouzitelné i na stfednich skolach, kde by mezi vybranymi studenty mohly podni-
tit touhu se geometrii zabyvat vice, protoze prace vyuziva moderniho softwaru k
zobrazeni pohybu a k upozornéni na nékteré spojitosti mezi kiivkami.

Psany text je doplnén mnoha vlastnimi obrazky, diky kterym je pochopeni
latky snadnéjsi a ndzornéjsi. K dilezitym prikladim kiivek, k odvozovani analy-
tického vyjadieni a dalsim ilustracim jsou také v softwaru GeoGebra vytvoreny
dynamické programy, pomoci nichz lze demonstrovat onu zvlastnost tohoto typu
geometrie — pohyb kiivek a bodl. Software GeoGebra jsem zvolila jednak kvili
moznosti si ho bezplatné poridit, a tak je rozsifen nejen mezi studenty, ale také
kvili jeho velmi intuitivnimu ovladani, takze i uzivatel, ktery predtim tento soft-
ware neznal, nebude mit potize s pouzivanim vytvotfenych program.

Struktura préce je nasledujici. V prvni kapitole jsou popsany zakladni pojmy,
které je potieba znat k vybudovani hlubsi teorie o kinematické geometrii. Ilustrace
primo v textu urychluji pochopeni daného terminu nebo problému. Text je psan co
nejsrozumitelnéji dnesnimu ¢tenafi. Odkazy na animace v pfilozenych programech
jsou také psany rovnou u danych témat.

Druhé kapitola popisuje uz konkrétni pohyby, zkoumé jejich kiivky a spo-
jitosti mezi jednotlivymi pohyby. Odvozovani kiivek je provddéno bud pomoci
syntetické nebo analytické geometrie. U vybranych pripadi jsou pfedvedeny oba
pristupy. Protoze trajektorie nékterych pohybi jsou k¥ivky znamé uz studenttim
na stfedni skole (kruZnice, elipsa, ...), je mozné jejich odvozeni pfedvést na ho-
dindch matematiky. Dynamické programy jsou uzivatelsky jednoduché a ctenar
mize rizné ménit parametry zadani, a tak vidi vzniklé trajektorie pohybii.

Treti kapitola se zabyva historii nékterych kiivek a vyuziti kinematické ge-
ometrie v praxi. Zajimavé je vyuziti napriklad Archimédovy spiraly k trisekci
thlu nebo kvadratuie kruhu, tedy ke klasickym problémtim antické matematiky.
Tato cast je spiSe stru¢nym prehledem, kde vsude se potkavame s kinematickou
geometrii. Pripadni zajemci o hlubsi znalosti se mohou podivat do technickych
ucebnic ¢i jinych zdroju.

Nedilnou soucéasti prace je prilozené CD, kde lze nalézt animace vSech pohybi
a jiné ilustrace vzniku kiivek.

Cilem mé prace je tedy shrnout zakladni pojmy potiebné k pochopeni kinema-
tické geometrie, analyticky odvodit vyjadieni vzniklych kiivek, ale hlavné vytvorit
dynamické programy, které budou moci pouzivat studenti a ucitelé matematiky
a deskriptivni geometrie ve svych hodinach. Doufam, Ze za pomoci moderni tech-
nologie a programil lze ¢tenafe presvédcit, ze i na prvni pohled slozité studium
pohybu kiivek mtizu byt zjednoduseno na prijatelnou troven nebo dokonce na-
dchnout pro hlubsi studium geometrie.



1. Elementarni pojmy
kinematické geometrie

1.1 Nepromeénna rovinna soustava

V této praci budeme kfivkou rozumét, stejné jako v [I], spojitou drahu pohy-
bujiciho se bodu, tedy nekone¢nou mnozinu bodti, jejichz poloha zavisi na jednom
parametru. Tedy jako jednoparametrickou soustavu bodi. Také budeme prevazné
mluvit o rovinnych ktivkach, neboli o ktivkach, jejichz vSechny body lezi v jedné
rovine.

Trajektorit daného bodu budeme rozumét kiivku, kterou vytvoii pohyb da-
ného bodu. Oznacovat ji budeme pismenem 7 s indexem odpovidajiciho bodu

(obrazek [L.1)).

Al

Obrazek 1.1: Trajektorie bodu

Méme-li danu soustavu jednoparametrickych kiivek, kde se kazda z kiivek
soustavy dotyka jiné kiivky v jednom bodé, pak tuto jednu kiivku nazveme obdl-
kou dané soustavy krivek. Stru¢né budeme fikat pouze obdlka a znacit ji budeme
kulatymi zavorkami. Na levém obrazku je priklad obéalky, ktera ma dveé vétve.
Stfed kruznice k se pohybuje po trajektorii 7¢. Obéalka (k) se v kazdém svém
bodé& dotyka kruznice k v néjaké jeji poloze k'. Tedy (k) je sloZzend z bodt dotyku
s k'. Na druhém obréazku je obalkou pfimek a’ kruznice (a).

Obrazek 1.2: Krivkova obalka kruznic a primek



Obéalkou ovSem nemusi byt pouze kiivka. Mtze nastat specialni pripad, kdy
budeme mit obalku bodovou, stejné jako na pravém obrazku [I.3] Nalevo je vidét
pripad, kdy jedna z vétvi zistala kfivkou a druha vétev je pouze jeden bod.

Obrazek 1.3: Bodova obalka kruznic a primek

Pro vybudovani kinematické geometrie v roviné potiebujeme zavést nékolik
dalsich pojmi. Prvnim pojmem je neproménnd rovinnd soustava, coz je, podle
[1], mnoZina vSech geometrickych ttvart roviny, ktera je jako neproménny celek
podrobena pohybu. Jinymy slovy, vSechny kfivky a body dané roviny nebudou
ménit vzhledem k dané roviné svou polohu.

K tomu, abychom vytvorili kiivky v kinematické geometrii, budeme pohybovat
neproménnou rovinnou soustavu Y po pevné nepromeénné rovinné soustave II.
Tudiz body soustavy ¥ budou v soustavé II vytvaret trajektorie a kiivky budou
zase vytvaret obalky. Diky neproménnosti soustavy Y vyplyva, ze pro kazdé dveé
odpovidajici si polohy X! a 32 daného pohybu plati nasledujici: Bodtim A', B, ...
soustavy v poloze 2! jednoznaéné odpovidaji body A% B2, ... soustavy v poloze
Y2, tedy i velikosti isecek A'B' a A2 B? se museji rovnat. A také kiivkam a',b', . ..
soustavy v poloze X! odpovidajici k¥ivky a?,b?, ... soustavy v poloze X2, pro néz
plati, Ze jsou to kiivky shodné ve vSech polohach soustavy X..

Znéme-li polohu soustavy X! v roviné II a polohu usecky A2B? odpovida-
jici tiseéce A'B! soustavy X!, je poloha soustavy X2 uréena jednoznacné. Toto
muzeme Tict o kazdé poloze soustavy 3, z ¢ehoz nam vyplyva nasledujici: Mame-li
dany trajektorie 74 a 7 krajnich bodi tsecky AB neproménné rovinné soustavy
¥, je dany pohyb urcen jednoznac¢né (obréazek .



Obrazek 1.4: Pohyb zadany dvéma trajektoriemi

Pokud tedy mame uz pohyb soustavy ¥ jednoznacné zadany, mtizeme dourcit
trajektorii libovolného bodu C' dané soustavy X. VSechny délky ptislusnych tsecek
A'C" a B'C" musi byt v kazdé poloze soustavy X stejné (obrazek .

Obrazek 1.5: Dourceni trajektorie bodu C'



1.2 Zadani pohybu

Urceni pohybu mtizeme kombinovat ze zadani trajektorie bodu a obalky dané
kiivky. Podivejme se na priklady jednotlivych moznosti. Pro prehlednost a jedno-
duchost jsme zvolili jako trajektorie bodu piimky, za kiivky budeme brat primky
a jejich obalkou bude kruznice.

Mame dany dvé piimkové trajektorie bodi A a B. Potom tedy v kazdé poloze
soustavy X je velikost tisecky A°B’ stejna (obrézek [L.6)).

32

Obrazek 1.6: Dvé trajektorie

Misto trajektorii nyni vezméme dvé obalky kiivek a a b. Na prikladu miizete
vidét obélky pifmek a a b soustavy ¥, které jsou kruznicemi (a) a (b). Uhel mezi
pfimkami je stéale stejny, tedy ve vSech polohich ¥ sviraji pfimky a’ a b® ten

samy thel (obrazek [1.7)).

Obrazek 1.7: Dvé kiivkové obalky

Obéalkami nemuseji byt pouze kiivky a tak mize nastat pfipad, kdy budou
zadany dva body, coz budou pravé obalky (a) a (b) kfivek a a b. Na piikladu



jsme zvolili za krivky primky, takze opét thel, ktery piimky a a b v jednotlivych
polohach sviraji, musi byt stéle stejné velky (obrazek .

Obrazek 1.8: Dvé bodové obalky

Samoziejmé muize nastat i piipad, Ze jedna obalka je bodova a druha kiivkova.
I v této situaci plati, volime-li za kiivky primky a a b, ze ptfimky musi v kazdé
poloze soustavy Y! svirat stejny tihel (obrazek [1.9)).

Obrazek 1.9: Bodova a kiivkova obéalka



Nyni se podivame na ptipady, kdy je pohyb zadan trajektorii bodu a obalkou
krivky. Mé&jme pfimkovou trajektorii bodu B a obalku pfimky a. Kviili nepro-
ménnosti soustavy > musi platit, ze vzdalenost d bodu B od ptfimky a je ve vSech
polohéch soustavy ¥ stejné (obrazek .

Obrazek 1.10: Trajektorie bodu a kfivkova obalka

Posledni kombinaci v nasem ptehledu je moznost, kdy je pohyb zadan pomoci
trajektorie bodu a bodové obalky. Opét bude platit, ze vzdalenost d primky a od
bodu B bude v kazdé poloze X' stejna (obrazek [1.11)).

Obrazek 1.11: Trajektorie bodu a bodova obalka

V moznostech zadani pohybu jsme vyloucili pripad, kdy za trajektorii bodu
nebudeme mit kiivku, ale bod. Tento singularni pripad nebudeme uvazovat v celé
nasi praci.

Ukazali jsme si tedy nékolik zpiisobi, jak mtze byt jednoznacné zadan pohyb
pomoci trajektorii a obalek. Mizeme tedy brat dvé trajektorie bodi, dveé obalky
kiivek (jak obalky kiivkové tak bodové) a kombinaci trajektorie bodu a obalky



kiivky. Pfipomenme si, ze za trajektorie bodu miizeme brat jakoukoliv krivku,
stejné tak obalkou neni pouze kruznice.

1.3 Okamzity stfed otaceni

Abychom zavedli dalsi dulezité pojmy kinematické geometrie, vyslovime 1. za-
kladni vétu kinematické geometrie:

Jsou-li 1, X2 dvé rizné polohy pohybujici se neproménné rovinné soustavy
Y, existuje vidy otdceni nebo posunuti, které premistuje polohu X' v polohu 2.
(Véta prevzata z [1].)

Pfedpokladejme, ze X!, X2 jsou rtizné polohy pohybujici se soustavy ¥ a tedy
Al £ A% B! #4 B?. MiZeme tak sestrojit osy tseek A'A? a B'B2% Tyto osy
mohou byt bud riznobézné, rovnobézné rtizné nebo shodné.

Jsou-li osy riiznobézné, maji spoleény bod Si5. Vzniklé trojuhelniky S, A Bt a
S12A%B? jsou pfimo shodné, a tak otodeni se stifedem S;, a tthlem w = £ A' S, A?
pfemistuje bod A' na A? a stejné tak i bod B! na B?. Kazdy dalsi bod C*
soustavy X! bychom stejnym otodenim piemistili na C? (obrazek .

Obrazek 1.12: Otoceni polohy X! do polohy X2

Jsou-li osy rovnobézné, maji spolecny nevlastni bod S75. Z této rovnobéznosti
plyne, Ze vektory W = B'B?, proto posunuti piemistujici bod A! na A? pte-
mistuje také bod B! na B2. Coz plati i pro kazdy bod C! soustavy X!, ktery se
pfesune ve sméru vektoru na C? (obrazek .

Jsou-li osy shodné, jedna se opét bud o otoceni nebo posunuti podle toho,
jestli piimka A!'B! protini nebo neprotina osy.

Disledkem predchozi véty (po vylouceni bodu S5 je-li samodruzny) je tvrzeni:
Jsou-li X', 2 dvé rizné polohy pohybujici se neproménné soustavy X, pak osy
04,0B,... usecek AYA?2. B'B? ... prochdzeji pevnym (viastnim nebo nevlastnim)
bodem Sy3. (Viz [1], kde je naznacen dukaz.)

Pokud s polohou X2 pohybujeme blize k poloze ¥.!, pak se¢ny A A? trajektorie
74 se stale vice blizi k teéné k trajektorii 74 v bodé A'. Tim padem se také osy
04 limitné bliZzi k normale trajektorie 74 v bodé A'. To samé plati také pro



Obrézek 1.13: Posunuti polohy X! do polohy X2

seény B'B? a osy op. Tak jsme intuitivné odvodili, Ze prisecik os Sio se blizi
ke spole¢nému bodu normal S;. Tento bod nazveme okamzity stred otdceni nebo
pdl pohybu piislusny poloze X' (obrazek . Timto bodem prochéazeji vSsechny
normaly v piislusnych bodech trajektorii v dané poloze Y!'. Na piikladu vidime
dvé kiivkové trajektorie bodi A a B (konkrétné dvé kruznice) a body v poloze
Y. Témito body jsme vedli normély k trajektoriim 74 a 75, jejich priseéik je
okamzity stfed otaceni S;. Analogicky bychom vytvorili okamzity stfed otaceni
S; pro libovolnou polohu Y¢.

Obrazek 1.14: Okamzity stfed otaceni

Je-li pohyb zadan pomoci trajektorie, k nalezeni okamzitého stfedu otaceni
vyuZijeme vétu z [].

Véta 1. Necht (k) je obdlka krivky k pohybujici se neproménné rovinné soustavy
Y. V kazdé poloze X' soustavy ¥ p¥islusnd poloha k' krivky k se dotykd obdlky
(k) v paté Py kolmice spusténé z okamzitého stiedu otdceni Sy na k.

10



Dtikaz je mozné nalézt tamtéz.

My se zaméfime na konstrukci okamzitého stiedu otaceni a ukazeme si pii-
klady. Prvni pfiklad je zadan dvojici trajektorii pro body A a B (obrazek .
Trajektorie 74 je kruznice, tedy normala k trajektorii v bod& A! p¥islusné polohy
¥! bude piimka n4 prochazejici bodem A! a stfedem O kruznice 74. Trajektorie
75 bodu B je piimka a normala k trajektorii prochazejici bodem B! bude kolmice
np k piimce 75. OkamZity stied otaceni S; pro danou polohu X! bude tedy prii-
seCik pfimek n4 a ng. Stejné bychom hledali stfed S; v libovolné poloze soustavy
.

TA

Obrazek 1.15: Nalezeni okamzitého stiedu otaceni - dvé trajektorie

Nyni méjme zadan pohyb trajektorii bodu A a kfivkovou obalkou pfimek
k (obrazek . Normala trajektorie 74 v pifslusné poloze X! se sestroji jako
v predeslém prikladu. Normaéla ny obélky (k) prochazi stfedem kruznice (k) a bo-
dem dotyku pfimky k' s obalkou (k). OkamZity stfed otddeni S; je opét priisecik
normal ny a ny.

Obrazek 1.16: Nalezeni okamzitého stiedu otaceni - obalka a trajektorie

11



Pokud bychom misto obalky kiivkové méli obalku bodovou (obrazek [1.17)),
normala k obélce v poloze X! by byla kolmice k ptimce k' v bodé (k)

Obrazek 1.17: Nalezeni okamzitého stfedu otaceni - bodova obalka a trajektorie

1.4 Pevna a hybna polodie

Nechtf mame pohyb rizny od rotace a translace, jinak by okamzité stfedy
otaceni pro viechny polohy 3 splyvaly v jeden bod, resp. byly body nevlastnimi.
Pohyb je zadan trajektoriemi 74 a 75 bod A,B neproménné rovinné soustavy
Y. Ke kazdé dvojici po sobé jdoucich poloh ' ¥2 %3 ... mfiZzeme jednoznacné
sestrojit stfedy otadeni Sia, Sos, . . ., které piemistuji polohu 3! do X2, 32 do X3,
atd. Stredy otaceni vytvori lomenou ¢aru, kterou oznacime p,. Nyni najdeme
bod Si; v poloze X' odpovidajici bodu Sps. Staéi si uvédomit, Ze trojihelnik
A%B?S,3 bude shodny s trojihelnikem A!'B'S],. Pokud bychom do polohy X!
piemistili i ostatni body Sa4, Sys, . . ., body Si3, 533,544, - - - vytvoii lomenou ¢4ru
hl. Otoéime-li polohu X! do polohy ¥? o tthel ZB'S},B?, pak se také lomena
¢ara h! otoc¢i do polohy hZ.

Takto bychom mohli postupovat déle, tedy otocit polohu h2 do polohy h3
o tihel ZB%Sy3B? (viz obrazek [1.18)). Tim pddem miizeme postupné otadeni rovin-
nych soustav 1,322,333, ... nahradit pohybem lomené ¢ary h, po lomené ¢aie p,.

Budeme-li jednotlivé polohy X! k sobé stale vice piiblizovat, budou se také
vzdalenosti 512,593, . . . zmensovat, tedy strany lomenych car p,, h, budou kratsi.
V limitnim piipadé, kdy body Si2,523,... prejdou v okamzité stredy otaceni
51,9, ..., nahradi lomené ¢ary h,,p, kiivky h,p.

Timto jsme si vysvétlili vse potfebné k tomu, abychom si mohli definovat
nové pojmy. Mnozina vSech okamzitych stiedd otaceni pohybujici se neproménné
soustavy X se nazyva pevnd polodie p. Mnozina vSech bodi soustavy >, které se
pfi jejim pohybu stanou okamzitymi stfedy otaceni, se nazyva hybnd polodie h.
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Obrazek 1.18: Pohyb h, po pa

1.4.1 Konstrukce pevné a hybné polodie, obalky krivek

Pevnéa polodie je mnozina okamzitych stiedi otaceni, tedy k jejimu sestrojeni
musime najit okamzité stiedy otaceni. Tuto konstrukci jsme si ukéazali jiz diive.
Pokud rysujeme pomoci tuzky a pravitka na papir, mizeme sestrojit pouze ko-
necny pocet okamzitych stiedt otaceni a pevnou polodii vykreslit pouze priblizné.
Pomoci grafickych softwarti, napt. GeoGebra, mtizeme ale k¥ivku vykreslit celou
a presné. Software pocita tyto body analyticky. Dale budeme k vykreselni kiivek
pouzivat pravé software GeoGebra.

Podivame-li se na predchozi priklad, pevna polodie p je zelené zvyraznéna
kiivka na obrazku [[.19} Je zde zndzornéno nalezeni dvou okamzitych stiedi
otaceni pro dvé rizné polohy soustavy ..

Obrazek 1.19: Pevna polodie p

Hybna polodie je mnozina bodi, které se pti pohybu stanou okamzitymi stiedy
otaceni. K vytvofeni hybné polodie v poloze X! najdeme polohu okamzitych
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stfedli otaceni v poloze 3! (viz obrazek . Déle pro polohu Y2 jsme nalezli
okamzity st¥ed otadeni S,. Spolu s body A?,B? tvoii trojuhelnik A2B%S,, ktery
bude shodny s trojihelnikem A'B'S]. tedy jsme zjistili polohu bodu Sy v poloze
Y1, Takto bychom nasli dalsich n&kolik bodt S5,Sy, ... v poloze X!, které by ndm
vykreslili hybnou polodii h v poloze ¥, tedy h'.

Na prilozeném CD je mozné se podivat na pohybujici se hybnou polodii h
a pevnou polodii p, soubor pevna_hybna_polodie_animace. Uzivatel pohybuje bo-
dem A po trajektorii 74 a mize také ménit vzdalenost bodiu A,B.

TA

Obrazek 1.20: Hybna polodie A

Vyse jsme si ukazali, jak zadavat pohyb pomoci trajektorii bod nebo obalek
krivek. Stejné muze byt pohyb zadan i pevnou a hybnou polodii daného pohybu.
ProtoZe se hybna polodie odvaluje (nebo také kotdli) po pevné polodii, délky ¢asti
kiivek na hybné polodii jsou stejné dlouhé jako ¢asti na pevné polodii. Méjme
napiiklad pohyb zadan pevnou polodii p, pfimkou, a hybnou polodii v daném
okamziku h', kruznici (obrazek [1.21).

hl

Obrazek 1.21: Pohyb zadan pevnou a hybnou polodii

Usecka PR na pfimce p je stejné dlouh4 jako oblouk H'K' na kruznici v prvni
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poloze h'. Odvalenim kruznice po piimce se hybnéa polodie dostane do polohy h?,
oblouk H2K? v druhé poloze je stéle stejné dlouhy jako tsec¢ka PR. V kazdé poloze
hybné polodie i’ bude tento dany oblouk H'K* stejné dlouhy (obrazek [1.22)).

P P=H' R— K2

Obrazek 1.22: Pohyb zadan pevnou a hybnou polodii - odvalovani

To, ze délka oblouku odvalujici se kruznice je stejné dlouhd jako tisecka na
primce, je mozné ovérit v souboru priklad_zadani_polodiemi, kde GeoGebra alge-
braicky pocita délku oblouku P'R’ a tsecky PR.

Trajektorii libovolného bodu neproménné rovinné soustavy > tak uréime po-
moci nékolika poloh soustavy >, v nasem ptikladé pomoci riznych poloh kruz-
nice h, kdy vykreslujeme trajektorii bodu C' leziciho na kruznici h (obrazek [1.23).
V souboru priklad_zadani_polodiemi je mozné ménit vzdalenost bodu C' od stfedu
O kruznice h a tim vidét ménici se trajektorii bodu C.

h! h3

Obrazek 1.23: Trajektorie bodu C

Pokud mame sestrojenou pevnou polodii pro dany pohyb, mizeme pomoci
okamzitych stiedd otaceni sestrojit obalku pro libovolnou kiivku dané soustavy
3, a to na zékladé jiz vyse zmiilované véty z [1], véta [1]

Napriklad mame-li za tikol najit obalku kruznice k, budeme hledat paty kolmic
(neboli normal) spusténych z okamzitjch stfedd otidceni na kruznici k (obrazek
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1.24]). Pro danou polohu kruznice k' vedeme piimku jdouci okamzitym stfedem
otadeni S a stfedem kruznice C'. Tim ziskdme paty P! a R!, tedy body obalky

(k).

Obrazek 1.24: Konstrukce obalky (k) pro kruznici &

1.5 Vratny pohyb

Dosud se vzdy neproménnd rovinna soustava > pohybovala po soustavé II,
ve které vytvarela trajektorie a obalky. Muzeme ale za hybnou soustavu brat
soustavu II a jako pevnou neproménnou rovinnou soustavu néjakou z poloh 3.
Tim ziskdme nové zadani pohybu, kde miZzeme zavést I, = X! a B! = T1. Tento
pohyb se nazyva wvratny pohyb daného pohybu. Takové pohyby jsou navzajem
vratné.

Nésledujici vlastnosti vratného pohybu nam vice objasni, pro¢ tento pohyb
zavadét (prevzato z [2] a [1]):

e Jestlize pfi daném pohybu bod A vytvari trajektorii 74, pak se pfi vratném
pohybu pohybuje trajektorie 74 a to tak, ze stale prochazi bodem A, obaluje
jej.

e Jestlize pii daném pohybu kiivka k vytvari obédlku (k), pak pfi vratném
pohybu kiivka (k) obaluje kiivku k.

e Pevnd (hybna) polodie daného pohybu je hybnou (pevnou) polodii vratného
pohybu.

Pomoci posledni vlastnosti se téz da vratny pohyb definovat: Pohyb, ktery
vznikne z daného pohybu zameénou polodit, je vratny pohyb.
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Je-li naptiklad pohyb zadéan dvéma trajektoriemi 74,75 bodu A,B, pak se
tyto trajektorie pii vratném pohybu stanou primkami, které prochazeji bodovou
obélkou (obrézek [1.25)). V piikladu jsme si body A' a B! zvolili za bodové obalky
(a) a (b), thel mezi trajektoriemi 74 a 7p ziistava pro pfimky a’ a b konstantni.

Obrazek 1.25: Vratny pohyb

17



2. Specialni pohyby

V minulé kapitole jsme si vysvétlili jakymi zptisoby mohou byt pohyby zada-
vany, jak se setroji pevné a hybné polodie a obalky ktivek. Nyni se podivejme
na specialni druhy pohybi.

2.1 Elipticky pohyb

Tento specialni pohyb je zadavan pomoci dvojici primkovych rtiznobéznych
trajektoriich 74 a 75 bodit A a B. Vzdélenost bodii |A'B?| je tedy stéle stejna.

Pevnéa polodie eliptického pohybu je kruznice se sttedem v prisecikt trajek-
torii 74 a 7. Toto odvodime, stejné jako v [2], tak, Ze si zvolime trajektorie
jako pfimky na sebe kolmé. Body A', B!, priisecik trajektorii O a okamzity stied
otaceni S; vytvoii obdélnik s tthlopiickami A'B' a OS;, kde tyto thlopiicky jsou
stejné dlouhé. Stejné vytvorime obdélniky A2B20S,, A3B30Ss, A'B'OS;, kde je
vidét, ze thlopticky A’B musi byt stejné dlouhé, tim padem jsou stejné dlouhé
i thlopricky OS;. Tedy body S; maji konstantni vzdalenost od bodu O, coz je
také polomér pro pevnou polodii p (obrazek .

Obrazek 2.1: Pevna polodie eliptického pohybu

Podobnou tvahou se odvodi pevné polodie i pro elipticky pohyb, jehoz trajek-
torie nejsou kolmé. Necht trajektorie 74 a 75 sviraji tthel a.. Trojuhelniky O A'S?
a OB'S! jsou pravotihlé a maji spole¢nou pfeponu. Body O, A!, B!, S! tedy lezi
na spole¢né kruznici k. Obvodovy tihel pro oblouk A!'B! je stejné velky jako po-
lovina stfedového tthlu, miZzeme odtud odvodit polomér kruznice k: r = ;slif;.
Vidime, 7Ze polomér r bude stale konstatni, protoze ze zadani pohybu je i délka
AB konstatni, stejné jako thel, ktery sviraji trajektorie bodu A,B. Tim padem
je vzdalenost OS? rovna 2r a bod S lezi na kruzmici p se stiedem v priseciku

trajektorii O a polomérem 42 (obrazek .

sin «v

18



TA

Obrazek 2.2: Pevna polodie eliptického pohybu - obecny tihel

Hybna polodie eliptického pohybu je také kruznice, s polovicnim polomérem
nez ma pevna polodie (obrézek, ktera v daném okamziku prochazi prisecikem
trajektorii a body A a B, lezi tedy uvnitt pevné polodie. Toto odvodime pozdéji.

TA

Obrazek 2.3: Pevna a hybna polodie eliptického pohybu

Méjme bod R lezici na hybné polodii. Délka oblouku R'A! na kruZnici h! je
ve vSech polohiach hybné polodie stejna, tedy i tthel ZA'OR! bude stejné velky
jako ZA20R?. Bod A se pohybuje po pfimkové trajektorii, mame tim padem
jedno rameno thlu pevné, stejné jako vrchol tthlu O. Bod R tedy bude vykreslovat
druhé rameno thlu, coz bude pfimkova trajektorie bodu R, pfesnéji to bude
prumér pevné polodie p (obrazek .

Protoze hybna polodie ma polovi¢ni polomér nez pevna polodie, jeji stfed Sy,
opisuje kruznici se stiedem v priseciku trajektorii O (obrazek .

V prilozeném souboru elipticky_pohyb_animace je mozné se podivat na pohyb
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Obrazek 2.4: Trajektorie bodu na hybné polodii

hybné polodie eliptického pohybu uvniti pevné polodie. Uzivatel mtze ménit
odchylku trajektorii 74 a 75 a také vzdéalenost bodi A,B. Pohyb je zajistén bodem
A po trajektorii 74.

V tomto souboru je také mozné zobrazit trajektorie bodi C' a D. Nelezi-li
tyto body na hybné polodii a pokud jsou rtizné od stfedu hybné polodie, jejich
trajektorie maji tvar elipsy (obrazek . Odtud plyne i nazev pro tento pohyb.

Obrazek 2.5: Trajektorie zvoleného bodu eliptického pohybu

Pokud bychom chtéli dourcit dalsi prvky elipsy, jako jsou naptiklad jeji vr-
choly, vedeme bodem C' primku stfedem hybné polodie Sj, tim ziskame priiseciky
této primky s hybnou polodii X,Y. Trajektorie téchto bodi jsou primky jdouci
bodem O a zaroven jsou tyto trajektorie na sebe kolmé. Tim jsme ziskali hlavni
a vedlejsi osu, body K,L,M,N jsou pak vrcholy elipsy. Je zde také vidét jedna
z geometrickych konstrukei elipsy, a to prouzkova konstrukce. Délka tsecky C'X
je délka vedlejsi poloosy a délka tsecky CY je rovna délce hlavni poloosy.

Shrneme-li trajektorie pro riizné body neproménné rovinné soustavy, ziskame
tyto tfi moznosti:
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e 1usecka pro body lezici na hybné polodii,
e kruznice pro stfed hybné polodie,
e clipsa pro vSechny ostatni body.

Podivejme se, jak by se odvodila pevna polodie pro kolmé trajektorie ana-
lyticky. Méjme danu kartézskou soustavu soutfadnic. Trajektorie bodi A a B
splynou s osami z a y. Vzdalenost bodt Ala,0] a B[0,b] je pevné dané, ozna¢me
ji d. Toto pro nas bude konstanta. Mtzeme tedy Tici, Ze poloha bodu B je zavisla
na poloze bodu A a vyjadrit souradnici b pomoci vzdalenosti bodu A,B, ¢imz
ziskdme: b = /d? — a?. Odtud odvodime soufadnice okamzitého stfedu otaceni
S s pouze jednou neznamou, tedy S|a,v/d?> — a?|. Vidime, ze body B a S jsou
zavislé na poloze bodu A. Podivame-li se na vzdalenost bodu S od pocatku sou-
fadnicového systému, ziskame rovnici

0S| =V + & —a? =d.

To ovSem znamend, ze vzdalenost bodu S od O nezavisi na jeho poloze a je
stale konstantni. Tudiz mnozina vSech stfedd otaceni S je kruznice se stfedem
v pocatku O a polomérem d (obrazek . Pevna polodie ma tedy pro tento
konkrétni priklad rovnici

x2—|—y2 = 2

Obrazek 2.6: Analytické vyjadieni pevné polodie - elipticky pohyb

Nyni méjme libovolny bod C|xz,y], ktery bude lezet na piimce AB, trajektorie
bodi A,B budou opét kolmé. Vzdalenost bodi A,C oznacme [. Parametrické
vyjadieni piimky AB je z = a + at, y = —bt, t € R. Muzeme tedy psat, ze

|AC| =1 = /(a+at — a)? + (—bt)? = \/12(a® + 1?). (2.1)

7 predchoziho odstavce vime, Ze b = v/d? — a?, po dosazeni do 1) a upra-
vach ziskdme vyjadieni pro parametr ¢, a to t = fl. Tim jsme i pfesné dourcili
soufadnice bodu C":

$:a+a;l,
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-
y d

Vidime, Ze trojuhelnik ABO je pravouhly, proto plati
a’ 4 b* = d°. (2.2)

Soufadnice bodu C upravime tak, abychom ziskali vyjadreni pro a,b. Toto dosa-

dime do (2.2)), ¢imz ziskame

o

Po vydéleni celé rovnice nenulovou konstantou d? a tipravach ziskame vztah

x
(14 %)

<

o
Q—d.

IQ y2
U 2.3
At (2:3)

coz je kanonicky tvar rovnice elipsy se stfedem v pocatku a délkou hlavni poloosy
d + 1 a vedlejsi poloosy ! (obrazek [2.7).

Y

Obrazek 2.7: Analytické vyjadieni trajektorie bodu

Analytické odvozeni trajektorie bodu neleziciho na hybné polodii jsme pocitali
pro specialni polohu zadanych trajektorii 74 a 7, aby vyjadreni, které odtud
ziskame, bylo na prvni pohled analytické vyjadreni elipsy a tento ptriklad mohl
slouzit i jako motiva¢ni priklad na stfednich skolach v hodinach matematiky.
Odvozeni pro obecné zadani by se pocitalo obdobné, ovSem osy elipsy by nebyly
rovnobézné s osami x a y a tedy rovnice elipsy by méla obecné vyjadreni pro
kuzelosecku tvaru ax? + by? + cxy + dv +ey + f =0, a,b,c,d.e,f € R.

2.2 Kardioidicky pohyb

Vratnym pohybem k eliptickému je pohyb kardioidicky. Je urcen dvojici bo-
dovych obalek riznobéznych primek, kde odchylka téchto primek je konstantni.
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P1i vratném pohybu je pevna polodie kardioidického pohybu hybnou polodii
pohybu eliptického. V predchozi ¢asti jsme si odvodili pevnou polodii eliptického
pohybu. Nyni to samé provedeme pro kardioidicky pohyb. Predpokladejme, ze
odchylka piimek a,b je 90°, takze normaly k témto pfimkam budou na sebe také
kolmé. Prisecik normal S, tedy okamzity stfed otaceni, proto vykresli Thaletovu
kruznici nad priimérem (a)(b) (obrazek [2.8).

Obrazek 2.8: Pevna polodie kardioidického pohybu

Pro obecny tihel a bude kruznice slozena z oblouki kruznic pro obvodovy tihel
« a doplitkovy thel k a nad tseckou (a)(b) (obrazek [2.9).

Obrazek 2.9: Pevna polodie kardioidického pohybu - obecny tihel

Ukéazali jsme, ze pevné polodie pro elipticky a kardioidicky pohyb jsou kru-
znice. Jelikoz je elipticky pohyb vratny ke kardioidickému a naopak, pak pevna
polodie eliptického, resp. kardioidického, pohybu je hybnou polodidi kardioidic-
kého (eliptického) pohybu (obrézek [2.10). Tim méme odvozeny tvar hybnych
polodii. Pro poloméry polodii plati nasledujici:

e Oznacime-li si polomér hybné polodie eliptického pohybu r, pak polomér
pevné polodie je 2r. Pevna polodie mé stied v priseciki trajektorii, hybna
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polodie prochazi prisecikem trajektorii a ma vnéjsi dotyk s vnitini stranou
pevné polodie.

e Je-li polomér pevné polodie kardioidického pohybu r, pak polomér hybné po-
lodie je 2r. Pevna polodie prochazi bodovymi obalkami pfimek a priisecikem
téchto pfimek, hybna polodie pro danou polohu ma stred v priseciku piimek
odpovidajici polohy a ma vnitini dotyk s vnéjsi stranou pevné polodie.

Obrazek 2.10: Pevna a hybna polodie kardioidického pohybu

Podivejme se na trajektorie bodt pii kardioidickém pohybu. Priisecik ptimek
O opisuje pevnou polodii. Méjme C, ktery je riizny od bodu O. Tento bod hybné
soustavy bude mit ve vSech polohach ¥ stejnou vzdalenost od bodu O. P¥imka c
vedenda body O a (' méa s pfimkou a konstantni odchylku, ktera je ve vsech polo-
hach stejna. Tudiz druhy prisecik pevné polodie a pfimky ¢, bod P, pii riznych
polohach primky ¢ zlistava na svém misté. Budeme-li chtit narysovat trajektorii
bodu C' bodové, vedeme bodem P pifimky na které nanasime od druhého pri-
sec¢iku s pevnou polodii p tsecky stejné dlouhé jako byla vzdalenost d = |O'C?|
v prvni poloze (obréazek [2.11).

Takto vzniklé trajektorie se nazyvaji Pascalovy zavitnice. Pokud vzdalenost
d bodu C' od pruseciku O je mensi nez primér pevné polodie, zavitnice bude mit
v bodé P uzlovy bod (obrazek [2.12).
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Obrazek 2.11: Trajektorie bodu C' pii kardioidickém pohybu

Obrazek 2.12: Pascalovy zavitnice - uzlovy bod
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Je-1i d roven primeéru pevné polodie, zavitnice ma v bodé P bod vratu. Tato
specialni k¥ivka se nazyva kardioida, odtud plyne nazev pro tento pohyb (obrazek
2.13)).

Obrazek 2.13: Pascalovy zavitnice - bod vratu

A treti pripad, kdy je d vétsi nez priumér pevné polodie, da kiivku, ktera se
uz pevné polodie nedotyka v zadném bodé (obrazek [2.14)).

Obrazek 2.14: Pascalovy zavitnice

Stejné jako jsme analyticky odvodili rovnici pevné polodie eliptického pohybu,
uc¢inime tak i pro kardioidicky pohyb. Méjme danu kartézskou soustavu soutad-
nic. Nechf obélka ptimek a' je bod A[—a,0], obéalka p¥imek b' je bod Bla,0] a
pfimky a’,b* jsou na sebe kolmé. Body A,B jsou pevné. Normaly k piimkam jsou
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na sebe tim padem také kolmé. Priisecik normal S je okamzity stfed otéceni,
jeho soufadnice si zatim ozna¢me z,y. Bod @Q[0,q] na ose y se bude pohybovat
v zévislosti na poloze ptimky a. Piimka s, jdouci body A,QQ ma obecnou rovnici:

qr — ay + qa = 0.
Jelikoz je pfimka s, kolméa na s,, jeji obecna rovnice je:
ax +qy +a* = 0.
Nalezenim priseciku téchto dvou piimek ziskdme soufadnice bodu S[z,y], a to:

a(a® — ¢*)
a2+

2a°q
a®+q*

Nyni se podivejme na vzdalenost bodu S od pocatku soustavy souradnic P. Zis-
kame vyjadreni:

’PSl _ CLZ(QQ — q2)2 n 4q2a4 _ a2(a4 + 2@2(]2 + q4) .,
(CL2 + q2)2 ((12 + q2)2 (CLQ + q2)2 )

tedy vzdalenost bodu S od pocatku je stale konstantni. Bod S lezi na kruznici
se stfedem v pocatku P a polomérem a (obrazek [2.15)). Tedy v tomto pfipadé je
rovnice pevné polodie

Obrazek 2.15: Analytické vyjadieni pevné polodie - kardioidicky pohyb
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Zkusme si nyni analyticky vyjadrit trajektorii bodu C', ktery ma od bodu
O na pevné polodii stejnou vzdalenost jako je velikost primeéru pevné polodie
(stejné jako na obrazku .

Méjme danu kartézskou soustavu souradnic, polomér pevné polodie si ozna-
¢me 7, vzdalenost bodi |OC| bude tedy 2r. Stfed pevné polodie Q[0,r] leZi na ose
y. Pevna polodie tedy prochézi pocatkem soustavy souradnic, tento bod ozna-
¢ime P[0,0]. Bod Clz,y| lezi na pfimce prochézejici body pevné polodie P]0,0]
a Olz1,y1] a zéroven plati |OC| = 2r (obrazek [2.16).

Y

Clz,

2r

0121, 1
0l0.1 [z1,91]

07 0] xr

Obrazek 2.16: Analytické vyjadieni trajektorie bodu

Podivame-li se do [3] jak se odvozuji podobné kiivky, vyjadiime si postupné
pfimku PO, pevnou polodii a vzdalenost |OC|. Ziskdme tim nésledujici t¥i rov-
nice:

y1x — 21y =0, (2.4)
a4 (o — 1) =1, (2.5)
2r = /(& — 1) + (y — )2 (2.6)
Pomoci a si vyjadiime soufadnice bodu O, ¢imz ziskame
S 2rxy
1 = ma
2
no= oo 27)

Dosazenim ([2.7)) do (2.6 a postupnym upravovanim se dostaneme k rovnici
4r3 (2 + o) = (2 + y?)? — dra’y — dry® + drPy?, (2.8)

kterou uz mizeme upravit do konecného tvaru pro rovnici kardioidy, tedy
budeme mit
Ar?(z® 4+ y?) = (22 + y* — 2ry)*.
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Jak je vidét, tato kiivka je ¢tvrtého stupné. Zaci stiednich $kol se nejspise
s rovnici tohoto typu v hodinach analytické geometrie bézné nesetkaji, presto
by se i tento priklad dal vyuzit. Staci, aby zak dosel k vyjadireni a toto,
pro zvolenou hodnotu poloméru r, zadal napiiklad v programu GeoGebra do
prikazového tadku a program mu vykresli danou kiivku. Tim se zak presveéddi,
zda postupoval a pocital spravné.

2.3 Konchoidalni pohyb

Konchoidalni pohyb je uréen bodovou obalkou (a) pfimky a a trajektorii 75
bodu B. Krivku, ktera urcuje trajektorii 75, nazyvame ridici krivkou, a bodovou
obalku (a) pdlem konchoiddlniho pohybu. Ktivky, které vznikaji timto pohybem,
jsou konchouidy.

Konchoidy miizeme rozdélit na primé, lezi-li tvorici bod na pfimce a, a kosé,
nelezi-li bod na pifimce a. Konchoidu pak dale pojmenovavame podle jeji fidici
kiivky. Tedy je-li fidici kfivkou piimka, mluvime o konchoidé primky, a je-li fidici
kiivkou kruznice, jedna se o konchoidu kruznice.

Podivejme se blize na konchoidu pfimky. Pfima konchoida primky se také
nazyva Nikomédova konchoida. Zvolime-li dva body C, D na pfimce a ve stejné
vzdalenosti d od bodu B, pak trajektorie bodu C, D vykresli obé vétve Nikomé-
dovy konchoidy. Primka 75 bude jeji asymptota. Pl pohybu je dvojnasobnym
bodem konchoidy, a to bud uzlovym, pokud vzdélenost d je vétsi nez vzdalenost
polu od 75, bodem vratu, jsou-li vzdalenosti stejné, a nebo izolovany bodem, je-li
vzdalenost d mensf nez vzdélenost pdlu od 75 (obrézek [2.17).

Obréazek 2.17: Nikomédova konchoida

Pevnou polodii je v tomto pfipadé parabola. Zvolme si v pravouhlé soustavé
fidici kfivku 75 napiiklad jako osu x, bod B[b,0] na ose x a p6l pohybu P[0, — p]
jako bod na ose y (obrazek [2.18)).

Okamyzity stfed otaceni je prisecik kolmice na pfimku PB (n,) a kolmice na
osu x prochazejici bodem B (ng). Analytické vyjadfeni téchto piimek je

Ng : bx 4+ py + p* =0, (2.9)
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Obrazek 2.18: Pevna polodie - konchoida ptimky

npg:x =D (2.10)

Dosazenim ([2.10) do (2.9) ziskdme vyjadieni 2% + py + p* = 0, coZ miiZeme
upravit na tvar

p(y +p) = —a.

Vidime, Ze se jednd o rovnici paraboly s vrcholem [0, — p], Fidici pfimkou y = 0
a parametrem 2.

Podle [3] odvodime vyjadfeni Nikomédovy konchoidy, tedy trajektorii bodu
C,D z predeslého odstavce. Méjme prvky zadany stejné jako v predchozim pii-
kladu, vzdalenost bodi C,D od bodu B je d (obrazek .

y

[
T

P[Ov 717]

Obrazek 2.19: Nikomédova konchoida - analytické vyjadreni

Mitzeme sestavit rovnici vyjadrujici vzdalenost od B, tedy

d* = (v —b)* +9? (2.11)

a rovnici pfimky a
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px — by — pb = 0. (2.12)

Body Nikomédovy konchoidy tyto dvé rovnice spliiuji zaroven, mitizeme si tedy
z rovnice ([2.12)) vyjadiit b, dosadit do (2.11)) a po tpravéch ziskdme vztah

(@ —y*)(p+y)? = 2%

Pohyb hybné polodie po pevné je znazornén v prilozeném souboru koncho-
1da_primky_animace, kde je také mozné ménit polohu poélu pohybu a vzdalenost
tvoticich bodl od bodu B.

Nyni se zaméfme na konchoidu kruznice. Lezi-li pél pohybu na kruznici, pri-
mou konchoidou kruznice je Pascalova zavitnice (obrézek [2.20).

Obrazek 2.20: Konchoida kruznice - Pascalova zavitnice

S touto kifivkou jsme se seznamili v minulé podkapitole Kardioidicky pohyb.
Pohyb byl zadan dvojici bodovych obalek dvou riznobéznych piimek. Pokud
srovname tyto pohyby a jejich vysledné trajektorie (vychdzejme z obrazku ,
ziskame nasledujici spojitosti:

e pevna polodie kardioidického pohybu je v konchoidalnim pohybu fidici
kiivka 5

e bod P na pevné polodii je nyni polem (a) konchoidalniho pohybu
e pro oba pohyby ziskdme vSechny tii typy Pascalovy zavitnice

Analytické vyjadreni této kiivky bychom odvodili stejné jako v minulé pod-
kapitole, kde jsme vyuzili pevnou polodii a bod P na kruznici (obrazek [2.16]).
Rovnice (2.4) a (2.5) ztistanou stejné, rovnici (2.6) upravime na

d=/(z —21)* + (y — n)?, (2.13)
coz predstavuje vzdalenost bodu C' od bodu B na kruznici 75. Stejnym po-

stupem jako u vyjadfeni kardioidy, tedy dosazeni (2.7))) do (2.13]), bychom ziskali

vyjadieni Pascalovy zavitnice:
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d*(z* + ) = (22 + y* — 2ry)?, (2.14)
pro kruznici se stfedem na ose y a polomérem r.
Nelezi-1li p6l na fidici kruznici, kfivka se rozpadne na dvé ¢asti (obréazek [2.21]).
Riizné tvary kiivek, jaké mohou pevna a hybna polodie mit, je mozné si prohléd-
nout v prilozeném souboru konchoida_kruznice_animace

Obrazek 2.21: Konchoida kruznice

2.4 Cyklicky pohyb

Cyklicky pohyb je zadévan pomoci polodii, které jsou bud pfimky nebo kru-
znice. Ptipad, kdy pevna i hybna polodie jsou primky samoziejmé vyloucime.
Miize tedy nastat téchto pét pripadii:

e hybna polodie, kruznice, se kotali po pevné polodii, piimce, tzv. pohyb

cykloiddlni (obrazek

e hybna polodie, kruznice, se kotali vnéjsim obvodem po vnéjsim obvodu
pevné polodie, kruznice, tzv. pohyb epicykloiddlni (obréazek [2.24])

e hybna polodie, kruznice, se kotali vné€jsim obvodem po vnitiim obvodu
pevné polodie, kruznice, tzv. pohyb hypocykloiddlni (obrazek [2.23))

e hybna polodie, kruznice, se kotali vnitinim obvodem po vnéjSim obvodu
pevné polodie, kruznice, tzv. pohyb pericykloiddlni (obréazek [2.23)

e hybna polodie, pfimka, se odvaluje po pevné polodii, kruznici, tzv. pohyb

evolventni (obrazek [2.22))
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Obrazek 2.22: Zadani cykloidalniho a evolventniho pohybu
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Obrazek 2.23: Zadani hypocykloidalniho a pericykloidalniho pohybu

Obrazek 2.24: Zadani epicykloidalniho pohybu
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2.4.1 Cykloidalni pohyb

Tento pohyb, kdy hybnéa polodie je kruznice, ktera se kotali po pfimkové pevné
polodii, jsme si stru¢né predstavili uz v minulé kapitole, presnéji v podkapitole
[1.4.7] K¥ivky, které timto pohybem vznikaji, se nazyvaji cykloidy. Zv1astni piipad
nastane pro stfed O hybné polodie, kdy 7o je pfimka rovnobézna s pevnou polodii.
Rozlisujeme cykloidu prodlouZenou, pokud mé bod neproménné rovinné soustavy
od stfedu hybné polodie vétsi vzdalenost nez je polomeér polodie, prostou, pokud
bod lezi na obvodu hybné polodie a zkrdcenou, pokud bod lezi uvnitt hybné

polodie (obrazek [2.25]).

Obrazek 2.25: Cykloida

Podivejme se, jak odvodit analytické vyjadieni cykloidy. V kartézské soustaveé
soufadnic zvolme pevnou polodii jako osu z, prvni polohu hybné polodie tak, ze
stfed kruznice s polomérem 7 lezi na ose y, vzdalenost bodu D od stiedu kruznice

je v (obrazek [2.26]).

WA
Dl

Obrazek 2.26: Analytické vyjadreni cykloidy
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Pro soufadnice bodu D? cykloidy plati:
v =|T'U?| — | DU,
_ 17122 2 12
y = [UO%| +|0°D,|.

Z vlastnosti cykloidalni pohybu vime, ze |T'U?| = |U*T"?| a délku oblouku pro

tihel zadany v radidnech vypocitame |U*T?| = ry. Vidime, ze [U*D}| = |D*D;|.
V pravouhlém trojihelniku O?D;D? plati

|O°D2| = weos(m — @) = —vcosg,
|D?D?| = wsin(r —¢) = vsing. (2.15)

Dosadime-li (2.15)) spole¢né s délkou oblouku do soufadnic bodu D?; ziskame
parametrické vyjadieni cykloidy

r = ry—uvsing

= r—vcosy, (2.16)

kde parametr ¢ je thel otoceni hybné polodie. Podivejme se jesté jednou
na trajektorii stfedu hybné polodie. Vzdalenost v je nulova, vyjde tedy rovnice
pfimky y = 7 neboli rovnobézka s osou .

V prilozeném souboru cykloida_animace je mozné si prohlédnout vSechny typy
cykloidy a ménit jak polomér hybné polodie, tak vzdalenost tvoriciho bodu od
stfedu hybné polodie.

2.4.2 Epicykloidalni pohyb

Epicykloidalni pohyb je takovy pohyb, kdy hybna i pevna polodie jsou kruz-
nice a hybna polodie se vnéjsim obvodem kotali po vnéjsim obvodu pevné polodie.
Ktivky, které timto pohybem vytvari body neproménné rovinné soustavy, se na-
zyvaji epicykloidy. Stejné jako u cykloidy, i zde miizeme ziskat t¥i typy epicykloidy
podle vzdalenosti tvoficiho bodu od stfedu hybné polodie - prodlouzenou, pros-
tou a zkracenou. Pro trajektorii stfedu hybné polodie 7 nastane specialni piipad
a vznikne soustfednd kruznice s pevnou polodii (obrézek [2.27).

Ozna¢me si polomér pevné polodie r, a polomér hybné polodie 7. Je-li pomér
poloméri k = :—Z ¢islo racionalni, pak je kiivka algebraickd a uzaviena. Je-li
k iracionalni, jednd se o kiivku transcendentni, kterd neni uzaviend (viz [3]).
Prevedeme-li pomér k na zlomek v zakladnim tvaru =, pak ¢islo m urcuje pocet
bodi vratu pro prostou epicykoidu (uzlovych bod pro prodlouzenou epicykloidu)
a c¢islo n pocet, kolikrat hybna polodie obkrouzi pevnou polodii, nez tvorici bod
vykresli celou uzavienou epicykloidu.

S kiivkami pro piipad, kdy r, = 3, jsme se jiz seznamili. Jsou to Pascalovy
zavitnice, konkrétné prosta epicykloida se nazyva kardioida. Prostou epicykloidu,
kdy r, = 2rj,, nazyvame nefroida (obrazek .

Pro odvozeni analytického vyjadieni epicykloidy uvazujme pripad, kdy pevna
polodie o poloméru r, ma stied v pocatku kartézské soustavy, hybna polodie ma
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Obrazek 2.27: Epicykloida

A
‘ ”

Obrazek 2.28: Epicykloida - kardioida a nefroida
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Obrazek 2.29: Analytické vyjadieni epicykloidy

polomér 7, a bod D neproménné rovinné soustavy je od stiedu () hybné polodie
ve vzdélenosti v (obrazek [2.29)).

Zajimaji nas soutadnice bodu D v rtznych polohach hybné polodie. Z obrazku
vidime, Ze pro soufadnice bodu D? plati:

r = .TQQ + |Q2A‘,

y =yg: — |AD?|, (2.17)
kde g2 a yg2 jsou soufadnice bodu Q.
Z vlastnosti epicykloidalniho pohybu vime, Ze délky kruhovych obloukt T U?
a U*T? jsou stejné a miZzeme proto psat rpp = ryw. Soufadnice stiedu @ hybné
polodie jsou ve druhé poloze (vyjadieno v polarnich soufadnicich):
Q = [(rp,+rn) cos, (r, + ry)sing]. (2.18)
Trojthelnik D?AQ? je pravouhly s preponou délky v, velikosti odvésen se

vypocitaji pomoci goniometrickych funkei a proto

|Q*A| = veos(m — p —w) = —vcos(p + w),

|D?A| = vsin(m — ¢ — w) = vsin(p + w). (2.19)

U% jsme zminili, Ze délky kruhovych oblouki T'U? a U*T? jsou stejné a proto
si mizeme vyjadrit parametr

W= 2% (2.20)
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Nyni mizeme dat vse dohromady, konkrétné (2.18)), (2.19) a (2.20) dosa-
dime do (2.17)) a po upravach vzniknou parametrické rovnice vyjadiujici predpis
epicykloidy

x = (r, + 1) cos p — v cos <Tp+rhg0) :
Th

y = (rp, +r,)sing — vsin (rp:;lrh@) :

Pro trajektorii stfedu hybné polodie, kdy v = 0, specialné vyjde

x = (rp + 74) COS @,
y=(r,+ry)sing
coz je kruznice se stfedem v pocatku kartézské soustavy s polomérem r, + 74,
jak jsme zminili na zacatku podkapitoly.
Epicykloidalni pohyb je dalsi zpiisob, jak ziskat Pascalovy zavitnice. Analy-
ticky si to lze ovéfit dosazenim rovnic pro epicykloidu, kdy r, = 7, do rovnice
(2.14)).

K tomuto pohybu je opét vytvorem v programu GeoGebra soubor, kde je
mozné se podivat na animaci a rtizné druhy epicykloid.

2.4.3 Hypocykloidalni pohyb

Hypocykloidalni pohyb je pohyb, kdy se kruznice svym vnéjsim obvodem ko-
tali po vnitinim obvodu druhé kruznice. Ktivky, které takto vznikaji, se nazyvaji
hypocykloidy. Stejné jako u pfedchozich piikladd cyklickych pohybi, i zde mo-
hou vzniknout zkracené, prosté a prodlouzené hypocykloidy a specialni ptfipad
nastane pro stfed hybné polodie @) (obrazek

4
\

&
N

Obrazek 2.30: Hypocykloida
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Pro pomér k polomért pevné a hybné polodie plati, stejné jako u epicyklického
pohybu, Ze je-li ¢islo k racionalni, je hypocykloida krivka algebraickd a uzaviena
a je-li k iracionalni, je vysledna kiivka transcendentni a neuzaviena. Aby pohyb
ziistal hypocykloidalni, polomér hybné polodie musi byt mensi nez polomeér pevné
polodie.

Pokud bude pomér poloméri r, : 1, = 2 : 1, ziskdme tak pro prodlouZenou a

zkracenou hypocykloidu elipsu (obréazek [2.31)).

A

Obrazek 2.31: Prodlouzena a zkracena hypocykloida - elipsa

Prosta hypocykloida pro pomér r, : r, = 3 : 1 se nazyva Steinerova hypocy-
kloida a pro pomér r, : rp, =4 : 1 asteroida (obrazek [2.32)

&’"\

Obrazek 2.32: Steinerova hypocykloida a asteroida

Odvodime si analytické vyjadieni hypocykloidy pro ptipad, kdy pevna polo-
die s polomérem 7, ma stied v poc¢atku kartézské soustavy a hybna polodie ma
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Obrazek 2.33: Analytické vyjadieni hypocykloidy

polomér velikosti ry, (obrazek [2.33). Postup je velmi podobny tomu, ktery jsme
predvedli u epicykloidalniho pohybu.
Soutadnice stfedu () hybné polodie bude ve vSech polohach

Q[(ry — 1) cos,(rp, — r4) sin ], (2.21)
délky obloukt T'U? a T?U? jsou stejné, tedy mtzeme psat 7, = r,w. Sou-
fadnice bodu D? jsou

r =1z — |D*4,
Y =yq — |Q"Al. (2.22)
V pravotihlém trojthelniku je velikost thlu |ZQ?D?*A| = 7 — w + ¢ a velikost
prepony v, proto si muzeme délky odvésen vyjadrit jako
|D*Q?| = veos(m —w + ¢) = —vcos(w — ),
|Q*A| = vsin(r — w + ) = vsin(w — ). (2.23)

Dosazenim (2.21), (2.23) a vyjadieni w = % do (2.22) dostaneme paramet-
oid

rické vyjadreni hypocy y s parametrem ¢

x = (1, — 1) COS ¢ + v cos (rp — rh(p) ,
Th

. . Tp —Th
y = (r, —rp)sing — vsin ).
Th
Miizeme se presvédcit, ze trajektorie stiedu hybné polodie je kruznice s polo-
mérem 1, — 13, protoze hodnota v je nulova.
Animaci kotaleni hybné polodie uvniti pevné polodie je mozné si prohlédnout

v souboru hypocykloida_animace
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2.4.4 Pericykloidalni pohyb

Pericykloidalni pohyb je takovy, kdy se hybna polodie svym vnitfnim ob-
vodem kotali po vnéjsim obvodu pevné polodie. Je to vlastné vratny pohyb k
nésledujici (pfevzato z [1]):

Véta 2. Kazda epicykloida je pericykloidou, a obrdcené.

Diikaz je mozné nalézt tamtéz. Je-li epicykloida bodu A, ktery je ve vzdale-
nosti v od stfedu hybné polodie, zaddna pevnou polodii s polomérem 7, a hybnou
s polomérem 7}, pak plati pro polomér r, pevné polodie shodné pericykloidy
Ty = % a pro polomér 7, hybné polodie 7, = ry + v.

Je-1i polomér hybné polodie dvojnasobné velky nez polomér pevné polodie,
jedna se o kardioidicky pohyb, ktery uz dobfe zndme z pfedchozi podkapitoly [2.2]
Na to, jaké kiivky vzniknou riiznymi pomeéry poloméri pevné a hybné polodie,
je mozné se podivat v programu pericykloida_animace.

Podivejme se na prostou pericykloidu, které je zadana pevnou polodii s polo-
mérem 1, a hybnou polodii o poloméru r},. Pak prosta pericykloida bude shodna s
epicykloidou, ktera vznikne valenim hybné polodie s polomérem 7, — 7, po pevné
polodii (obrazek . To vyplyva ze vztahu polomért popsanych vyse.

Obrazek 2.34: Pericykloida - epicykloida

Dle [4] pak obecné plati nasledujici: mame-li t¥i kruznice, z nichz se dvé do-
tykaji vné a tfeti je svird, pak vezmeme-li jednu z nich za pevnou, vytvoii druhé
dvé valenim po ni stejnou prostou cyklickou kiivku . Nastat mohou dva
rizné pripady:

e pevna polodie bude nejvétsi z kruznic, k, pak vzniknou dvé shodné hypo-
cykloidy

e pevna polodie bude jedna z vnitinich kruznic [ nebo m, pak vznikne prosta
pericykloida totozné s prostou epicykloidou
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Obrazek 2.35: Zadani cyklickych kiivek

2.4.5 Evolventni pohyb

Obecné pohyb, kdy hybna polodie je pfimka a pevna polodie je jina krivka,
se nazyva evolventni. My se nyni zaméfime na pohyb, kdy pevna polodie je kruz-
nice. Tento pohyb je vratny k cykloidalnimu pohybu. Trajektorie bodu se nazyva
evolventa kruznice, a opét mohou nastat tii pripady v zavislosti na poloze bodu
vzhledem ke kruznici. Pokud bod lezi uvnitt pevné polodie, trajektorie se nazyva
prodlouZend evolventa kruznice, bod lezici na ptfimce vykresli prostou evolventu
kruznice a trajektorie bodu mimo pevnou polodii je zkrdacena evolventa kruznice

(obrazek [2.36]).

Obrazek 2.36: Prodlouzené a zkracené evolventa

Specialni pripad evolventy nastane, pokud jedna z poloh bodu neproménné
rovinné soustavy splyne se stfedem pevné polodie. Pak se ktivka, kterou vykresli
takovy bod, nazyva Archimédova spirdla (obrazek [2.37). Jinak kfivku muZeme
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popsat také tak, Zze vzdalenost bodu spiraly od pocatku soustavy souradnic je
pfimo tmérna thlu otoceni piimky prochézejici bodem spiraly a pocatkem (viz
napiiklad [5]).

TA

b

Obréazek 2.37: Archimédova spirala

Podivejme se na analytické odvozeni evolventy kruznice. Méjme pevnou polo-
dii se stredem v pocatku kartézské soustavy a polomérem r. Bod D, ktery bude
vytvaret danou evolventu, je od stfedu ve vzdalenosti v (obrazek [2.38)).

>~

Obrazek 2.38: Analytické vyjadieni evolventy

Soufadnice bodu D? mtizeme vyjadiit pomoci bodu L a délek odvésen v pra-
votthlém trojthelniku K D?L jako

r = xp+|KD?, (2.24)
= yL—lLKla
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kde z;, a y;, jsou souradnice bodu L.

Vime, Ze délka oblouku T U? a velikost tisecky T2U? jsou stejné, tedy |[TTU?| =
ro. Déale je z obrazku patrné, Ze trojuhelniky MT2?U? a K D?L jsou shodné.
Uvédomime-li si, ze primka je v kazdé poloze tecnou kruznice, pak lze snadno
ukézat, ze velikost thlu MU?T?, resp. KLD?, je ¢. V pravothlém trojthelniku
pak snadno dopocitame délky odvésen

\MUQI = |KL|=rpcosy,
|MT?| = |KD?| = rysin . (2.25)

Bod L lezi na kruznici se stfedem v pocatku soustavy s polomérem v, proto
polarni souradnice tohoto bodu jsou

rp = vCosp, (2.26)

rr = vsine.

Nyni staci do vyjadieni (2.24]) dosadit rovnice (2.25]) a (2.26]) a ziskdme rovnice

evolventy kruznice

= vcosy + resing, (2.27)

= wvsiny — rpcos .

V prilozeném souboru evolventa_animace je mozné ménit vzdalenost bodu od
stfedu pevné polodie a podivat se tak na rtizné typy evolvent kruznice.
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3. Historie a vyuziti

Nyni uz zname nékolik zakladnich kfivek kinematické geometrie v roviné,
zpusob jejich zadavani, sestrojeni, rovnice a souvislosti mezi pohyby. V nasledujici
kapitole se podivame na vybrané zajimavé kiivky, at uz z pohledu historie nebo
vyuziti v praxi. Spise se ale zaméfime na jejich geometricky vyznam, ktery se
budeme snazit vice popsat, nez na technickou stranku veéci. Odborné vyuziti,
naptiklad ve strojirenstvi, budeme popisovat stru¢né a co nejsrozumitelnéji i pro
¢tenafe bez technického vzdélani.

3.1 Cyklické kiivky

Cyklickych pohybti se vyuziva pro rizné druhy ozubenych kol, kterda nam
prevadi rotacni pohyb na jiny rotacni pohyb nebo na posuvny a obracené. To je
hlavni princip pfevodovek a podobnych stroji, staci si vzpomenout na vnitiek
hodinek (obrézek [3.1]).

Obrazek 3.1: Ozubend kola a prevodovka (pfevzato z http://www.
quartaparetepress.it/2016/02/27/lincredibile-critica/ a https://cs.
wikipedia.org/wiki/P¥evodovka)

Na ozubena kola a soukoli jsou kladeny rizné podminky, aby stroj byl co
nejefektivnéjsi. Jmenujme napiiklad rovnomérny prenos otacek a co nejmensi
ztraty energie. Toto ma vliv i na profil boku zubu. Nejcastéji pouzivanym profilem
je evolventni (obrézek . Spolecny dotykovy bod dvou ploch zubi se pohybuje
po piimce, ktera je tec¢nou k zakladnim kruznicim ozubenych kol.

Kinematické mechanismy slouzi také k prevodu mezi riznymi druhy pohybt
casti jako jsou paky, kliky, vacky atd. Vysledny mechanismus by mél byt co
nejjednodusi a splnovat zadané parametry, jako pohyb urcitych bodl soustavy
po dané trajektorii.

Predstavme si par jednoduchych a castych kinematickych mechanismii:

e Llikovy mechanismus - prevadi pfimocary pohyb na rotacni pomoci pistu,

ktery se pohybuje po tsecce od jednoho konce k druhému; pouziti naptiklad
ve spalovacich motorech (obrazek
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Obrazek 3.2: Evolventni ozubeni

e vackovy mechanismus - ptevadi rotacni pohyb na pohyb posuvny nebo ky-
vavy jen ve vymezeném okamziku; vackovy hiidel nalezneme napiiklad ve
spalovacim motoru (obrazek |3.3))

e pohybové srouby - prevadi otacivy pohyb na posuvny a naopak; pouziti v
rucnich lisech, svéracich atd.

Vice je mozné nalézt napiiklad v [5], [4] a jinych, hlavné strojirenskych, kni-
héach.

Obrazek 3.3: Klikovy mechanismus a vackovd hiidel (pfevzato z
http://www.usysla.eu/index.php?go=inventor/galerie/klikovka
http://www.revoracing.cz/index.php?option=com_content&view=
article&id=35&Itemid=215)

Ktivka, po které se hmotny bod dostane z pocatecni pozice do koncové za
nejkratsi dobu pouze ptisobenim homogenniho gravitacniho pole, se nazyva bra-
chistochrona. Poprvé o ni psal na konci 17. stoleti Johann Bernoulli v ¢asopise
Acta Eruditorium. Je zajimavé, Ze se jedna o ¢ast prosté cykloidy. Této kiivky se
napiiklad vyuziva pfi stavéni ramp na skateboarding a snowboarding nebo jako
mostnich oblouku (viz [3]).
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3.2 Nikomédova konchoida

Jak napovida nazev, jedna se o kiivku, o které poprvé pise Nikomédes. Jak se
muzeme do¢ist v [7] tuto kiivku popsal ve své knize O konchoiddch (3. stol. pt. n.
1.) pro stanoveni dvou stfednich geometrickych timérnych. Jméno konchoida zna-
mena tvaru skeble. Zajimavé je vsak jeji vyuziti k trisekci tthlu a k zobecnénému
problému zdvojeni krychle.

Hippokratés z Chiu zobecnil problém hledani velikosti hrany krychle o dvoj-
nasobném objemu, kdyz popsal jiny problém, a to nalezeni dvou tusecek, geo-
metrickych timérnych, x,y, které budou se zadanymi tseckami a,b v postupném
poméru a:x =z :y =1y :b. Dokdzal, Ze pak bude platit také a®: 2* = a : b (viz
[6]). A tak pro b = 2a jde o feSeni zdvojeni krychle.

Tohoto zobecnéného problému vyuzil také Nikomédes. Méjme dany dvé tsecky
AB a BC'. Oznacme si AB = a, BC' = b. Budeme hledat takové tsecky z,y jako
jsou popséany vyse. Necht jsou na sebe tsecky AB, BC kolmé, body D,E po fadé
stfedy tsedek AB, BC' a bod L ¢tvrty vrchol obdélniku ABCL (obrézek [3.4)).

M
L
A
D
K
G B 3 C

F

Obrazek 3.4: Zobecnéné zdvojeni krychle

Body L, D vedeme ptimku, kterd protne piimku BC' v bodé GG. Bod F' bude
leZet na kolmici vedouci bodem E k BC' ve vzdalenosti |[AD| od bodu C. Usecka
C'H je rovnobézna s tseckou GF'. Poté vedeme piimku F'H tak, aby prisecik K
s pfimkou BC' spliioval podminku |HK| = |CF| = |AD|.

K nalezeni bodu K se pravé pouzije Nikomédova konchoida, kde bod F' je
pdl konchoidy, C'H je fidici pfimka konchoidy a velikost |AD| udava vzdalenost
od bodu na pfimce C'H. Bodem K poté vedeme pfimku pres bod L a prusecik
piimek KL a AB ozna¢me M. Usetky CK a M A jsou hledané tsecky z.y.

Nyni si projdéme dikaz, jak je ho mozné nalézt v [6]. Protoze |BE| = |EC|,
plati

|BK| - |KC|+ |CE]> = |[EK|*.

Pfidanim k obéma stranam |EF|* vyjde rovnost
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|BK| - |KC|+ |CF|* = |KF|*. (3.1)
Z rovnobéznosti piimek vychazi rovnost pomeért velikosti tsecek
IMA|:|AB|=|ML|:|LK|=|BC|:|CK]|.
Jelikoz plati |[AB| = 2|AD| a |BC| = 3|GC], pak mizeme pomér upravit na
IMA|:|AD| = |GC|: |CK|=|FH|: |HK|,

z ¢ehoz plyne |MD| : |DA| = |FK| : |HK|. Ze zadéani bylo dano |DA| =
|HK|, ataki|MD| = |FK]|. Tim pddem mtuzeme dat do rovnosti druhé mocniny
IMD|* =|FK|*

Z rovnosti [MD|? = |BM| - |[MA| + |DA|? a vyplyva

|BM| - |MA| +|DA]* = |BK| - |KC| + |CF.

Protoze plati | DA| = |CF|, vztah se zjednodusina | BM |- | M A| = |BK|-|KC|.
Tudiz

|CK|:|MA|=|BM]|:|BK|=|LC|: |CK|, |BM|:|BK|=|MA|:|AL|,
dano dohromady dava rovnost |LC| : |CK| = |[CK| : |MA| = |MA| : |AL|.

To vse nakonec mizeme upravit na
|AB|: |CK|=|CK|:|MA| =|MA|:|BC|,
neboli tsecky |CK|,|MA| jsou hledané délky (obrazek [3.5).

M
I
A
-
D
p
G B B C

Obrazek 3.5: Zobecnéné zdvojeni krychle - Nikomédova konchoida

V [6] je popsan obecny postup, jak sestrojit trisekci daného thlu. Mé&jme zadan
libovolny trojuhelnik ABC's pravym tthlem u vrcholu C', kde budeme sestrojovat
tietinovy thel k thlu ZABC' (obrézek [3.6).
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Obrazek 3.6: Trisekce thlu

Trojuhelnik ABC' doplnime na obdélnik BC'AF'. Na primce F'A hledame bod
FE tak, aby prisec¢ik D tsecek BE a C'A byl ve vzdalenosti 2|AB| od bodu FE.
Pak jsou si rovny délky tsecek |DG| = |GE| = |AG| = |AB|. Z rovnorame-
ného trojuhelnik BGA plyne rovnost thla |[ZABG| = |ZAGB|, déle pak plati
|ZAGB| = 2|£ZAEG| a nakonec pro souhlasné uhly plati |[ZAEG| = |ZDBC.
Proto |[/DBC| = $|ZABC|.

Hledany bod E ziskdme pravé pomoci Nikomédovy konchoidy. Bod B bude
pélem konchoidy, pfimka AC' fidici pfimka konchoidy a vzdalenost od bodu na
pfimce AC bude 2|AB|. Pak bod E bude pruse¢ikem konchoidy a piimky F'A

(obrézek [3.7)).
F / A \E

Obrazek 3.7: Trisekce thlu - Nikomédova konchoida

Na zavér nesmime zapomenout zminit, ze k feseni téchto klasickych problémt
antické matematiky bylo vyuzito i neeukleidovskych postupti. Pouzili jsme kiivku,
kterou béznym zptisobem pouze za pomoci pravitka a kruzitka nesestrojime. Ni-
komédes ve své dobé vytvoril nastroj na kresleni konchoidy - dvé na sebe kolma
pravitka s pevnym bodem na jenom pravitku a s pohyblivym na druhém, a tteti,
které prochéazelo pravé témito body. Konec pohybujiciho se tfetiho pravitka vy-
kreslil jednu vétev konchoidy.
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3.3 Archimédova spirala

Jak jsme uz kratce zminili v podkapitole [2.4.5 vznik této kiivky si mtizeme
predstavit i jako trajektorii bodu, ktery se rovnomérné posunuje po polopfimce
jdouci poc¢atkem a rovnomérné se otacejici kolem pocatku. V polarnich souradni-
cich méa ktivka vyjadieni r = a¢p.

Archimédes, po kterém je kfivka pojmenovéana, tuto spirdlu a jeji vyznam
studoval ve své praci O spirdlach (3. stol. pf. n. l.). Zajimavosti napiiklad je,
ze vzdalenosti mezi priiseciky spirdly a primky prochézejici pocatkem jsou od
urc¢itého bodu stéle stejné (obrazek

Y

-5

& y o 4 6 z

Obrazek 3.8: Priseciky Archimédovy spiraly s osou x

Ve svém spisu ale hlavné Archimédes popsal vyuziti pti feseni trisekce thlu
a kvadratufe kruhu. Jak se mtzeme docist v [7], tak délka polarni subtangenty
OQ je stejné jako délka kruhového oblouku AD. Jinymi slovy, vedme bodem D
na spirdle tecnu ¢, bodem O kolmici k OD a priisecik kolmice a tecny oznacme

(). Pak plati pro kruhovy oblouk se stfedem v bodé O, ze |[AD| = |0Q|. V
programu GeoGebra je mozné si zjistit délky tisecek a obloukt, a tak lze naptiklad
studentim ukézat pomoci moderni technologie, Ze geometrické véty a tvrzeni
skutecné plati (obrézek [3.9)).

Diky tomu, jakym zptisobem je spirdla definovand, je trisekce tthlu celkem
jasnym dusledkem. Podivejme se na pfedpis, jak jsme ho napsali vyse. Vidime,
ze abychom se dostali k tretiné ihlu AOB, musime najit bod na spirale vzdalen
tretinu délky OB od pocatku. Takovym bod D bude lezet zaroven i na kruznici
se stfedem v podatku a polomérem z|OB| (obrazek . Obecné bychom mohli
najit ntinu zadaného uhlu.

Dodejme jesté, ze Archimédovy spiraly se vyuziva pro tvar vacky, kdyz chceme
prevést rotacni pohyb na pohyb po primce.
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0Q=1.23

Délka oblouku AD = 1.23

Q

Obrazek 3.9: Rektifikace kruznice

Obrazek 3.10: Trisekce thlu
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Z.avér

V praci se mi podafilo pomoci nazornych ilustraci a animaci vysvétlit nejen
zakladni pojmy kinematické, ale také nékteré typy pohybii. Programy vytvorené
v softwaru GeoGebra jsou nedilnou soucasti diplomové prace, protoze dokresluji
pravé to, o cem kinematicka geometrie je — pohyb bodi a kiivek v roviné.

Animace se daji pouzit jak na vysokoskolskych kurzech deskriptivni geometrie,
tak na stfednich skolach. Tam mohou slouzit jako motivace pro studium geometrie
nebo na odbornych stiednich skolach jako moderni uc¢ebni pomiicka.

Casti prace, které se vénuji analytickému odvozeni kiivek, jsou také vhodné na
vybrané stiedoskolské seminére, protoze nabizi i obecné postupy hledani vyjadieni
obecné zadanych kiivek. Zaci si pomoci modernich softwari, jako je napiiklad
pravé GeoGebra, mohou ovérovat své postupy a vysledky v analytické geometrii.

Zéavérecna kapitola stru¢né shrnula vyuziti kinematické geometrie v praxi. Pti-
padnym zajemctim o hlubsi nahled do problému doporucuji literaturu technického
zameéteni, strojirenstvi, stavebnictvi apod.

Rychly vhled do historie nabidl pfedstavu o tom, jak jsou nékteré z kiivek
jiz. dlouho znamy a jaky mély ve své dobé vyznam, kdyz pomohly tesit klasické
problémy antické matematiky (musime ovsem dodat, Ze k tomu bylo pouzito i
neeukleidovskych postupii). Opét tato ¢ast muze slouzit jako motivace v hodinach
matematiky i na stfednich skolach.

S timto tématem by se dalo dale pracovat, hlavné co se tyka vyuziti v praxi,
nebo navazat kinematickou geometrii v prostoru.
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