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Abstrakt

Nazev prace: Porovnani axiomatickych systému geometrie u Euklida a Hilberta

z hlediska didaktiky matematiky
Autor: Adela Tavacova

Vedouci prace: prof. RNDr. Ladislav Kvasz, Dr.

Cilem této prace je zpracovani vyvoje axiomatického pojeti geometrie a jeho
vyuziti v didaktice matematiky. Préace se sklada ze dvou hlavnich ¢asti, z nichZ jedna je
soustifedéna na Euklida a jeho spis Zdklady a druhd na Davida Hilberta a jeho dilo
Grundlagen der Geometrie. V praci je obsazen stru¢ny historicky kontext popisujici
postupny vyvoj geometrie a geometrického mysleni od doby antiky az po soucasnost.
Dale se prace vénuje vlivem Zdkladu na matematiku obecné a také jeji vyucovani,
na §ifeni Zdkladii ve svété a obzvlasté v Ceské republice. Podrobné je pozornost
vénovana charakteristice axiomatického systému zavedeného Euklidem a ptipadnym
potizim zptsobenych historickym odstupem nebo piekladem z fectiny do jinych jazyku.
Prace pokracuje ilustraci konkrétnich logickych mezer v Zakladech, které slouzi jako
motivace pro zavedeni moderniho axiomatického systému geometrie. Druha ¢ast prace
kromé& opisu charakteru a struktury Hilbertova axiomatického systému nabizi i podnéty
pro alternativni vyuku geometrie — Z historického hlediska, tedy od Euklida a jeho
pristuptt az k stale vySSimu stupni abstrakce a formalizace, reprezentované Davidem

Hilbertem.
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Abstract

Title: Comparison of Euclid’s and Hilbert’s Axiomatic Systems of Geometry from the

Didactic Viewpoint
Author: Adela Tavacova

Supervisor: prof. RNDr. Ladislav Kvasz, Dr.

The aim of this thesis is to describe the development of axiomatic systems of geometry
and its applicability in didactics of mathematics. The thesis is composed of two parts, the
first of which is focused on Euclid and his work The Elements, the second being aimed
at David Hilbert and his work Grundlagen der Geometrie. The thesis contains a short
historical context describing the gradual development of geometry and geometrical
thinking, from the ancient times up to now. It will further cover the influence of The
Elements upon mathematics as such, its teaching, and a spread across the countries of the
world and the Czech Republic in particular. A detailed view is given to the
characteristics of Euclid’s axiomatic system and its possible difficulties caused
predominantly by a vast temporal span and translations from Greek to other languages.
I will continue with the analysis of the most considerable logical gaps in The Elements,
thus paving the way for the introduction of a modern axiomatic system of geometry,
represented by David Hilbert. Apart from the main features and the structure of David
Hilbert’s axiomatic system, the second part of the thesis highlights possible stimuli
for an alternative teaching method from the historical viewpoint — from Euclid and his
approach up to still increasing level of abstraction and rigid approach of David Hilbert.

Key words: axiom, postulate, definition, proposition, Euclid, The Elements, David
Hilbert, Grundlagen der Geometrie
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Uvod

S vyukou geometrie se setkava jiz zak zékladni Skoly a v pribéhu stfedni skoly
své znalosti dale rozSifuje. I univerzitni studijni obory s technickym zaméfenim nabizi
studenttim Siroky vybér predmétii zamétenych bud’ na konkrétni oblast geometrie, nebo
alespon predpokladajicich jistou geometrickou znalost. Pfedmeéty, které jsem meéla
moznost absolvovat béhem svého studia a jejichz cilem bylo prohloubeni, resp. doplnéni
uciva geometrie probirané na stfedni Skole, byly ve vétSin€ pripada strukturovany jako
souhrn teorie dané oblasti a jeji aplikace na konkrétnich pocetnich tlohach. Byly situace,
kdy se ucitel zminil o historickém kontextu probirané latky, resp. upozornil na ptipadné
historické potize spojené s danou teoretickou oblasti nebo vypoctem. Pojeti matematiky
(konkrétn¢ geometrie) z hlediska jejiho historického vyvoje povazuji za ponékud odlisné
od toho klasického, kdy je latka predavana zakim jiz ve findlni podobé — tedy jako
uceleny a mezi dneSnimi matematiky aktualné uznavany soubor informaci o dané latce.
Prvotni motivaci pro mou praci bylo prave toto odlisné a méné Casté pojeti matematiky —
Z hlediska jejiho historického vyvoje.

Historie matematiky jako exaktni védy zacina Euklidem a jeho spisem Zdklady.
Svym charakterem polozily zdklady formalniho, vysoce strukturovaného piistupu nejen
ke geometrii, ale i k matematice obecné a také jeji vyuce. ,,JJedna se o knihu, ktera po
Bibli dosahla viibec nejvétsiho poétu vydani® (Sir 2011, 100). Euklidovy Zdklady jsou tak
jedno z nejvlivngjsich dél vsech dob a tvofi neodmyslitelnou soucast nasi vzdélanostni
kultury. Tento obrovsky vyznam Zdkladi a jejich dlouhodoby vliv mé rovnéz motivoval
Kk napsani této prace.

Prace je rozdélena na dvé hlavni kapitoly, které jsou dale tematicky ¢lenény na
struktury a samotného axiomatického systému je diraz kladen i na historicky vyvoj
geometrie od predeuklidovské doby az po sepsani Zakladii. Dale se tato kapitola vénuje
postaveni Zdkladu ve svété a jejich postupnému Sifeni do jednotlivych krajin, véetné
Ceské republiky.

V druhé kapitole sehrava centralni ulohu dilo Grundlagen der Geometrie (v
piekladu Zdklady geometrie) Davida Hilberta. Kapitola dokumentuje historicky vyvoj
geometrie po Euklidovi aZ do soucasnosti. Diiraz je kladen obzvlast’ na vyhledani mist,

jakychsi logickych mezer, kde se Euklides opiral o intuitivni mysleni a neformalizoval




poznatek, na ktery se v dikazu odvolava, do podoby axiomu nebo postulatu. Protoze
dasledkem analyz téchto nedostatkii je mimo jiné i zavedeni novych forem geometrii,
v druhé kapitole jsou tyto neeuklidovské geometrie struéné charakterizovany. Druhou

kapitolu uzavira pohled na danou tématiku z didaktického hlediska.




Cile prace

Prvotnim cilem této prace je zpracovat vyvin axiomatického systému geometrie —
pocinaje Euklidem a jeho dilem Zdklady, ptes nesCetné diskuze o moznych nedostatcich
jim zavedeného systému axiomid a postulatd, az po moderni axiomatizaci zavedenou
Davidem Hilbertem, jehoz vliv na geometrii je od dob Euklida nejzasadné;si. Dukladné
zpracovani této tématiky by se mohlo stat vychodiskem pro didaktiku geometrie
na druhém stupni zakladnich Skol, ale predevs§im na stfednich skolach.

Druhym cilem této prace je shromazdit informace o jednotlivych matematicich,
ktefi svymi teoriemi a piistupy vstupovali do procesu axiomatizace geometrie a zdiraznit
fakt, ze béhem celych dvou tisicileti, které rozdéluji Euklida a Hilberta, existovali mezi
matematiky alternativni nazory na Euklida a také kritické ptistupy k jeho dilu. Za dtlezité
povazuji poukazat na tuto kontinuitu problematiky axiomatizace geometrie, aby bylo
vidét, na které matematiky Hilbert navazal a kde Cerpal inspiraci.

Ttetim cilem je porovnani Euklidova a Hilbertova zavedeni geometrie a nalezeni
V tvrzenich Zdkladii ta mista, které nevyplynula z zddného Euklidova axiomu a piiméla
tak Hilberta k rozsiteni Euklidovych deviti axiom1 (které navic nejsou logicky nezavislé,
viz kap. 1.3.3) na jeho jednadvacet. Tyto logické mezery slouzi jako motivace pro
zavedeni jednotlivych Hilbertovych axiomt. Pfedev§im se budu snazit na konkrétnich
prikladech, které by byli ptistupné pro sttedoskolské studenty geometrie, tyto nedostatky
predvést takovym zplisobem, aby podnitili diskuzi mezi studenty. Velka ¢ast tvrzeni, kterd
budu uvadét ve své praci, patii do ucebnich osnov pfedmétu matematika na zakladnich
resp. stfednich Skolach. Jelikoz je mozno k nim pfistupovat bud’ jako Euklides (t;.
S vyuzitim intuice) nebo jako Hilbert (ze striktné formalniho hlediska), mizou ve vyuce
geometrie slouzit jako inspirace pro nastoleni diskuzi ohledné téchto rozdilnych pfistupt.
Motivovani studentli prostfednictvim zajimavych problémt, uloh a alternativnich
pristupt, zasazenych do historického kontextu sledujiciho vyvoj geometrie, které se jim
obvykle predkladaji jako hotové, tvoti jddro mé prace.

V zéavéru chei také hledat odpovéd na otazku, do jaké miry a zda vlbec je

potiebné seznamovat budouci ucitele matematiky s obéma témito systémy.




Cast 1.

1 Euklidovy Zdklady
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1.1 Vyvoj geometrie od jejiho vzniku az po Euklida

Geometrie (z feckého geo = Zemé, metria = méfeni) ma kofeny v prostém zajmu
¢lovéka o situace, kterym musel kazdodenné celit. Pravé pii praktickych ¢innostech, jako
naptiklad méteni pozemkd, stavba obydli, vyroba nastrojii, odévl, zbrani atp., ziskavali
lidé prvni geometrické zkuSenosti. Jiz pravéky cloveék pozoroval mnozstvi predmétt
nejruznéjsich tvarti a pravé jejich napodobovanim, porovnavanim, ptip. jejich uzitim jako
motiv pro dekoraci hlinénych nadob, se u ¢lovéka postupné formovalo jakési geometrické
mysleni. Nejstarsi civilizace, tedy Mezopotamie, Egypt, Cina nebo Indie, aplikovaly své
geometrické znalosti v realizaci naro¢nych stavebnich praci (chramy, zavlazovaci
systémy, hradby a opevnéni, pyramidy), ve vystavbé lodi a vozi, nebo v tesani z kamene
vypocty (napf. u obvodu kruhu) byly pro praktické ucely dostacujici. Navic tam, kde si
nepiesnost uvédomovaly, pokousely se postupnou aproximaci o nalezeni spravné hodnoty
a zdnesniho pohledu muzeme fict, Ze jejich postupy a znalosti jsou vskutku
pozoruhodné. Ovsem u egyptské, mezopotamské, indické nebo c¢inské geometrie
provedeni konkrétni ulohy, a to bez zdlivodnéni jeji spravnosti. Pfiblizn€ v 6. stoleti pt. n.
1. zagali Egyptané obchodovat s Reky. Kromé vymény tovaru doslo i k vyméné myslenek
aznalosti a antické Recko se tak dostalo do styku s geometrii. Pozd&jsi prikopnici
starofecké geometrie navsStévovali Egypt a nechavali se poucovat od egyptskych
duchovnich (Cajori 2010, 17). Ve své vlasti pak znalosti rozvinuli a pfinesli tak posun
od empiricky ziskanych, nezdtvodnénych poznatkd, smérem k prvnim teoretickym
zasadam a pozadavkim na dokazovani predkladanych tvrzeni.

Jednim z prvnich feckych ucencti, kteti se pfi€inili o tuto zménu, byl Thalés
z Milétu (priblizn€¢ 624-548 pi. n. l.), ktery usporadal nékteré poznatky o kruznicich
a trojahelnicich. Jeho soucasnik, Pythagoras ze Samu (ptiblizn¢ 570-510 pf. n. 1.), spolu
se svymi ucenci v tzv. Pythagorejské skole posunul matematiku zase o krok dal. A¢koli je
jeho jméno spojovano piedevs§im s geometrii (napf. Pythagorova véta), pojeti matematiky
u Pythagorejcti bylo predevsim aritmetické — Cisla a jejich poméry se staly vychodiskem
pro jejich pojeti nejen matematiky, ale 1 celého svéta. Pythagorejska teorie Cisel je

zakladem jedné z casti Euklidovych Zakladii.
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Z mnoha osobnosti antického Recka stoji ur¢ité za zminku slavny filosof Platon
(ptiblizné 429-348 pt. n. 1.). V pritb&hu Zivota ziskal na svych cestach mnoho zkuSenosti
s védami své doby, mimo jiné i s matematikou a geometrii. Kdyz se ptiblizné v roce 389
pt. n. 1. vratil do Atén, zalozil Skolu, zndmou jako Akademie. Ud¢lal tak obrovsky krok
smérem k strukturované vyuce nejriznéjSich véd — vté dobé obzvlast filosofie,
matematiky, geometrie, astronomie, dialektiky atd. (Cajori 2010, 33). Platon pozoroval,
ze geometrie dokdze ,,vycvicit mysl pro korektni a dirazné mysleni“ (Cajori 2010, 34).
| to miize byt jeden z divodl, pro¢ se nad vchod své Akademie rozhodl umistit napis
,»Bez znalosti geometrie at’ sem nikdo nevstupuje® (Cajori 2010, 33). Platoniv zak
a jeden z nejvyznamnéjSich filozofii a nejvSestrannéjSich ucencii své doby, Aristoteles
ze Stageiry (ptiblizn¢ 384-322 pt. n. 1.), ¢asteCné¢ navazal na svého ucitele. Na rozdil
od Platona, ktery se zabyval prevazné otazkami clovéka a lidské spolecnosti, se
Avristoteles zaméfil 1 na systematizaci tehdy znamych obort a jeho filozofie tak vyznamné
ovlivnila rozvoj véd jako naptiklad astronomie, biologie, logiky, lingvistiky,
meteorologie, politologie a mnoha dalsich. Jednim z jeho nejvyraznéjsich piinost v teorii
logiky je vymezeni a dikladna charakteristika indukce a dedukce jako dvou moznych
zpusobil argumentace. Pravé deduktivni teorie je to, co hraje dileZitou roli u Euklida.

Zasadni zména v feckych dé&jinach, tedy i ve vyvoji geometrie nastala po bitvé
u Chaireneie, ptiblizn¢ v roce 338 pf. n. 1., kde se potkala vojska tehdejsich feckych
méstskych stati s vojskem makedonského krale Filipa II. a utrpéla tézkou porazku
(Cajori 2010, 39). Jen o nékolik let pozdé&ji Filiptiv syn Alexandr Veliky (ptiblizné 356-
323 pt.n.l) zacal s dobyvanim tehdy znamého svéta a v priabéhu asi jedenacti let
vybudoval obrovskou fi$i sahajici od vychodni hranice dne$ni Indie aZ po Egypt. Mésto
Alexandrie, které zalozil pravé v Egypt&!, se stalo centrem helénské (fecké) kultury
a tento status si udrzelo 1 po Alexandrové smrti a nastupu Ptolemaia I. Sotéra (ptiblizné
367-283 pi. n. 1), ktery se prohlasil za vladce celé¢ Egyptské fiSe (Cajori 2010, 40).
Ptolemaios podporoval rozmach kultury a védy v Alexandrii a zalozil tam univerzitu,
knihovnu (dnes znamou jako Alexandrijska knihovna, nejvétsi a nejslavnéjsi knihovna
starovéku) nebo fadu muzei. Alexandrie se tak na témér Sest staleti stala centrem

vzdélanosti.

! Egyptska Alexandrie neni jediné mésto tohoto jména, Alexandr Veliky jich zalozil nékolik.
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1.2 Euklides a jeho Zdklady

Euklides zil kolem roku 300 pf. n. I. v Alexandrii, tedy zhruba sto let po slavném
antickém filosofovi Platéonovi. Kromé faktu, ze Euklides vyucoval v Alexandrii
matematiku, existuje o jeho Zivoté jen malo informaci. VétSinu z nich nalézame v dile
feckého neoplatonika Prokla z Alexandrie (pfiblizng 428-348 pf.n.l.)% Proklos zil
v dob¢, kdy prestiz Alexandrie postupné zanikala a Atény ji naopak znovu nabyvaly. Byl
nejdiiv zakem a pozdéji i ucCitelem na Akademii a v jeho prednaskach z geometrie
analyzoval definice a véty uvedené v Euklidové nejslavnéjsim dile — v Zdkladech
(v feckém piekladu Stoicheia — Zroyeia). Tyto své komentare pak sesbiral do jednotného
dila Komentar k prvni knize Euklidovych Zakladii — A Commentary on the First Book of
Euclid's Elements, dale jen Komentdr (Proclus 1970). Pravé Prokliv Komentdr je jednim
z hlavnich zdroji informaci o fecké matematice obecné, o Euklidové Zivoté a o jeho
myslenkové vystavbé geometrie, rovnéz o jednotlivych konkrétnich ¢astech prvni knihy
Zadkladi. Nalezneme zde také pripominky (nejen Proklovy, ale i jinych matematiki)
k systému axiomui, postulati a definic.

Euklidovy Zdklady ovlivnily nejen geometrii, ale i celou matematiku a také jeji
vyucovani. ,,Samotny termin zdklady (stoicheia — otoiyeioa) je odvozen od slov aroryeiov
(stoicheion), otoiyog (stoichos), ktera v fe€tiné oznacuji opracovany blok kamene, vojaka
stojictho v fadé, hlasku abecedy, obecné tedy ¢&len dopliujici fadu* (Sir 2011, 101).
Proklos zasazuje tento pojem do matematického kontextu a uvadi ho ve dvou ptipadech —
,,t0, co je uzito pii konstrukci né¢eho jiného, tedy elementem konstruované véci a jako to,
co je jednodussi a v co se slozené rozklada“ (Sir 2011, 101). Latinsky pieklad tohoto
pojmu (elementa) vystihuje o néco lépe tyto rozméry nez dlouhodobé uzivany Cesky
pteklad zaklady.

Euklides v Zdkladech sesbiral a logicky uspofadal do té doby znamé poznatky
Z geometrie a Vv navaznosti na Aristotelovu teorii argumentace zavedl deduktivni
budovani geometrie. Euklides ,usporddal mnozstvi tvrzeni Eudoxovych® zdokonalil

tvrzeni Theaitetove® a nezpochybnitelné demonstroval pravdy, které byly do jeho ¢asu jen

2 Anglicka verze jeho dila, ze které ve své praci cituji, byla vydana pod latinskym ekvivalentem Proclus,
proto na né€j v odkazech na citovanou literaturu referuji jménem Proclus.
¥ Eudoxos z Knidu il na pielomu 5. a 4. stoleti pf. n. 1.

* Theaitétos z Atén puisobil stejné jako Eudoxos z Knidu na pielomu 5. a 4. stoleti pf. n. .
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netplné dokdzany jeho piedchiidci® (Proclus 1970, 75). VétSina tvrzeni byla tedy jiz
znamd, ale vyjimecnost a velikost Euklidova dila spociva predev§im v jeho vnitini

logické struktuie, které se podrobnéji vénuji v kapitole 0.

1.2.1 Vnéjsi struktura

Zaklady tvoti tfinact knih a jisté obdobi se k nim pfidavaly jesté dve€. Prvnich Sest
knih se zabyva planimetrii — geometrickymi utvary v roviné obecné, jejich vlastnostmi
ateorii proporci. Knihy VII — IX jsou zaméfené¢ na teorii Cisel — daraz je kladen
na prvocisla a na dikaz nekonecnosti jejich poctu. V této ¢asti také nalezneme dikaz
iracionality n€kterych ¢isel a algoritmus pro nalezeni nejvétSiho spolecného délitele dvou
¢isel (dnes znamy pod jménem Euklidiv algoritmus). Je nutno podotknout, ze vSechny
ulohy a dtkazy tvrzeni v této Casti Zakladii byly vedené geometricky, tj. na zaklad¢ délek
usecek a ne rovnic a symbolickych vztahi mezi veli¢inami tak, jak je zname dnes.
S algebraickym pojetim geometrie pfisel az v 17. stoleti René Descartes (viz kap. 0).

Neékdy jsou Euklidovi pfipisovany 1 knihy XIV a XV, které se objevily
v nékterych pozdégjSich piepisech Zdkladi. AvSak vice je pfijiman ndzor, Ze tyto dvé
knihy vénujici se prevazné geometrii pravidelnych mnohostént, byly napsany o néco
pozdéji nez ty Euklidovy a pak pfidany k ptivodnim tfinacti spisim. Autorstvi knihy XIV
se pripisuje feckému matematikovi a astronomovi Hypsiklovi (pfiblizné¢ 190-120
pt. n. L), ktery ji s nejvétsi pravdépodobnosti sepsal na zakladé dila Apollonia z Pergy
(ptiblizné 260-190 pf. n. 1.) — Gdajného autora knihy XV.

1.2.2 Preklady Zakladu

,»Na rozdil od ptedchozich pokust o sepsani zakladii geometrie byl Euklidiv spis
povazovan za definitivni, stal se tak pfedmétem mnoha opisu, prekladi a komentait
a zcela nahradil predchozi verze (Sir 2011, 98). Ve 4. stoleti n. 1. (tedy zhruba sedm
staleti po Euklidové verzi) u¢inil Theon z Alexandrie (pfiblizn¢ 335-405) redakci Zdkladii
a vétSina dochovanych rukopist jsou opisy pravé jeho dila. Na pocatku 9. stoleti byly
Zaklady ptelozeny do arabstiny a ,,zasadnim zptsoben ovlivnily matematickou produkci

arabského svéta“ (Sir 2011, 99). Ve 12. stoleti byly nékolika autory pieloZzeny z feétiny do
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latiny — nejvlivné&jsi byla verze anglického matematika a filosofa Adelarda z Bathu (1080-
1052). Tento pieklad byl v pribehu 13-15. stoleti pfedmétem nékolika revizi, z nichz
dilezitou roli sehrala verze Campana z Novary (1220-1296) — jeho pieklad byl roku 1482
vydan tiskem a stal se tak prvni tiSt€nou matematickou knihou.

Moderni edici feckého textu vydal v letech 1883-1888 dansky filolog a historik
Johan Ludwig Heiberg (1854-1928), v niz vychazel z nejstarSich rukopist. Anglicky
matematik Sir Thomas Little Heath (1861-1940) pielozil Heibergovo dilo do anglictiny
avroce 1908 vydal tii svazky Zdkladii (The Thirteen Books of the Elements — T7indct
knih Zdkladii). Tato publikace kromé& Euklidova dila obsahuje podrobny komentar
ke kazdé definici, axiomu, postulatu i tvrzeni. Shrnuje komentaie a diskuze 0 nich
a vénuje se 1 rozboru jednotlivych feckych pojmt. Heathovo dilo je v soucasné¢ dobé
zdroji pro mou praci. Ponévadz toto dilo nebylo do CeStiny pielozeno, vSechny citace
jsou mymi preklady.

Mezi prvni spolky zamé&fené na matematiku zaloZené na tizemi dnes$ni Ceské
republiky, patii Spolek pro volné prednasky z matematiky a fysiky, ktery vznikl roku 1861
v Praze. V roce 1869 se tento spolek piejmenoval na Jednotu ceskych matematiku (dale
jen Jednota) a m¢l velky vliv na Zivot ¢eské matematicko-fyzikalni obce (Bec¢varova
2002, 113). O rok pozdé¢ji, v roce 1870, Jednota ptipravila sjezd, jehoz cilem bylo mimo
jiné 1 strukturovani latky ve vyucovani matematiky a zkvalitnéni vyuky matematiky.
zvolena zvlastni komise, kterd méla piipravit ceskou verzi Zakladii. Cely projekt bohuzel
ztroskotal a vytvofena komise pieklad nezvetejnila. Euklidovy Zdklady byly v Ceské
verzi vydany az roku 1907 a jejich autorem byl Frantisek Servit (1848-1923), profesor
klasickych jazykt na vinohradském gymnaziu v Praze. Jeho pieklad byl vydan Jednotou
Ceskych matematikit jako Eukleidovy Zdklady (Elementa). Knizni vydani doplnil
FrantiSek Servit kratkym tvodem, ve kterém strucné ptedstavil Euklida a jeho dilo,
charakterizoval strukturu Zdkladii a zminil se také o jejich nejvyznamnéjSich vydanich.
Cesky matematik Petr Vopénka (1935-2015) v letech 2007 az 2011 znovu vydal Servitiv
pteklad Zakladii, pticemz ho doplnil nékolika svymi komentafi. Ve své praci vychdzim ze
Servitova prekladu (definice a tvrzeni) a prekladu Richarda Maska a Adama Smida
(postulaty a axiomy), kteti vytvorili moderni pieklad z feckého origindlu, vydany roku
2011 v publikaci Recké matematické texty, kterou uspotadal, ivodnimi studiemi

a poznamkami opatiil Zbynék Sir.
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1.3 Axiomatizace geometrie podle Euklida

Jak jiz bylo zminéno, nejvétsi piinos Zdkladii spociva v logické struktute
jednotlivych knih. Euklides svym deduktivnim piistupem ke geometrii, kdy je ze skupiny
axiomu (z tfeckého daxios — dyioc = hodnotny) a postulatii (z latinského postulare =
vyzadovat) mozno odvodit (vydedukovat, z lat. deductio = odvozeni) sadu tvrzeni (vét).
Terminologie neni vzdy jednotna a muze se liSit, napi. axiom a postuldt se nékdy
povazuji za totéz. Podobn¢ i terminy tvrzeni a véta jsou Casto zaménitelné, avSak vétSina
matematikli pod pojmem tvrzeni rozumi jakoukoliv skute€nost, kterou 1ze dokéazat, pojem
veta pak zastfeSuje vyznamna tvrzeni. Zajimavy je pohled filosofa Prokla, ktery vSechna
tvrzeni rozd€luje na problémy a véty (viz Kkapitola 1.3.4). Ve své praci se budu drzet
Euklidova rozliSeni axioml a postulat, piicemz pod axiomy budu rozumét ziejme
pravdivy vyrok, ktery nevyZaduje dikaz a je spole¢ny pro vice disciplin (geometrie,
astronomie, optika, atp.) a pod postulaty zase tvrzeni specificka pro kazdou disciplinu
zvlast, jejichz pravdivost se rovnéz nedokazuje, spi§ je od nds vyZadovdno potvrzeni
jejich spravnosti. Pod pojmem axiomaticky systém geometrie rozumime systém postulat
a axiomd, ze kterych jsou logicky odvozovany vsechna tvrzeni o existenci a vlastnostech
jednotlivych geometrickych uvart.

Vychodiskem pro vSechny knihy Zdkladii je systém dvaceti tii definic, péti
axiomu a péti postulatit nachazejici se hned v tvodu prvni knihy. Euklides pak formuluje
tvrzeni a dokazuje jejich spravnost pravé z axiomid. Kazdé dal§i tvrzeni vyuZzivajici
platnost tvrzeni pfedchoziho je tak rovnéz mozné odvodit bezprostiedné z péti zakladnich
axioml. V Gvodu kazdé dalsi knihy Euklides uZz pouze formuluje a dokazuje tvrzeni
relevantni pro obsah daného spisu a v piipad¢, Ze zavadi nové pojmy, jsou jejich definice

shrnuty na zacatku dané knihy.

1.3.1 Definice (oroi — opor)

Definice hraly dileZitou roli jiZz u Platona — jeho dialogy® jsou soustfedéné kolem
snahy najit pfesné vymezeni abstraktniho pojmu, predevSim néjaké lidské vlastnosti.

Pro Aristotela je definice ,,vypoveéd’, ktera fikd co n¢jaké véc je* (Heath 2013, 143), tedy

® Timto ndzvem je oznadovana sbirka piiblizng &tyficeti Platonovych spist majicich formu rozhovoru, ve

ey

kterych jako hlavni postava figuruje Sokrates (Platontv uditel, zijici zhruba v 5. stoleti pf. n. L.).
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ne jenom vysvétleni daného pojmu ale jednoznacna specifikace a urceni vlastnosti dané
véci. Euklides se drzi Platonské tradice a vzdy pied pouzitim néjakého pojmu chce
jednoznacné vymezit, co je pod danym pojmem mysleno. Hned na zacatku knihy I tedy

uvadi seznam dvaceti tii definic, logicky sefazenych od nejobecnéjSich (az intuitivnich)

vvvvvvvvvv

Def.1)  Bod (semeién — anusiov) jest, co nema dilu.’

Def.2)  Cdra (grammé — ypauus) je délka bez §iiky.

Def.3)  Hranicemi ¢ary jsou body.’

Def. 4)  P#ima (eytheia — 60¢ia)® jest Gara, kterd se svymi body tahne rovng.

Def.5)  Plocha (epifineia — empaveira) jest, co ma jen délku a Sitku.

Def. 6)  Hranice plochy jsou cary.

Def. 7)  Rovinnd (epipedos — eminedog) je plocha, ktera piimkami na ni jsoucimi
prostira se rovng.

Def.8)  Rovinny shel (gonia — ywvia)® je vzijemny sklon dvou &ar stykajicich se
V roving a nelezicich na jedné piimce.

Def.9) Kdyz jsou cary svirajici uhel piimky, nazyva se tento thel piimkovy
(eythygrammos — ez)b?éypa,u;tog)lo.

Def. 10) Kdyz se postavi pfimka na pifimku tak, ze sousedni uhly ¢ini navzajem
stejnymi, je kazdy z téch stejné velkych thla pravy (orthés — opOijg) a postavena
piimka se nazyva kolmici (kdathetos — kdferog) K té, na niZ je postavena.

Def. 11) Tupy (ambleia — auficia) Ghel je ten, ktery je vEtsi nez pravy.

Def. 12) Ostry (oxeia — ol¢cia) Ghel je ten, ktery je mensi nez pravy.

® Recky termin s vyznamem znacka nahradil star$i termin stigmé — otrypn, znamenajici stopa po bodnuti a
odpovidajici latinskému punctum i ¢eskému bod. Vidime tedy, Ze doSlo k posunu od konkrétnéjsiho
terminu k abstraktngjsimu* (Sir 2011, 110).

" Euklides uvadi toto vysvétleni pro logické spojeni dvou predchozich definic (Heath 2013, 165),
analogicky spojuje i étvrtou a patou definici.

® P¥imka byla Reky vnimana jako kone&ny objekt (ktery 1ze neomezeng& prodluZovat na obé strany), kdezto
zhruba od obdobi renesance je piimka chapana jako nekone¢ny objekt, z n€hoz se usekavaji konec¢né
objekty — usecky.

% Aristoteles uzival pro vyjadfeni Gthlu pojem klisis — xAioic prekladan jako odchylka, zlom (Heath 2013,
176). Definice zahrnuje i uhly tvofené carami obecné, nikoliv jen pfimkami.

' Moderni terminologie uvadi pojmy rektilinedrni neboli primocary.
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Def. 13) Mez (6ros — dpog) je to, co je néteho hranici.

Def. 14)  Utvar (schémd — eyfjud) je to, co n&jaka nebo n&jaké meze objimaji'’.

Def. 15) Kruh (kyklos — k6Ki0c)*? je rovinny utvar objimany jedinou Garou (jez se
nazyva obvodem), k niZ od jednoho bodu uvnitf Utvaru vedeny piimky jsou si
navzajem rovny.

Def. 16) Uvedeny bod se nazyva stied (kéntron — kévrpov) kruhu.

Def. 17) Priamérem (didmetros — owduetpog) kruhu je néktera piimka vedena
sttedem a koncici se na obou strandch obvodem kruhu, jez také rozdéluje kruh
na polovice.

Def. 18) Polokruh (emikyklion — yuikvkiiov) je Gtvar omezeny prumérem a Casti
obvodu jim useceného; stied ptilkruhu je stejny jako stfed kruhu.

Def. 19) Utvary piimkové (eythygrammd — &008ypauud) jsou omezovany
pfimkami, tfistranné tfemi, Ctyfstranné ¢tyfmi a mnohostranné vice nez ¢tyfmi.
Def. 20) Mezi trojstrannymi tUtvary je trojuhelnik stejnostranny (isépleyron —
oomicvpov), ktery ma tii strany stejné, rovnoramenny (isoskelés — icockelsg),
ktery ma jen dv¢ strany stejné, a riznostranny (skalenon — cxainvov), ktery ma

tf1 strany nestejné.

Def. 21) Mimo to z utvari tfistrannych je trojuhelnik pravoithly (orthogénion —
opBoywviov), ktery ma pravy thel, pak tupoithly (amblygonion — aufivyiviov),
ktery ma uhel tupy, a ostroiihly (oxygonion — 6évyamviov), majici tii thly ostré.

Def. 22) Ze c(tyistrannych utvaru je étverec (tetrdgonon — tetpdywvov), ktery je
stejnostranny a pravotuhly; obdélnik (orthogénion — oépBOoydviov) je sice
pravouhly, avSak nestejnostranny; kosoctverec (rombos — poufog) je
stejnostranny, ne vSak pravouhly; kesodélnik (romboeidés — poufocidcg), jenz ma

protéjsi strany 1 thly navzajem stejné, neni vSak ani stejnostranny ani stejnouhly;

11y sougasnosti se pouziva pojem ohranicuji.

12 Buklides (a ani ostatni fe¢ti matematikové) nerozlisovali mezi kruhem a kruznici, jak tomu je i v Gesting.
Toto rozliSeni je pomérné nepfirozené, jelikoz obecné, jednodimenzionalni hrani¢ni ¢ary omezujici rovinni
geometrické objekty — napt. ctverec a obvod ctverce, trojuhelnik a obvod trojuhelniku atp. rozliSovany
nejsou. Avsak pro vétsi piehlednost budu v diikazech Euklidovych tvrzeni pouzivat pojem kruznice, jak je

dnes v matematice, a rovnéZ v jeji vyuce, zvykem.
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mimo to pak Ctyfstranné utvary nazyvany bud'te lichobéiniky (trapézia —
tpaniiia)”.

Def. 23) Rovnobéiné (parilleloi — mapadliinioi) jsou piimky, které jsou v téze
roviné a prodlouzeny jsouce na ob¢ strany do nekonecna (eis dpeiron —

eic dmeipov), nikde se nesbihaji.**

1.3.2 Postulaty (aitémata — aitipata)®

Jak jsem se jiz zminila v ivodu této kapitoly, v n¢které literatufe se pojmy axiom
a postuldt povazuji za synonyma. Jejich spole¢nou vlastnosti je to, ze korektnost jak
axiomt, tak i postulatl se nedokazuje. AvSak na rozdil od axiomd, které jsou spis
obecnéjsi (a nejen Cisté geometrickd) tvrzeni, Euklidovy postulaty reprezentuji pocatecni
geometrické konstrukce. Zajimavé je umisténi postulatl mezi definice a axiomy, jelikoz
umisténi vSak dava smysl hlavné proto, ze uzce souvisi s definicemi, jelikoz vyZzaduji
existenci definovanych geometricky objekta.

MiuZeme pozorovat rozdilny charakter prvnich tfi a zbylych dvou postulat. Prvni
az treti postulat skuteCné predstavuji pouhy geometricky ukon, avSak Ctvrty a paty
pfipominaji svym obsahem spi§ tvrzeni. David Hilbert uvadi ¢tvrty postulat jako vétu
a nabizi korektni dikaz (viz kap. 2.3.4). Problematice patého postulatu a dlouhé diskuzi
mezi matematiky o jeho nutnosti pfip. zavislosti na zbylych postuldtech se vénuji

podrobnéji v kapitole 2.3.6.

Post. 1)  Necht se pozaduje vést piimou &aru z kazdého bodu do kazdého bodu.*®

B3 Proklos rozd&luje Gtyfuhelniky na rovnob&Zné utvary a nerovnob&zné, u nerovnob&znych rozlisuje
trapezium — tpanéfio jako utvar s dvéma rovnobéznymi stranami a trapezoid — tpameloeidég, ktery nema
zadné strany rovnob&zné; u antického matematika, fyzika, filozofa a astronoma Archiméda ze Syrakus
zijiciho v 3. stoleti pf. n. 1., je mozné rovnéz najit takové rozdéleni (Heath 2013, 189).

14 Na rozdil od ptedchozich tato definice nevymezuje pfimo objekt, ale vztah mezi objekty, konkrétné mezi
dvéma pfimymi ¢arami. Frazi eis dpeiron piekladanou do nekonecna, ovsem jedna se o potencionalni, a
nikoli aktualni nekonecno. ,Je ji tieba rozumét spiSe ve smyslu prodlouzeni bez omezeni, tedy libovolné
velkého prodlouzeni* (Sir 2011, 114).

15 Cesky preklad feckého originalu je poptdavka, pozadavek, Zddost.

16 Tato formulace spolu s definici piimky v sobé& implicitng nese i to, Ze ,,dvéma body moZno vést pravé
jednu piimku“ (Heath 2013, 195)
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Post. 2) A omezenou pfimou &aru souvisle prodlouzit pfimym smérem.*’

Post. 3) A pro kazdy stied a kazdy mzestup18 narysovat kruh.

Post. 4) A aby si vSechny pravé uhly byly navzajem rovny.

Post. 5) A jestlize néjaké dvé pfimé Cary protne jina piima Cara tak, ze vytvofi
na jedné strané vnitini Ghly mensi dva pravé, pak aby se tyto pifimé, budou-li
prodlouZeny do nekonecna, setkaly na té strané, na které jsou thly mensi nez dva

pravé.

1.3.3 Axiomy (axiomata — aSidpota)’’

Euklidovy axiomy pfedstavuji obecné platné véty, aplikovatelné i na jiné védy.
V Komentari je uvedeno pét zdkladnich axiomul. Proklos pozoruje, ze axiomy by nemély
byt na sobé¢ zavislé (odvoditelné jeden z druhého), a proto vynechava Ctyfi axiomy

20

uvedené v nékterych edicich Zdkladii, napt. Pappovém”™ komentaii a pravdépodobné

I v pivodnim Euklidové vydani (Heath 2013, 223).

Ax. 1) Co se rovna témuz, rovna se 1 navzajem.

AX. 2) A jestlize se ke stejn¢ velkym vécem piidaji stejné velké véci, pak se celky
rovnaji.

AX. 3) A jestlize se od stejné¢ velkych véci odeberou stejné velké véci, pak se
zbytky rovnaji.

AX. 4) A co se navzajem prekryva, navzdjem se rovna.

AX. 5) A celek je vetsi nez ¢ast.

!7 Jednozna&nost protaZeni je stejné jak v prvnim postulatu vyjadiena implicitng.

18 Servit ve svém prekladu uziva dnes jiz vZitého pojmu polomér.

19 Proklos pouziva oznadeni axiomy, aviak neni jisté, ze Euklides pouzival rovnéz toto pojmenovani — saim
Proklos v Komentati pise, ze pojem obecné zndmé nebo spolecné tvrzeni (koinés énnoies — koivég évvoieg)
byl pouzivan u geometri (a tedy pravdépodobné i u Euklida), kdezto axiomy moZno nalézt spi$
v aristotelské filozofické tradici (Heath 2013, 222). Richard Masek a Adam Smid piekladaji jako Obecné
principy.

20 pappos z Alexandrie byl vyznamny matematik a astronom konce 3. a za&atku 4. stoleti n. 1. a je
povazovan za posledniho velikdna Alexandrijské Skoly, predev§im diky svému dilu Sbirka (Synagoge —

Zovaywyn).
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Axiomy Proklem vynechané:

AX. 6) A kdyz se k nestejné velkym vécem piidaji stejné velké véci, pak se celky
nerovnaji.

AX. 7) A dvojnasobky téhoZz se navzajem rovnaji.

AX. 8) A poloviny téhoz se navzajem rovnaji.

AX. 9) A dvé& piimé &ary navzajem nesviraji plochu.?!

1.3.4 Matematicky diikaz a jeho struktura zavedena Euklidem

Euklides svym pfistupem k matematickému dikazu zavedl jeho dosud aktualni
logickou strukturu. Proklos tuto strukturu ve svém Komentadri shrnuje do Sesti zékladnich
&asti. Prvni &ast je prétasis (zpotacic)®, tj. vysloveni tvrzeni v obecném tvaru. Napriklad
Prop. 1.46 zni ,Na dané piimce narysuj Ctverec (Servit 1907, 24). Druhou ¢asti je
ekthesis (exfeoic), tj. preformulovani tvrzeni do specifického tvaru, ve kterém se zavede
oznaceni a obvykle je udélan i nacrt: ,,Danou pifimkou bud’ AB, ma se tedy na pifimce AB
narysovati Ctverec™ (Servit 1907, 24). Po ekthesis nasleduje diorismés (dropiouog),
vramci kterého je upfesnéno, za jakych podminek ma uloha smysl. Ctvrtou ¢asti je
kataskeyé (karaoxevn), tj. konstrukce, pii které jsou prvky dané v ekthesis dopliovany
dalsimi prvky na zdkladé jiz dokazanych tvrzeni s cilem wvytvofit (zkonstruovat)
pozadovany objekt. Nasleduje apddeiksis (amodeilng), tj. samotny dikaz v uz$im smyslu,
neboli Cisté logicka argumentace vyvozujici platnost dané propozice. Poslednim krokem
je sympérasma (ovumepaocua), tj. zavér, ve kterém je zpravidla zopakované tvrzeni
Z protasis: ,Jest to tedy Ctverec a jest narysovan na piimce AB, co pravé bylo vykonati*
(Servit 1907, 24). Nejzakladnéjsi a vzdy piitomné jsou protasis, apodeiksis
a sympérasma, protoze ,,vzdy je nutné predem védét, co dokazujeme, prostiednictvim jiz
znamého to odvodit a pak shrnout, co bylo dokédzano* (Proclus 1970, 159). Zbylé asti

jsou sice ¢asto ptitomny, nékdy je vS§ak mozné je vynechat bez ztraty celistvosti ditkazu.

2l Tento axiom je nepochybn& pozd&jsim dodatkem, z jeho geometrického charakteru je patrna jeho
rozdilnost od ostatnich axiomdl, které se tykaji rovnosti (a nerovnosti)* (Sir 2011, 117).

22 Timto pojmem jsou oznatovany Euklidova tvrzeni v celych Zdikladech. V piekladu znamena problém,
tvrzeni, navrh neboli propozice. Pravé oznaCeni propozice budu pouZivat ve své praci. Jako znaceni vzdy
uvedu knihu, ve které se dand propozice nachazi a jeji poradové ¢islo (napt. prvni propozice prvni knihy by

byla zapsana jako Prop. I.1).
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Prokliv Komentar ctenafi dale nabizi zajimavy a docela podrobny pohled
na matematicka tvrzeni obecné, jako na jednu z vice skupin predmétl geometrického
badani. Tvrdi, ze kazd4d véda je slozend ze dvou cCasti — jedna ¢ast zkoumd vychozi
predpoklady, ta druha se pt4, co bezprostiedné plyne nebo je mozno sestrojit z téchto
prvotnich principii, resp. tezi. V oblasti geometrie se druha ¢ast déli na feSeni problémd,
resp. Uloh a formulovani vét. ,,Za problémy jsou povaZovana ta tvrzeni, jejichz cilem je
vyprodukovat, uvést ve znamost nebo zkonstruovat néco, co v jistém ohledu vlastné
neexistuje; véty jsou tvrzeni, jejichz smyslem je uvidét, identifikovat nebo demonstrovat
existenci resp. neexistenci n&jaké vlastnosti® (Proclus 1970, 157).

Vsech 465 tvrzeni nachazejicich se v Zakladech tvori shrnuti znalosti geometrie
ktera jsou neodvoditelna ze sady axiomu a postulatt, uvedu (v kap. 2.2.2) ta tvrzeni, ktera
obsahuji urcitou logickou mezeru a vyzaduji dodate¢ny axiom. Jak se budu snazit ukazat
v nasledujicich kapitolach, moderni axiomatizace geometrie podle Davida Hilberta
(1862-1943), poprvé uvetejnéna v roce 1899 v publikaci Grundlagen der Geometrie

(Zdklady geometrie), je vysledkem diskuzi trvajicich témét dveé tisicileti.
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2 Hilbertovy Grundlagen der Geometrie
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2.1 Vyvoj geometrie od stifedovéku aZ po novovék

V antickém Rimé& véda nedosahla takového rozmachu jako v Recku a po zaniku
antického svéta v 5. stoleti n. 1. upadaji na n&jaky cas dila feckych uc¢enct v zapomnéni
(Lavicka 2007, 8). Nastup mohutné islamské fiSe v 7. stoleti pfinesl novy rozkvét
matematiky a pravé tato fiSe, sahajici jiz v 10. stoleti od Spanélska aZ po stfedni Asii, se
stala centrem tehdejsi vzdé€lanosti. Diky arabskym piekladiim dodnes zname néktera
fecka dila, ktera se v ptivodnim znéni nedochovala. Z mnozstvi arabskych ucencti uvedu
alespont nékteré, napt. Ibn Sind (980-1037), znamejsi pod jménem Avicenna, ktery se
snazil o dikaz Euklidova patého postuldtu, nebo Omar Chajaam (1048-1131), jehoz
ptinos podrobnéji opisuji v kap. 2.3.6.

Ve sttedoveéké Evropé se na matematiku kladl diraz predevSim v nové
zakladanych univerzitach, ale vice neZz origindlni spisy vznikaly latinské preklady
arabskych textl. Zasadni zlom nastal v 17. stoleti, kdy byly René Descartesem (1596—
1650) a Pierre Fermatem (1601-1665) polozeny zaklady analytické geometrie —
tj. geometrie, ve které je bod urcen svou vzdalenosti od dvou pevnych piimek (neboli 0),
a tvary jsou reprezentovany algebraickymi rovnicemi. Descartesovi a Fermatovi se tak
podatilo ,,pfekonat ostrou hranici mezi svétem cary a svétem ¢isel” (Lavicka 2007, 9).
Geometrie bez soustavy soufadnic zacala byt ozna¢ovana jako geometrie syntetickézs.

V 17. stoleti byla rozvinuta tzv. projektivni geometrie studujici ty geometrické
vlastnosti, které se sttedovym promitanim neméni, a vznikla i geometrie deskriptivni,
prostorovych utvart do roviny. V 19. stoleti vznikly (jako disledek nejasnosti plynoucich
z Euklidova postulatu) postupné tzv. neeuklidovské geometrie, kterym je veénovana

kapitola 2.3.7.

2.1.1 Ziklady jako predmét konstruktivni kritiky

Na prvni piecteni pusobi tvrzeni v Zdakladech bezchybnym dojmem, ponévadz

vvvvvv

a deduktivné odvozoval jejich stidle komplexnéjsi vlastnosti, je vskutku vytecné

promyslena. To, co zpusobovalo dlouhé diskuze mezi matematiky, jsou piedevsim

2 Synteze znamena sluCovani (myslenek, pojmi atd.), kdy se znejjednodussich fakti postupuje

k slozit&jsim; analyza je naopak rozbor, rozklad celku na jednotlivé prvky.
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vlastnosti ptip. konstrukce, jejichz pravdivost piisobi intuitivné ziejmé, které vSak
neplynou piimo z Euklidovy sady postuldti a axiomt. Pravé kvili témto mezeram
vznikla potieba zavést novy axiomaticky systém geometrie, ve kterém by systém axiomu
byl kompletni a umozinoval vybudovat geometrii tak, ze kazdé tvrzeni bude mozné z nich
odvodit a navic jednotlivé axiomy nebudou na sob¢ logicky zavislé.

Jak bylo jiz zminéno v Kapitole 1.2, Prokliv Komentdr je jednim z prvnich
klicovych analyz Zakladu. OvSem Proklos vyuziva a odvolava se na komentate Zakladu
jinych matematiki, pfedeviim Hérona®*, Porfyria®® a Pappa (Heath 2013, 20). KomentdF
neni jen opisem Zakladii, ale také diskuzi o jejich eventudlnich nedostatcich. Proklos
za¢ind obecnym vykladem o Zdkladech jako celku a pak se postupné zaméiuje na jejich
jednotlivé aspekty — nejdiiv to jsou Euklidovy definice zakladnich pojmi, pak postulaty,
axiomy a nakonec jednotliva tvrzeni. Béhem své analyzy se Casto odvoldva i na jiné
matematiky a shrnuje pifipominky k jednotlivym logickym nejasnostem v dikazech
vybranych tvrzeni, které neni mozné odvodit ze zavedeného axiomatického systému.
Jeho Komentar rovnéz predstavuje teoreticky podklad k postupim uvedenych
V Zakladech, tedy jakysi metodicky rozbor Euklidova ptistupu ke geometrii. Z pozd¢jsich
sttedovékych rozborti Euklida stoji za zminku naptiklad komentat perzského matematika
a astronoma z prelomu 9. a 10. stoleti Al-Nayriziho, ktery se Casto odvolava na Hérdna.

Prvni novodobé snahy vylepsit tradicni geometrii pozorujeme u némeckého
matematika Moritza Pasche. Piivodn¢ se zabyval analytickou geometrii, av§ak po jistém
Case se zacCal podrobné vénovat Zdkladiim a jeho pozornosti neuslo nékolik skrytych
predpokladi, které Euklides v dikazech pouzil, ale neplynuly z axiomt ani postulatu.
Vyjadiil také nesouhlas s nékterymi Euklidovymi definicemi (viz kap. 2.3.1). Své
pozorovani uvetejnil v dile Vorlesungen iiber neuere Geometrie (Prednasky z novéjsi
geometrie, 1882). Nejvétsim pirinosem pro Hilbertiiv axiomaticky systém jsou Paschovy
komentafe k problematice uspoiadani bodt na ptimce (viz kap. 2.3.3).

V nasledujicich kapitolach se budu kromé samotné Hilbertovy axiomatizace snazit
ilustrovat také pfinosy jinych vyznamnych matematiki, kteti byli dulezitym zdrojem
pro Hilbertiv axiomaticky systém. Mimo jiz zminéné antické a stfedoveké matematiky to

jsou napiiklad Richard Dedekind a jeho spis Stetigkeit und irrationale Zahlen (Spojitost

% Héron Alexandrijsky byl matematik a vynalezce Zijici piiblizn& v letech 10-70 n. .

% porfyrios z Tyru byl novoplaténsky filosof piisobici zhruba v letech 232-304 n. I
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a iracionalni cisla, 1872) nebo Giuseppe Veronese (1854-1917), autor knihy Fondamenti
di geometria (Zaklady geometrie, 1891).

2.2 David Hilbert a jeho Grundlagen der Geometrie

Jiz mnohokrat zminovany David Hilbert pochazel z Konigsbergu (dnes Kaliningrad),
kde po absolvovani doktorského studia také vyucoval na zdejsi univerzité. V roce 1895 se
presunul na Univerzitu v Gottingenu, kde ziskal titul profesora a ztistal zde pusobit do
konce svého Zivota. Protoze jeho kariéra je nesmirn¢ bohatd na matematické uspéchy,
z toho velkého mnoZstvi uvedu pouze naptiklad jeho prace na teorii invariantii nebo na
algebraickou teorii ¢isel. V roce 1899 prisel Hilbert s myslenkou zavedeni axiomatického
zékladu pro kazdou oblast matematiky a zacal pravé s geometrii. Po dikladném a
systematickém prostudovani Zakladui navrhl a také obhdjil vyznam a korektnost svych
dvaceti jedna axiomii. Hilbertovo formalni axiomatické zavedeni mélo na geometrii
nejsilngjsi vliv od dob samotného Euklida. Grundlagen der Geometrie byly v pribéhu
vice nez Sedesati let nékolikrat revidovany — Vv nékterych pozdéjSich vydanich byly
pfidany, pozménény, resp. opraveny nékteré detaily. Nejvétsi zménou bylo asi Hilbertovo
pfidani axiomu Uplnosti (viz kap. 2.3.5), ktery zajistuje celistvost jeho axiomatického
systému. Ve své praci budu vychazet z anglického ptekladu E. J. Townsenda, vydaného

Vv roce 1950 a pfelozeného z piivodni némecké verze.

2.2.1 Struktura a charakter

Grundlagen der Geometrie maji celkem sedm kapitol. Zacinaji Hilbertovym
uvodem, ve kterém je struéné a srozumitelné vysvétleno, co jsou axiomy geometrie a co
by mély spliovat. David Hilbert totiz pozadoval, aby axiomaticky systém, nejen
geometrie ale i obecné, spliioval urcité vlastnosti. Prvni z jeho pozadavki je nezavislost,
tedy aby axiomy nebyly odvoditelné jeden od druhého. Tento pozadavek nalézame jiz
u antickych matematikti a byl 1 divodem, pro¢ Proklos ve svém Komentdri uvadi axiomt
pét a ne devét, jak tomu bylo v nékterych piepisech. David Hilbert kromé¢ jasné
formulace tohoto pozadavku nabizi i néstroj k systematickému diikazu nezavislosti jak
jednotlivych skupin axiomi, tak 1 axiomd samotnych — dané problematice je vénovana

cela druhd kapitola Grundlagen der Geometrie (Die Widerspruchslosigkeit und
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gegenseitige Unabhdngikeit der Axiome — Kompatibilita a nezavislost axiomit). Pouzil
k tomu metodu, ktera se nasledné stala standardni a vyuZziva se dodnes — zkonstruoval
modely geometrie, které nespliiuji dany axiom, ale spliuji vSechny zbylé axiomy.
S pozadavkem nezdvislosti Gizce souvisi pozadavek jednoduchosti, ktery Hilbert
kromé ivodu Grundlagen der Geometrie ve zbytku knihy dale nerozviji: ,,Axiom by
nemél obsahovat vic nez jednu myslenku* (Corry 2006, 148).

Tretim pozadavkem je uplnost, ktera by méla byt chapana spis jako korektnost,
jelikoz pojmu uplnost se diky axiomim spojitosti dostdva i geometrického vyznamu.
Hilbert vyzadoval od vSech axiomatickych systémd, aby povolovaly odvozeni vSech
znamych tvrzeni ptislusné védecké discipliny. Z axiomu v Grundlagen der Geometetrie
je skute¢né¢ mozné, jak tvrdi sam Hilbert, odvodit vSechna tvrzeni eukleidovské
geometrie. Na rozdil od nezavislosti, uplnost Hilbert neumél dokazat formalné&ji nez
Z pocatecniho systému axiomi postupné odvozovat vSechny zadané tvrzeni.

Dalsimi kapitolami, které vSak netvoii obsah mé préce, jsou Teorie proporci,
Teorie obsahii rovinnych utvaru, Desarguesova véta, Pascalova véta a Geometrické

konstrukce zalozené na axiomech skupin I-V.
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2.3 Axiomatizace geometrie podle Davida Hilberta

Na rozdil od Euklida a jeho definic Hilbert ve svém spisu za¢ind uvedenim
primitivnich pojmu, které nedefinuje. Jejich vyznam je dan ur€enim vlastnosti v rdmci
nasledné stanovenych axiomi. Dale nerozliSuje mezi postulaty a axiomy, uvadi pouze

systém jednadvaceti axiomu, rozdélenych do péti skupin (v tomto poradi):

e axiomy incidence

e axiomy usporadani

e axiém rovnobéznosti (Euklidiiv axiom)
e axiomy shodnosti

e axiomy spojitosti (Archimédiiv axiom a axiom uplnosti)

Skupiny axiomu se v nekteré literature uvadéji v jiném potadi a pro vétsi piehlednost
zménim jejich poradi i j& (a tedy pfizplsobim i znaceni) — axiom rovnobé&znosti uvedu
jako posledni, protoze pravé ten je i u Euklida nejkontroverznéjsi a snahy jej dokazat

vyustily ve vznik neeuklidovskych geometrii.

2.3.1 Porovnani Euklidovych a Hilbertovych definic

Pied samotnym nahledem do Grundlagen der Geometrie na Hilbertovo pojeti
bodi, piimek a rovin uvedu aspoi ¢ast diskuzi o Euklidovych definicich téchto objekta,
které patii jiz od starovéku mezi ty nejdiskutabilnéjsi. ,,Prvnich sedm definic u Euklida
tvofi sourodou skupinu vymezujici primitivni objekty. Tyto definice neobsahuji
vlastnosti, se kterymi by bylo mozno pfimo matematicky pracovat, a zadné tvrzeni se
nané explicitné neodvolava“ (Sir 2011, 111). Proklos v Komentdri shrnuje poznamky
vice geometrii a reaguje na né¢ — Vnckterych piipadech obhajuje Euklidiv zpisob
definovéani daného pojmu a jinde zase i Proklos vyjadiuje nesouhlas a nabizi ¢tenafi jednu
nebo i vice alternativnich definic.

Jedna z prvnich pfipominek vici definici bodu jako toho, co ,,nema dilu“ byla jeji
negativni formulace, tj. s uzitim zaporu. Tato definice fik4, jakou vlastnost bod nesplituje
a ne co ho naopak charakterizuje, ¢imz neni tak uplné splnén zékladni pozadavek definice
— jednoznacnost vymezeni definovaného objektu od jinych geometrickych objekta.

Proklos v tomto piipadé obhajuje Euklidiv piistup, protoze bod povazuje za ,jediny
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predmét studia geometrie, ktery je dale ned¢litelny* (Heath 2013, 156). Predklada i
argument, ze tato definice pravdépodobné vyplynula z piedstav o vicedimenzionalnich?®
objektech — z prostoru (dimenze tii) byla vy¢lenéna rovina (dimenze dva), z ni pak ¢ara
(dimenze jedna) a z ¢ary nakonec bod, tedy objekt ,,nemajici dilu“, tj. s dimenzi nula.
Proklovi tak Euklidova definice bodu pfijde dostacujici.

V novodobé geometrii reprezentované krom¢ Davida Hilberta i Moritzem
Paschem nebo Giuseppem Veronesem, nepozorujeme snahu nalézt apriorni (pfedem
danou) definici bodu. Misto ni jsou zmiflované urcité objekty z ndm znamého prostiedi,
které¢ svou podstatu pomahaji ilustrovat abstrakci tohoto pojmu. Némecti matematici
Heinrich Weber (1842-1913) a Julius Wellstein (1888-1978) ve své publikaci
Encyclopddie der elementaren Mathematik (Encyklopedie elementdrni matematiky, 1905)
tvrdi, ze ,,pomoci kone¢nych procesti aplikovanych na jakési materialni body se vyviji
predstava o charakteru geometrického bodu* (Heath 2013, 157). Ptiklady takovych
materidlnich bodl jsou zrnko pisku nebo velmi mala ¢ast slunecniho paprsku, které se
pofad zmensuji. Neustalou redukci postupné mizi moznost uréovat jejich stale mensi
¢asteCky, ¢imz se tvofi konkrétnéjsi predstava geometrického bodu jako ,,jednoznacné
a nedélitelné pozice v prostoru® (Heath 2013, 157). OvSem ani tento pfistup neni Gplné
pfesny, protoze nase piedstava o podobé tohoto bodu je limitovand jen na to, co je pro
nas fyzicky viditelné. Proces zmenSovani je sice mozno vykonavat nekonec¢né dlouho,
avSak ndm je dostupny jen po jistou hranici. Z tohoto divodu musi byt podoba
geometrického bodu pouze slovné definovana a neni mozné ji fyzicky obsédhnout. ,,.Bod je
ryzi produkt viile, ne rozumu* (Heath 2013, 157).

Definice cdary jako ,délky bez Sitky” mize s,pomérné velkou jistotou byt
pfipséno Platonské Akademii, ne-li Platonovi samotnému* (Heath 2013, 158). Stejné
jako predchozi, i tato definice je formulovana negativné. AvSak, jak uvadi Proklos,
zatimco bod je definovan ryze zaporné, kiivka uvadi v existenci prvni dimenzi, takze je
do jist¢ miry formulovana kladné a jeji zaporny aspekt jen vylucuje existenci vice
dimenzi. Proklos alternativné definuje ¢aru jako ,rozmér rozSiteny do jedné strany*
(Heath 2013, 158), nebo jako ,,drahu pohybujiciho se bodu*“ (Heath 2013, 159). Pravé
tento druhy pohled na ¢aru je dodnes pouzivan ve fyzice, zejména pti ur€ovani trajektorii

a jejich délek. Podle Aristotela je ptimka ,,rozmér délitelny jen jednim zpisobem* (Heath

% pojem dimenze u Prokla nenalezneme, objevuje se aZ na konci 14. stoleti z latinského dimensio = méfeni.
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2013, 158), na rozdil od roviny dé¢litelné dvéma zpiisoby a prostoru délitelného ,,vSemi,
tedy tfemi zptsoby* (Heath 2013, 158).

Ctvrta definice se zabyva specialnim piipadem &ary, konkrétng drou piimou
(dnes oznacovanou jako primka), tj. takovou, ,kterda se svymi body tdhne rovné‘.
Euklides se snazi vyjadrit myslenku, ze ,,pfima Cara je takova, ktera predstavuje ten samy
tvar ve vSech svych bodech, bez jakychkoliv nepravidelnosti nebo asymetrii, které by
odliSovaly jednu jeji ¢ast od druhé* (Heath 2013, 167). Z n€kolika alternativnich definic
je mozné zminit naptiklad jednu z Proklovych, kterd uvadi, ze ,pfimka je Céra, jiz
vSechny ¢asti padnou stejnym zpusobem na vSechny ostatni ¢asti* (Heath 2013, 167).
Z pozd¢jsich navrhi stoji za zminku definice némeckého matematika a filozofa
Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646-1716), ktery tvrdi, ze ,pfimka je cara, ktera
rozd€luje rovinu na dvé ¢asti identické ve vsem az na polohu® (Heath 2013, 168). Tato
definice ovSem vyZzaduje znalost a zavedeni roviny.

Némecky matematik Christoph Pfeiderer (1736-1821) ve své sbirce Scholia to
Euclid (Scholia k Euklidovi®’, 1799) pide, e ,predstava piimé c&ary, kvali jeji
jednoduchosti, nemuze byt vysvétlena definici, protoze vzdy musi obsahovat
nejednoznaéné pojmy, jako naptiklad pevny smér nebo rovnost, a tedy neexistuje jina
nacrt” (Heath 2013, 168). Giuseppe Veronese v Fondamenti di Geometria postupuje
presn¢ takovym zplsobem, kdyz piSe, ze ,natazeny provazek, neboli louc¢ svétla
vstupujici malym otvorem do tmavé mistnosti jsou pifimé objekty a jejich obraz nam
poskytuje abstraktni pfedstavu o piimce* (Heath 2013, 168). Nutno fict, Ze b&hem
vyucovani geometrie je ve vétSin€ piipadi zaklm poskytnut pravé jednoduchy néacrt
s doplnénim, ze piimka jako takova se tdhne do nekonecna (coz je pojem, ktery je
na daném stupni zakladni Skoly spis$ intuitivni nez matematicky korektni).

Definice plochy a rovinné plochy logicky koresponduji s definicemi Cary a piimé
cary, jelikoz ptidanim druhého rozméru k ¢are vznikne plocha. Specialnim ptipadem této
plochy je rovinna plocha neboli rovina. Tedy ptipominky k definicim danych
dvourozmérnych objekti jsou podobné jako pfipominky k jejich jednorozmérnym

protéjSkim. Jak bylo jiz zminé&no, Aristoteles piedstavuje plochu jako ,,rozmér délitelny

27 Scholia“ je mnozné &islo od scholion — aydiiov, coz je pojem, ktery oznaduje poznamku na okraj neboli
komentai v antickych spisech. V novodobé&jsim slova smyslu je to sbirka komentaft k néjakému (nejcastéji

historickému) dilu.

30



dvéma zpusoby“ nebo jeji aposteriorni opis jako ,,hranici pevného télesa“ (Heath 2013,
170). Co se tyce rovinné plochy, Proklos ji piedstavuje jako ,,takovou plochu, na kterou
pfilne pfimka vSemi zplsoby (tj. jakkoliv umisténa)“ (Heath 2013, 172). Podobnou
definici, ,,rovinnd plocha je plocha takova, ze pro ptimku prochazejici dvéma jejimi body
plati, Ze celd v ni lezi kazdym svym bodem* (Heath 2013, 172), uvadi Hérén a velice
pravdépodobné vznikla jiz v 1. stoleti n. 1. Tato definice je obvykle pfipisovana
Skotskému matematikovi Robertu Simsonovi (1687-1786), ktery v roce 1756 vydal
latinskou edici Zdkladii.

Bod, piimku ani rovinu David Hilbert nedefinuje. Predklada je jako prvotni,
nedefinované pojmy a kromé nich dodavé i nedefinované relace mezi nimi. Hned
vuvodu prvni kapitoly Grundlagen der Geometrie uvazuje David Hilbert tfi rizné
systémy objektl. Prvky prvniho systému nazyva body a zavadi znaceni velkymi pismeny
latinské abecedy (A, B, C, atd.), prvky druhého systému jsou piimky, znacené malymi
pismeny latinské abecedy (@, b, c, atd.) a prvky tietiho systému nazyva roviny, jejichz
znaceni bude malymi pismeny fecké abecedy (o, S, y, atd.) (Hilbert 1950, 2). Mezi body,
pfimkami a rovinami existuji urcité vzajemné vztahy, které vyjadiujeme prosttednictvim
relaci ndleZi, jSOU mezi, jSOU rovnobéiné, |SOU shodné, jSou spojité (Hilbert 1950, 2).
Uplna charakteristika téchto relaci plyne z axiomd. Jinak fedeno, axiomy nam piesné
tikaji, jaké vlastnosti nedefinovanych pojmli mizeme pouZivat ve svych argumentech

resp. v dikazech tvrzeni.

2.3.2 Axiomy incidence

Prvni Euklidiv postulat zni, Ze je mozné ,,0od kteréhokoli bodu ke kterémukoli
bodu vést piimku* a druhy postulat zase umoziuje ,,pfimku omezenou nepfetrzit¢ rovné
prodlouzit®. Ani jeden z postulatli nefika jasné o tom, zda se na dané piimce nachazi jeste
néjaky jiny bod. Ackoli takova namitka mlze plsobit absurdné, mize zplsobit zmatek
Vv piipad¢, ze by se nasel nékdo, kdo ma o vztahu bodu a pfimky jinou pfedstavu, nez je ta
intuitivni. Konstrukce pfimek spojujicich dva rtizné body a jejich prodlouzeni se nachézi
v ditkazu kazdého Euklidova tvrzeni. Euklides tento vztah, Ze na kazdé pfimce existuje
aspoii jeden bod, ktery ji ndlezi, pouziva zcela automaticky.

Prvni dva axiomy incidence (I, 1-2) upravuji a formalizuji intuitivni pfedstavu

0 pfimce a bodech na ni lezicich a dopliuji tak Euklidiv prvni a druhy postulat. Zbylé
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axiomy incidence fe$i analogicky nedostatek v roviné resp. prostoru (I, 3-7), tedy

vzajemné vztahy bodu, ptimky a roviny.

1, 1. Dvéma navzdjem riznymi body prochézi pravé jedna piimka. PiSeme
AB = a, nebo BA = a.
I, 2. Libovolné dva navzdjem rizné body leZici na pfimce jednoznaéné urcuji

tuto ptimku; tedy jestli AB = a a zaroven AC = a, kde B # C, tak plati také BC = a.

1, 3. Tti body nelezici na jedné piimce jednoznaéné urcuji rovinu o. PiSeme
ABC = 0.”®

1, 4. Libovolné tii body roviny a nelezici na jedné piimce jednoznacné urcuji
tuto rovinu.

I, 5. Nalezi-li dva body A, B pfimky a roviné a, pak kazdy bod ptimky a nalezi
roving a.

l, 6. Maji-li dvé roviny «a, S spole¢ny bod A, pak musi mit spole¢ny jeste

alespori jeden bod.
1, 7. Na kazdé ptimce existuji alesponi dva riizné body, v kazdé rovin€ alespon
tti body nelezici na jedné pfimce, a v prostoru alesponl ¢tyti body nelezici v jedné

roving.

Z axiomu I, 3-7 Hilbert odvozuje tvrzeni o vzijemné poloze dvou piimek, pfimky

oy ee

proto tvrzeni tykajici se geometrie v roving:

Tvrzeni (vzajemna poloha dvou primek).

Dv¢ piimky v roving maji bud’ jeden, nebo zadny spole¢ny bod.

Diikaz: Piedpokladejme, Ze dvé rizné piimky a, b maji spole¢né alespon dva body,
ozna¢me A, B. Axiom I, 1 tikd, ze dva rtizné body urcuji jedinou piimku, a proto musi
platit a = b, coz je spor. Proto dvé rtizné ptimky maji spole¢ny nejvyse jeden bod.

Q.E.D.

Existence pruse¢iku dvou piimek je u Euklida nepfimo naznafena v patém postulatu,

ktery tikd, Ze za urcitych podminek se dvé ptimky protnou.

2 Je také mozné Fict, Ze body A, B, C leZi v roving a.
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2.3.3 Axiomy usporadani

Axiomy incidence ndm umoziuji rozhodnout, zda bod na pifimce lezi nebo nelezi,
resp. jaké jsou vzajemné polohy dvou pfimek. Neumime z nich vSak fict, kolik bodl se
vlastné na pfimce nachazi a jak jsou uspotfadané. Pro lepsi ilustraci uved’'me Euklidovu

desatou propozici:

Propozice I. 10

Danou piimku omezenou jest rozpiiliti.

Danou ptimkou omezenou bud’ AB; tedy ma se omezena ptimka AB rozpuliti.

Sestrojen bud’ na ni trojuhelnik rovnostranny ABC a thel ACB piimku CD bud’ rozpilen;
pravim, ze ptimka AB jest v bod¢ D rozpilena.

Nebot jezto AC = CB, spolecnou pak CD, obé tedy AC, CD obéma BC, CD jsou stiidave
rovny; téz £ACD = «BCD; tedy zakladna AD rovna se zakladné BD.

Dana tedy omezena ptimka AB je v D rozptilena; coz praveé bylo vykonati.

A D B

Obr. 1 Prop. 1.10

Problém je v poloze bodu D. Jak mizeme védét, ze osa thlu u vrcholu C protne ptimku
AB v bodé D lezicim mezi body A a B? Nemize se stat, ze by bod D lezel mimo tsecku
AB (Obr. 2)?
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Obr. 2 Usporadani bodii na ptimce

Druhd skupina Hilbertovych axiomil utvafi predstavu o vztahu byt mezi, ktery
maji mezi sebou body na pfimce. Na zdklad¢ této predstavy axiomy ,,umoziuji zavést
poradi posloupnosti bodli na piimce, v rovin¢ 1 prostoru® (Hilbert 1950, 3). Jak uvadi
I sam David Hilbert v iivodni poznamce pfed samotnymi axiomy, prvni, kdo se touto
problematikou zabyval, byl Moritz Pasch ve Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Paty

axiom této skupiny (II, 5) je obzvlasté jeho pfinosem a v literatufe nese i jeho jméno.

I, 1. Jsou-li A, B, C tfi rizné body lezici na jedné ptimce a bod B lezi mezi A
a C, pak B lezi také mezi body C a A (Obr. 3).

A B C
@ @ .
Obr. 3 Axiom I, 1
1, 2. Lezi-li body A a C na jedné pfimce, potom existuje alespon jeden bod B

lezici mezi A a C a alespon jeden bod D umistény tak, ze C lezi mezi A a D (Obr.
4).

® >
[ Jov]
[ 1@!
{ lw)

Obr. 4 Axiom I, 2
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1, 3. Ze tfi riznych bodi pfimky lezi praveé jeden mezi ostatnimi dvéma.
I, 4. Kazda ¢tverice bodii A, B, C, D ptimky miize byt usporadana tak, ze bod B
lezi mezi body A a C a rovnéz mezi body A a D a zaroven C lezi mezi body A a D

a taky mezi body B a D? (Obr. 4).

Pted uvedenim posledniho axiomu této skupiny je mozné pomoci vztahu byti mezi

definovat dalsi uzite¢né pojmy:

Definice (isecka, polopfrimka, ihel).

Usecka AB (resp. BA) je systém bodd A a B leZicich na piimce; body lezici mezi A
a B se nazyvaji body leZici v useéce AB nebo body tise¢ky AB. Viechny ostatni body dané
piimky se nazyvaji body leZici mimo usecku AB. Body A a B se nazyvaji krajni body
usecky AB.

Jsou-li A, A', O, B body ptimky a, kde bod O lezi mezi body A a B ale ne mezi A
a A', fekneme, Ze body A, A’ jsou umistény na piimce na jedné a téze strané od bodu O,
a body A, B jsou umistény na pfimce na riznych strandach od bodu O (Obr. 5).

Polopiimka s pocate¢nim bodem O (Obr. 5) je soubor vSech bodi leZicich na jedné
stran¢ od bodu O. Tedy kazdy bod rozdéluje pifimku na dvé polopfimky (navzajem
opacné polopiimky). Analogicky by se feklo, ze pfimka rozd€luje rovinu na dvé

poloroviny a tato rozdélujici piimka se nazyva hranic¢ni piimka.

Obr. 5 Definice polopiimky

Necht’ a je rovina a h, k dvé riizné polopiimky leZici v a se spole¢nym pocate¢nim
bodem O. Systém tvoieny témito poloptimkami se nazyva shel a znaci se £(h, k) nebo
£(k, h). Polopiimky h, k se nazyvaji ramena #hlu a bod O se nazyva vrcholem uhlu.

RozliSujeme vnitini a vnéjsi ¢ast ahlu (h, K). Vaitini ¢ast uhlu (h, K) je cast roviny,

» Americky matematik Eliakim H. More (1862-1932) roku 1902 dokazal, Ze tento axiom neni nezavisly

s piedchozimi a je tedy nadbytecny.
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na které lezi ty body, jeZ mizeme spojit iseCkou neprotinajici ani jedno z ramen h, k.
Zbyla ¢ast roviny je vnéjsi ¢ast thlu (h, K). Ozna¢me h, k dvé polopiimky v trojihelniku
ABC s pocateénim bodem A prochézejici body (v daném potadi) B, C. Uhel (h, k) je pak
uhel s rameny AB, AC a obsahuje vSechny vnitini body trojuhelniku ABC. Znac¢ime
£BAC, resp. £A.

Dva thly CAB a CAD, jejichz ramena AB a AD jsou opa¢nymi polopiimkami, se
nazyvaji vedlejsi uhly. Jsou-li AB', AC' opaéné poloptimky k poloptimkam AB, AC, thly
B'AC' a BAC nazyvame vrcholové tihly.

Uved’'me nyni posledni axiom druhé skupiny:

I1,5. (Paschiv axiom): Budte A, B, C tfi body nelezici na pifimce a p pifimka
vroviné dand body A, B, C, kterd neprochazi ani jednim z téchto bodi.
Prochdzi-li pfimka p bodem lezicim na useCce AB, prochazi i bodem bud’

na usecce AC nebo usecce BC.
Snadno miiZzeme odvodit jiné znéni Paschova axiomu, a to:

Alternativni formulace Paschova axiomu.
Je-1i ABC trojuhelnik a p pfimka neprochazejici zadnym z vrcholt a protinajici stranu AB,

tak potom p protina také bud’ stranu BC nebo stranu AC.

Z axiomi uspofadani Ize vyvodit fadu tvrzeni, ktera nam pomizou zformalizovat

Euklidovu intuitivni piedstavu o uspotadani bodl na piimce:

Tvrzeni (pocet bod na primce).

Na kazdé ptimce lezi nekone¢n¢ mnoho navzéjem rtiznych bodu.

Diikaz: Uvazujme piimku AB. Podle axiomu II, 2 vzdy existuje bod C; takovy, ze bod B
lezi mezi body A a Cj; dale existuje bod C; takovy, ze bod C; lezi mezi body A a Cy,

existuje bod C3 takovy, Ze bod C; leZi mezi body A a Cg, atd. (Obr. 6). Q.E.D.
° . . ° ] .
A B Ci CZ Cs C4

Obr. 6 Pocet bodu na piimce
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Tvrzeni (véta o rozdéleni roviny).

Necht' | je libovolna pfimka. Potom mnozina bodi nelezicich na | mize byt rozdélena
na dvé neprazdné a navzajem disjunktni podmnoziny Hj, H; tak, Ze patii-li body A, B

a) oba bud’ do podmnoziny H; nebo podmnoziny Hy, tak tiseCka AB neprotina ptimku |,

b) do dvou riznych podmnozin Hj, Hy, tak isecka AB protne ptimku .

Tvrzeni (Ekvivalence véty o rozdéleni roviny a Paschova axiomu).
Véta o rozdéleni roviny a Paschliv axiom jsou logicky ekvivalentni.
Diikaz:
i) Pasch => véta o rozdéleni roviny

Predpokladejme nejprve platnost Paschova axiomu. Necht' | je libovolna ptimka
roviny. Chceme rozdé€lit zbyvajici body roviny do dvou disjunktnich podmnozin.
Z axiomu I, 3 miuzeme piedpokladat, ze body P a Q lezi na ptimce | a bod S nelezi na |.
Necht’ k je ptfimka na niz lezi body Q a S (I, 1). Existuje bod T na k tak, ze Q lezi mezi
SaT (I, 2). Pouzijeme body S a T k definovani dvou zadanych podmnozin. Necht' H; je
mnozina obsahujici vSechny body X dané roviny takové, ze tseCka SX neprotina |.
Podobné, H necht’ je mnozina obsahujici vSechny body Y dané roviny takové, Ze tisecka

TY neprotina |. Potfebujeme dokazat, ze Hy a H, spliiuji pozadované vlastnosti (Obr. 7).

Obr. 7 Dikaz ekvivalence Paschova axiomu a véty o rozdéleni roviny

Nejprve ukazeme, ze usecka spojujici body jedné z mnozin Hj, H; neprotina
piimku I. Necht' U, W jsou prvky Hj a ptedpokladejme, Ze | protina usecku UW v bod¢ Z.
Potom pro trojuhelnik SUW jsou splnény podminky Paschova axiomu (resp. jeho
alternativni formulace): | vstupuje do trojuhelniku v bodé Z a neobsahuje zadny z jeho
vrchold. Avsak z definice H; plyne, Zze | neobsahuje bod ani usecky SU, ani SW,

dostavame se tedy ke sporu a plati ptivodni pfedpoklad. Analogicky postupujeme pro Ha.
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Nyni uvazujme bod U z mnoziny Hj a trojuhelnik SUT. Protoze | protina ST,
z Paschova axiomu protina i Gsecku SU nebo TU. Vime vsak, ze | neprotina SU, takze
musi protnout TU. Tedy zadny bod roviny v H; a zaroven v H,. Analogicky pro bod U
zH; a bod W z H,, trojihelnik TUW je protnut pfimkou | ve dvou bodech a vime, ze
useCku TW neprotina, tedy | protina UW. Mnoziny H; a H; tedy spliiuji pozadované
vlastnosti.

Musime jesté ukazat, ze kazdy bod roviny je bud’ v jedné z mnozin Hi, Hp, nebo
na ptimce |. Nejdiiv ukazeme, ze pfimka neprochazejici vrcholy libovolného trojihelnika
ABC nemtize protnout vSechny jeho strany. Pfedpokladejme pro spor, ze | protina stranu
AB v bod¢ D, stranu AC v bod¢ E a stranu BC v bod¢ F. Z axiomu Il, 3 plyne uspofadani
bodu D, E, F. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze E lezi mezi body D a F. Protoze
usecky AB a BC jsou na riznych piimkach, body B, D a F nelezi na jedné ptimce. Pfimka
AC protina trojuhelnik BDF na strané DF v bod¢ E. Takze musi protnout bud’ usec¢ka BD,
coz je ¢ast pfimky AB, nebo Usecku BF, coz je ¢ast pfimky BC. Ale pfimka AC jiz protina
ptimky AB i BC, takze ani jednu z nich nemtze protnout podruhé. Dostavame se zde
ke sporu. Plati tedy, Ze pfimka nemtize protnout v§echny tfi strany trojuhelnika.

Necht’ X je libovolny bod dané roviny. Ukazeme, ze X je prvkem Hj, H,, nebo
ptimky . Jestlize bod X patii do H; nebo lezi na ptimce |, jsme hotovi. Pfredpokladejme
tedy, ze v Hy ani na pfimce | nelezi. Pfimka | protind trojuhelnik STX na tusecce ST,
a protoze X nepatii Hj, pfimka | protina SX. Tedy | neprotina usecku TX, bod X patii Ha,

jak bylo pozadovéno, a plati véta o rozdéleni roviny.

ii) véta o rozdéleni roviny => Pasch

Piedpokladejme, ze plati PST a Ze piimka | vstupuje do libovolného trojuhelnika
ABC takového, ze A, B, C nelezi na |, v bodé D na stran¢ AB. Z véty o rozd¢€leni roviny
plati, Ze A a B jsou na opa¢nych stranach |, tedy Ze jsou v riznych podmnozinach Hy, Ha.
Plati, ze bod C je jen v jedné z podmnozin Hj, Ha, tedy pravé jedna z usecek AC, BC
protne I, coz je bod kde | vystoupi z trojuhelnika ABC a plati tak Paschiv axiom. Q. E. D.

Dokézali jsme tedy, Ze véta o rozdéleni roviny a Paschliv axiom jsou navzijem
ekvivalentni. V nékteré literatufe se jako paty Hilbertv axiom uvadi pravé axiom
0 rozdéleni roviny a Paschliiv axiom je formulovan jako véta (Paschova véta). Vzhledem
K jejich ekvivalenci nezalezi na tom, kterou z formulaci volime jako axiom a kterou jako

vétu. OvSem véta o rozdéleni roviny nabizi prakticky nahled na body roviny — kazda
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piimka rozdéluje body roviny do dvou disjunktnich podmnozin a mizeme tedy fict, které
body (a tedy i Gsecky) jsou na stejné strané vzhledem k dané piimce, a naopak, které
body lezi na opacénych strandch dané piimky. I pomoci této terminologie muzeme

odvodit kli¢ové tvrzeni pro napraveni nedostatku v Euklidovém dikazu Prop. 1.10:

Tvrzeni (prusecik pfimKy a strany trojuhelnika).

Necht' X je bod roviny lezici uvniti uhlu BAC (tedy Vv ¢asti roviny ohrani¢ené pfimkami
BA a AC). Potom polopiimka AX protina tisecku BC.

Diikaz (Obr. 8):

Obr. 8 Prisecik piimky AX a tsecky BC

Zvolme bod D tak, Ze bod A bude lezet mezi body B a D (II, 2). Aplikaci
Paschova axiom na trojuhelnik CDB mlizeme usoudit, Ze pfimka AX protne bud’ usecku
BC nebo usecku DC. Pifimka AC rozdé¢luje vSechny body podle véty o rozd€leni roviny
na dvé mnoziny bodd. Body D a X lezi na opacnych stranach piimky AC, a tedy i vSechny
body usecky DC lezi na stran¢ pfimky AC opacné ke vSem bodim polopiimky AX.
Z toho vyplyva, ze polopiimka AX neprotne usecku DC. Jesté musime vyloucit moznost,
7e opacna polopiimka k AX, tedy AY, protne bud’ tse¢ku CD nebo BC. K tomu staci
pozorovani, ze ob¢ tyto usecky lezi na opacnych stranach pifimky BD neZ poloptimka AY.

Poloptimka AX tedy protne tisecku BC. Q.E.D.

Toto tvrzeni, odvozené postupné z axiomt uspotradani, zarucuje prunik 0Sy
vnitintho whlu v trojahelniku a proté&jsi strany. V Euklidové Prop. 1.10, uvedené

na zacatku této kapitoly, bude tedy bod D existovat uvniti strany AB. Tato propozice neni

39



ani zdaleka jedind, ktera vyuziva axiomy uspotradani — Euklides pifedpokladal uspotadéani
bodul na piimce zcela intuitivné ve vSech tvrzenich.

Jedna ze zékladnich charakteristik Zdkladii je pouziti samotné konstrukce jako
metody dikazu existence geometrickych tutvart majicich ur€ité vlastnosti. Protoze
Euklides vychazel piedevsim z konstrukce (resp. nacrtu), je pochopitelné, ze nepovazoval
za potiebné predpoklad plynouci ztvrzeni o priseciku pifimky a strany trojuhelnika
podlozit axiomy — z obrazku je jasné vidét, jak se osa tthlu u vrcholu C bude chovat a ze
protilenlou stranu protne. Abstrakce geometrického mysleni tak sehrala dilezitou roli
ve vyvoji geometrie jako takové. OvSem co se ty¢e vyuky geometrie (obzvlast
na zékladnich a stiednich Skolach), kresleni nacrtl a konstruovani konkrétnich utvara
(a pouzivani tak intuitivnich pfedpoklad neplynoucich z pfedem danych axiomi) stale

pfevazuje pred abstrakci, coz je spravné.

2.3.4 Axiomy shodnosti

Dalsi dlouho diskutovany problém zahrnuje problematiku shodnosti
geometrickych utvarf. Euklidiv ¢tvrty axiom (,,Co se navzdjem kryje, navzajem rovno
jest”) uvadi tzv. princip superpozice, tj. princip, kdy pro zjisténi shodnosti dvou utvart
uvazujeme premisténi jednoho z nich v rovin€ a umisténi na druhy utvar. Prvni propozice,

ktera se odvolava na tento axiom, je Prop. 1.4:

Propozice I. 4
KdyZz maji dva trojihelniky dvé strany (stfidavé) s dvéma stranami stejné a thly
stejnymi stranami seviené maji stejné, budou i ziakladnu zikladné miti rovnou
a trojuhelnik s trojihelnikem bude stejny i ostatni uhly s ostatnimi uhly, proti nimz
leZi stejné strany, (stfidavé) budou stejné.

Budte dva trojuhelniky ABC, DEF majici dvé strany AB, AC se dvéma stranami
DE, DF jednotlivé stejné, a to AB s DE, AC pak s DF a £BAC s £DEF stejny (Obr. 9);
pravim, ze i zdkladna BC rovna se zakladné EF, i trojuhelnik ABC s trojuhelnikem DEF
bude stejny i ostatni uhly budou stfidavé stejné s ostatnimi uhly, proti nimz lezi stejné
strany, thel pak £ABC s 2DEF a £ACB s «DFE.

Nebot™ prikladame-li trojuhelnik ABC na DEF a klademe-li bod A na bod D
a ptimku AB na DE, také bod B bude kryti bod E, jezto AB = D; a kdyz AB bude kryti
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DE, téz piimka AC bude kryti DF, jezto 2BAC = £EDF; a tak i bod C bude kryti bod F,
protoze opét AC = DF. Avsak zajisté B krylo E; a tak zakladna BC kryti bude EF. Nebot’
bude-li se kryti B sE a C s F, nikoli vSak zakladna BC s EF, dv¢ pfimky budou misto
omezovati, coZ pravé nemozno. Bude se tedy zakladna BC kryti s EF a bude ji rovna;
a tak i cely trojuhelnik ABC bude se kryti s celym trojuhelnikem DEF a bude mu roven,
i ostatni thly budou se kryti s thly ostatnimi a budou jim rovny, £ZABC = «DEF, «ACB
= «DFE.

Kdyz maji dva trojuhelniky dvé strany (stfidave) s dvéma stranami stejné a thly
stejnymi stranami seviené maji stejné, budou i1 zdkladnu zakladné¢ miti rovnou
a trojuhelnik s trojuhelnikem bude stejny 1 ostatni thly s ostatnimi thly, proti nimz lezi

stejné strany, (stfidaveé) budou stejné.

A D

Obr. 9 Prop. 1.4

Mezi antickymi geometry nenachiazime namitky vici tomuto postupu urovani
shodnosti utvarti (Heath 2013, 225). Némecky matematik Wilhelm Killing (1847-1923)
ve své publikaci Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie (Uvod do zdkladii
geometrie, 1893) stavi do protikladu s antickymi geometry postoj filozofi, ktefi se
na rozdil od geometrti shodli s celkovym vylou¢enim jakéhokoli pohybu z geometrie.
Killing sva tvrzeni stavi na Aristotelové vyroku, Ze ,matematika je teoretickd véda
zabyvajici se nehybnymi objekty, krom¢ piipadu astronomie, ve které je i pohyb
predmétem studia“ (Heath 2013, 226). OvSem neni ziejmé, ze Aristoteles vylucoval
jakykoliv pohyb geometrickych objekti, ponévadz 1 on sdm ve svych dilech vyuziva
princip superpozice.

Giuseppe Veronese rozliSuje intuitivni princip pohybu ttvaru od tzv. ,,pohybu bez
deformace®, tj. takového, pii kterém je kazdy bod daného utvaru prostorem piemistén
do jiného bodu téze roviny s tim, Ze vzajemné vztahy mezi jednotlivymi body ttvaru jsou

zachovany, ale vztahy mezi nimi a jinymi body roviny se méni (jinak by nebyl mozny
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pohyb). OvSem princip superpozice, i se zahrnutim principu pohybu bez deformace, je
Cisté¢ praktickou ukazkou shodnosti a neni tak vhodny pro teorii geometrie. DalSim
problémem, ktery z tohoto principu plyne, nastava v piipad¢€, kdyz zminéné trojuhelniky
jsou opacéné orientované. Pak nelze jejich premisténi uskutecnit v roviné, ale az
V trojrozmérném prostoru.

Axiomy shodnosti David Hilberta davaji vyznam relaci byt shodny, kterou mezi
sebou mohou mit useCky resp. uhly. Hilbert, na rozdil od Euklida, neuvazuje hned
shodnost trojahelnikii (resp. jinych geometrickych utvard), ale odvozuje ji ze shodnosti
useCek a uhli. Také se castecné odvolava na Euklidovu mySlenku pfemistovani

trojuhelnik®, kdyz uvadi alternativni formulaci axiomu III, 1 a III, 4.

i, 1. Necht' A, B jsou body na piimce a. Je-li A" bod leZici na a, nebo na jiné
piimce a', potom existuje na polopifimce s pocateCnim bodem A' pravé jeden bod
B' tak, ze usecka AB (resp. BA) je shodna s useckou A'B'. Zna¢ime AB = A'B'.

Zaroven plati, ze kazda usecka je shodna sama se sebou, tedy ze AB = AB.

Axiom 111, 1 je mozné stru¢né&ji formulovat tak, Ze kazda useCka muze byt umisténd na

danou stranu od bodu daného ptimce prave jednim zplisobem.

i, 2. Jestli plati, ze AB = A'B' a zaroven AB = A"B", pak AB' = A"B"

11, 3. Necht’ AB a BC jsou usecky na pfimce a, nemajici zadny spole¢ny bod
kromé¢ bodu B a zaroven necht’ A'B' a B'C' jsou tsecky bud’ na ptimce a, nebo
najiné ptimce a', nemajici zadny spolecny bod kromé bodu B'. Jestli plati

AB=A'B'aBC =B'C', tak plati AC = A'C’" (Obr. 10).

A B C

-@— L —8— a

Al B| (“‘ a'
—— —r—— 09—

Obr. 10 Shodnost Gse¢ek
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I, 4. Necht je v roviné a dan thel (h, k) a necht’ pfimka p' je dana v roviné o’.
Dale necht’ v rovin¢ a existuje useCka pfimky p'. Oznacme h' polopiimku lezici
nap's pocate¢nim bodem v O, potom v roviné a' existuje prave jedna polopiimka
k' takova, ze thel (h, K) je shodny s uhlem (h', k') a zaroven vSechny vnitini body
uhlu (h', k") leZi na dané usecce piimky p'. Zapisujeme:

£(h, k)= «(h', k).
Zaroven plati, ze kazdy uhel je shodny sdm se sebou, tedy Ze:
2(h, k)= £(h, k),

resp.
2(h, k)= 2(k, h).

Stru¢néji feceno, kazdy thel vroviné muize byt umistén na vybranou stranu dané

poloptimky pravé jednim zptisobem.

11,5, Plati-li «(h, k) = «(h', k) a zaroverr «(h, k) = «(h", k"), pak

2(h', k) = 2(h", k™).
1, 6. Plati-li ve dvou trojihelnicich ABC, A'B'C":

AB=A'B', AC=A'C', zBAC = £B'A'C’

pak plati i
£ABC = £A'B'C'azACB = £A'C'B..

Pied uvedenim vét o shodnosti trojuhelniku (jako dusledku axiomu shodnosti), je

potieba definovat, co vlastn¢ shodnost trojuhelniki je:

Definice (shodné trojuhelniky).

Rekneme, Ze dva trojithelniky ABC, A'B'C’ jsou shodné, jestlize plati
AB=AB',AC=A'C'BC=B'C
LA= A, £LB=2¢B', £C=+C'.
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Tvrzeni (prvni véta o shodnosti trojl’lhelnikﬁ)30.

Plati-li pro dva trojuhelniky ABC, A'B'C' shodnosti
AB=AB, AC=A'C', A= LA
tak trojuhelniky ABC, A'B'C' jsou shodné.
Diikaz:
Z axiomu piimo III, 6 plyne, ze shodnosti 2B = £B', 2C = 2C' jsou splnény,
a tedy postacuje dokazat BC =B'C'.
Postupujeme sporem. Na strané B'C' zvolime bod D' tak, ze¢ BC = B'D' (Obr. 11).

Obr. 11 Véta sus

Trojuhelniky ABC a A'B'D' splituji ptedpoklady axiomu III, 6 a uhly BAC a B'A'D'
jsou tedy shodné. Tudiz podle axiomu III, 5, Ghly £B'A'C' a £B'A'D' musi byt shodné.
Tohle ovsem neni mozné, protoze z axiomu III, 4 plyne, Ze thel v roviné mize byt
umistén na danou stranu dané polopfimky pravé jednim zptisobem a dostavame se tedy

ke sporu. Plati tedy, Ze BC = B'C' a tvrzeni je tak dokézano. Q.E.D.

Podobné¢ by se dokazovala i véta usu (iahel-strana-uhel):

Tvrzeni (druh4 véta o shodnosti trojuhelniki).*

Maji-li dva trojuhelniky shodnou jednu stranu a dva prilehlé uhly, jsou navzajem shodné.

Jak bylo uvedeno jiz v ivodu kapitoly o Euklidovych postulatech, Ctvrty postulat

svym charakterem pfipomind spis§ tvrzeni, nez obecné platnou geometrickou konstrukei.

%0 U Euklida nachazime toto tvrzeni jako Prop. I.4.

3L\ Zdkladech je toto tvrzeni uvedeno jako Prop. 1.26.
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Diky axiomim shodnosti Ize odvodit sérii tvrzeni, které vedou ke korektnimu dikazu
prave tohoto postulatu.

Tvrzeni (vedlejsi uhly shodnych trojihelnikii).

Jsou-li dva trojithelniky ABC, A'B'C' shodné, vedlejsi uhly 2CBD a «C'B'D' jsou
shodné.

Diikaz (Obr. 12):

Obr. 12 Vedlejsi thly shodnych trojihelnikt

Uvazujme body A", C', D' na stran¢ prochazejici bodem B' tak, ze
A'B'=AB, C'B'=CB, D'B'=DB.

Trojuhelniky ABC a A'B'C' splituji predpoklady druhé véty o shodnych trojahelnicich,
jsou tedy shodné a plati:

AC=A'C', «BAC = £B'A'C".

Jelikoz z axiomu II1, 3 plati AD = A'D’, z druhé véty o shodnych trojuhelnicich plyne, ze
trojuhelniky CAD, C'A'D' jsou shodné a plati

CD=C'D', £ADC = £A'D'C".

Jsou tedy splnény piedpoklady axiomu III, 6 a plati, ze uhly 2CBD a 2C'B'D' jsou
shodné. Q. E.D.

Jednoduchym dtsledkem tohoto tvrzeni je:

Tvrzeni (vlastnost shodnych uhli).

Necht thel (h, K) v rovin¢ « je shodny s uhlem (h', k') v roviné a’ a navic, necht’ |

je polopiimka s po¢ate¢nim bodem ve vrcholu thlu (h, k), lezici uvniti Ghlu (h, k). Potom
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VvV roviné a’ existuje polopiimka I' s poc¢atecnim bodem ve vrcholu uhlu (h', k%) a lezici

uvniti toho thlu tak, Ze plati:
z(h, =2, 1), 2k, )= 2K, I'.

Diikaz (Obr. 13):

Ozna¢me O, O' vrcholy uhlu (h, k), (h', k') a na stranach h, k, h', k' zvolme body A,
B, A', B' tak, aby platilo

OA=0'A', OB=0O'B..

Obr. 13 Vlastnost shodnych uhla

Ze shodnosti trojuhelnikt OAB, O'A'B' plyne
AB=AB', zOAB = £O'A'B', zZOBA = 2LO'B'A".

Necht’ piimka AB protne pifimku | v bodé C. Na usecce A'B' vezméme bod C' tak, Ze
A'C'= AC. Potom O'C' je hledana poloptimka. Z uvedenych shodnosti a axiomu III, 3
plyne BC = B'C'". Krom¢ toho, trojuhelniky OAC a O'A'C' jsou navzajem shodné a také
trojuhelniky OCB a O'C'B', ¢imze je tvrzeni dokéazano. Q.E.D.

Pomoci poslednich dvou tvrzeni Ize dokazat Euklidav ¢tvrty postulat:

Tvrzeni (Euklidiav ¢tvrty postulat).
Vsechny pravé uhly jsou navzdjem shodné.
Diikaz:
Necht’ thel £ZBAD je shodny se svym vedlejSim tthlem £CAD a stejné tak uhly
¢B'A'D' a £C'A'D'". Tedy uhly «BAD, 2CAD, «B'A'D"' a £C'A'D' jsou vSechny pravé
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uhly. Pfedpokladejme pro spor, ze thly 2BAD a £B'A'D' nejsou shodné. Umistime uhel
£B'A'D' na polopiimku 2AB tak, ze strana £ZAD" bude bud’ uvniti thlu 2BAD, nebo thlu
£CAD. Ptedpokladejme, ze nastane prvni piipad. Protoze #B'A'D' = £BAD", z véty
0 vedlejSich uhlech v shodnych trojuhelnicich plyne, ze £C'A'D" = 2C'A'D", a protoze
£B'A'D'=C'A'D', i axiomu III, 5 plyne, ze ZBAD" = 2C'A'D" (Obr. 14).

D" e D" ™

Obr. 14 Dukaz Euklidova ¢tvrtého postulatu

Protoze «BAD = «CAD, lze najit polopfimku AD"™ uvniti thlu CAD tak,
ze £BAD" = £C'A'D™ a také £DAD" = 2DAD™"'. Jsou tedy splnény podminky axiomu
III, 5 a plati, ze ZCAD" = 2CAD"'. Tohle ovSem neni mozné, protoze podle axiomu III, 4,
uhel mize byt jednoznacné umistén na uréenou stranu dané polopfimky. Dostdvame se

tedy ke sporu, thly 2BAD a £B'A'D' jsou shodné a tvrzeni je dokazano. Q.E.D.

2.3.5 Axiomy spojitosti

Z axiomi uspofadani vime, ze na pfimce lezi nekone¢né¢ mnoho bodli. Ovsem
z toho nevyplyva skuteCnost, ze na ni nékteré body nechybi, tedy ze pfimka neni
»dérava®“. Dukazy v Zdkladech stoji na tvofeni konstrukci, provadénych pomoci piimek
a kruznic sestrojenych v souladu s prvnimi tfemi postulaty. Jejich podstata spociva v tom,
ze pruseciky danych ptimek a kruznic urcuji vedle jiz existujicich i dalsi body a tyto body
urCuji zase dalsi piimky atd.). Kdyby nebyla zarucena existence bodi pruniku (pfimky
a kruznice, kruznice a kruznice), propozice ji vyuzivajici by obecné neposkytovaly
vyzadované dikazy existence utvard, které maji byt zkonstruovany. Hned v prvni

propozici (a tedy v kazdé dalsi, ktera se na ni odvolava) narazime na tento problém.
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Propozice I. 1

Na dané omezené piimce postav trojihelnik rovnostranny.

Danou omezenou piimkou bud’ AB, ma se tedy na ptimce AB postavit rovnostranny
trojahelnik.

Ze sttedu A polomérem AB bud’ narysovan kruh BCD, a opét ze stredu B
polomérem BA bud’ narysovan kruh ACE, a od bodu C, vnémz se kruhy protinaji,
k bodiim A, B bud’te vedeny spojnice AC, CB (Obr. 15). Jezto bod A stfedem kruhu CDB,
AC je stejné s AB, jezto dale bod B je stiedem kruhu CAE, jest BC stejné s BA. Bylo pak

dokazano, ze i CA je stejné AB. Tedy jedna i druhd z CA, CB je stejna s AB. Veliiny vsak
témuz rovné 1 navzajem rovny jsou; tedy téz CA jest stejna s CB; ty tii teda, CA, AB, BC,

jsou si rovny a ABC je rovnostranny trojuhelnik.

C

Obr. 15 Prop. 1.1

Cela staleti se matematici snazili dodat axiom, ktery by zarucil existenci bodu C
(tedy priniku dvou kruznic). Stejné tak zpusoboval problémy prinik pfimky a kruznice

(Prop. 1.12):

Propozice I. 12

K dané neomezené primce bud’ z daného bodu mimo ni spusténa kolmice.

Danou neomezenou ptimkou bud’ AB, danym pak bodem mimo nic C; ma se tedy
k dané neomezené ptimce AB z daného bodu C mimo ni spustit kolmice.

Vezméme na druhé strané piimky AB kterykoli bod D a ze stitedu C polomérem CD

opiSme kruh EFG a rozpulme piimku EG v H a ved'me spojnice CG, CH, CE (Obr. 16);
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tvrdim, Ze na danou pfimku neomezenou AB z daného bodu mimo ni C spusténa jest
kolmice CH.

Nebot’ jezto GH = HE, HC pak spole¢na, patrné obé piimky GH, HC rovny jsou
jednotlivé obéma EH, CH, téz zakladna CG = CE; tedy uhel CHG = EHC.

Kdyz se pak postavi piimka na pfimku tak, ze tvoii vedlejsi uhly navzdjem stejné,
kazdy z téchto tihll jest pravy, a postavend ptimka zve se kolmici té, na které stoji.
K dané piimce neomezené AB z daného mimo ni bodu C spusténa jest kolmice CH, coz

prave bylo vykonati.

Obr. 16 Prop. 1.12

Pted nahlédnutim na tento problém z hlediska moderni geometrie si uved’'me

Hilbertovu definice kruznice:

Definice (kruh a kruznice).
Necht’ M je libovolny bod roviny. Sjednoceni vSech bodu A, které maji od bodu M
danou vzdalenost 1, se nazyva kruznice. Bodu M fikame sti‘ed kruznice a vzdalenost r se

nazyva polomér kruznice.

Prikopnikem v feSeni nedostatku priniku pfimky a kruznice, resp. dvou piimek
byl némecky matematik Richard Dedekind (1831-1916), ktery ve své publikaci Stetigkeit
und irrationale Zahlen popisuje tzv. Princip kontinuity (Principle of continuity), zvany

také Dedekindiiv axiom. Jeho myslenka je nasledujici:
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Piedpokladejme, Ze na usecce AB existuje bod C, ktery uréuje dvé usecky AC, CB
(Obr. 17). Necht bod C lezi na praveé jedné z useéek AC, CB, dostavame rozdéleni Gsecky
AB na dv¢ ¢asti s nasledujicimi vlastnostmi:
i.  kazdy bod usecky AB patii do pravé jedné ze dvou casti,
ii. bod A patii do jedné z ¢asti (ozna¢me ji ,,prvni®), bod B do druhé, bod C muize
bez ijmy na obecnosti patfit do jedné nebo druhé, zalezi na nasem predpokladu,

iii.  kazdy bod prvni ¢asti predchazi (tedy v potfadi od A do B) kazdy bod ¢asti druhé.

V ptipadé, ze bod C splyva s bodem A resp. B, opét dostavame dvé Casti spliujici

vlastnosti i-iii, pficemz jedna z ¢asti je samotny bod A resp. B.

Obr. 17 Princip kontinuity

Nyni uvazujme opacné tvrzeni, ve kterém Dedekind ,,nachazi podstatu kontinuity

(plynulosti, souvislosti, neptetrzitosti) ptimky* (Dedekind 1872, 5).

Dedekindiiv axiom (Heath 2013, 236)%*
Jestli je tseCka AB rozdélena na dvé casti tak, Ze:
i.  kazdy bod usecky AB patii do pravé jedné ze dvou casti,
ii.  krajni bod A patii do prvni ¢asti, B do druh¢ ¢asti,
iii.  libovolny bod prvni ¢asti piedchazi kazdy bod ¢asti druhé,
pak existuje bod C tsecky AB (ktery mize patiit do libovolné z ¢asti) takovy, ze kazdy
bod AB ptedchazejici C patti do prvni Casti a kazdy bod, ktery nasleduje bod C, patii do

druhé ¢asti

Richard Dedekind v Stetigkeit und irrationale Zahlen uvadi toto znéni:

Rozdélime-li vSechny body piimky do dvou tfid Si, S tak, ze kazdy bod prvni
ttidy lezi vlevo od kazdého bodu druhé tiidy, pak existuje pravé jeden bod, ktery vytvari

%2 Alternativni znéni Dedekindova axiomu, tak jak ho uvadi Thomas Heath ve svém piekladu Zdikladii.
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toto rozdé€leni bodii mezi dv¢ ttidy, resp. roziiznuti dané piimky na dva kusy (Dedekind

1872, 5).

Dedekindiiv axiom odpovid4a na$i intuitivni piedstavé o useCce, tedy Ze kdyZz
ze dvou bodu postupné vedeme proti sob¢ use¢ku (od bodu A do bodu B a naopak), tyto
usecky se potkaji v bod¢€ (a vytvoii tak tsecku AB). Jinak feceno, kazdé rozde€leni boda
pfimky bodem O na dvé c¢asti (analogicky s vétou o rozdéleni roviny) je jednoznacéné.
Dve tiidy Si1, S; ve znéni axiomu se nazyvaji Dedekindovy Fezy piimky. Pouzitim
Dedekindova axiomu lze dokazat existenci jak priseCiku dvou kruznic, tak i pruseciku

piimky a kruznice. Ditkaz uvadim pouze k prvnimu ze zminovanych tvrzeni.

Tvrzeni (prunik primky a kruZnice).

Jestli ma pfimka jeden bod vevniti a jeden bod mimo danou kruznici, existuji dva body,
jez ma pifimka spolecné s kruznici (Heath 2013, 237).

Diikaz (Heath 2013, 237):

Obr. 18 Prunik ptimky a kruznice

Necht’ k je kruznice se sttedem O a polomérem R a pfimka p s jednim bodem A vevniti k
a jednim bodem B mimo k (Obr. 18). Z definice kruznice, OA < R a zaroven OB <R.
Ved’'me piimku kolmou na p, prochazejici sttedem O a jeji prusecik s ptimkou p oznacme
P.
Pak OP < OA, a tedy OP je vzdy mensi nez R, a P je tak uvnitt kruznice k. Usek AB
na piimce p mize byt rozdélen na dv¢ ¢asti tak, ze plati:

i. prvni ¢ast obsahuje vSechny body H takové, ze OH < R (tedy body

uvniti k),
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ii.  druha ¢ast obsahuje vSechny body C takové, ze OC > R (body na kruznici

k nebo mimo ni).

Podle Dedekindova axiomu existuje na Gsecce PB bod M takovy, ze vSechny
body, které¢ ho predchazeji, patii do prvni Casti a ty, co jsou az za nim, patii do druhé
casti. Tvrdim, ze M je spolecny bod kruznice k a pfimky p, tedy ze

OM =R.
Predpokladejme, ze OM < R. Pak existuje délka (oznatme o) mens$i nez rozdil R
a velikosti OM. Uvazujme bod M' jako jeden z téch bodd, co nasleduji za M, tak, ze
MM' = 6. Protoze velikost kazd¢ strany trojuhelniku je men$i nez soucet dvou
zbyvajicich stran, plati:

OM'< OM + MM".
AvSak
OM + MM' = OM + ¢ <R,

a tedy

OM' <R,

COZ je spor.

Analogicky bychom postupovali v piipadé, ze OM > R.
Plati tedy, ze OM = R a bod M tak lezi zaroven na kruznici a piimce p (a je tedy
jejich prusecikem). Je zfejmé, ze druhy bod splitujici tuto vlastnost je sttedoveé soumérny

s M podle P. Q.E.D.

Tvrzeni (pranik dvou kruznic).
Jestlize jeden bod kruznice K leZi uvnitf jiné kruznice k' a druhy bod kruznice K lezi vné

kruznice k', potom se kruznice k a k' protinaji ve dvou bodech.

Ukazali jsme tedy, ze Dedekindiv axiom fesi nedostatek Euklidova piedpokladu
0 pruniku pfimky a kruznice a priniku dvou kruznic. OvSem David Hilbert si pro
spojitost geometrickych utvarti nezvolil Dedekindiiv axiom, uvadi tzv. Archimédiy

axiom.
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1V, 1 (Axiom spojitosti neboli Archiméduv axiom).

Necht' A; je libovolny bod pfimky s ndhodné zvolenymi body A, B. Vezméme
body A, Az, Ay,...takové, ze A; lezi mezi A a Az, Az lezi mezi A; a Az Az mezi A; a Aqatd.
Navic, necht’ isecky

AAL AtAr AsAs, AsAu,...

jsou navzéajem shodné (fekneme, Ze jsou stejné). Potom mezi témito body vzdy existuje

bod A, takovy, ze bod B lezi mezi A a A, (Obr. 19).

3> ¢
>
>
>
>
o]
>

Obr. 19 Archiméduv axiom

Je zfejmé, ze Archimédiv axiom se pouziva pro méfeni tisecek. Vezmeme-li tsecku
CD jako jednotku vzdalenosti (tedy vzdalenost AA; podle znéni axiomu), potom kazda
useCka na dané piimce ma vzhledem k této jednotce konecnou velikost (tedy délka AB
vzhledem k CD je nanejvy$ n jednotek). Lze dokazat, ze Archimédiv axiom vyplyva
z Dedekindova axiomu.

David Hilbert povazoval v pivodni verzi Grundlagen der Geometrie Archiméduv
axiom za dostatecny pro zaru€eni spojitosti pfimky. Toto se vSak brzo po publikaci ukazalo
jako mylné, a proto v Les Principes fondamentaux de la Géométrie, tedy ve francouzském
prekladu Grundlagen der Geometrie vydaném roku 1900, David Hilbert tento nedostatek
opravil a ptidal tzv. axiom uplnosti (Vollstindigkeitaxiom), ktery vyzaduje, aby zavedeny
systém axiomi (véetné axiomu rovnobéznosti uvedeném v nasledujici kapitole) byl
povazovan za uzavieny, tj. aby ho nebylo mozno doplnit dal§imi prvky. Z teoretického

® mezi body na primce

hlediska tento axiom umoZiiuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni®
aosou realnych cisel. Axiom uplnosti spolecné s Archimédovym axiomem jsou tedy

ekvivalentni s Dedekindovym axiomem.

%3 Takové zobrazeni (nazyvéano i bijektivni zobrazeni neboli bijekce) je prosté a na.
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IV, 2 Axiom tuplnosti (Volistindigkeitaxiom).
Body, pfimky a roviny tvoii systém, ktery nelze doplnit novymi prvky tak, aniz
bychom narusili dfive uvedené axiomy a vytvofili tak novou geometrii spliiujici vSechny

pfedchozi axiomy.

2.3.6 Axiom rovnobéznosti (Euklidiiv axiom)

Nejkontroverznéjsi oblast Euklidovy axiomatizace je rozhodné jeho paty postulat
(,,A kdyz primka protinajic dvé pfimky tvoii na téze strané vnitini uhly mensi dvou
pravych, ty dvé piimky prodlouzeny jsouce do nekone¢na ze se sbihaji na té strané, kde
jsou uhly mensi dvou pravych®). I sam Euklides si pravdépodobné uvédomoval spornost
tohoto postuldtu a snazil se co nejvice oddalit jeho aplikaci. Prvni propozice, ve které se

vyuziva, je Prop. 1.29.

Propozice I. 29

Primka protinajici rovnobézky tvori stfidavé uhly navzajem stejné a uhel vnéjsi
vnitifnimu protéjSimu rovny a vnitini na téZe strané€ dvéma pravym rovné.

Nuze protinej rovnobézky AB, CD ptfimka EF; pravim, ze tvoii stiidavé uhly
£GHD a vnitini na téze strané (ptilehlé¢) LBGH + 2GHD rovné dvéma pravym (Obr. 20).

Nebot’ neni-li £ZAGH = 2GHD, jeden znich jest vétsi. Vétsim bud £AGH;
spoleénym bud’ BGH; tedy (£ZAGH+42BGH)> (£.BGH + 2GHD). Avsak 2AGH + «BGH
= 2 R* . Tedy («BGH + «GHD) < 2 R. Aviak ramena mensich uhlii nez dva pravé,
prodluzovany jsouce do nekone¢na, se stykaji; tedy AB, CD, prodluzovany jsouce
do nekonecna, se setkaji; avSak nestykaji se, jeZto je pokladame za rovnobézky; tedy
£2AGH neni neroven 2«GHD; tedy roven. AvSak ZAGH = Z<EGB; tedy téz
£EGB = 2£GHD. Spole¢nym bud’ 2BGH; tedy 2EGB + 2BGH = £BGH + GHD. Avsak
£EGB + £BGH =2 R; tedy t¢z «.BGH + 2GHD =2 R.

Tedy ptfimka protinajic rovnobézky tvofi stiidavé thly navzijem stejné a Uhel

vng&j$i vnitinimu prot&jSimu rovny a vnitini na téZe stran¢ dvéma pravym rovné.

% R oznacuje pravy thel.
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Obr. 20 Prop. 1.29

Pfed rozborem samotnych snah dokazat tento postulat uvedu jednu
z alternativnich formulaci, které jsou logicky ekvivalentni s Euklidovym postulatem.
V pribéhu stoleti se jich nasbiralo vic, ja uvddim jenom jednu, dnes zndmou pod ndzvem
Playfairiiv axiom, pojmenovanou podle skotského matematika Johna Playfaira
(1748-1819). Prave tuto formulaci si voli David Hilbert ve svém axiomatickém systému
geometrie (rozdil je vSak ve faktu, ze Hilbert soustavou axiomut piedchézejicich tento

axiom zajiStuje jeho korektnost):

V. (Playfairiv axiom).

V roviné a muze byt libovolnym bodem A lezicim mimo danou piimku p vedena
pravé jedna piimka p' neprotinajici pfimku p. Rekneme, Ze piimka p' je rovnobé&zna

s ptimkou p.

Diskuze o patém postulatu trvaly od ¢asti Euklida aZ do poloviny 19. stoleti. Jiz
fecti vykladaci Zakladu pozorovali rozdilny charakter patého postulatu, ktery se svou
slozitosti zjevné odliSuje od ostatnich. Rovnéz si v§imli, ze fada vét je dokazana bez jeho
pouziti, coz zpisobilo dohady o jeho zavislosti na ostatnich postulatech. Navzdory
¢etnym snaham antickych geometrd, napt. Ptolemaia (cca 100-170 n.l.) nebo Prokla,
starovék neposkytl odpovéd’ na otdzku, jak to ve skuteCnosti je s patym postulatem.
V stiedovéku pozorujeme obdobné snahy arabskych uéenct, napt. Omara Chajjama nebo

Nasir al-Din al-Tusiho (1201-1274), ov§em rovnéz neuspésné.
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Uvedu pokus Omara Chajjama, jelikoz ten sehrél dilezitou roli u novovékych
matematikli zabyvajicich se touto problematikou. Vychéazel ze zkonstruovaného
Ctyrahelniku (Obr. 21) a snazil ukazat, ze paty postulat je nadbyteény. Zacal konstrukci
useéek AD a BC stejné délky, kolmych na usecku AB. Wypozoroval, ze kdyz se mu
povede dokézat, ze vnitini uhly ¢tyfuhelniku u vrcholti C a D jsou pravé, pak by dokazal
rovnobéznost piimek DC a AB. Trojihelnik ABD je shodny s trojihelnikem BAC (protozZe
maji dvé odpovidajici si strany a jimi svirajici uhel shodny??). Tedy i AC je shodné s BD,
z ¢ehoz plyne, ze trojuhelniky ADC a BCD jsou shodné (maji vSechny strany stejné
délky). Tudiz ahel ADC je shodny s tthlem BCD. Ovsem nepovedlo se mu dokazat, ze

jsou pravé, coz z jejich shodnosti nevyplyva.

D C

A B

Obr. 21 Chajjamuv (resp. Chajjamtv-Saccheriho) ¢tyiuhelnik

Vlna neuspésnych pokust pokracovala az do novovéku, kdy v roce 1574 italsky
matematik Christopher Clavius (1538-1612) a o nékolik let pozdé&ji, v roce 1680,
I Giordano Vitale (1633-1711), ukazali, ze paty postulat je ekvivalentni s tvrzenim, Ze
piimka kazdym bodem stejn¢ vzdalena (ekvidistantni) od dané ptimky, je také pfimka
(Fraser). V dile Euclide restituto (Euklides obnoven), Vitale navazal na Chajjama a jeho
ctyfuhelnik a dokazal, Ze jestli jsou na piimce AB tfi body, které maji stejnou vzdalenost
od CD, pak piimky AB a CD jsou stejné vzdalené ve vSech bodech (Fraser).

Mnohem vyznamnéj$i se ukazala byt publikace italského Jezuitu a profesora
matematiky na Univerzit¢ v Pavii Giovanniho Girolama Saccheriho (1667-1733),
Euklides zbaven vsech chyb (Euclides ab Omni Naevo Vindicatus ) z roku 1733 (Heath
2013, 211). Saccheri rovnéz navazal na Omara Chajjama a jeho étyfthelnik a snazil se
sporem ukazat, ze uhly u vrcholti C a D jsou pravé. Rozd¢lil tedy situaci na tii ptipady —
dané uhly jsou pravé (hypotéza a pravém uhlu), tupé (piip. jeden pravy a druhy tupy;

hypotéza o tupém uhlu) nebo ostré (pfip. jeden pravy a jeden ostry; hypotéza o ostrém
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uhlu). Pro kazdou z hypotéz deduktivné odvodil fadu tvrzeni a ocekaval (ovSem
neuspésne), ze disledky poslednich dvou hypotéz vedou k logickému sporu.

uhl v trojihelniku: ,Jestli jsou hypotézy o pravém/tupém/ostrém uhlu pravdivé, pak
soucet vnitinich Ghla trojuhelniku je roven/vétsi/mensi nez dva pravé uhly* (Heath 2013,
211). Touto problematikou se zabyval rovnéz Adrien Marie Legendre (1752-1833),
kterému se bez pouziti paté¢ho postulatu povedlo dokazat, Ze soucet uhlil v trojuhelniku je
roven nejvyse dvéma pravym thlim. U Euklida nachazime tuto vétu jako Prop. 1.32, ale

jelikoz se Euklidiiv diikaz opira o postulat rovnobéznosti, neni zcela korektni.

Tvrzeni (Sacheriho-Legendrova véta).

Soucet thlu v trojuhelniku je roven nejvyse dvéma pravym thlim (Heath 2013, 213).

Saccheriho tvrzeni odvozené z hypotéz o uhlu v Ctyithelniku polozila zaklady
neeuklidovskych geometrii, protoZe, jak se ukéazalo, v pfipad€ ostrého thlu u vrcholi C
nebo D, ctyithelnik vede k hyperbolické geometrii, pozdé&ji zavedenou Nikolajem
Lobacevskym (1792-1856) a Janosem Bolyaiem (1802-1860)*. V piipads tupého Ghlu
dukaz poklada zéklady geometrie eliptické, nékdy také zvané Riemannova geometrie —
podle némeckého matematika Bernharda Riemanna (1826-1866). Specialnim pfipadem
eliptické geometrie, které se ve své praci zabyvam, je geometrie sféricka (na kulové

plose).

2.3.7 Strucna charakteristika hyperbolické a sférické geometrie

Euklidiiv paty postulat (resp. jeho alternativni formulace) znamend rozdéleni
geometrie na klasickou euklidovskou a neeuklidovskou; Lobacevského rétorikou je to
rozd&leni na geometrii uZitecnou a obraznou nebo pan-geometrii*® (Shirokov 1963, 11).
V zékladu euklidovské geometrie lezi predpoklad, ze ,,bodem nelezicim na zadané pfimce

Ize v roving vést praveé jednu primku, ktera neprotina zadanou ptimku® (axiom V)

% Jiz Carl Friedrich Gauss (1777-1855) uvazoval takovou geometrii, jeho spisy se viak nasly aZ pozd&ji,
ponévadz je nikdy nezvetejnil. Lobaéevskij a Bolyai vypracovali teorii hyperbolické geometrie nezavisle na
sob¢; Lobacevskij byl prvni, kdo své poznatky zvefejnil.

% ptedpona pan- ( mav- ) ma vyznam celkovd, absolutni.
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Obr. 22 Postulat o rovnobéznosti

Skute¢nost, ze bodem nelezicim na zadané ptimce prochdzi alesponi jedna piimka,
ktera zadanou pfimku neprotind, patii do absolutni geometrie, tj. mize byt dokazana
bez pomoci postulatu o rovnobéznych piimkach — sta¢i vzit v avahu, ze dvé piimky
kolmé ke treti pfimce se neprotinaji. Tedy pifimka BB' (Obr. 22), prochazejici bodem P
a kolma na ptimku PQ, neprotind piimku AA'. V neeuklidovskych geometriich je paty
postulat vynechdn a nahrazen jinym.

V ptipadé hyperbolické geometrie prvni Ctyfi Euklidovy postulaty zlstavaji

platné, poslednim postulatem je:

Lobacevského postulat o rovnobéZnosti.
Bodem nelezicim na zadané piimce 1ze v roving vést aspon dvé ptimky, které neprotinaji

zadanou piimku (Shirokov 1963, 12).

Z tohoto postulatu ptimo vyplyva, Ze existuje nekoneéné mnoho takovych ptimek.
Uvazujic, ze piimka CC' (Obr. 22) neprotina AA', pak vSechny piimky lezici uvnitf Ghla
£BPC a £B'PC' rovnéz neprotinaji AA". Stejné jako Vv piipad¢ Euklidovy verze, tento

postulat je logicky ekvivalentni s tvrzenim:

Tvrzeni (véta o souctu uhli v (hyperbolickém) trojihelniku).
Soucet velikosti vnitinich thlt (hyperbolického) trojuhelniku (Obr. 23) je mensi nez dva

pravé uhly (Shirokov 1963, 15).
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Obr. 23 Hyperbolicky trojahelnik®’

Stéricka (a také obecné eliptickd) geometrie mé s tou euklidovskou jesté o néco
méng¢ spolecného, nez hyperbolicka — kromé patého postulatu pozménuje i prvni a druhy.
Ve sférické geometrii se za pfimky povazuji tzv. hlavni kruznice, tj. kruznice vzniklé
prunikem kulové plochy a roviny prochazejici sttedem kulové plochy (Obr. 24). Pfimka
spojujici body A a B na povrchu kulové plochy je spojnice bodi A a B s nejkratsi
vzdalenosti. Kruznice na kulové ploSe vzniklé fezem roviny neprochdzejici stfedem
kulové plochy se nazyvaji vedlej$i kruznice. Z Hilbertova axiomu o uspotadani II, 3
piimo vyplyva, ze pfimka nemize byt ve tvaru kruznice, jelikoZ ze tfi bodi musi vzdy

jeden lezet mezi dvéma zbyvajicimi, coZ na kruZnici neni mozné.

Obr. 24 Hlavni kruZnice

% Dan4 plocha predstavuje jeden zmodelii hyperbolické geometrie, spliujici Lobagevského postulat.
Nazyva se Poincarého model disku, podle francouzského matematika Henri Poincarého (1854-1912).

Nejedna se tedy o klasicky kruh jako v Euklidové geometrii ani kulovou plochu.
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Prvni Euklidiv postulat tika, Ze ,,dvéma body mozno vést pravé jednu piimku®.

V eliptické geometrii je upraven na:
EP1) Dvéma body lze vést alesponi jednu piimku (Gray et al).
Tedy ne pouze jednu — naptiklad body P, Q (Obr. 25) prochazi nekone¢n¢ mnoho pfimek

(na obr. ilustrované jenom dvé — piimky AB a CD). Zaroven plati, ze dvéma body

nelezicimi na po6lech prochdzi praveé jedna ptimka.

Obr. 25 Ptimky prochazejici dvéma danymi body na kulové plose

Druhy postulat tik4, ze ,pfimku omezenou mozno nepietrzité¢ prodlouzit™.
Ve sférické geometrii je tento postulat mirné modifikovan, jelikoZ pfimka je tvofena
hlavni kruznici a ma tedy kone¢nou délku. Avsak kdybychom chtéli usecku neustale
prodluzovat, pohybujeme se stile po téze kruznici, a miZeme ji tedy prodlouzit
nekonec¢né mnohokrat.

Jelikoz ptimky jsou vlastné hlavni kruznice na dané kulové plose, vzdy se protnou
ve dvou (protilehlych) bodech. Tato mySlenka tvofi zéklad patého postulatu
pro eliptickou geometrii:

Postulat o (eliptické) rovnobézZnosti.
Je-li déna ptimka a bod na ni nelezici, vSechny pfimky prochéazejici timto bodem maji
s danou piimkou spolecny bod — tedy neexistuji navzajem rovnobézné piimky (Gray

et al).
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Z tohoto postulatu plyne:
Tvrzeni (o souctu ahli v (sférickém) trojihelniku).
Soucet velikosti vnitinich Ghla (sférického) trojuhelniku (Obr. 26) je vzdy vétsi nez dva

pravé uhly (Gray et al).

A

Obr. 26 Sféricky trojuhelnik

Prvni tvrzeni, které neni platné ve sférické geometrii, je Prop. 1.16:

Propozice I. 16

4

V kazdém trojihelniku, jehoZ jedna strana se prodlouzi, vnéjsi uhel vétsi jest nez
kterykoli protéjsi tihel vnitini.

Trojthelnikem bud” ABC, a prodlouzena bud’ jedna jeho strana BC do D; pravim,
ze vnéjsi thel ZACD je vétsi nez kterykoli z protéjsich uhli vnitinich ZCBA, «BAC.

Rozptlena bud’ AC v E a spojnice BE prodlouzena bud’ (v piimce) do F, a bud’ BE
= EF a vedena bud’ spojnice FC, a bud’ AC prodlouzena do G (Obr. 27). Jezto tedy AE =
EC a BE = EF, patrné¢ AE + EB = CE + EF a £ZAEB = £FEC, nebot jsou vrcholové;
zakladna tedy AB = FC. Trojuhelniky ABE a FEC jsou shodné, tedy i zbyvajici uhly
zbyvajicim whlim, proti nimz lezi stejné strany, jeden druhému se rovnaji; tedy
£BAE = £ECF. Avsak £ECD >«ECF, tehdy 2£ACD >4BAE. Podobn¢ ovsem, kdyz se
rozpuli BC, téz £BCG, tj. £ACD >~ABC.

v

V kazdém tedy trojihelniku, jehoZ jedna strana se prodlouZzi, vn&jsi thel vétsi jest

v

nez kterykoli protéjsi uhel vnitini.
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Obr. 27 Prop. 1.16

Podtrzena cast (£.ECD > 4ECF) neplati pro obecny trojuhelnik ve sférické
geometrii, protoze ptimka CF nemusi lezet v ¢asti vymezené uhlem £ACD (F muze lezet

na piimce CD).
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2.4 Moderni axiomatické systémy geometrie z hlediska

didaktiky matematiky

Jan VysSin (1908-1983), Cesky matematik a prikopnik didaktiky matematiky,
charakterizoval geometrii jako ,,sjednocovani a zpfesniovani vSech objektivnich ptistupti k
matematice” (Koman et al 1986, 81). Skute¢né, geometrie si vyzaduje znacnou davku
preciznosti a soustiedéni, coz ji ¢ini dulezitym prvkem ve vyvoji jak abstraktniho, tak
I konkrétniho mysleni. Jeji vyucovani v ramci matematiky na zakladnich a stfednich
Skolach tak hraje dilezitou roli.

Jak bylo zminéno hned v prvni kapitole, geometrie se vyvinula z praktické
zkuSenosti ¢loveka. Prave tato skute¢nost by neméla byt pomijena i v jeji vyuce a zak by
mél byt ke geometrii veden prostiednictvim pro néj znamého svéta — skrze ty objekty,
které muze vnimat obzvlast’ svym zrakem nebo hmatem. Nelze vSak popfit, ze zdjmem
dne$niho zdka neni méfeni pozemkl nebo vystavba obydli. OvSem i Ulohy na méfeni
vzdalenosti a velikosti geometrickych objektii mizou byt formulovany tak, ze budou
pro zadka zajimavé. Je ovSem nutné je feSit nejen pocetné, ale 1 jakymsi kontaktem
s danym geometrickym objektem, jelikoZ vychodisko pro vyuku geometrie by nemélo byt
Cisté matematické (napf. kresleni, rysovani apod.), ale i empirické (hrani se s modely
téles, stavéni a porovnavani objektl riznych tvard). Pravé béhem prostého kresleni se
dit¢ poprvé setkdva s myslenkou vypliovani, resp. déleni roviny, coz jsou vyznamné
oblasti rovinné geometrie. Historie geometrie ndm jasné tikd, jak se postupné vyvijelo
geometrické mysleni — od konkrétnich konstrukci, pfes Euklida a ¢aste¢né zteoretizovani
geometrickych postuptl, az po Davida Hilberta a uplnou formalni axiomatizaci geometrie
jako védy. Tedy ackoli Hilbertovo zavedeni geometrie je z matematického hlediska
korektni, v historickém vyvoji mu piedchazela geometrie zalozena na Euklidové ptistupu.
Vynotuje se tak otdzka, zdali je pfirozenéjsi pro zéka (resp. i pro ucitele) postupovat
ve vyuce geometrie v souladu s jejim historickym vyvojem — tedy od praktickych tloh
a ne vzdy korektné definovanych (ale vice-méné intuitivnich) pojmi, smérem k formalni
axiomatizaci, nebo je nutné¢ predkladat zakiim védeckou ptedstavu o geometrii, resp.
od jakého veku je zacit s touto formalizaci seznamovat.

Pfed samotnym studiem néjakého objektu nebo jevu je nutné mit jednotnou
terminologii, tj. jasnou piedstavu o tom, co jsou a jaké vlastnosti maji ty objekty, s nimiz

pracujeme. Definicim prvotnich pojmi jak u Euklida tak Hilberta byla vénovéana kap.
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2.3.1. Ackoli se Euklides snazi definovat i ty nejjednodussi utvary, jako bod, piimka,
nebo rovina, vSechny jeho definice ptfedpokladaji néjakou piedchozi znalost a zkuSenost
zaku s témito objekty. Na rozdil od tohoto piistupu, axiomaticky koncipované ucebnice
neptedpokladaji zddnou ptedchozi znalost studované oblasti, protoze ,ta je plné
definovana pfisluSnymi axiomy a jakékoli pfedstavy o danych pojmech studiu spise
Skodi, nezZ napomahaji“ (Kufina 2012, 244). Fakt, Ze axiomy davaji jednozna¢ny vyznam
nedefinovanym pojmim, je vystizn€¢ vyjadfen vyrokem Davida Hilberta, ktery tiké, Ze
,V axiomech a matematickych vétach lze nahradit slova bod, primka, rovina napt. slovy
stul, Zidle a tacek* (Kufina 2012, 244). Tézko si predstavit, ze bychom zaky ve Skole
pifiméli zapomenout na jejich intuitivni piedstavu o bodech, pfimkach, nebo dalSich
geometrickych ttvarech a snazili se nejdiiv ze sady axioml vyvodit vlastnosti, které jim
uhld nebo mnohothelnikll je jednoznac¢né€ jejich vyobrazeni (resp. jejich Casti, napf.
Vv ptipad¢ pifimky a polopiimky) prostfednictvim néacrtu, nebo jiz ptipraveného obrazku.
U zédka tak vznika konkrétni pfedstava o tom, jak dany objekt vypadd, a ktera je
pro konstrukéni ulohy, resp. odvozovani nékterych jednodusSich tvrzeni dostacujici.
Vysloveni definice totizto nemusi znamenat zakovo osvojeni si dané¢ho pojmu, to nastava
az pracovnim kontaktem. ,,Vyznamnou roli pfitom hraji zkuSenosti, ptedstavy, predbézné
znalosti, ale naptiklad i ambice Zdka* (Kufina 212, 244).

I po definovani a vysvétleni geometrickych pojmti se mizou vyskytnout urcité
nejasnosti vedouci k zakoveé chybé. Problémovymi jevy miize byt napiiklad otazka
rozdilu mezi piimkou a useckou (resp. polopfimkou). V nalrtu, ptipadné¢ behem
konstrukce, je rozdil zfejmy — zak rozliSuje mezi useckou ohrani¢enou dvéma body
a ptimkou, ktera se v nacrtech body neohranicuje a co naznacuje jeji nekone¢nost. Muze
se ovSem stat, ze zak nebude tyto pojmy ve svych odiivodnénich rozliSovat a bude mluvit
naptiklad o délce primky, ptipadné Ze v rozboru konstrukce nespravné uzije naucené¢ho
matematického znaceni pro ptfimku, tsecku nebo poloptimku a z formalniho hlediska
napiSe néco, co neni terminologicky spravné. Ucitel pak musi uvazit, je-li to chyba
a piipadn¢ jakym zpusobem, zda vibec, Zaka opravit. Analogicka situace mize nastat
Vv piipad€ pojeti kruznice a kruhu. Jak jsem zminovala v pozndmce k Euklidové definici
kruznice v kap. 1.3.1, ¢eskd terminologie rozliSuje mezi kruznici a kruhem, coz ovSem
neplati ve vSech jazycich a navic toto rozliSeni neexistuje ani v ceStin€é u jinych
geometrickych objektt, jako napiiklad u &tverce nebo dal§ich mnohouhelnikd. Zak

se mize dopustit terminologické chyby, kdyz bude uvazovat o délce kruhu, piipadné
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obsahu kruznice. Stejné tak je diskutabilni spravnost tvrzeni, ze ,,pranik pifimky a kruhu
jsou bud’ dva body, jeden, nebo zadny bod“. RozliSeni mezi pfimkou a useckou, resp.
kruznici a kruhem dava smysl a Castokrat je béhem rozbort uloh i uZzite¢né, ovSem
historicky vyvoj znova nabizi otazku, zda neni toto rozdéleni vic nez predpokladem
spravnosti néjakého tvrzeni spisSe pomuckou, resp. nastrojem pro detailnéjsi (nikoli
spravnéjsi) rozbor dané tlohy.

Postupnym vyvojem Zékova (abstraktniho a konkrétn€ i geometrického) mysleni je
mozno piechazet od praktické, konstrukéni vyuky geometrie k postupnému predstavovani
formalni a abstraktni strdnky geometrického svéta. Velice zajimavy je citat studenta
ucitelstvi, ktery ma jiz znalosti z matematické analyzy 1 algebry a zac¢ina se hloubkové
vénovat geometrii: ,,Pfimka neexistuje, protoze prostor je zakfiven; a bod taky neexistuje,
protoze i nejmensi Castecku lze délit“ (Kufina 1999, 75). Tato mysSlenka vystihuje
charakteristickou ¢rtu matematiky, konkrétné ze ,matematika vznikd jako duSevni
konstrukce ve védomi toho, kdo ji studuje* (Kufina 1999, 75). Zakladni tlohou ucitele je
praveé tuto konstrukci rozvijet. Toto je ovSem pomérné dlouhodoby proces vyzadujici
trpélivého a geometricky zdatného ucitele a samoziejmé i1 poctivého zaka se zajmem
0 matematiku a geometrii. UcCitel mize vhodnymi tlohami ,,navozovat selhani intuice*
(Kufina 1975, 162) a postupné tak privadét zaka k odhodlani budovat geometrii
formalnéji a uvédomeni si vyznamu dokazovani i na prvni pohled zfejmé platnych
tvrzeni. Pro zaka se zdjmem o matematiku se tak ,.kazda definice stava vyzvou, proc je
pojem pravé takovym zpusobem zaveden, kazdd véta je vyjasnénim souvislosti, které
chce poznat, a kazdy dikaz nejen odpovédi na otdzku, pro¢ véta plati, ale 1 jejim
zafazenim do systému“ (Kufina 1999, 75). Formdalni pojeti vyuky geometrie
prostifednictvim systému axiomu, definic, vét a dikaz je pro zdky spiSe ,,hotovou
matematikou®, tedy takovou, kterou se maji pouze naucit a umét reprodukovat. Zda se
vSak, Ze je vyhodngj$i zakim ,pfipravit systém uloh, otazek a problémd, které mayji
samostatn¢ fesit a tak postupné pro sebe matematiku vytvaiet — coz je pristup, ktery
nazyvame konstruktivni vyuka matematiky* (Kutina 1999, 75). Velikost Zakladu spociva
I V tom, Ze pravé tyto konstruktivni piistupy, tak dulezité a praktické pro ucitelskou praxi,
Vv sobé obsahuji. ,Nejen, Ze je vnich vénovana systematickd péce geometrickym
konstrukcim, ale smés intuice, logického uvazovani, slovnich formulaci a obrazka
umoznuje, aby kazdy, kdo se ponofi do jejich studia, si pro sebe zkonstruoval bohaty svét

matematiky* (Kutina 1999, 77).
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Jakymsi kompromisem mezi Euklidem a Hilbertem by ve vyuce matematiky mohl
byt pfistup francouzského matematika Jacquesa Hadamarda (1865-1963), ktery v roce
1898 (tedy pouze jeden rok pied Davidem Hilbertem) vydava obsahlé dilo Legons
de géométrie élémentaire (Prednasky z elementarni geometrie), v némz je geometrie
podavana velice poutavym a pfirozenym zptsobem — ,klasické piistupy jsou citlive
vyvazeny s modernimi postupy” (Kufina 2012, 239). Hadamard vSechna tvrzeni
dokazuje, avsak jeho kniha neni, na rozdil od Hilberta, koncipovana axiomaticky. Dal§im
rozdilem je, ze Hadamard vyuZzivd zkuSenosti studenti s prostorem, ve kterém Ziji.
Prvnim pojmem, ktery uvadi, je pojem télesa jako ,,ohrani¢ené ¢asti prostoru* (Hadamard
2008, 1). ,.Spole¢nou casti dvou ¢asti prostoru® pak nazyva plocha a uvadi hned
konkrétni ptiklad — list papiru nam mutize dat pfibliznou pfedstavu o tom, co je to plocha,
ovSem neni to striktn¢ vzato plocha jako takova, jelikoz dané Casti prostoru jsou navic
ohraniceny 1 ,,tloustkou* tohoto listu. Jako plochu si tak miizeme piedstavit ,,list papiru,
jeho tloustka se nekonedné zmen$uje (Hadamard 2008, 1). Cdrou pak nazyva
»spole¢nou ¢ast dvou ploch® (Hadamard 2008, 1), ale opét zdraznuje, ze cary, které
nakreslime ndm muazou dat jenom pfibliznou predstavu o geometrické Care, jelikoz vzdy
budou mit jistou $itku, kterou geometricka ¢ara nema. Nakonec bodem nazve ,,prisecik
dvou ¢ar“ (Hadamard 2008, 1). Hadamard pak dale v Euklidové duchu, ovSem velice
svézim zpusobem, pokracuje v systematickém dokazovani zakladnich tvrzeni. Kazdou
kapitolu uzavira sérii uloh rozsifujicich probiranou teorii. Navic soucasnd vydani
obsahuji i CD s interaktivnimi dokumenty dopliujici a demonstrujici Hadamardovy
postupy. Toto dilo tak svou strukturou i obsahem poskytuje Euklidové geometrii moderni
rozmér a muze tak byt velice kvalitnim zdrojem pro vyuku geometrie na zékladnich
a stfednich skoléach.

Podle mého nazoru je dulezité, aby se vyuka geometrie piidrzovala historického
vyvoje geometrického mysSleni, protoze pravé to dokumentuje postupny rozvoj
charakterizace geometrického svéta. Pro zéka je ptirozenéjsi budovat si ,,svou geometrii*
od praktické zkuSenosti a pies konkrétni tlohy se postupné dostavat (samoziejmé
Vv ptipad¢ zajmu) k stale vySSimu stupni abstrakce. OvSem zastdvam postoj, Ze ucitel by
mél byt obezndmen jak s praktickou a intuitivni geometrii, tak 1 sjeji moderni
axiomatizaci, tedy s Davidem Hilbertem a jeho Grundlagen der geometrie, aby mohl
ptipadnym zvédavym a zanicenym zakim predkladat i tuto stranku geometrie aby byl
obeznamen s pifedmétem, ktery vyucuje, Vco nejvyS$si mife. Jan VySin napsal

pro vzdélavani uditelt v hilbertovském duchu ucebnici Elementdrni geometrie (1952),
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v uvodu které varuje, ze ,,Ctenaf si musi byt védom toho, Ze solidni studium zaklad
geometrie, byt se mu zdalo nezdbavnym, protoze zdanlivé nepfinasi nové poznatky, je
pro ného jako pro ulitele geometrie nezbytné nutné, ma-li této discipliné vyucovati

na védeckém podkladé* (Kufina 2012, 243).
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3 Zavér

Cilem této prace bylo zdokumentovat axiomatické systémy geometrie
Z historického hlediska — od Euklidovych Zdkladii po Hilbertovy Grundlagen der
Geometrie — s dirazem na vyhledani moznych nedostatkti v Euklidové dile a jejich
moznym vyuzitim jako motivacnich uloh ve vyuce geometrie na druhém stupni
zéakladnich skol a pfedevsim na stfednich Skolach. Mohli jsme si v§imnout, ze geometrie
se vyvijela postupné, od opirani se o intuitivni poznatky, pies mnozstvi diskusi
a vyzkumu, az po striktné formalni pfistup ke geometrickym uvaham a znalostem v nich
vyuzivanych. Ve své praci jsem se snazila poukazat na nékteré vyznamné matematiky,
kteti pfispeli k tomuto vyvinu a piicinili se tak o dnes jiZ matematicky korektni zavedeni
geometrie. Kapitoly byly strukturovany tak, aby ¢tenai mohl pozorovat, na ktera dila
kterych matematikt Hilbert navézal a nasledné aplikoval ve svém systému.

Rozséhla a myslenkové bohatd historie geometrie nabizi mnoZstvi problémut
a uloh, které dlouha staleti vzbuzovaly mezi matematiky otazky, nejasnosti a dohady,
¢imz upozoriovaly na dtlezitost logicky spravnych postuptli, opirajicich se o pevny
teoreticky zaklad. Pravé na tyto logické problémy poukazovala tato prace. Jednim
z alternativnich pfistupti k vyuce geometrie na stfednich Skolach by mohlo byt nabidnuti
téchto otazek studentliim a vhodnymi dotazy a dopliiujicimi tlohami je ptivést k feseni. |
Vv piipad¢, Ze by student k feSeni nedospél, je mozné nastolené problémy vyuzit jako
motivaci pro piedstaveni moderniho axiomatického systému geometrie piedstavovaného
Davidem Hilbertem a jeho péti skupinami axioml. Otazkou je, zdali by se student radgji
drzel euklidovského pfistupu, postaveném z nemalé ¢asti na intuitivnim mysleni, nebo by
mél zajem zabyvat se rozborem na prvni pohled trividlnich kol a dikazy (intuitivn¢)
zfejmé platnych tvrzeni.

V prubéhu studovani materidlli pro svou praci a jejich zpracovani jsem mela
moznost pochopit komplexnost této tematiky, a bylo proto misty narocné vSechny
dostupné informace zpracovat a dat jim takovou strukturu a obsah, které by dostatecné
tuto problematiku uchopily a nabidly ¢tenafi aspon ¢astecnou predstavu o jeji podstaté
a slozitosti. Uvédomuyji si, ze krom& mnoha odpovédi a novych znalosti, které mi ptiprava
této prace poskytla, toto bohaté¢ téma nabizi mnoho dalSich podnéti k dalSimu studiu,

naslednému zpracovani a predevsim k aplikaci tohoto pfistupu v ucitelské praxi.
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