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Abstrakt: Cilem prace je vhodné zpracovani tématu neeuklidovské geometrie
pro stiedni skoly. V praci je obsazen historicky tvod, ktery popisuje cestu k ob-
jevu neeuklidovské geometrie. Uvod je zaméfen na netspésné dikazy patého
Euklidova postulatu, jakoz i chybam, kterych se v nich matematici dopoustéli.
Prace pokracuje seznamem vét, které jsou ekvivalentni s patym postulatem
a soustfeduje se na rizné zpusoby rozdéleni geometrie v literatuie, a upres-
nénim mista neeuklidovské geometrie v téchto rozdélenich. Prace také demon-
struje vyuziti neeuklidovské geometrie v kazdodennim zivoté. Dilezitou césti
je zavadéni prvotni predstavy o neeuklidovské geometrii za pomoci trojrozmeér-
nych modelt této geometrie. Prace mé téz priblizit ¢tenafi jakymi zptisoby mu-
zeme ke geometrii pristupovat, a jaké jsou jejich vyhody a nevyhody. Posledni
¢ast je vénované praktické praci s neeuklidovskou geometrii. Pro tento tucel byl
vybran vhodny matematicky model této geometrie, ve kterém se da snadno
pracovat i za pomoci matematickych softwart ¢asto vyuzivanych pii vyuce

na strednich skoléach.
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Abstract: The aim is appropriate elaboration of the subject non-Euclidean
geometry to high school. The work includes historical introduction that de-
scribes the path to the discovery of non-Euclidean geometry. Introduction is
focused on failed proof attempts of the fifth Euclidean postulate, as well as
errors in them which mathematicians committed. Work continues with list of
sentences that are equivalent to the fifth postulate and focuses on different
ways of partitioning the geometry in the literature, and clarifying the place
of non-Euclidean geometry in these distributions. The work also demonstra-
tes the use of non-Euclidean geometry in everyday life. The important part
is the introduction of the primary notion of non-Euclidean geometry using
three-dimensional models of this geometry. Aim of thesis is to show the rea-
der which ways we can use to approach geometry, what are the advantages
and disadvantages of these methods. The last section is devoted to practical
work with non-Euclidean geometry. For this purpose, appropriate mathemati-
cal model of this geometry was chosen, easy to operate even with the help of
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Uvod

Neeuklidovska geometrie mé zaujala na jedné z prednasek na fakulté, kde
byla zafazena jako rozsitujici uc¢ivo. Protoze ji zatim nebyl vénovan zadny se-
mestralni pfedmét, zacala jsem si informace o ni hledat sama. Mé samostudium
neeuklidovské geometrie nebylo snadné a z poc¢atku bylo dosti problematické
se orientovat v nalezené literature, nebot kazdy z autoru pfistupoval k vysvét-
lovani teorie jinak!.

Téma mé prace, Neeuklidovska geometrie pro stfedni skoly, jsem si vybrala
na zakladé mého néazoru, Ze by se s neeuklidovskou geometrii mohli seznamit
uz studenti stfednich skol, ktefi projevili o matematiku hlubsi zdjem. Z vlast-
nich zkuSenosti vim, Ze hledani vhodnych informaci o neeuklidovské geometrii
pro ¢lovéka, ktery o této geometrii jeSté nic nevi, neni snadné.

Rada bych ve své praci podala zakladni predstavu a informace o neeuklidov-
ské geometrii zpusobem, ktery by byl vhodny pro rozsitujici vyuku matema-
tiky na stfedni Skole nebo do zadjmovych krouzkt zamérenych na matematiku
a pro jeji hlubsi porozuméni. Zakladnim cilem mé préce je seznamit se s teorif
neeuklidovské geometrie, a vybrat ¢asti teorie, které jsou primérené védomos-
tem studenti na stfednich Skoladch, a vytvorit text, na zakladé kterého by
student ziskal zdkladni informace o neeuklidovské geometrii, které muze v pii-
padé zajmu dale rozvijet za pomoci odborné literatury. Cast mé prace bude
vénovéana historii, ve které chci ukazat propojeni euklidovské a neeuklidovské
geometrie, stejné jako zajimavym skutecnostem, které tato historie prinasi.
V dalsi ¢asti bych radda ukazala vyuziti neeuklidovské geometrie spolu se zpii-
soby, kterymi miizeme tuto geometrii zkoumat, a objasnila bych jeji misto
z pohledu obecné geometrie. V posledni ¢éasti bych rada pracovala s praktickou
geometrii a nacrtla ¢tenéri, jak se pracuje v neeuklidovské geometrii za pomoci

modelu.

1V knize [15] je to analyticky p¥istup. v knize [23] je to axiomaticky p¥istup, v knize [12]

je budovana geometrie za pomoci modelu.
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1 Historie neeuklidovské geometrie

1.1 Zacatky geometrie

Planimetrie?

, se kterou se bézné setkdvame uz na prvnim stupni zaklad-
nich skol, je znama od babylonskych ¢ast. Jde o geometrii, které vznikla z po-
tfeb kazdodenniho Zivota, napt. vyroby néstroji, stavby obydli nebo préce
na poli [19, s. 7]. Je velmi intuitivni a bez vétsich problému se s ni dalo pra-
covat. A starovéci Rekové v Alexandrii se nespokojili s konstatovanim fakti
jenom na zakladé pozorovani a zkuSenosti, ale zacali geometrii logicky odvozo-
vat a vytvaret v ni systém. V literatuie [19, s. 8] 1ze najit informace, Ze Thalés
z Milétu jako prvni naznacil, Ze tvrzeni je mozné odvozovat z jinych, a Pytha-
goras ze Samu zavedl do matematiky ditkaz. V tomto obdobi vzniké teoreticki
matematika. Tento pristup vSak vyzadoval pfesné definice pojmi, o které se
pii odvozovani a dokazovani dalsich skutecnosti dalo oprit.

V 6. stoleti pf. n. 1. matematici zacali shromazdovat védomosti o mate-
matickych jevech a vytvorili tak podklady ke vzniku dila Zdklady?, které ko-
lem roku 300 p¥. n. 1. napsal Eukleides [17, s. 24|. Eukleides se jako prvni po-
kusil dukladné sepsat zakladni pravidla a pojmy, které sjednocovaly tisice let
starou matematiku. Praktické poznatky z oblasti geometrie byly v Zdkladech
poskladany do systému abstraktnich pojmii, které se déale rozvijely na zakladé
logickych souvislosti, a ne jenom na zékladé pozorovani.

Italsky autor Lucio Russo se domniva [22, s. 66|, Ze geometrické poznatky
Zidkladi mély slouzit jako navod k pocitani jakychkoliv vypocti. Podle jeho
knihy délali Rekové vypocty tak, Ze si je nejprve prevedli na geometricky
tikol, ktery pomoci pravitka a kruzitka narysovali, a vzniklou konstrukei nako-
nec odmeérili. Je toho nazoru, ze Zdklady slouzily jenom jako manuél k vypo-
¢tum, ktery ukazoval, jak a k ¢emu se daji pouzit.

Jako autor Zdkladi je v soucasnosti uvadén Eukleides, i kdyz ruku k dilu

prilozilo vicero vyznamnych matematiki. Recky filosof Eudemus byl presvéd-

2Geometrie, ktera se zabyva geometrickymi ttvary v roving.
3tecky Stoicheia
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¢en, ze bez Pythagora by dilo nevzniklo. V literatufe lze najit jeho vyrok [17,

s. 11]:

,Pravé Pythagoras zménil geometrii tvorbou vSeobecnych principt

a teorii rozvoje prostifednictvim ¢isté abstraktni argumentace”.

Tato slozité napsand véta nam nefika nic jiného nez to, ze Pythagoras
se jako jeden z prvnich pii své praci snazil vytvaret geometrii, kterd nebyla
viitbec vazana na nasi zkuSenost. Préaveé tento pristup se pozdéji ukazal jako

nejvyznamnéjsi krok pfi budovani teorie neeuklidovské geometrie.

1.2 Euklidovy Zaklady

Zdklady jsou tvoreny trinacti knihami, v kterych se FEukleides vénuje geo-
metrii v roviné, teorii ¢isel a geometrii v prostoru. Prvni kniha za¢ina dvace-
titfemi definicemi (zakladni objekty, se kterymi pracuje), péti pravidly (bézné
vztahy) a péti axiomy? (predpoklady, které piijimame bez diikazu jejich plat-
nosti), ze kterych logicky odvozoval dalsi tvrzeni [22, s. 61].

Nejstarsi uspésny preklad Zdkladi do ¢eského jazyka (je mozno najit také
na internetu [24]) je z roku 1907 od Frantiska Servita, ktery se stal po studiu
na univerzité profesorem klasickych jazyka némciny v Praze [1]. V soucas-
nosti je nejdostupnéjsi preklad Zdkladi z edice nékolika knih, které vychézely
v letech 2008 az 2013°.

Kdyz Eukleides psal Zdklady, védél, ze kazdy detail musi peclivé promys-
let, aby vytvoril uceleny systém geometrie. Kdyz se zamyslite, jakym zptisobem
byste definovali napiiklad tecku (bod), kterou nakreslite na papir? Vsichni ur-
¢ité intuitivné vime, co je bod nebo ¢ara, ale vyslovit né&jakou definici, ktera

by matematicky vystihovala jejich vyznam, neni snadné.

4V nékteré literatufe se uvadi 5 postulati a 9 axiomt, kde postulat je chapan jako
pozadavek [15, s. 10]. V soucasné literature oznacuji ve vétsiné p¥ipadi axiom a postulat
totéz.

®Knihy jsou uvedeny v seznamu literatury |[6],]7],[8],[9],[10].
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Eukleides definoval tyto pojmy nasledovne® [15, s. 10]:

bod je to, co neméa zadné casti,

cara je délka bez sitky,

piimka je ta ¢ara, kterd je stejné polozena vzhledem ke vSem svym bo-

dim,

plocha je to, co ma délku a sitku.

Ostatni matematici témér hned poukazovali na nékteré nepresnosti v defi-
nicich a tvrzenich, které dilo obsahovalo [18, s. 92|. Co znamena ,neméa zadné
casti“? Neexistuje definice, kterda by vysvétlovala, co znamena nemit zadné
casti. Eukleides ve svém dile dokonce ¢asto mlcky predpokladal, nebo se odvo-
laval na jina tvrzeni, kterad nikde nedokazoval a nebyla zarazena ani do axiomu
[22; s. 65].

Nejvétsi diskuse byly zaméfeny pravé na pét axiomu (postulati), které
tvorily jakysi zaklad pro dokazovani vSech ostatnich tvrzeni. Tyto postulaty

zné&ji nasledovné [15, s. 11]:

Axiom 1. Dva body lze vzdy spojit jedinou primkou.

Axiom 2. Pifimou ¢aru omezenou lze vzdy prodlouzit.

Axiom 3. Z libovolného stfedu a poloméru lze vzdy sestrojit kruznici.
Axiom 4. Vsechny pravé thly jsou mezi sebou ekvivalentni.

Axiom 5. Protina-li pricka dvé pfimky a tvori-li s nimi na téze strané dva
vnitini thly o sou¢tu mensim, nez dva pravé, tyto dvé piimky (v pfipadé nut-
nosti prodlouzeny) se protinaji na téze strané piicky, kde je soucet zminénych

vnitinich thli mensi nez dva pravé.

5V knize [6] jsou postulaty formulovany jinym zptisobem, ktery se mi zdal méné srozu-

mitelny.



1.3 Pokusy dokdzat 5. axiom )

vvvvvvvvvv

¢tyti. Nazyva se také axiom o rovnobézkach”, protoze ve skutecnosti je ekviva-
lentni s tvrzenim, Ze kdyz v roviné mame piimku a bod, ktery na dané piimce
nelezi, existuje k této primce pravé jedna rovnobézka prochézejici danym bo-
dem.

Podle autora knihy Poincarého domnénka Eukleides urcité dlouho a tézce
premyslel, nez paty axiom na seznam piidal a jisté s nim nemohl byt spokojeny
[22, s. 72]. Mnoho feckych matematiki si v8imlo, ze zna¢ny pocet tvrzeni, které
Eukleides dokazuje, se viibec neopira o paty axiom a dokazuji se jenom z prv-
nich ¢tyr. A tak vznikla otézka, na kterou velmi dlouho nikdo neznal odpo-
véd. Skuteéné musime zaradit paty axiom mezi zakladni axiomy, nebo se da
dokézat z prvnich ¢tyi? |23, s. 16] Odpovéd se ale v starovékém Recku nena-
Sla. Nenasli ji Arabové ve stfedovéku a dokonce ani novodobi Anglicané, Ita-
lové, Némci... VSichni byli tak hluboce pfesvédéeni o dokazatelnosti axiomu
ze zbylych ¢tyT, Ze se pii hledani dikazu dopustili mnoha chyb. Pravé paty
axiom a pokusy o jeho ditkkaz mély zasadni vliv na vznik neeuklidovské geome-

trie.

1.3 Pokusy dokazat 5. axiom

Poseidonios

Jeden z prvnich vyznamnéjsich pokusi o dikaz byl ten, ktery zvefejnili
Poseidonios a Aganis jesté v obdobi pred Kristem. Domnivali se, Ze kdyz rov-
nobézky nebudou chépat jako Eukleides®, ale definuji si je vhodné&jsim zpi-
sobem, dikaz bude snadny. Aby jejich definice neméla negativni tvar, znéla

takto [23, s. 147]:

e Rovnobézky jsou primky v roviné, které maji od sebe stale tutéz vzda-

lenost.

"napi. v knize 23, s. 151]
8Dvé piimky, které se nikdy neprotnou.
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Bohuzel jiz stari Rekové upozoriovali na to, Ze definice nejsou shodné a ne-
musi vyjadfovat totéz. Dokonce Geminos uvadi jako piiklad hyperbolu a jeji
asymptotu® |23, s. 147]. Tyto kiivky jsou rovnobé&zky podle definice Euk-
leida, ale nikoliv podle definice Poseidonia. Obdivuhodné znalosti geometrie
jiz v tomto obdobi (1. stoleti p¥. n. 1.) rychle odhalily chybu, které se oba

matematici dopustili.

Proklos

Dalsi vyznamny pokus o ditkaz u¢inil Proklos (5 stoleti n.l.), ktery byl také
hluboce presvédcen, ze paty axiom je dokazatelny ze zbylych ¢tyt. Podarilo se

mu sestrojit dikaz na zékladé pomocné véty, ktera znéla (23, s. 147|:

e Piimka, kterd protind jednu ze dvou neprotinajicich se primek, protina

i druhou primku.

Aby se mohlo Fici, ze dukaz skute¢né plati, musel Proklos dokazat i svou po-
mocnou vétu a tady udélal chybu. Pri dokazovani predpokladal, ze kazdy bod
jedné ze dvou neprotinajicich se pfimek mé od té druhé kone¢nou vzdalenost
[23, s. 148|. Jak se pozdéji ukazalo, toto tvrzeni je ekvivalentni s euklidovym
postulatem. Proklos udélal tzv. dikaz kruhem!?. na nespravnost dikazu kru-

hem poukazoval uz Aristoteles, ktery fikal:

,Pokud A plyne z B, B plyne z C a C plyne z A, nemutzeme fici, ze
pravdivost A plyne z C.“ |22, s. 73|

Nasir-Eddin

Fenomén patého axiomu se dostal v 13. stoleti i na Arabsky poloostrov. Ara-
bové byli velmi dobii matematici. Autorem nejzajimavéjsiho dikazu této doby
byl Azerbijdzanec Nasir-Eddin (1201-1274), jehoz arabsky preklad Eukleida
byl vydéan az roku 1594 [23, s. 148]. Jako prvni spojil paty axiom s védomostmi

o sou¢tu uhla v trojuhelniku. Opira se o tvrzeni [23, s. 148]:

9Ptimka, ktera se priblizuje k hyperbole, ale nikdy ji neprotne.
10Chybny postup dikazu, pii ném? se prfedem piedpoklada to, co se chce dokazovat.
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e Necht jsou p a g takové primky, ze z bodu C, ktery lezi na p, je spusténa
kolmice C'D na pf¥imku ¢, a C'D tvofi s pfimkou p nerovné vedlejsi uhly
|<ECD| < |<ACD|. Pak tsek kolmice spusténé z bodu X piimky p
na piimku ¢ je kratsi nez C'D, je-li X jakykoliv bod na p na strané
ostrého uhlu (na polopfimce C'E), a vétsi, je-li X na p na strané tupého

thlu.

Nasir-Eddin sepsal promysleny diikaz a kazdé své tvrzeni skutecné doka-
zal. Bohuzel jeden z jeho predpokladii, o ktery se opiral hned na zacatku du-

! s Euklidovym axiomem o rovnobé&zkach [23, s. 150].

kazu, byl ekvivalentni
I kdyz se mu dikaz nepovedlo sestrojit, udélal veliky krok dopredu ve zkoumani

problému patého axiomu.

Giordani Vitale

Dikaz se stal neprekonatelnym ofiskem pro mnoho matematikt i na po-
¢atku novovéku'?. Vétsina z nich bohuZel nepfisla na Zzadnou novou mys-
lenku, kterda by posunula snahu dokazat paty axiom o néco blize k tuspés-
nému cili. S malym pokrokem piisel az G. Vitale (1633-1711), ktery dikaz
spojil se ¢tyriuhelnikem ABCD, ktery mé shodné strany AD a BC a pravé
thly pii bodech A a B. Jeho hlavni myslenkou bylo dokazat, Ze existuje bod
E, ktery patii tise¢ce C'D a mé od piimky AB vzdalenost, odpovidajici délce
tsecky BC' [23, s. 150|. Vitale se ale také dopustil chyb, které provazeji po-
kusy o uspésny dikaz jiz nékolik set let. Tise predpokladal tvrzeni, jez bylo

ekvivalentni s euklidovym axiomem.

Girolamo Saccherri

Novy pohled na véc pfinesl az jezuita Girolamo Saccherri (1667-1733).
Zkoumal veliky pocet axiomi, které jsou ekvivalentni s euklidovym. Napiiklad

tspésné dokazal ekvivalenci patého axiomu s vétou |22, s. 74]:

e Soucet v8ech thla v trojihelniku je 180 stupni.

1Ma4 stejny vyznam, je rovnocenny.

1274 pocatek novovéku se povazuje rok 1492, kdy Krystof Kolumbus objevil Ameriku.
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Ve svém dile |23, s. 151] Euclid ad omni naevo vindicatus (Eucleides v§i po-
skvrny zbaveny) se vénoval analyze dosavadnich dikazi patého axiomu a jako
prvni se pokusil axiom dokéazat sporem'®. Hlavni myslenka jeho diikazu spociva
v pfedpokladu, ze soucet vSech hli v trojihelniku je mensi, nebo vétsi nez 180
stupni [22, s. 74]. Sacherri byl presvédéeny, ze dikaz se mu povedlo sestrojit
a skutecéné piisel ke sporut®. I kdy# tento dikaz byl skuteénym skvostem, ani
on se nevyhnul malé chybicce pii dokazovani. Problém nastal s chapanim vy-
razu ,nekonecné vzdaleného bodu“ [23, s. 160]. Sacherri s nim totiz pracoval
jako s obyc¢ejnym bodem v kone¢nu, a to prineslo nékolik odlisnosti v chapani

vlastnosti objekti pii dokazovani.

Louis Bertrand

Nekonecno pii dokazovani pouzil i évycar L. Bertrand, a také to nedopadlo
tspésné. Ve svém ditkazu pracoval s pokrytim roviny. Hlavni myslenka [23; s.
162] ukazovala, ze neni mozné pokryt celou (nekone¢nou) rovinu koneénym
poctem utvart tak, aby pfi jejich jiném rozlozeni tyto ttvary danou rovinu uz
pokryt nestacily. Bertrand si neuvédomil, Ze vlastnosti pokryti omezené casti

roviny nemusi platit (a ani neplati) pii pokryvani celé roviny.

Johann Heinrich Lambert

V roce 1763 student univerzity v Gottingenu G. S. Kliigel jako prvni pfi-

5

pustil ve své disertacni praci'®, ve které zkoumal dikazy patého axiomu, Ze

pohled na axiom je mozna nespravny [23, s. 164]. Jeho zavér znél:

Skutecné by se mohlo stat, ze by se dvé primky, které se nepro-
tinaji, rozesly. Tuto moznost mame za absurdni, ale nikoliv kvli
prisné raciondlnim tdvahdm nebo jasnym konceptim, nybrz diky

nasi zkusenosti a soudu nasich o¢i.” [22, s. 75].

BDikaz, pii kterém se dokazuje neplatnost negace ptivodniho tvrzeni, které chceme do-

kazat.
HMeely ditkaz v knizce [23, s. 152]
157 avéreéna prace studentt tfetiho stupné vysokoskolského studia, tedy studia doktor-

ského.
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Tato préce inspirovala svycarského matematika J. H. Lamberta, ktery mél
povést prazvlastniho ¢lovéka, o nemz Leonard Euler dokonce prohlésil, ze je
nejvetsi trouba v celém Prusku [22, s. 75|. Lambert skoro dokézal, Ze axiom

o rovnobézkach je ekvivalentni s tvrzenim:
° étyfl’lhelnik, ktery mé tii thly pravé, ma pravy i posledni, ¢tvrty thel.

Tuto vétu chtél dokazat sporem. Vytvoril si tii hypotézy (¢tvrty thel mize
byt tupy, ostry nebo pravy), které nezavisle na sobé dokazoval [23, s. 165]. Jeho
diikazy jsou skutecné rozsahlé a podrobnéji zpracované, nez byly ty Sacheriho.
Lambert vSak pouzil nésledujici predpoklad, ktery byl ekvivalentni s patym

axiomem |23, s. 170]:
e Kazdymi tfemi nekolinedrnimi'® body lze vést kruznici.

I kdyz nedokézal paty axiom, jeho préace si zaslouzi veliky obdiv. Bohu-
zel, spisy Lamberta, jakoz i jeho predchudcii, upadly do zapomnéni az do doby

objeveni neeuklidovské geometrie.

Adrien-Marie Légendre

V dobé Francouzské revoluce (1789-1799) A. M. Légendre vydéava knihu
Eléments de géometrie (Zaklady geometrie), ktera se ma vyuzivat hlavné ve sko-
lach [23, s. 170]. Myslel si, Ze nagel dikaz Euklidova axiomu, ale ve skutecnosti

se mu to nepodafilo. Znamé jsou dvé jeho véty 23, s. 171]:

Légendrova véta 1. V trojihelniku je soucet whli mensi nebo roven dvéma

pravym.

Légendrova véta 2. Je-li v jednom trojuhelniku soucet whli menst resp. roven

180 stupniii, pak je tomuto tak v kazZdém trojuhelniku.

Dikazy téchto vét jsou v knize B. V. Kutuzova [18, s. 15]. Obé& dokézal

uz Saccheri, proto se ¢asto oznacuji jako véty Légendrovy-Saccheriovy!”. Chtél

16Body, které nelezi v jedné piimce.
17V knize [18].
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dokazat, ze soucet thla v trojihelniku musi byt 180 stupn, protoze veédeél, ze
toto tvrzeni je ekvivalentni s patym axiomem [23, s. 171]. Nejprve dokazuje
toto tvrzeni analyticky, kde predpokladé, Ze na volbé jednotky nezélezi, coz
znamend, Ze existuji podobné utvary 23, s. 172|. Tento pfedpoklad je ale ekvi-
valentni s Euklidovym axiomem. Nastésti usoudil, ze tento diikaz je pfilis slo-
zity pro jeho knihu a ve 8kole by nenasel pochopeni |23, s. 170|. Pokusil se
tedy o ditkaz geometricky. V ném ale opét pouzil tvrzeni ekvivalentni s patym

axiomem:
e Kazdym bodem uvnitt thlu lze vést ptimku, jez protina obé jeho ramena.

Légendre se pokusil jesté o diukaz nékolikrat, kazdy pokus vsak skoncil
netspéchem, i kdyz samotny Légendre byl presvédcen o své pravdé az do své

smrti [22, s. 77].

1.4 Objev neeuklidovské geometrie

Kone¢né se blizime k neeuklidovské geometrii, jejiz objev je samoziejmé
tzce spojen s geometrii euklidovskou, konkrétné s dokazovanim péatého axi-
omu. Pravé dokazovani sporem, pii kterém se predpoklada, ze paty axiom
neplati, odhalilo existenci jinych geometrii.
raz euklidovska geometrie nemél vitbec opodstatnéni, protoze jina geometrie
neexistovala. na zacatku 19. stoleti si stale vice a vice matematiki pohravalo
s mySslenkou, Ze paty axiom se mozné dokdzat nedd a ze existuje geomet-
rie, ve které neplati. I kdyz na tyto zavéry méli pravo, védéli, ze by nebyli
pochopeni vefejnosti. A tak se stalo, ze cestu k neeuklidovské geometrii nasli
nezavisle na sobé tfi matematici, kterym se ale uznani za tenhle veliky objev
dostalo az po smrti. Nékteré informace tikaji, Ze se objevitelé mohli navza-
jem ovlivnit, ale dnes jsou podle autora O‘Shea tyto dohady zcela vyvraceny
[22, s. 88]. Podle mé je toto tvrzeni pon¢kud odvazné vzhledem k tomu, Ze
existuji dikazy o korespondenc¢ni komunikaci a také rizné skutecnosti, které

nasvédc¢uji, Zze se mohli navzajem nepiimo ovlivnit.
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Johann Friedrich Gauss (1777-1855), Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevsky (1792—
1856) a Janos Bolyai (1802-1860) jako prvni vyfesili zdéhadu kolem axiomu
o rovnobézkach. Za objevitele neeuklidovské geometrie je povazovan Lobacev-
sky, protoze zvefejnil své myslenky jako prvni uz v roce 1826 a v roce 1829
publikoval svou teorii neeuklidovské geometrie [22, s. 86]. V soucasnosti se uz
vi, ze Gauss rozvijel své myslenky davno pfed Lobacevskym, ale jenom v kore-
spondenci se svymi prateli [23, s. 195]. Jeho zavéry byly tak revolucni, Ze si je
radéji nechal pro sebe a neriskoval nepochopeni ostatnich matematiki. Kdyz
Farkas Bolyai poslal praci svého syna Jénose v roce 1831 Gaussovi, Gauss mu

odpovédél, ze uz pfed mnoha lety prisel ke stejnym zavérim jako Janos:
,Chvilit tvého syna by znamenalo chvalit sam sebe. [16].

Janos ale nechtél uvérit, ze Gauss nezavisle na ném dospél k neeuklidov-
ské geometrii, dokonce obvinil svého otce, ze sdélil pred¢asné Gaussovi jeho
myslenky [22, s. 85]. Byl nazoru, ze Gauss by novy objev povazoval za tak
dilezity, Ze by se objevil v tisku, nebo by se o ném alespon nékde zminil. Do-
konce kdyz se mu do rukou pozdéji dostal Lobacevského spis o neeuklidovské

geometrii, byl presvédcen, ze mu myslenky byly ukradeny [23, s. 203].

1.4.1 Carl Friedrich Gauss

Némecky matematik, ktery to v détstvi nemél lehké. Jeho otec byl délnik
a jeho matka sluzebné. Mél ale Stésti, Ze si ho vsiml ve Skole asistent ucitele
Martin Bartels, ktery se mu dostatecné vénoval a zafidil mu misto na gym-
naziu [22, s. 78|. Pozdé&ji se mu podafilo ziskat finan¢ni prispévek na vzdélani
(obdoba dnesniho stipendia) a dostal se na univerzitu v Gottingenu [23, s. 188|.
Gauss byl po dokonceni skoly hvézdarem. Slavnym se stal, kdyz roku 1801 vy-
pocital souradnice asteroidu, ktery za kratky ¢as po objeveni zmizel [22, s. 79).
Veédélo se, ze difv nebo pozdéji by se mél objevit, ale nikdo nevédél kdy a kde.

Gauss na vypocet pouzil sviij vlastni algoritmus'®, ktery jak se ukazalo, byl

8Ptesny navod & postup, kterym lze vyfesit dany problém.
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spravny. Pracoval i na velikém projektu, zabyvajicim se zmapovanim Hanno-
veru, ktery byl pomérné zalesnény, a proto byla néktera mére témeér nemozné.
P1i tomhle projektu se zacal naplno vénovat geometrii a geometrickym pted-
stavam zakiiveni zemékoule [22, s. 80]. Prohloubil si své znalosti z geometrie
na zaktivenych plochach a dospél k nazoru, ze zaktiveni plochy zasadné méni

o, e

nez ta, kterou vSichni znali.

1.4.2 Farkas a Janos Bolyai

Farkas Bolyai, otec Janose Bolyai, byl madarsky matematik, o kterém se
fiké4, Ze jim zacinaji d&jiny matematické ¢innosti v Madarsku [6]. Také stu-
doval na univerzité v Gottingenu, kde se seznamil s mladym Gaussem. Oba
se zajimali o Euklidiv paty axiom, a tento zajem podporoval i jejich profesor
G. S. Kliigel [23, s. 189], ktery vyslovil pochybnosti o tom, Ze se da dokézat.
Dokazovani se stalo jejich Zivotnym cilem a vénovali mu enormni mnozstvi
svého ¢asu. Farkas Bolyai ale tolik tspéchii jako Gauss nezazil. Po studiich se
vratil zpét do Madarska (pry pésky, protoze byl bez penéz). U¢il na gymna-
ziu, psal divadelni hry, provozoval hospodu, navrhoval dlazdice, kamna,...|22,
s. 81]. Svij volny ¢as ale nadale vénoval patému axiomu. Dokazal ekvivalenci

S tvrzenim:

e Kazdymi ¢tyfmi body nelezicimi v roviné je mozné vést kulovou plochu

(nebo kazdymi tfemi body nelezicimi v piimce lze vést kruznici).

Kdyz se mu narodil syn, bylo mu jasné, ze z ného chce mit matema-
tika, a sim mu daval matematické vzdélani |22, s. 81]. Farkas mél mélo pe-
néz, aby mu zabezpecil to nejlepsi vzdélani. Poprosil proto svého pritele Gausse
o stfechu nad hlavou pro Janose, aby mohl studovat na univerzité v Géttingenu.
Odpoveédi se ale nedockali [23, s. 198]. Janos vystudoval nakonec obor vojenské
techniky ve Vidni a byl jedenact let v armadé [11]. KdyZz v roce 1820 psal
svému otci o pokusech dokazat axiom, Farkas ho prosil, aby toho zanechal [23,

s. 199]. Janos se ale nenechal odradit a pokracoval ve svém zkouméani. Roku
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1832 vychazi Janostv spis o jeho poznatcich jako dodatek ke knize Farkase
Bolyai, ktery byl poslan Gaussovi. Gaussova povzbudiva odpovéd, Ze prisel

k stejnym zavérum jako Janos, potésila Farkase, nikoliv jeho syna [22, s. 86].

1.4.3 Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevsky

Snadné to nemél ani rusky matematik Lobacevsky. Jeho tec zemfel, kdyz
byl jesté dité, a nezanechal rodiné zadny majetek. Také se mu podafilo ziskat
stipendium pro chudé a zacal navstévovat gymnazium [22, s. 81|. Po gymné-
ziu studoval na Kazanské statni univerzité, na které ucil Martin Bartels, ten
samy Martin Bartels, ktery pomohl Gaussovi na gymnazium. Pravé on ma ve-
likou zasluhu na tom, ze Lobacevsky ztistal matematice vérny a nesel studovat
medicinu [22, s. 81]. Po dostudovani se z Loba¢evského stal vedouci katedry
matematiky a fyziky, pozdéji z ného byl dokonce rektor celé univerzity [23, s.
178].

I kdyz mél préace zajisté dost, nikdy se neprestal vénovat problému patého
axiomu [21]. Sviyj veliky objev zvefejnil v praci O nacalech geometrii, ktera vy-
chéazela v univerzitnim ¢asopisu. Snazi se vysvétlit trigonometrii neeuklidovské
geometrie, objemy, obsahy a mnoho jinych véci, které pozndme z euklidovské
geometrie. Také se snazi poukizat na to, Ze ,nova“ a ,stard geometrie jsou
v harmonii, nebo se zamysli, jak by fungovala mechanika v prostoru ovlada-
ném neeuklidovskou geometrii |23, s. 182|. Jeho préace vSak byla tercem urazek

a vysméchu. Akademik Ostrogradsky dokonce napsal:

LSAutor, jak se zda, si postavil jako cil psat tak, aby mu nebylo

vibec rozumét...“ [23, s. 184].

Lobacevsky byl ale hluboce presvédcen, Ze jeho geometrie mé smysl, a ne-
prestal ji déle rozvijet. Kvili nepochopeni v rodném Rusku zacal své spisy
publikovat ve Francii a v Berliné [22, s. 87|. Jak dnes uz vime, minimélné
jeden clovék je nejen cetl, ale také jim porozumél, Gauss.

Nejpozoruhodnéjsi skuteénost na praci Lobacevského je, ze vybudoval no-

vou geometrii skuteéné do hloubky jenom na zakladé svého abstraktntho mys-
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leni. Nemél k dispozici zadné modely, na kterych by si predstavoval situace.
Jeho geometrie vznikla jenom na zakladé bezespornosti tvrzeni, se kterymi
pracoval. Az E. Beltrami na konci 19. stoleti ukazal, Ze geometrii, které se Lo-
bacevsky vénoval, lze realizovat na nékterych zakiivenych plochéach [14, s. 95].
na zakladé jeho zjisténi byly sestrojeny tzv. modely, na kterych je mnohem

snadnéjsi tuto geometrii zkoumat.
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2 Vety ekvivalentni s 5. axiomem

Jak jsme se uz presvédcili pii pohledu do historie, nemusi byt ekvivalentnost
dvou tvrzeni na prvni pohled vidét. Zde je maly piehled vét, kterym miizeme

vdécit za veliké mnozstvi falesnych dikazii 5. axiomu, s nim jsou ekvivalentni.

Ekvivalence 1. Dangm bodem, ktery nelezi na dané piimce, lze vést k této

primce jednu rovnobézku.

Ekvivalence 2. KaZdy bod jedné ze dvou neprotinajicich se primek md od té

druhé konecnou vzddlenost.
Ekvivalence 3. Soucet vsech ihli v trojuhelniku je 180 stupmii.
Dikaz lze najit v knize [18, s. 28] nebo v knize |23, s. 96].

Ekvivalence 4. étyfdhelnz’k, ktery md tri uhly pravé, md pravy i posledni

cturty hel.
Ekvivalence 5. KazZdymi tremi nekolinedrnimi body lze vést kruznici.
Dikaz lze najit v knize [23, s. 102].

Ekvivalence 6. KaZdym bodem uvniti wihlu lze vést primku, jeZ protind obé

jeho ramena.
Dikaz 1ze najit v knize [18, s. 36] nebo v knize [23, s. 100].
Ekvivalence 7. Existuji dva podobné, nikoli shodné trojihelniky.
Dikaz lze najit v knize [18, s. 37].

Ekvivalence 8. MnozZina vsech bodi, které maji od primky danou vzddlenost

je piimka |18, s. 50].
Ekvivalence 9. Soucet ihli v trojuhelniku je roven téZe konstanté.
Dikaz lze najit v knize [18, s. 31].

Ekvivalence 10. Dvé primky, které nemaji spolecny bod, tvori s libovolnou

primkou, kterd je obé protind, dvojice sobé stridavych uhli.
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Dikaz zle najit v knize [18, s. 41].
Ekvivalence 11. Libovolnému trojihelniku lze opsat kruznici.
Dikaz lze najit v knize [23, s. 102].

Ekvivalence 12. Strana pravidelného Sestiiihelnika vepsaného do kruznice je

rovna jejimu polomeru.
Dikaz lze najit v knize [18, s. 42].

v ooy

Ekvivalence 13. Je-li soucet vnitrnich uhli dvou primek s prickou po jedné

jeji stran€ rizny od 180 stupriai, potom se primky protinaji.
Diikaz lze najit v knize [23, s. 94].

Ekvivalence 14. FExistuje ctyrihelnik, ktery mad soucet whli 360 stupmnii.
Dikaz 1ze najit v knize |23, s. 99].

Ekvivalence 15. Ezistuji trojuhelniky s libovolné velkymi obsahy [18, s. 85].

Ekvivalence 16. Limitni ¢dra kruznice, prochdzejici bodem A a jejiz stied X

se neomezené vzdaluje od bodu A po poloptimce AS, je primka.

Dikaz lze najit v knize [23, s. 131].
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3 Rozdéleni geometrie

Pro vétsinu lidi existuje geometrie jenom jedna, ta, kterou se naudcili ve skole.
Tato geometrie je euklidovska, protoze spliuje 5 Euklidovych axiomti. Ozna-
cuje se jako geometrie kruzitka a pravitka, protoze si s nimi vystac¢ime pfi vSech
konstrukcich, které chceme na papir udélat. Existuji ale geometrie, ve kterych
neplati vSech 5 axiomi, ale jenom nékteré z nich.

Poté co Lobacevsky objevil novou geometrii, ve které neplati 5. axiom rov-
nobéznosti, se zacala tato geometrie oznacovat jako neeuklidovska. Toto zna-
¢eni muze byt trosku zmatecné, protoze dnes uz vime, ze geometrie, kterou
objevil Lobacevsky, neni jedind, které nespliuje 5 Euklidovych axiomi. Tento
fakt vytvaii problém s chapanim pojmu neeuklidovské geometrie. V tomto
sméru neni jednotné ani literatura, kterd se zabyva touto geometrii. Vétsinou
se pod pojmem neeuklidovskéd geometrie chédpe jenom geometrie, ve které je
nahrazen Euklidav 5. axiom jinym?!’.

Jenomze existuje také geometrie, ktera se zabyva jenom prvnimi ¢tyfmi
axiomy a s rovnobé&znosti vitbec nepracuje (tzv. absolutni geometrie) [14, s. 95].
S touto geometrii pracovali i mnozi matematici, ktefi dokazovali véty bez 5.
axiomu.

na zakladé pfedchozich tivah by se dala geometrie rozdélit na tii zakladni

podskupiny:
e absolutni geometrie,
e cuklidovska geometrie,
e neeuklidovskd geometrie.

Toto rozdéleni 1ze chapat zptusobem, Ze absolutni geometrie je jakysi za-
klad, a podle toho, jaky axiom k ni jesté pripojime, nam vzniknou geometrie
euklidovska nebo neeuklidovska.

Do neeuklidovské geometrie bychom méli zarfadit vSe, co spliuje axiomy

absolutni geometrie a negaci 5. axiomu Euklida.

9Naptiklad v knize [14].
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Jestli ispésné znegujeme vétu s 5. axiomem ekvivalentni, ktera tika, ze

rovnobézka s danou primkou vedend danym bodem je jenom jedna, dostaneme:

e K piimce v roviné neexistuje zadna rovnobézka, nebo existuji alespon

dveé, které prochézi danym bodem.

Tuto negaci ale muzeme jesté rozdélit na dva pripady. Dostaneme dva rizné
axiomy, kterymi miizeme nahradit ptivodni 5. axiom. Timto zpisobem mi-
zeme vytvorit dva rozdilné typy neeuklidovské geometrie. V jedné geometrii
pouzijeme paty axiom, ktery ndm povoluje mit nekone¢né mnoho rovnobézek.
V druhé naopak pouzijeme axiom, ktery nam iika, Ze rovnobézky neexistuji.

Problém nastane v pripadé, Ze chceme do naSeho rozdéleni zaradit jesté
jiné druhy geometrii. V textech, které se vénuji geometrii obecnéji, miizeme
pod oznac¢enim neeuklidovska geometrie najit vSechny geometrie, ve kterych
neplati alespoi jeden Euklidiiv axiom (nemusi se jednat pravé o 5. axiom)?.
Kdyz se budeme drzet tohoto kritéria, rozdéleni se nam trochu zméni, protoze
absolutni geometrie také nespliuje vSechny euklidovy axiomy, takze ji budeme
povazovat za neeuklidovskou.

Samoziejmé nemusime pracovat jen s axiomem rovnobéznosti. Muzeme
také nahradit nebo dokonce uplné vynechat kterykoliv z 5 axiomt Eukleida.
Napriiklad kdyz si vezmeme prvni, druhy a paty axiom Eukleida, tak sestro-
jime svét afinni geometrie [2], ve které muzeme délat stejné konstrukce jako
ve Skolni geometrii, ale budou nezévislé na délkach stran nebo na thlech. V této
geometrii muzeme zkoumat napiiklad vzajemnou polohu téles, ale nemtzeme
nic odmérit. Existuje také projektivni geometrie, ktera nepouziva thly ani
vzdélenosti, ale ani rovnobéznost [4]|. Libovolné piimky se v ni vzdy protnou.

Z toho vyplyva, ze geometrii, které nejsou euklidovské (ve smyslu, Ze v nich
neplati v8ech 5 axiomu) je mnohem vic, nez pripousti prvni rozdéleni, ve kterém
je neeuklidovska geometrie jenom ta, kterd méa nahrazeny 5. Euklidiv axiom.
7 téchto poznatki se dé také vytusit, ze naSe euklidovskd geometrie, ve které
Zijeme a povazujeme ji ¢asto za jedinou, je ve skute¢nosti jenom jedna z mnoha

geometrii, které existuji.

20Naptiklad v knize [15]
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4 Vyuziti neeuklidovské geometrie

Na prvni pohled se miize zdat, Ze neeuklidovska geometrie je uméle sestro-
jené, aby vyfTesila teoretické problémy, které existovaly v matematice. Ve sku-
tecnosti je ale vSude kolem nas a v soucasnosti ma nezastupitelny vyznam
v nadf spole¢nosti. Pouziva se v navigaci (GPS), geodezii, kartografii?!, astro-
fyzice nebo v astronomii??. Pravé v astronomii vyuzil C. F. Gauss své znalosti
neeuklidovské geometrie, o které se s nikym za svého zivota nepodélil. Dokazal
za pomoci pochopeni geometrie nebeskych téles predpokladat jejich presnou
trajektorii, coz mu piineslo nevidanou slavu a uznani v tomto oboru |22, s.
80]. Ve zminénych védach totiz musi ¢lovék pocitat s jistym zakiivenim nasi
Zemg, které v euklidovské geometrii neexistuje.

Zakftiveni hraje diilezitou roli také v navigaci. Kdybychom ignorovali zakfi-
veni nasi planety pfi navigaci lodi, nebo auta, vysla by ndm neakceptovatelna
odchylka méreni od skutec¢nosti. Také by bylo obtizné cestovat letadlem, které
pri velikych vzdalenostech musi prizpiisobit sviij letovy plan jevim, jez zptiso-
buje zakiiveni Zemé. V literatufe |22, s. 107] se uvadi piiklad s letadlem. Kdy-
bychom cestovali z Pekingu do Philadelphie po rovnobézce (obé lezi na stejné
rovnobézce), bylo by to 10 130 mil (asi 16 303 km). Letadlo, které leti z jednoho
mésta do druhého, proleti jenom asi 6878 mil (asi 11 069 km). Reéalné trasu
letadel ovliviiuje daleko vic faktori, ale nezanedbatelné je taky skutecnost, ze
zemépisné rovnobézky nejsou nejkratsi vzdalenost mezi body na kouli.

Objev neeuklidovské geometrie polozil také zaklady pro obecnou teorii rela-
tivity, na ni pracoval Einstein. Tato teorie vyzadovala jiny typ geometrie, nez
byla ,,obycejna“ euklidova geometrie. Einsteinova teorie relativity potfebuje
pravé neeuklidovskou geometrii, ktera vysvétluje chovani téles v zakiiveném
¢asoprostoru. Teorie ik, Ze velika télesa (napf. planety) vlastni hmotnosti za-
kiivuji ¢asoprostor [5, s. 111]. Toto zak¥iveni se projevuje jako gravitace, kterou

se vzajemné télesa pritahuji.

21yéda, ktera se zabyva tvorbou map.
22Véda, ktera zkouma vesmirna télesa.
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5 Zakladni predstava neeuklidovské geometrie

Nevyhoda neeuklidovskych geometrii spoc¢iva v tom, Ze nejsou na prvni
pohled dostateéné nazorné, aby si je ¢lovek lehce predstavil a pochopil. Eu-
klidovska geometrie je pro nas nézornéjsi, protoze je vSude kolem nas. Nejen
nase fungovani v bézném zivoté, ale také nase predstavy o geometrii, vychazeji
z axiomu Euklida. Prostor, ve kterém funguje euklidovska geometrie, neméa
zéddné zakrtiveni, takze si mtizeme situaci, do které chceme nahlédnout, snadno
zobrazit na papiru.

Pravé tohle je duvod, pro¢ objev neeuklidovské geometrie nebyl vibec
snadny. Je tézké odpoutat se od naseho papiru a predstavit si ,svét”, ve kte-
rém geometrie funguje jinak, nez jsme zvykli ze skoly. Proto je problematické
do neeuklidovskych geometrii nahlédnout a pokusit se zjistit, jak funguji. Ma-
tematici si dlouho ani neuvédomovali, Ze jiné geometrie jsou viibec mozné.
Nésledujici text podava zakladni predstavu o existenci jinych geometrii, nez
je ta euklidovska. Pro tento tcel jsou vhodné 3D modely, které mohou lépe

pomoci vidét fungovani dané geometrie v prostoru.

5.1 3-rozmérny model sférické geometrie

Jeden z piikladu neeuklidovskych geometrii je eliptickd geometrie [15, s.
46]. Této geometrii se vénoval némecky matematik Georg Friedrich Bernhard
Riemann. Abychom mohli pochopit, jak funguje, preneseme se na povrch koule.
Geometrie, se kterou budeme pracovat, se nazyva sférickd a je specidlnim pii-
padem eliptické geometrie [14, s. 99]. Prave sféricka geometrie je jedna z nejpii-
jatelnéjsich pro nase smysleni. Préci s geometrii na kouli si umime docela dobie
predstavit a jsme schopni rozlisit zakladni rozdily s euklidovskou geometrii.

Nejvétsi rozdil, jeho si mizeme vSimnout pii tomto prechodu je zakfiveni
povrchu, které nam prinasi jiné vlastnosti atvari, nez na jaké jsme zvykli. V na-
Sem novém svété si musime zadefinovat, co si budeme predstavovat pod jed-
notlivymi pojmy.

Ze skoly jsme vSichni zvykli chapat pojem primka jako nejkratsi spojnici
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dvou bodu v roviné. Proto na sféfe budeme pod slovem pfimka, chapat jenom
krivky, které vznikly jako kruznice se stfedem ve stfedu koule. Pro usnadnéni
pojmi, muzeme za povrch koule povazovat povrch naSi planety. Primkami
by tedy byly poledniky a rovnik. na zékladé této definice piimky je ziejmé, ze
kazdé dvé primky se protinaji, a to dokonce ve dvou bodech . Proto body, které
jsou soumérné sdruzené podle stfedu koule, budeme povazovat za totozné [14,
s. 99].

Jak je to v tomto pripadé s euklidovym 5. axiomem? Uz z toho, jakym
zpusobem jsme si zadefinovali pfimky na nasi kouli, je jasné, ze kazdé dveé
piimky musi mit spole¢ny bod. To znamené, Ze 5. axiom neplati. Ve sférické
geometrii tudiz neexistuje zadné dvojice piimek, ktera by byla euklidovsky rov-
nobézna. Abychom zjistili, jak je to s platnosti 5. axiomu, tak prozkouméame
vétu, kterd je s nim ekvivalentni. Pokusime se zjistit, jaky je soucet tthli v troj-
thelniku, ktery na povrchu koule sestrojime. Za vrcholy trojuhelniku mtuzeme
povazovat napiiklad severni pol a dva priseciky poledniki s rovnikem [22; s.
109]. Jestlize si vezmeme poledniky 0 a 90 stupni, ziskdme trojtuhelnik, ktery
ma vSechny thly pravé. Strany naseho trojuhelnika jsou ve skute¢nosti oblouky
t¥1 kruznic, jejich roviny jsou na sebe euklidovsky kolmé. Soucet vnitinich uhla
v tomto trojuhelniku je 270 stupiiti (viz. obr. 1/str. 21), a tudiz neplati véta

ekvivalentni s 5. axiomem, ze soucet hli v trojuhelniku je 180 stupnu.

90° +90° +90° = 270°

Obrazek 1: Sféricky trojuhelnik |26]
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Méme prvni pfedstavu o geometrii, niz je jina nez ta, ve které bézné pre-
myslime. Ve sférické geometrii je Euklidiv 5. axiom nahrazen axiomem, ktery

tvrdi, Ze k pfimce neexistuje zZadna rovnobézka |22, s. 110].

5.2 3-rozmérny model hyperbolické geometrie

Dalsi neeuklidovska geometrie je hyperbolicka geometrie [15, s. 46]. Poz-
déji, po smrti Lobacevského, se ukéazalo, Ze pravé s touto geometrii pracoval
Lobacevsky, a proto se ¢asto nazyva Lobacevského geometrie?. V této geo-
metrii nebude nasim ,,svétem* povrch koule, ale povrch hyperboloidu nebo
pseudosféry [22, s. 120].

Povrch pseudosféry je jakoby prohnuty smérem dovnit¥ (viz. obr. 2/str.
22). To znamen4, Ze ma stejnou zapornou kiivost v kazdém bodé. Hyperbo-
loid nema konstantni zapornou kfivost a miize mit vice podob. Nejcastéji se
zobrazuje jako jednodilny hyperboloid, ale mize se zobrazit i jako dvojdilny

hyperboloid.

Obrazek 2: Pseudosféra Obrézek 3: Jednodilny hyperboloid

Kdybychom pracovali s jednodilnym hyperboloidem (viz. obr. 3/str. 22), tak
podobné, jak tomu bylo pred chvili u sféry, ztotoznime body, které jsou sou-
mérné podle stfedu hyperboloidu. Za pfimky budeme povazovat kiivky , které
vznikly stejnym zpusobem, jak tomu bylo u sférické geometrie, tj. prinik po-
vrchu hyperboloidu s rovinou, které prochazi stfedem hyperboloidu. (Ve sfé-

rické geometrii jsme mohli zminéné priniky nazvat kruznici, protoze fez koule

Z3Napiiklad v knihach [23] a [18].
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je vzdy kruh.)

Povrch dvojdilného hyperboloidu (viz. obr. 4/str. 23) je o néco komplikova-
néjsi, nebot ne kazda rovina musi nutné protinat hyperboloid. Tato vlastnost
nam vytvaii také jiny druh priniki, ktery mame podle nahote zminéného po-
stupu povazovat za primky. Rovina fezu hyperboloidu mize prochézet hyper-
boloidem, ale také viibec nemusi. Timto zpisobem nam vzniknou primky, které

se Casto oznacuji jako nevlastni.

Obrazek 4: Dvojdilny hyperboloid

Tyto modely neeuklidovské geometrie jsou pro predstavivost o néco naroc-
néjsi nez model sférické geometrie, a proto pro nazorné vysvétleni hyperbo-
v tomto svété geometrie plati prvni ¢tyii euklidovy axiomy, paty neplati. Da-
nym bodem k dané pfimce Ize vést ne jedna, ale nekone¢né mnoho rovnobézek.
Predstavime-li si na povrchu pseudosféry nebo hyperboloidu trojihelnik, zjis-

time, Ze soucet uhli v trojuhelniku je mensi nez 180 stupnt |22, s. 116].



6 Zptusoby zkoumdni Lobacevského geometrie 24

6 Zptsoby zkoumani Lobacevského geometrie

Existuje vice zptisobt, jakymi muzeme pristupovat ke geometrii. Nejza-
kladnéjsi a mnohdy i nejlehéi cestou je nahliZzet na geometrii intuitivné. Vsak
v pripadé neeuklidovské geometrii, jak jsme se mohli presvédcit pti pokusech
o dukaz 5. axiomu, neni idealni, nebot nam tato geometrie neni pfirozena.
Opira se totiz prevazné o zkuSenosti a nazornost, na které se v Lobacevského
geometrii nemizeme spoléhat.

Dalsim zptisobem je postavit geometrii na axiomech a kazdou nésledujici
védomost u nich nebo uz z dakdzanych vét odvozovat, pfesné jako to zamys-
lel Eukleides. MiiZeme si tim vytvorit Gplny systém axiomii dané geometrie.
Tento druh zkouméni geometrie neni viibec zalozen na nasSich domnénkéch
a intuici, takze je zcela jisté spolehlivéjsi a logic¢téjsi. Nevyhodou je ale ca-
sova a mnohdy i prostorova zdlouhavost ¢i pracnost, a casto je intelektualné
naro¢néjsi [12, s. 39]. Z téchto divodu se nepouziva ani pii vystavbé eukli-
dovské geometrie na stfednich skolach. Zaklady tplné axiomatické geometrie

polozil David Hilbert v knize Zdklady geometrie |18, s. 97|. Hilbert postavil

euklidovskou geometrii na dvacetijedna axiomech rozdélenych do péti skupin.
a) Axiomy incidence® [25, s. 6]:

1. Dva rtzné body maji spole¢nou pravé jednu piimku.
2. Ptimka obsahuje alespon dva rtzné body.

3. V roviné existuje alespon jedna trojice navzajem rtuznych nekoline-

arnich bodt.

4. Tti nekolinedrni body nalezi jedné roviné.

5. Rovina obsahuje alesponi jeden bod.

6. Jestlize dva rtizné body primky p nalezi roviné, potom vsechny body
primky p nalezi této roviné.

7. Existuje ¢tvefice ruznych bodu, které nenalezi stejné roviné.

24Vzajemna poloha geometrickych ttvari majicich néjakou spoleénou ¢ast. Tento pojem

nenf snadny na pochopeni, ale da se intuitivné pochopit z axiomt.
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8. Jestlize maji dvé rizné roviny spolecny jeden bod, maji spole¢ny

alespon jeden dalsi bod.
b) Axiomy usporadani |25, s. 6]:

1. Jestlize bod B lezi mezi body A a C, jsou A, B, C tii ruzné koli-

nearni body a plati také, ze bod B lezi mezi body C a A.

2. Mezi libovolnymi navzajem riznymi dvéma body existuje alespon

jeden bod, ktery lezi mezi nimi.

3. Ze t1i ruznych bodu A, B, C lezicich na téze piimce, lezi nanejvys

jeden mezi ostatnimi dvéma.

4. Paschuv postulat [18, s. 22|: Jestlize pfimka p neprochézi zadnym
z vrcholu trojiuhelnika ABC, ale protina jednu jeho stranu ve vniti-
nim bode, potom pfimka p musi protnout jesté jednu ze zbyvajicich

stran trojuhelnika ABC' v jejim vnitinim bodé.
¢) Axiomy shodnosti [25, s. 6]:

1. Necht je AB tusecka, C'D poloptimka. Potom existuje pravé jeden
bod E polopiimky C' D, pro ktery plati AB ~ C'E.

2. Relace shodnost tusecek je ekvivalence.

3. Jestli Ze pro body A, B, C, A, B, C plati: B lezi mezi A a C, B
lezi mezi A a C, tsetka AB je shodna s tseckou AB a tsecka BC
je shodn4 s tseckou BC, pak AC je shodna s AC.

4. Necht p je libovolna polopfimka hrani¢ni primky poloroviny «, pak
ke kazdému thlu dvou piimek a, b v roviné [ existuje v poloroviné «
pravé jedna polopfimka ¢ takova, ze thly polopiimek p, g a pfimek

a, b jsou shodné (pfirozené, ¢ musi mit stejny zacatek jako p).
5. Relace shodnost thli je ekvivalence.

6. Jestlize pro trojuhelniky ABC a ABC plati: tsecka AB je shodna
s AB, AC je shodna s AC' a tihel pii vrcholu A je shodny s tthlem
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pii vrcholu A, pak thel pii vrcholu B je shodny s tthlem pii vrcholu

B a thel pii vrcholu C' je shodny s tthlem pii vrcholu C.
d) Axiomy spojitosti

1. Archimeduv axiom [18, s. 113]:
Jsou.li dany dvé usecky AB, CD, pak na polopiimce AB existuje
kone¢ny pocet bodu P, P, Ps,...,P; takovych, ze AP, ~ PP, ~
oo PPy ~CD, P, 1 # P,y1,pron=2,3,..., k—1abod B lezi

mezi A a P,.

2. Cantoruv axiom [23, s. 83]:
Je-li dana nekonecna posloupnost tsecek A1 By, A>Bs ... na piimce
p tak, ze kazda tsecka lezi uvniti tsecky predchazejici a neexis-
tuje tsecka, ktera by lezela uvniti vSech téchto tsecek posloupnosti
A1By, A3yB, . ... Potom existuje na pfimce p pravé jeden bod, ktery

lezi uvniti vSech usecek posloupnosti A1 B, AsBs .. ..
e) Axiom rovnobéznosti

1. Necht p je libovolna piimka, A libovolny bod, ktery na ni nelezi.

Potom bodem A prochézi jenom jedna rovnobézka k primce p.

A7 na axiom rovnobéznosti jsou to vechno axiomy absolutni geometrie, coz
znamena, ze plati také v Lobacevského geometrii.

Geometrii mizeme zkoumat i za pomoci tzv. modeli. Model miiZzeme cha-
pat jako interpretaci souboru axiomu (axiomatické teorie), ktery plati v dané
geometrii [12, s. 12]. V pripadé Lobacevského geometrie z Hilbertovych axiomt
vyjméme axiom o rovnobéznosti a nahradime ho postulatem Lobacevského.
Model geometrie nam umozinuje vidét teorii v jiném svétle a dovoluje nam hle-
dat a casto i uspésné nalézat zakladni vztahy mezi objekty, které by pii ¢isté
axiomatické vystavbé nemusely byt na prvni pohled ziejmé. Metodu modeli
jsme vyuzivali jiz v predchézejici kapitole, kde jsme ziskavali prvni predstavu

o neeuklidovskych geometriich. Kulova plocha, pseudosféra nebo hyperboloid
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jsou trojrozmérné modely, které nam priblizily zakladni fungovani neeuklidov-

ské geometrie.
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7 Lobacevskéhoneeuklidovska geometrie

7.1 Axiomaticki vystavba

Na zacatek si ukdzeme, jak by to vypadalo, kdybychom chtéli Lobacevského
geometrii zkoumat axiomaticky. Museli bychom zacit stavét na axiomech a vsi-
mat si souvislosti nebo sporti, ke kterym ptijdeme. Nasledujici véty a dikazy
budu ¢asto formulovat jinym, srozumitelnéjsim a podrobnéjsim zptisobem, nez
je uvedeno v literature.

Axiomatickym zakladem této geometrie je Lobacevského postulat a vSechny
Hilbertovy axiomy euklidovské geometrie, kromé axiomu o rovnobéznosti. Lo-

bacevského axiom se nejcastéji uvadi nasledovneé:

Lobacevského axiom: V roviné prochézi bodem mimo piimku alespon dvé

rizné s ni se neprotinajici piimky. [23, s. 106]

Pokud spravné pochopime tento postulat, je nam intuitivné zfejmé, ze plati na-
sledujici véta, kterd nam déava informaci, Ze téchto pfimek existuje nekonecné
mnoho. Vétu ale musime formélné dokézat, protoze se nemuzeme spoléhat

na svou intuici.

Véta 1. Bodem Z, ktery neleZi na dané primce p, prochdzi nekonecné mnoZstvi

primek, které nemaji s primkou p Zddny spolecny bod (18, s. 44].

Diikaz. Necht mame primku p, bod Z, ktery nelezi na pfimce p, a dvé primky
a, b, které prochazeji bodem Z, ale neprotinaji pfimku p (viz. obr. 5/str. 29).
To muzeme predpokladat, protoze nam to povoluje Lobacevského axiom. Zvo-
lime si libovolny bod A na pfimce a a bod P na piimce p. Vznikne piimka
AP, kterd nam protne piimku b v bodé B. Vime, Ze na tseéce AB je neko-
ne¢né mnoho bodu (na zakladé Hilbertova axiomu, ktery fika, ze kdyz mame
dva rizné body na pfimce, existuje jesté alesponn jeden bod, ktery lezi mezi
nimi (viz. str. 25)). Kazdym z téchto bodi muzeme vést piimku, ktera pro-
chéazi také bodem Z. Ted musime jenom zjistit, jestli tyto piimky skutecné

neprotinaji pfimku p. Intuice nam tika, ze to tak skutecné bude, protoze jsou



7.1 Axziomatickd vystavba 29

»jakoby seviené“ (ohranic¢ené) mezi pfimkami a, b, které podle predpokladi
také primku p neprotinaji. Formélné to ale dokdzeme na zakladé Paschova po-
stulatu (viz. str. 25). Oznacme ¢ jednu libovolnou piimku z pfimek, jejichz
existenci jsme pred chvili dokazovali. Jeji prusecik s tseckou AB ozna¢me C
(viz. obr. 6/str. 29). Kdyby tato pfimka ¢ protnula nasi zadanou piimku p v
bodé Z, neplatil by Paschuv axiom. Vytvofil by se nam trojihelnik PZC a
pifimka b by protnula jednu jeho stranu PC' ale neprotnula by Zadnou jinou
stranu ani vrchol tohoto trojihelnika. Nebot v nasi geometrii Paschiv axiom

plati, pfimka ¢ nemtize protinat piimku p [18, s. 45]. O

Obrazek 5: Piimky a,b

Obrazek 6: Primka ¢

Vsechny véty ekvivalentni s euklidovym 5. axiomem v Lobacevského geo-
metrii neplati. Tato skutec¢nost zacina vytvaret nékteré dost nepfirozené vlast-
nosti, pii kterych naSe intuice selhadva. Zajimava vlastnost vznikd z neexis-
tence podobnych tGtvara v Lobacevského geometrii. Véta o existenci podobnych
utvaru je totiz ekvivalentni s euklidovym 5. axiomem (viz. str. 15). Absence
podobnosti je napomocné pii urcovani jednoznacnosti danych ttvara. Jinymi
slovy, potfebujeme méné informaci na to, abychom urcili presné, o jaky utvar
se jedna. Napfiklad snadnéji ur¢ime, o jaky trojuhelnik jde, kdyZz znéame je-
nom jeho dhly. V euklidovské roviné by byly dva trojuhelniky se stejnymi uhly
podobné a nebylo by jasné déno, s jakou délkou strany mame pracovat. Tuto

vlastnost lze formulovat néasledovné [18, s. 46]:

Véta 2. Kazdd usecka v Lobacevského geometrii definuje urcity uhel [18; s.

46).
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Driikaz. V Lobacevského roviné méame dvé tusecky, které nejsou shodné. Nad
kazdou z nich se da sestrojit rovnostranny trojuhelnik. Kdyby oba trojuhel-
niky mély vSechny tii thly stejné, byly by podobné. Podobnost je ale vlastnost
ekvivalentni s euklidovym 5. axiomem a v Lobacevského geometrii neexistuje.
Proto tyto trojuhelniky nemaji stejné tihly. To znamené, Ze strana rovnostran-
ného trojuhelniku jednozna¢né urcuje thel, ktery trojiuhelnik bude mit [18; s.

46). 0

Timto zptisobem bychom mohli pokracovat dal a vybudovat si geometrii
jenom na zakladé vét a definic a zkoumat, jestli nékde nemame spor. Pfi tomto
zkoumani bychom pfisli jesté k mnoha vétam a novym ttvartm, které nemaji
v euklidovské geometrii obdobu.

Napf. ekvidistanta [18, s. 50] je kiivka, ktera méa od dané primky vzdy tutéz
vzdélenost v kazdém svém bodu. Neni to pfimka, protoze kdyby byla, platil by
Euklidav 5. axiom. TTi body, které jsou na jedné ekvidistanté, mohou vytvorit
trojuhelnik, ktery bude vepsan ekvidistanté [18, s. 53].

Nebot by tato cesta byla nesmirné slozita, budeme Lobacevského geometrii

budovat v dvojrozmérném modelu, se kterym se nam bude lépe pracovat.

7.2 Beltrami-Kleiniv model

Existuje vice modeli Lobacevského geometrie, které usnadnuji zkouméani
a priblizuji zpusob fungovani této geometrie. K trojrozmérnym modelim patii
uz zminéné pseudosféra, jednodilny hyperboloid, dvojdilny hyperboloid, hy-
perbolicky paraboloid nebo kuzelova plocha. Existuji také dvojrozmérné mo-
dely, které za pomoci euklidovské roviny modeluji svét této geometrie. Je-
den z nejpouzivanéjsich a nejznaméjsich modeli Lobacevkého geometrie je
Beltrami-Kleintiv model. Dalsi modely jsou naptiklad Poincarého polorovinny
model, polokruhovy model nebo Poincarého model disku [18§].

Abychom mohli za¢it modelovat néjakou geometrii, na zacatek si musime
zadefinovat zakladni pojmy, se kterymi budeme pracovat. Tyto pojmy nemusi

mit stejny vyznam jako v euklidovské geometrii. Ve vétsiné literatury se mi-
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zeme setkat se znacdenim?® euklidovskych pojmi pfedponou e- a pojmii z Loba-
¢evského geometrie predponou I-. Toto znaceni je logické a prirozené, a proto
ho najdéte i v nasledujicim textu. Ostatni znac¢eni v tomto textu jsou upravena
podle potieb textu pro ulehéeni pochopeni.

Beltrami-Kleintiv dvojrozmérny model je dostatecné nézorny a snadno ho
lze konstruovat za pomoci zakladnich matematickych softwari. Jeho vznik lze
matematicky popsat jako primét dvojdilntho hyperboloidu ze stfedu hyperbo-
loidu do roviny, ktera je kolma k jeho hlavni ose a neobsahuje stfed promitani
[27].

Zkusme si to popsat nazornéji. Predstavme si dvojdilny hyperboloid, ktery
mé stied O v pocatku soufadnicové soustavy O[0,0,0]. Kdybychom se divali
z tohoto bodu na horni dil dvojdilného hyberboloidu, ktery by byl nad nami
a promitli si vSechno, co vidime, naptiklad do roviny «, ktera se dotyka hyper-
boloidu v bodé, ktery je k nam nejbliz, v této roviné o ndm timto zptisobem
vznikne Beltrami-Kleintiv model. Kdyz se ted budeme zespodu divat na horni
dil hyperboloidu, uvidime vlastné jenom kruh, do kterého se ndm promitne cely
povrch naseho dilu hyperboloidu. Dal budeme pracovat s rovinou «, ve které

budeme pracovat s jiz znamymi nastroji, nebot je to rovina euklidovska.

Zakladni pojmy

Celou dobu budeme pracovat v e-roviné, kde mame kruznici k£ se stfedem
S a polomérem r. Tato e-kruznice nam bude ohranicovat nasi Lobacevského
rovinu. V néasledujicim textu jsou zafazeny piiklady, které jsem vytvorila jako
pomicku k provéreni spravného pochopeni zavedenych pojmii. K vétsiné pri-
kladi jsou taky vytvofeny aplety postupu konstrukei v matematickém softwaru

GeoGebra.

Definice 1. l-body nazveme vSechny e-body, které lezi uvniti e-kruznice k.

Mnozina vsech 1-bodu se nazyva l-rovina [12, s. 33].

Z5Naptiklad v [15].
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Obréazek 7: Lobacevského rovina - ¢ervena ¢ast k ni uz nepatii

Na definici je tfeba si povS§imnout, ze do Lobacevského roviny nepatii ani
e-body, které jsou na kruznici k (viz. obr. 7/str. 32). Tyto body jsou tzv. li-
mitné nevlastni, coz znamena, ze se k nim muzeme pfiblizit na libovolné malou
vzdélenost (,limitime* se k nim), ale nikdy nebudou patfit do l-roviny (jsou ne-
vlastni). Pro lepsi pochopeni a snadnéjsi praci v modelu se mohou pojmenovat

i zbylé e-body, které nepatii do l-roviny.

Definice 2. E-body, které lezi na kruznici k, nazveme k-body. E-body, které

lezi vné kruznice k, nazveme v-body.

Dalsi dulezity pojem je piimka. Pri definici pfimky je prvni vétsi rozdil
v chapani pojmi v obou geometriich. V Lobacevského geometrii bude stejny

pojem oznacovat uplné jiny geometricky utvar nez v euklidovské geometrii.

Definice 3. Necht mame dva k-body A, B. I-pfimkou nazveme e-tisecku, ktera

je dana k-body A, B bez téchto dvou bodu [12, s. 33|.

Definice 4. Necht mame e-pfimku z. Prunik e-pifimky x s e-kruznici k£ bude
mnozina bodu, kterou budeme oznacovat . Cast e-piimky x, na které nelezi

l-pfimka z, ani body z mnoziny #, budeme oznacovat symbolem = (viz. obr.

8/str. 33).
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Obrazek 8: Zelené l-ptimka z s I-bodem O, modré k-body, které tvori mnozinu

T a Cervend Cast e-pfimky z znacena z, na které jsou v-body M, N.

Priklad 1. V l-roviné je dané l-piimka p a I-bod P, ktery nelezi na I-ptimce p.
Najdéte a zkonstruujte alesponn dvé l-piimky, které prochazeji 1-bodem P, ale
neprotinaji I-ptimku p, tj. spliiuji Lobacevského axiom. (pozn.: K tomuto pii-

kladu je na pfilozeném CD vytvofen aplet v programu GeoGebra.)

Reseni: Jestlize si uvédomime, Ze pracujeme jenom ve vnitiku nasi zékladni

kruznice k, ktera ohrani¢uje l-rovinu, feseni je trivialni (viz. obr. 9/str. 33).

Obrazek 9: Resenf pitkladu 1

Hlavni myslenkou piikladu 1 bylo najit alespon 2 l-rovnobézky k l-piimce p

v l-roviné. PTi postupu feSeni (viz. obr. 9/str. 33) je vidét, ze téchto l-piimek je
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nekonecné mnoho a kromé primek, které se neprotnou, existuji i ptimky, které
se protnou. V nasi l-roviné podobné jako v e-roviné mohou byt dvé primky
riznobézné, nebo rovnobézné. Podle vzajemné polohy definujeme vztah dvou

l-pfimek nasledovné.

Definice 5. Necht méame dvé l-pfimky a,b. Tyto dvé I-pfimky v l-roviné na-
zveme l-rovnobéznymi, kdyz aNb je prazdné mnozina. Kdyz aNb neni prazdné
mnozina, nazveme tyto dvé pifimky riznobézné (viz. obr. 10/str. 34) [18; s.

129).

Obréazek 10: l-riiznobézné primky

Dalsim velikym rozdilem je, Ze v Lobacevského geometrii miZzeme mit rizné

druhy rovnobézek.

Definice 6. Necht mame dvé l-rovnobézky c,d. Tyto dvé l-rovnobézky na-
zveme soub&zky, kdyZ pro né plati ¢ d # @ (viz. obr. 12/str. 35). KdyZ plati
¢Nd =0, tak je nazveme rozbézky? (viz. obr. 11/str. 35) [12, s. 35].

Véta 3. Dvé rizné [-primky a,b v l-roviné jsou soubéZky, rozbézZky, nebo jsou

navzdjem riznobézné. Jiny pripad nemiZe nastat.

26Tyto pojmy zavedl do Gestiny J. B. Pavlicek
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Obrazek 11: Rozbézky Obrazek 12: Soubézky

Diikaz. Zakladem dukazu bude vzajemnda poloha dvou piimek v e-roviné [12,
s. 35|. E-pfimky mohou byt e-rovnobézné, nebo e-riznobézné. Kdyz mame e-
rovnobézné piimky, tak nemohou mit spoleény bod ani v I-roving, a jsou tedy
l-rovnobézné(jsou rozbézky). Jestli jsou dvé e-pfimky v e-rtiznobéiné, jejich
spole¢ny prusec¢ik muze lezet v I-roviné (jsou l-riznobézné), na kruznici k (jsou
soubézky), nebo vné kruznice (jsou rozbézky). Timto zpisobem jsme probrali

vSechny pripady, které mohou vzniknout a zadné dalsi uz nastat nemizou. [J

Nésledujici pojmy budou definované podobné, jako v e-roviné. Také nam

pomohou definovat 1-tisecku jinym zptsobem, nez jsme si ji definovali dosud.

Definice 7. Necht méame v l-roviné I-body B, C, k-body A, D. Body A, B, C, D
lezi na e-ptimce p. Mnozinu bodi, které jsou mezi l-bodem B a k-bodem
D, v¢etné bodu B, nazyvame l-polopiimka BD. Prunik takto definovanych
l-poloptimek C'A a BD je l-isecka BC' [12, s. 36].

Definice 8. Necht mame v l-roviné l-pifimku p a na ni l-body A, B a I-bod
C, ktery na l-pfimce p nelezi. L-polorovinou ABC' nazyvame vSechny l-body
X, pro které plati, Ze prinik l-usecky X C' (bez bodu X) a l-pfimky p je prazdna

mnozina [12, s. 36].

Definice 9. Necht v l-roviné mame l-poloroviny ABC' a C' AB. l-ihlem <BAC

nazveme prunik téchto dvou polorovin |12, s. 36].
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Kdyz vime, co si mame piedstavit pod zakladnimi atvary v l-roviné, mi-

zeme zacit pracovat s nékterymi jejich vlastnostmi.

Kolmost primek

Kolmost ttvaru je spojena s pojmem tuhlu, ktery jsme pred chvili defino-
vali. V l-roviné si také muzeme predstavit pod pojmem kolmost pravy thel, ale
nebude pro nas vizualné stejny jako v e-roviné, protoze se ihly v tomto mo-
delu zkresluji. Z tohoto diivodu nam pfi konstrukcich nepomtize thlomér, ani

pravitko s ryskou.

Definice 10. Necht v I-roviné mame dvé l-pfimky a, b. Tyto pfimky budou na-
vzajem l-kolmé, praveé kdyz jsou polarné sdruzené vzhledem k zakladni kruznici

[12; s. 38|.

Celou teorii, definice polarntho zobrazeni bodi a pfimek muzeme najit
napiiklad v knizce [12, s. 38]. Pro na$i potfebu neni uplné nutné porozumét
vyrazu polarniho zobrazeni. Dilezité je, védét jak tyto primky sestrojit v nasi

l-roviné, coz si ukazeme na piikladu.

Priiklad 2. Necht mame v l-roviné danou l-pfimku a. Pokuste se sestrojit
alespon jednu l-kolmici k této l-ptimce. (pozn.: K tomuto piikladu je na pfilo-

zeném CD vytvoren aplet v programu GeoGebra.)

Reseni: E-primka, na které bude lezet l-kolmice b k l-pifmee a, musi pro-
chazet e-bodem B, ktery je e-prusecik e-te¢en kruznice k v bodech a (viz.
obr. 13/str. 37). Hledana e-pfimka musi také prochézet libovolnym l-bodem A
na l-pfimce a. Timto popsanym zptisobem miizeme sestrojit nekone¢né mnoho
e-piimek, na kterych budou lezet 1-kolmice k l-pfimce a. Tyto e-pfimky budou
tvorit jeden svazek e-piimek, které maji jeden spoleény e-bod B.

Ukéazali jsme si, jak najit k jedné l-pfimce v8echny l-kolmice v l-roviné. Pro-
blém s nahore uvedenou konstrukci budeme mit jenom v pripadé, kdyz nase
l-primka, ke které hledame l-kolmice, bude prochazet stfedem e-kruznice, ktera

nam ohranicuje l-rovinu. V tomto piipadé totiz neexistuje nahofe popsany pru-
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Obrazek 13: Regeni piikladu 2

se¢ik e-tecen (protoZze budou rovnobézné) k e-kruznici k. Hledanymi I-komicemi
budou v8echny l-pfimky e-rovnobézné s témito e-te¢nami.

Nékdy se ale miizeme ocitnout v situaci, kdy musime sestrojit k nékolika
l-pfimkam (e-pfimky, na nich lezi tyto l-piimky, tvoii svazek e-piimek) néjakou

spole¢nou l-kolmici. Proto si ukdzeme, jakym postupem je lze najit.

Piiklad 3. Necht mame v l-roviné n rozbézek, které lezi na e-pfimkach a tvori
svazek e-pFimek. Najdéte k nim l-kolmici. (pozn.: K tomuto piikladu je na pii-

lozeném CD vytvoren aplet v programu GeoGebra.)

Resent: 7 rozbézek, které mame dané, si vybereme dvé l-pfimky a a b
(muzeme i vic, ale dvé postadi). Sestrojime e-te¢ny ke kruznici k& v bodech @ a
b (viz. obr. 14/str. 38). E-priisecik e-tecen v bodech a si oznacime A a priisecik
e-teten v bodech b si ozna¢ime B. Hledan4 l-kolmice je jenom jedna a je to
prunik e-pfimky AB s l-rovinou. na zacatku feseni prikladu jsme si zvolili dvé
libovolné 1-pfimky z nékolika rozbézek. Zatim ale nevime, jestli nas vybér néjak

neovlivni nasi nalezenou l-kolmici k nim. Kdyz ale uvedeny postup zopakujeme

s jinym parem rozbézek, zjistime, Ze nam pokazdé vyjde ta samé l-kolmice.
Véta 4. V l-roviné maji dvé rozbézky jednu spolecnou kolmici (18, s. 129].

Véta 5. V l-roviné dvé soubézky ani dvé riznobézky spolecnou kolmici nemagi
[18, s. 129]. (pozn.: K této vété je na prilozeném CD vytvoren aplet v programu

GeoGebra.)
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Obrazek 14: Regeni prikladu 3

Diikaz. Stejnym zptsobem, jako v pfedchazejicim prikladu 3, se pokusime se-
strojit taky l-kolmici soubézek a rtznobézek. Pti konstrukei zjistime, ze v pii-
padé soubézek je tato ,l-kolmice* te¢na ke kruznici k (viz. obr. 15/str. 38)
a v pripadé riznobézek je tato ,l-kolmice* vné kruznice k (viz. obr. 16/str.
38). V obou piipadech ,l-kolmice nelezi v nasi l-roviné, tudiz tyto l-kolmice

neexistuji. O

Obrazek 15: ,J-kolmice” soubézek  Obrazek 16: ,]-kolmice” riznobézek

Véta 6. Neexistuje ctyrihelnik, ktery md vSechny ihly pravé [12; s. 42].

Diikaz. Kdyby takovy ¢tyithelnik ABC D existoval, tak by strany AB a C'D
mély dvé spole¢éné I-kolmice a to strany BC a D A. To neni mozné, protoze AB

a C'D jsou rozbézky a maji jenom jednu spolec¢nou l-kolmici. O
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Metrika, vzdalenost dvou bodu

Dalsi pojem, ktery je velice potifebny pro geometrii je metrika. Metrika
nam umoziuje mérit vzdalenost. na stfedni skole se ji vétSinou vibec nevé-
nuje specialni pozornost, protoze v e-roviné ji chdpeme intuitivné a neni tady
nutné se zabyvat vlastnostmi, které musi metrika spliovat. Proto se na chvili
preneseme do e-roviny a nejprve feknéme, co formalné metrika je. Pak si uka-
zeme, jak je definovand v nasem model, a také si ukdzeme, Ze spliuje vSechny

vlastnosti, které musi metrika z definice mit.

Definice 11. Necht méme mnozinu M a x,y,z € M. Metrika A je zobrazeni

z M x M do mnoziny realnych ¢isel takové, ze plati [20]:
L. XMz,y) >0
2. Mz,y) =0, pravé kdyz x =y

3. A,y) = Ay, v)
4. Mz, 2) < Mz,y) + My, 2).

K zadefinovani I-délky budeme potfebovat jesté védét, co je délici pomér.
Délici pomér nese informaci o vztahu (poméru) vzdalenosti tfech kolinearnich
bodt, a poméaha tedy vyjadrit vztah mezi témito body. Metrika v Beltrami-
Kleinovu modelu bude vyuzivat pravé této charakteristiky. V nasledujicim
textu pracujeme v e-roviné, ve které si zadefinujeme délici pomér a dvojpo-
mer.

Definice 12. Necht mame body A, B,C na piimce p tak, ze bod C' lezi
mezi body A a B. Pak délicim pomérem (ABC') nazyvame ¢islo % 3, s.
120].

Definice 13. Necht méame body A, B,C, D na piimce p tak, ze bod C' lezi
mezi body A a B a bod D lezi mezi body C' a B. Pak ¢islo

AC
(ABC) _isa  |AC| |BD

(ABD) ~ 140l = |BC| " |AD)|
|BD|

nazyvame délicim dvojpomérem (ABCD) [3, s. 121].
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Pri definovani l-délky l-usecky se vyuziva pravé zadefinovany dvojpomeér.
P1i vypoctu délky l-tisecky a na e-piimce b se pocita logaritmus dvojpoméru

bodi b a koncovych bodu 1-tsecky a.

Definice 14. Necht mame v l-roviné l-usecku AB, ktera lezi na e-pfimce p.

Body p ozna¢ime X a Y. l-délkou l-usecky AB je ¢islo A(A, B), pro které plati:

)

A(A, B) = [log (XY AB)| = ‘log(|XA| : |XB|)‘ :’ [ XA[- Y B|

YAl VB SWAl-|XB

kde absolutni hodnota z AX je chapana euklidovsky, tzn. e-délka e-tisecky AX
[12; s. 43].

Nahotre uvedeny zlomek je vzdy kladny, nebot body p nikdy nemohou le-
zet na l-tuseCce AB, a tim padem se ndm nikdy ve jmenovateli neobjevi nula
a logaritmus ma vzdy smysl.?”

Kdyz uz mame zpiisob jakym bychom mohli vyjadrit délku, je potiebné si

overit, jestli skuteéné spliuje podminky, které musi metrika z definice mit.
Véta 7. [-délka je metrika.

Diikaz. V l-roviné mame l-body A, B, C, které lezi na l-pfimce p. Z definice

metriky musi platit:
1. M(A,B) >0
2. M(A,B) =0 pravée kdyz A= B
3. MA,B) =\(B,A)
4. M(A,C) < XA, B)+ \(B,C)

Vyraz A(A, B) miazeme podle definice l-délky nahradit vyrazem

IXA|.|YB|
YA|.|[XB|

Y

MA, B) = ’log

kde I-body X, Y jsou z mnoziny p.
Prvni podminka se dokazuje snadno. Vyraz A\(A, B) je vzdy nezaporny, pro-

toze obsahuje soucin a podil absolutnich hodnot. Druh& podminka plati jenom
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tehdy, kdyz vyraz, ze kterého délame logaritmus, bude roven 1. Z toho plyne

rovnost |XA|.|YB| = |YA|.|XB]|, ktera plati, pravé kdyz A = B. Treti

podminka je zalozend na zaméné bodu A a B, kterda nam nezméni hodnotu

logaritmu, jenom jeho znaménko. Logaritmus je ale v absolutni hodnoté, coz

znamena, ze zaména bodi nijak nezméni jejich 1-vzdalenost. Ctvrta podminka

zéavisi na poradi bodi, jako uz napovida vztah rovnosti nebo nerovnosti vy-

razi. Vyraz A(A, B) + A(B, C) je soufet logaritmi, ktery muzeme zapsat jako

logaritmus soucinu.

XAl Y B] XB|-[yC||

YAl |XB| YB|-|XC|

— Jog | XA|-|YB|-|YC|-|XB| _ ‘log | XA|-|YC| _
[YA|-|XB|-|XC|-|YB| [YA|-|XC|

MA,B)+ \(B,C) = 'log + ‘log

AA, C)

To znamena, ze kdyz bod B lezi mezi body A a C', nastane rovnost. Kdyz bod B
lezi az za bodem C (C'lezi mezi body A a B), muzeme vyuzit uz dokdzany vztah
AMA,C)+ N, B) = \NA, B), ktery dosadime do vyrazu A(A, B) + A\(B,C) =
AMA,C) + ANC,B) + A\(B,C). Podle 3. podminky A\(C, B) = A(B,C) a podle
prvni podminky A(A, B) > 0 je tato hodnota je vétsi nez nula, nebo se nule
rovna. Z toho vyplyva A(A,C) + A(C, B) + A\(B,C) > A(A,C) a néasledné
AMA,B)+ AN(B,C) > MNA,C) |12, s. 44]. O

Obecné plati, ze v Beltrami-Kleinové modelu se délky a uhly zkresluji, po-
kud se na né divame euklidovsky. Zajimavéa vlastnost tohoto modelu je, Ze
thly, které maji vrchol ve stfedu S kruznice k, maji euklidovskou velikost
a zadnym zpiisobem se nezkresluji. Usecky, které maji poc¢atecni bod ve st¥edu

S a jsou si rovné, jsou si ve skutecnosti také euklidovsky rovné [18; s. 128].

Priklad 4. Necht l-rovina mé stfed S. Ovéite vypoctem, zda mnozina bodu
X, pro kterou plati A\(S, X) = a, existuje [12, s.45| (tj. vzdalenost bodu X

od bodu S je a). Jestli ano, rozhodnéte, jaky atvar tvori.

Reseni: Na zacatek si musime vypoctem zjistit, zda 1-bod X skuteéné lezi
v l-roviné. Necht l-bod X; patfi mnoziné, kterou hleddme. Vzdalenost hleda-

ného bodu A(S, X;) = a lezi na ptimce p;. Body p; ozna¢ime A, B. Vzdalenost
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a si vyjadiime podle definice

|BS| - | X1 A|
= A5, X1) = |log (BASX,)| =log 75—+ -
@ = M5, K1) = Jlog ( Ul =log B 5 A
Jednotlivé vzdalenosti si umime vyjadfit jinak. |SA| = [SB| = r, kde r je

polomér kruznice k, ktera ohranic¢uje I-rovinu. Plati:
|X1B| =7 — |SX1|

|X1A| =7r 4+ |SX1| .

Po dosazeni dostaneme vztah

r-(r+[SXi])
=5, Xy) =1 :
? AR oK)
Po odlogaritmovani dostaneme
(r+15Xi]) 10¢ -1
10 = ———5—+ = |5Xy| =1 <r.
A T i

Timto zptisobem jsme dokazali, ze bod X existuje vzdy, nezévisle na vzdale-
nosti a, protoze bod X je vzdy I-bod (je vZdy uvnit¥ kruZnice, ktera nam ohra-
nic¢uje l-rovinu). Pokud bychom bodem B cestovali po celé kruznici k, ktera
ohranic¢uje l-rovinu, dostali bychom mnozinu bodi, ktera obsahuje vSechny
body X, které maji stejnou l-vzdalenost od bodu S. Z euklidovské geometrie
vime, Ze tato mnozina bodu by méla byt kruznice se stfedem v bodé S a polo-
mérem a. na otazku jestli mizeme e-kruznici povazovat taky za l-kruznici, da-

vaji odpovéd nésledujici definice.

Definice 15. L-kruznice je mnozina vSech l-bodu, které maji od I-bodu X

stejnou l-vzdalenost.

Definice 16. L-kruznici se stfedem v 1-bodé S (stied l-roviny) budeme chépat
e-kruznici se stfedem v 1-bodé S. V pripadé, ze I-kruznice nemé stied v I-bodé

S, nemuzZeme ji chapat jako e-kruznici [18, s. 129].

Véta 8. Neeuklidovskd l-vzddlenost mize byt libovolné velikd [18, s. 127].
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Diikaz. Opét si vezméme tsecku AB, které je na piimce p, a body p jsou X a

Y. Pak
[ XAl |XB|>‘

MA,B) =1 :
4.5) = s (177 57
Kdy# se bod A bude pfiblizovat k bodu Y, pak zlomek % se bude zvétio-

XB| - NP . . . .
XBl fstane stejny. Timto zpisobem muze logaritmus nabyvat

VBl
libovolné velikych hodnot [18, s. 127]. O

vat, ale zlomek

Definice 17. Dvé l-usecky AB a C'D jsou shodné, jsou-li jejich délky stejné
MA, B) = \(C, D).

Dalsi uzitecna véc, ktera je spojena s délkou a vzdalenosti je stied néjaké
usecky. Nebude to ale tak snadné jako v e-roviné, kde nam stac¢i rozdeélit délku
usecky na pul za pomoci pravitka. Potfebujeme nastroj, kterym propojime
dvojpomér, definujici l-vzdalenost s nasimi moznostmi konstrukce e-roviny.
Proto je vhodné zadefinovat si v e-roviné mocnost bodu ke kruznici, kteréa

nam pomuze sestrojit l-stfed l-tisecky za pomoci euklidovské roviny.

Definice 18. Necht je v roviné dana kruznice [ se stfedem S a polomérem r
a bod A, ktery lezi mimo kruh, ktery kruznice vytvari. Bod T', ktery je bodem
dotyku kruznice [ a teény ¢ ke kruznici [, vedené bodem A (viz obr. 17 /str. 43).
Pro pravouhly trojuhelnik ST A plati z Pythagorovy véty: |AT|* = |AS|* —r2.
Vyraz |AS|*> — r? se nazyva mocnost bodu ke kruznici a znaci se M (A, 1) [3, s.

86].

Obrézek 17: M(A,1) = |AS|* — 7%  Obrézek 18: M(A,1) = |AC| - |AD|
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Véta 9. Necht je v roviné ddna kruznice | se stiedem S a polomérem r a
bod A, ktery lezi mimo kruh, ktery kruznice vytvdri. Mame libovolnou secnu
kruznice 1, kterd prochdzi bodem A. Pruseciky secny a kruznice | jsou body

C, D. Mocnost bodu ke kruznici se dd vyjadfit také jako |AC| - |AD] [3, s. 86].

Diikaz. Kdyz oznac¢ime P patu kolmice na se¢nu, které prochazi bodem S. Pak
si umime vyjadiit |AD| = |AP|+ |PD| a |AC| = |AP| — |PC/. Protoze délky
|PD| = |PC]| jsou stejné (viz obr. 19/str. 43), dostaneme

|AC| - |AD| = |AP|* — |PC|* = |AS|” = [SP|" — (r* — |SP[),
coz je hledany vyraz |AS|” — 72 z definice [3, s. 86]. O

na nasledujicim pfikladu si ukazeme, jak ndm mocnost bodu ke kruznici

pomitze pii konstrukei stredu strany v l-roviné.

Piiklad 5. Mé&jme e-primku p, ktera ma v l-roviné I-body A, B a k-body C, D.
Najdéte l-stied S l-usecky AB. (pozn.: K tomuto piikladu je na pfilozeném
CD vytvoren aplet v programu GeoGebra.)

Obrazek 19: Stied 1-tisecky AB

Reseni: Jako prvni krok si musime sestrojit pomocné kruznice [ a m. Kruz-

nice | bude mit pramér stejny, jako je e-vzdalenost bodu |CD|. Kruznice m
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mé podminku, ze body A, B na ni musi lezet a musi mit pruseciky s kruz-
nici . Vzniknou nam priseciky kruznic [ a m, které oznac¢ime P, (Q (viz. obr.
19/str. 44). Cheeme sestrojit bod H, ktery bude mit stejnou mocnost k obéma
kruznicim. Tento bod je e-prusecik e-primek AB a PQ. Nami hledany l-stfed
S l-usecky AB bude lezet na e-kruznici n, ktera mé e-stfed v e-bodé H a pro-
chazi tetnym e-bodem 7', ktery nam vznikne jako e-dotykovy e-bod e-te¢ny
vedené z e-bodu H k e-kruznici m. Protoze nas hledany stied S méa byt také

na l-usecce AB, dostaneme ho jako AB Nn [12, s. 45].

Priklad 6. Mé&jme e-piimku p, kterd ma v l-roviné 1-body A, B a k-body C, D.
Najdéte l-stied S l-tusecky AB, pricemz l-vzdélenost AC je stejné jako BD.

Reseni: Miizeme postupovat stejné jako v pfedchozim prikladé. Byl by
to ale zbytecné slozity postup, protoze na zakladé e-soumérnosti tohoto mo-
delu, bude l-stfed l-usecky AB také e-stied e-tisecky AB, takZze ho muzeme

sestrojit euklidovskou metodou, jak jsme zvykli z e-roviny [12, s. 45].

Prenaseni vzdalenosti

Dalsi vyznamna véc, ktera je podstatna pro zakladni konstrukce, je prené-
Seni délek. Zékladem je tzv. Pappova véta, kterd rika, ze stfedovym promitanim

v e-roviné se dvojpomér neméni.

Obrazek 20: Pappova véta
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Véta 10. Necht mdme dve rizné primky p a q a ¢ty primky a, b, ¢, d, které se
protinaji v jednom bodé S, ktery nelezi na primce p, ani na primce q. Priseciky
primek a, b, ¢, d s pFimkou p jsou body Ay, By, C1, D1 a priseciky piimek a,b, ¢, d
s primkou q jsou body As, By, Cy, Do (viz. obr. 20/str. 45). Pak plati ndsledugict

rovnost [13]:
[ALGh| [BiCh|  [AeC| [ BaCh
|A1D1| * [BiD1| [AsDs|  [BaDsf

Zpusob, jak vyuzit této védomosti pii prenéseni l-délky l-usecek je ukazan

v nasledujicim prikladu.

Piiklad 7. Budeme mit dané dvé ruzné l-primky p,q, pricemz body A, B
jsou na l-pfimce p a bod C' lezi na l-ptfimce ¢. Najdéte bod D na piimce g
tak, aby l-délka l-tisecky AB byla stejné jako l-délka l-usecky C'D [12, s. 48].
(pozn.: K tomuto piikladu je na pfilozeném CD vytvoren aplet v programu

GeoGebra.)

Obrazek 21: Pieneseni vzdalenosti

Reseni: Podle toho, jestli jsou p, ¢ soubézky nebo rozbézky, dostaneme dvé
feSeni. Nejprve se vénujme moznosti, kdy l-pfimky p,q jsou soubézky (viz.
obr. 21/str. 46). To znamen4, Ze maji jeden spoleény k-bod, ktery oznacime
U. Dalsi dva body, ve kterych primky protinaji zédkladni kruznici k, oznac¢ime
P a ). Bod X je prusecik e-pfimky PQ a e-pifimky AC. Bod Y je prusecik
e-piimky BC' a e-piimky PQ. Ted vyuzijeme Pappovy véty, ktera nam presné
rika, jak mame sestrojit bod D tak, aby se zachoval dvojpomeér, ktery v na-

Sem modelu urcuje vzdalenost dvou bodi. Nasledné nam staci vést e-piimku
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body Y a A a priise¢ik této pfimky s l-pfimkou ¢ je nas hledany bod D. Bod
s hledanymi vlastnostmi mizeme dostat také jako prisecik e-primky, ktera
prochéazi body X a B, s l-pfimkou ¢. Hledané body jsou tedy D; = ¢ N AY
a Dy = qN BX (viz. obr. 21/str. 46). Kdyz p a ¢ nejsou soubézky, situace
se trochu zkomplikuje, vzhledem k tomu, Ze nemame soubézku s l-ptimkou
q, na kterou bychom vzdalenost hned prenesli. Pro tento ptfipad sestrojime po-
mocnou pifmku [, ktera je soubézné s obéma zadanymi rozbézkami. Pak apli-
kujeme postup z predchoziho feSeni na soubézky p,l (viz. obr. 22/str. 47), a

pak na soubézky [, ¢ (viz. obr. 23 /str. 47).

Obrézek 23: Pieneseni vzdalenosti z piimky [ na primku ¢
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7.3 Priklady na procviceni

Nésledujici priklady jsou urceny k upevnéni znalosti z Beltrami-Kleinova
modelu. Ke v8em piikladim jsou vytvoreny aplety v programu GeoGebra, které

muzete najit na prilozeném CD.

Priklad 8. Méame dané I-body A, B a l-pfimku p. Sestrojte l-pravothly troj-
thelnik ABC, jehoz strana c je l-tisecka AB a l-bod C' lezi na l-pfimce p.

Reseni: Sestrojime kolmice k l-tise¢ce AB v bodech A a B (viz. obr. 24 /str.
48). Body ¢ ozna¢ime T7 a Ty. Z téchto bodu sestrojime te¢ny ke kruznici k.
Tecny se protnou v bodé P. Hledané 1-kolmice lezi na e-ptimkéach p; a po, pfi-
¢emz p; prochazi body P a B a py prochézi body P a A. Bod C' je prusecik
l-pfimky p s l-kolmici 1-tse¢ce AB, kterd prochézi -bodem B, nebo l-bodem
A.

Obrézek 24: Resent prikladu 8
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Priklad 9. Sestrojte rovnoramenny trojihelnik SM N, jeho jeden jeho vrchol
je stfed S l-roviny. Druhy vrchol ma byt zadany I-bod M a tfeti I-bod N ma

lezet na dané l-piimce n.

Resent: Rovnoramenny trojihelnik ma stejnou délku dvou stran, coz zna-
mené, ze dva vrcholy maji stejnou vzdalenost od tretiho vrcholu trojihelniku.
Vyuzijeme vlastnost tohoto modelu, Ze l-kruznici se stfedem v l-bodé S mu-
zeme sestrojit jako e-kruznici se stfedem v tomto bodé. Sestrojime l-kruznici m
se stfedem v 1-bodé S, ktera prochazi I-bodem M (viz. obr. 25 /str. 49). na této
kruznici bude lezet také 1-bod N. Jestli se nam kruznice m protne s 1-primkou

n, tento prusecik bude hledany I-bod .

Obrazek 25: Regeni piikladu 9
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Piiklad 10. Necht médme v l-roviné dan trojuhelnik ABC'. Sestrojte prusecik
jeho vysek. (Pod pojmem vyska rozumime kolmici na stranu vedenou protileh-

lym vrcholem trojihelniku tak, jak jsme zvykli z e-roviny.)

Resent: 7 euklidovskeé roviny znéame obecny postup hledani tohoto priise-
¢iku, ortocentra. Ke kazdé strané daného trojuhelniku najdeme kolmici, ktera
prochézi tfetim vrcholem trojihelniku, ktery nelezi na této strané. Misto, kde
se protnou tyto kolmice, je hledané ortocentrum. Stejny postup pouzijeme
také v l-roviné. Najdeme l-kolmice ke strané ¢ za pomoci e-tecen k zékladni
e-kruznici k z k-bodu ¢ (viz. obr. 26/str. 50). Prusecik téchto tecen je e-bod
X;. Vsechny l-kolmice k l-tiseéce AB prochazi e-bodem X; a maji s I-iseckou
AB spole¢ny l-bod. Z mnoziny vSech téchto l-kolmic k této l-tise¢ce vybereme
tu, ktera prochéazi -bodem C'. Stejnym postupem najdeme l-kolmice ke stra-
nam b a c. Prisecik téchto ti1 I-kolmic je nas hledany prisecik V' vysek troju-

helniku ABD (viz. obr. 27/str. 50).

Obrazek 26: Kolmice na stranu c Obrézek 27: Prusecik vysek V
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Piiklad 11. Necht médme v l-roviné dan trojuhelnik ABC'. Sestrojte prusecik
téznic. (TéZnice chapeme jako spojnice stfedu stran s protilehlymi vrcholy

trojuhelnika, stejné jako v e-roving.)

Reseni: 7 euklidovské roviny vime, ze prusec¢ik pirimek, na kterych lezi
lenku shodné pouzijeme v l-roviné. Sestrojime l-stfed strany a daného troju-
helnika, ktery pak spojime s protilehlym vrcholem A. l-stfed strany a najdeme
pomoci pomocnych e-kruznic [ a m (viz. obr. 28 /str. 51). E-kruznice [ ma st¥ed
v I-bodé L, ktery je e-stfed e-tisecky F, D, a prochézi k-body E, D, které patii
a. Kruznice m ma libovolny stfed M na e-ose l-tisecky C'B tak, aby kruznice m
méla pruseciky s kruznici [. Pruseciky kruznic [ a m jsou e-body P, ). Prusecik
e-pfimky PQ a e-pfimky a je bod H. Bod T, je bod dotyku tec¢ny z bodu H
ke kruznici m. Stred S; l-tisecky C'B lezi na kruznici, ktera ma stfed v bodé
H a prochézi bodem T,. Postup zopakujeme také se stranami b a c. Priisecik

T t&chto téznic je hledany bod (viz. obr. 29/str. 51).

Obrézek 28: Stied usecky CB Obrazek 29: Tézisté T' trojuhelnika
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Priklad 12. Necht jsou dény l-body A, B a l-pfimka p, na které lezi bod C.
Sestrojte ¢tyfuhelnik ABC D, ktery bude mit protilehlé strany AB a C'D stejné

l-dlouhé. I-bod D lezi také na piimce p.

Obréazek 31: Pfenaseni vzdalenosti na l-pfimku p

Reseni: Jestli ze jsou l-pfimka, na které lezi body A, B, a l-pfimka p, sou-
bézky, stac¢i nam pienést vzdalenost AB na pfimku p od bodu C. Jestli Ze jsou

rozbézky, musime si zvolit pomocnou l-primku, ktera bude soubé&zna s obéma
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rozbézkami. V tomto pripadé musime vzdalenost AB prenést nejprve na po-
mocnou l-pfimku od libovolného l-bodu R, ktery na ni lezi (viz. obr. 30/str.
52). Vzniknou nam dva l-body R; a Rs, které maji od zvoleného l-bodu R
pozadovanou vzdalenost. Dal pracujeme uz jenom s bodem R, nebo R,. Po-
kud jsme postupovali spravné, nezalezi na tom, ktery si zvolime. na obrazku
(viz. obr. 31 /str. 52) pracujeme s bodem R;. V dalsim kroku pfeneseme tuto
vzdalenost z pomocné l-pfimky na l-pfimku p, na které lezi bod C'. Vzniknou
nam dva body D; a D,. Dostaneme dvé FeSeni, protoze oba body vyhovuji

zadani (viz. obr. 32/str. 53).

Obrézek 32: Regent pitkladu 12
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Priklad 13. Necht mame v l-roviné dané l-body A, B a l-bod K. Bod S je
stfed zékladni kruznice k. Sestrojte ¢tyituhelnik ABC D tak, aby l-body K, L

lezely na l-pfimce C'D, strany AD a BC' byly kolmé na stranu AB a strany
AB a C'D rovnobézné.

Resent: Nejprve sestrojime l-kolmice na stranu a (tsecka AB), které budou
prochazet 1-body A a B (viz. obr. 33/str. 54). To udélame za pomoci e-tecen
ke e-kruznici k£ v bodech a. E-prisecik e-tecen si oznacime jako bod P. Timto
bodem kterym prochézeji vSechny I-kolmice k tsecce a. Nase hledané 1-kolmice
b, d budou lezet na e-primkach, které prochézeji e-bodem P a l-bodem A (kol-
mice d) resp. l-bodem B (kolmice b). Ted uz jen sta¢i udélat rovnobézku se
stranou a, ktera prochéazi I-body K a S. Jestli tato rovnobézka protne I-kolmice
b (vznikne bod C) a d (vznikne bod D), miZzeme sestrojit hledany ¢tyituhelnik.

V opac¢ném pripadé priklad nemé feSeni.

Obrazek 33: Reseni prikladu ¢.13
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ZAvér

Ve své praci jsem se zabyvala neeuklidovskou geometrii. PTi psani préace
jsem se seznamila s touto geometrif a ziskala pfehled v literature, ktera se této
neeuklidovské geometrii vénuje. Myslim, Ze se mi podarilo dané téma zpracovat
zpusobem, ktery je vhodny pro vyklad na stfedni Skole pro studenty, ktefi o ne-
euklidovské geometrii nemaji zadné predchézejici védomosti. Praveé seznameni
s timto tématem by mohlo pomoci studentim stfednich skol pochopit vyznam
a fungovani geometrie euklidovské a podpofit jejich geometrickou predstavi-
vost a smysleni. V Gvodu pisi o dlouhé cesté k objeveni neeuklidovské geo-
metrie, kterd je ovlivnéna netspésnymi dukazy. V této ¢asti jsem se snazila
poukézat na rozdily mezi euklidovskou a neeuklidovskou geometrii, za pomoci
chybnych predpokladii, které byly pouzité pii netispésnych dikazech.

P1i hledéni téchto informaci jsem objevila v literatufe veliké mnozstvi zmi-
nek o riuznych vétach, které jsou ekvivalentni s euklidovym 5. axiomem. Tyto
véty jsem néasledné piehledné sepsala ve druhé kapitole. V literatufe jsem ob-
jevila také dva pohledy na neeuklidovskou geometrii, na které jsem ve tieti
kapitole upozornila a vysvétlila misto neeuklidovské geometrie v kazdém z nich.

P1i hledani zdroju jsem zjistila, Ze se jenom tézce da najit vétsi mnozstvi
informaci o vyuziti neeuklidovské geometrie. Predpokladém, Ze je to asi tim, ze
obory a zpuisoby vyuziti nejsou uplné bézné a snadné na pochopeni. Pokusila
jsem se najit a uveést nékolik druht vyuziti, které ovliviuji kazdodenni Zivot
lidi bez toho, aby si to uvédomovali.

Pro samotné seznamovani s novou geometrii jsem napsala nejprve kapi-
tolu, ve které ¢tenaf o ni ziska zakladni predstavu za pomoci 3D modeli. Tato
predstava je podle mé diilezitd pro uvédomeéni si zakladnich odlisnosti od ge-
ometrie euklidovské. Protoze zkouméni geometrie za pomoci modeli nemusi
byt pro ¢tenafe bézné, v Sesté kapitole se vénuji zptsobim, kterym muzeme
geometrii zkoumat, popisuji jejich vyhody a nevyhody.

Pro samotnou préci v neeuklidovské roviné jsem vybrala Beltrami-Kleintiv

model, protoze je podle mé nejnazornéjsi a lehce se v ném da pracovat i za po-
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moci volné dostupnych matematickych softwart, které v dnesni dobé vyrazné
poméhaji pri vyuce matematiky na Skoldch. V tomto modelu jsem zavedla
vlastni (podle mé intuitivn&jsi) znaceni a popsala zakladni objekty a vlast-
nosti, se kterymi pozdéji pracuji v konkrétnich piikladech. Tyto ptiklady jsem
vymyslela tak, aby pomohly k procvic¢eni novych znalosti a v pripadé netspéchu
feSeni téchto prikladu odhalily, které informace o praci v Beltrami-Kleinovu
modelu ¢tenéfi v predchazejicim textu unikly.

K prikladim jsem vytvorila aplety v matematickém programu GeoGebra.
Tyto aplety nazorné ukazuji postupy konstrukci a umoznuji zkoumat tesitel-
nost prikladi pfi riaznych polohach zadanych objektu.

Eventualni nédvazné prace na tuto bakalaiskou préaci by se mohla vénovat
jako jsou naprtiklad hyrocykl a hypocykl. Také by mohla byt vénovana jinym

modelim, které by mohly byt navzajem porovnany.
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Seznam pouzitych symboli a zkratek

n. 1. naseho letopoctu

obr. obrazek

pr. n. 1. pfed nasim letopoctem

str. strana

t.j. to jest

tzv. takzvany

viz. odkaz na jinou stranku

3D trojrozmérny

- utvar v Lobacevského geometrii

e- utvar v euklidovské geometrii

k-bod bod lezici na kruznici k, kterda ohrani¢uje Lobacevského rovinu
v-bod bod lezici vné kruznice k, ktera ohrani¢uje Lobacevského rovinu
log logaritmus o zékladu 10

Z mnozina v-bodi e-pfimky z

Z mnozina k-bodu e-ptimky z

N prunik

() prazdna mnozina

€ patii, nalezi

0 konec dukazu
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