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Predkladana diplomova prace s ndzvem Vyuka linearni algebry na
stfednich Skoladch je rozdélena na cast teoretickou a experimen-
talni. Teoreticka ¢ast se zabyva identifikaci témat linearni algebry
v uéivu matematiky na st¥ednich Skolach, predstavuje jejich pro-
blematiku a ukazuje mozné cesty jejich rozsiteni. Mezi tato témata
jsou v praci zafazeny vektory a vektorové prostory, skalarni sou-
spoCiva v experimentalni casti, kterd tato témata zaclenuje do
pripravy a néasledné realizace online vzdélavaciho kurzu linearni
algebry pro zéky stfednich skol v ramci projektu Talnet, ktery
se uskute¢nil v zimnim semestru akademického roku 2015/2016.
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The submitted master thesis called Linear Algebra Education at
Secondary School consists of a theoretical and an experimental
part. The theoretical one deals with the identification of those li-
near algebra themes, which appear in the secondary school mathe-
matics curriculum. It follows up with a more detailed look into
those topics and proposes ways for further extension of secon-
dary level linear algebra education. The main topics, which are
identified in the thesis, are vectors and vector spaces, inner and
dot product, systems of linear equations and matrices. The main
section of this thesis is the experimental part, which incorporates
the conclusions of the first one to design and later realise an on-
line educational course of linear algebra as a part of the Talnet
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year 2015/2016. The end of this thesis contains assessment of the
results of this course.
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Uvod

Predkladana diplomova prace s nazvem Vyuka linedrni algebry na strednich skoldch
je rozdélena do dvou navzajem propojenych ¢asti. V teoretické ¢asti je popsan pristup
k pojmu vyuka linedrni algebry na stfednich skoladch z hlediska identifikace obsahu
stredoskolské latky, jez ma pfimou souvislost se studiem linedrni algebry, a nasledného
navrhu na upravu ¢i doplnéni zpiisobu vyuky tohoto tématu.

Hlavni tézisté diplomové prace spociva v experimentalni ¢asti, ktera obsahuje popis,
pripravu, a zhodnoceni e-learningového kurzu Matematika V- Linedrni algebra, ktery
byl ve spolupraci s Ndrodnim institutem pro dalsi vzdéldvdni vytvoren a realizovan
v ramci projektu Talnet v zimnim semestru akademického roku 2015/2016 pro zaky
strednich skol.

V nésledujicim vyc¢tu uvedme zakladni cile, kterych se snazi tato zévérecné préace

dosahnout.

(1) Pokusit se identifikovat prvky linearni algebry, které se objevuji v ramci stfedo-
skolské vyuky, se zvlastnim zamérenim na fadu ucebnic pro gymnéazia a Rim-
covy vzdéldvaci program pro gymndzia.

(2) Ur¢it mozny prostor pro rozsifeni latky linedrni algebry ve stfedoskolské ma-
tematice a navrhnout moznosti tohoto rozsiteni.

(3) Na zékladé teoretického studia navrhnout, realizovat a vyhodnotit online vzdé-
lavaci kurz linedrni algebry pro zaky stfednich skol.

(4) S pouzitim vysledkt pfipraveného a uskuteénéného kurzu okomentovat moz-

nost vyuky linearni algebry na stfednich skolach.

Nyni rozeberme podrobnéji obsah diplomové prace a uvedme si zdkladni teze jed-

notlivych kapitol, které jsou v praci obsazeny.

(1) Vymezeni matematické discipliny linedrni algebra z pohledu stredoskolské ma-
tematiky. Kapitola seznamuje ¢tenare s linearni algebrou jako vysokoskolskym
predmétem. Studiem Rdmcového vzdéldvaciho programu pro gymndzia a zé-
kladni fady ucebnic matematiky pro gymnézia jsou v této kapitole identifi-
kovany klicové oblasti stiedoskolské matematiky, na které navazuji kapitoly
linearni algebry na vysoké skole.

(2) Fragmenty linedrni algebry v soucasném stredoskolském kurikulu, jejich vy-
uka a ndméty pro jeji rozsiteni. Druhd kapitola teoretické ¢asti navazuje na
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v prvni kapitole identifikované oblasti a snaZi se o jejich didaktické zpraco-
vani a napojeni na vysokoskolsky pristup k tématu. Jedna se o vyuku vektortu
a vektorovych prostort, soustav linearnich rovnic a pojmu skalarni soucin na
stfednich skolach.

Specifika online vzdéldvani. Posledni kapitola teoretické ¢asti popisuje z hle-
diska pedagogicko-psychologickych aspektti vzdélavani studentd v online pro-
stredi. Tato kapitola tvofi teoreticky ramec pro nasledny navrh a realizaci
vzdélavaciho kurzu.

O projektu Talnet. Charakteristika projektu Talnet. Stru¢na historie projektu,
souhrn aktivit pro nadané zdky a seznam T-kurzi, tj. vzdélavacich online
kurzi spusténych ve skolnim roce 2015/2016, s vét$im zaméfenim na matema-
tické kurzy.

Kurz linedrni algebry. Kapitola obsahuje vychodiska pro navrh i néslednou
realizaci a Fizeni kurzu linearni algebry v ramci projektu Talnet. Kapitola
pristupuje k tématu z hlediska motivace, formulace vyukovych cili a stano-
veni metod pro ovéfeni jejich plnéni s popisem moznych rizik pedagogického
pristupu.

Organizace a prubéh kurzu. V této kapitole budou diskutovana vysledna po-
doba kurzu, predstaveni icastnikii a naplnovani komunikac¢nich schémat v kurzu
s akcentem na kapitolu Specifika online vzdéldvani.

Popis a vyhodnoceni dil¢ich vyukovich lekci. Nejrozsahlejsi ¢ast prace sezna-
muje s podrobnym obsahem jednotlivych vyukovych lekci. Kazda lekce je po-
psana tfemi charakteristikami. V prvé fadé je to predstaveni obsahu lekce,
dale prezentace cili a diivodu zatazeni zadanych tloh a kone¢né samotné vy-
hodnoceni a reflexe opirajici se jak o subjektivni dojem z vedeni kurzu, tak,
a to predevsim, o odpovédi respondenttl v kratkych dotaznikovych Setfenich.
Shrnuti. Souhrnné zhodnoceni experimentalni ¢asti prace. Vyhodnoceni pri-
béhu kurzu na zakladé vlastni reflexe a vysledkt dotaznikového Setfeni, které

bylo opakované uskutecnéno v pribéhu kurzu.

Prace je doplnéna cetnymi prilohami, které jsou k listinné podobé prace pripojeny

v elektronické podobé na datovém nosi¢i CD. Disk obsahuje kompletni materialy kurzu,
jako jsou napriklad hlavni studijni materidly — prezentace ve formatu PDF, dale sou-
bory tloh k samostatnému feSeni a kompletni vysledky dotazniki, jeZ studenti v ramci

prubéhu kurzu vyplinovali. Podrobny obsah pfiloh je uveden na konci prace.

V textu préace je preferovano oznaceni Zak stredni skoly pro Gcastnika prezenc¢niho

studia na stfedni skole. Pro tcastnika kurzu, ktery se absolvovani kurzu vénuje ve svém

volném case, je obvykle pouzivano oznaceni student.
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KAPITOLA 1

Vymezeni matematické discipliny linearni algebra

z pohledu stredoskolské matematiky

Prvni kapitola této prace si klade za cil identifikovat témata stfedoskolské mate-
matiky, kterd tizce souvisi s linedrni algebrou. Podkladem pro to bude jednak Rdm-
covy vzdélavaci program pro gymndzia [42], ktery zarucuje, ze dané téma je opravdu
stfedogkolskym tématem, a dile udebnice matematiky pro gymnézia. Rady ucebnic
se pochopitelné v pribéhu let obmeénovaly. Protoze prioritou této prace je predevsim
vyuka linearni algebry v soucasnosti, bylo k identifikaci téchto témat vyuzito patrné
nejrozsitenéjsi a nejrozsahlejsi fady ucebnic pro gymnazia nakladatelstvi Prometheus.

Takova témata, kterd maji vyrazny prinik s obsahem linearni algebry, budou v ka-
pitole Fragmenty linedrni algebry v soucasném stredoskolskem kurikulu, jejich vyuka
a nameéty pro jeji rozsireni podrobnéji rozvedeny.

Aby tento zamér byl vibec uskutecnitelny, je v prvé fadé nutné alespon ramcoveé
vymezit, co se za pojmenovanim matematické discipliny linedrni algebra vlastné skryva.

Pro vytvoreni prehledu o obsahu této discipliny bylo uzito nékolik publikaci, mezi
kterymi jsou zahrnuty uéebnice linedrni algebry pro matematické vysoké skoly [2], [3],
[60], pro pedagogické obory se zaméfenim na matematické vzdélavani [4], obory pfipra-
vujici budouci fyziky [31], i publikace zaméfené na technicky orientované obory [12],
[45], [16]. Mezi témito publikacemi jsou jak soucasné knihy, podle kterych vyuka na
vysokych skolach probihéa, tak publikace, které bychom za soucasné patrné neoznadili,
nicméné mnoho jinych se na né odkazuje a proto v nasem vybéru maji své misto.

V této ani jiné kapitole nebude ucelem podrobné popsat pristup k tématu linearni
algebry ve vyse uvedenych publikacich. Studium téchto prament je pro nas dulezité
predevsim kvili stanoveni obsahové naplné linearni algebry a postupi, které se v danych
publikacich uplatnuji.

Obsahové nejrozsahlejsi je ze studovanych publikaci kniha Linedrnd algebra a ge-
ometria [60]. Z vyse uvedeného vyctu je také jedinou, kterd se pokousi svému ¢tenaii
ozfejmit vyznam linearni algebry z pohledu, ktery by mohl byt oznacen jako filozoficky.
Hlavni teze vymezujici kol a postaveni linedrni algebry mohou byt na zakladé této

publikace parafrazovany v nasledujicich bodech (vice viz [60, s. 15-16]).



(1)

(5)
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Linearni algebra je jazyk, ktery slouzi k vyjadreni geometrickych ideji a vztahia
puvodné vychazejicich z nasich geometrickych predstav, jez vSak tento ramec,
ktery se v pribéhu vyvoje ukazal jako omezeny, nyni vyrazné prekracuji.!

V soucasnosti kurz linearni algebry tvoii spolec¢né s kurzem matematické ana-
lyzy dva pilife univerzitniho matematického vzdeélani.

V pocatecni fazi je linearni algebra pojmové prizracnéjsi a logicky jednodussi
z uvedenych disciplin, byt je zaroveri abstraktnéjsi.?

Jeji zékladni pojmy, jako jsou pole, vektorovy prostor, baze, linedrni zobrazeni
apod., jsou definovany jako abstraktni objekty nebo soubory objektd, vyho-
vujici jistym podminkdm (axiomtim).?

Zakladni pojmy a metody linedrni algebry zasahuji do téméf vSech oblasti

moderni matematiky a jejich aplikaci.*

Publikace Linedrni algebra [2] je z hlediska této kapitoly jednou z nejdulezitéjsich,

nebof v samém tvodu popisuje trendy pfistupu k vyuce linearni algebry.

Linearni algebra patii k zakladtiim vysokoskolské matematiky. Na jedné

strané pfirozenym zptisobem navazuje na nékteré partie matematiky

stfedoskolské a zarazuje je do uceleného systému, na druhé strané je

dulezitym vychodiskem dalsich matematickych disciplin. [2, s. 7]

Autor skript dale pokracuje rozdélenim ptistupu k vyuce linearni algebry na vysoké

skole.

Srovnanim vétsiho poctu ucebnic linearni algebry je mozno snadno na-

hlédnout, Ze vymezeni obsahu této discipliny znacné kolisa, ze latku je

mozno pojmout nejriznéjsim zptisobem a zZe jednotlivé celky lze témér

INage geometricka predstavivost je omezena dvéma rozméry roviny, resp. tfemi rozméry prostoru.

Linearni algebra studuje prostory jak libovolné konecné dimenze, tak nekonecné dimenze. Studium

prostortt nekonecné dimenze je potom ulohou predevsim funkcionalni analyzy. Velmi trefné je potom

nasledujici prirovnani.

Aparat linearnej algebry je tak akousi ,slepeckou palicou®, ktorou si ,otukdvame*

svet nepristupny nasmu pohladu, zatal ¢o povodny geometricky nazor sa stava zdro-

jom pojmov, intuitivnych vhladov a metafor, ktoré do tohoto sveta prendSame a s ich

pomocou sa v iom orientujeme. [60, s. 15]

2To 1ze povazovat za jeden z nosnych argumenti, pro¢ by se zaci stfednich kol méli v rozsirujicim

studiu matematiky zabyvat zakladnimi tématy linearni algebry.

3To bohuzel v dtisledku &asto vede ke stylu vyuky linearni algebry metodou ,,definice, véta, dikaz*,

tedy deduktivnimu zptisobu vyucovani. Tim jsme blize k tomu, ze student vysoké skoly si nebude

schopen poznatky osvojené na stfedni Skole spojit s poznatky novymi. Z pohledu stfedni skoly je

vSak uzitecné najit takové didaktické zpracovani tématu, které by stavélo na jiz osvojenych poznatcich

a k vyslednym axiomtim, které budou dany objekt definovat, se zaci dostavali induktivné.

dy pristupu ukéazat studentiim souvislost linearni algebry s fyzikou, geometrii, statistikou a dal$imi

dominuji nejen publikace [45], [60], ale také uéebni text Péstujeme linedrni algebru [31].
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libovolné permutovat. Rovnéz lze zaznamenat velké rozdily v pristupu,
ve vykladu a v mife obecnosti. Nékdy je linearni algebra prezentovana
jako soubor receptt pro feseni jednoduchych tloh (soustavy linearnich
rovnic o dvou, resp. tfech nezndmych, determinanty druhého a tietiho
fadu, aplikace na analytickou geometrii v roviné a prostoru atd.), jindy je
vykladana jako teorie vektorovych prostori (obecné libovolné dimenze)
nad komutativnim télesem, nékdy dokonce jako urcita partie teorie mo-
duld. [2, s. 7]

Predchozi turyvek privadi k myslence rozdélit pristup k linearni algebre do dvou
proudi. Prvni je pfistup zaméfeny na budovani pfedevsim teoretickych poznatki, chape
linearni algebru jako podobor abstraktni algebry, coz dokazuje studiem vektorovych
prostortt nad komutativnim télesem jako algebraickych struktur, apod. Pro tento pii-
stup bude pro dalsi potfeby zavedeno oznaceni abstraktni.

Na druhé strané je zde pristup, jez bude oznacovan jako pragmaticky, ktery je ve
vySe citované pasazi popsan predevsim orientaci na pocetni techniky linearni algebry
(FeSeni soustav linearnich rovnic, pouzivani matic a determinanti).

V literatufe se pak lze setkat s pristupem vylozené abstraktnim, napiiklad v pub-
likacich [24], [40], [39], coz jsou publikace zabyvajici se primarné abstraktni algebrou.
Existuji vSak i publikace z opa¢ného konce spektra, napfiklad [45] nebo [12]. Kone¢né

to lze dolozit i nasledujicim uryvkem.

Metody linearni algebry patii jiz po fadu let k nejzakladnéjsim mate-
matickym poznatkiim, se kterymi se studenti vysokjch skol technickjch
seznamuji v prvnich ro¢nicich svého studia. Pfi feseni jakychkoli linear-
nich tloh, at jiz v technickych, ekonomickych nebo jinych aplikacich, je
pouzivani vektor®, matic, linedrnich zobrazeni apod. zcela bézné. Vy-
znam metod linearni algebry nartista rovnéz tim, ze v aplikacich se casto
pouziva linearizace nelinearnich tloh, takze postupy z linearni algebry

lze aplikovat i na feSeni nelinedrnich uloh. [12, s. 7]

Autofi publikace [31] poukazuji na to, Ze linedrni algebra je historicky mnohem
mladsi disciplinou nez napfiklad matematickd analyza. Pfipominaji, Zze jadro matema-
tické analyzy vzniklo v 17. a 18. stoleti, avsak né€které zakladni pojmy linearni algebry
vznikly ani ne pred sto lety, a partie linearni algebry blizké svym pojetim funkcionalni
analyze jsou jen par desitek let staré [31, s. 23].

Odpovédi na otazku, pro¢ bychom se studiu linearni algebry na stfednich skolach
méli vénovat, by mohly byt nejméné dvé. Jednak jde o zakladni vysokoskolské matema-
tické téma (podobné jako diferencidlni a integralni pocet funkci jedné realné proménné,
ktery se do obsahu gymnazialniho uciva dostal minimalné diky ucebnici Diferencidlni

a integrdlni pocet [17]), které ma se stfedoskolskou matematikou mnoho spoleéného,
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jak poukazuje vyse uvedeny turyvek z publikace [2]. Druhou odpovédi muze byt pfistup
linearni algebry projevujici se v dikazech matematickych vét v tomto oboru. Toho si
v§imaji i autofi publikace [31] kdyZ poukazuji na nasledujici metaforu.

Prirovnejme analyzu resp. algebru k dvéma nésledujicim détskym ¢&in-

nostem: stavéni hradu z pisku (analyza) a sestaveni hodin ze stavebnice

(algebra). Vyrok ,hrad uz je skoro hotov, zbyva par véci uhladit a za-

mést“ nema pii sestavovani hodin protéjsek: ozubené kolecka hodin do

sebe bud zapadaji, nebo ne (,skoro zapadaji“ je nesmysl). Tak je to

i s dikazy v linearni algebfe: jsme-li ,skoro hotovi“, jsme obvykle jiz

zcela hotovi, zatimco v analyze byva nékdy od ,dikazu podle obrazku“

k pfesnému dikazu jesté dlouhd cesta. [31, s. 23]

Tedy tvrzeni linearni algebry a jejich ditkazy mohou byt pro zéky strednich skol pii-
stupnéjsi nez néktera tvrzeni a jejich dikazy z matematické analyzy, ktera jsou (alespon
v zakladnim pojeti matematické analyzy tak, jak jej nalezneme ve zminéné stredoskol-
ské ucebnici) zalozena ¢asto na odhadech (ve smyslu uzivani nerovnosti) nebo tricich.
V lineérni algebie nalezneme tvrzeni, jejichz dtikazy miize i zak stiedni skoly sdm obje-
vovat. Proto v sobé studium linearni algebry skytéd i moznosti pro nacvik netrividlniho
uzivani dikazovych technik, se kterymi se zaci v u¢ivu gymnézia seznamuji. Nazorné
jsou rovnéz nékteré dikazy existence ¢i jednoznacnosti.

Jak tedy vymezit lineadrni algebru z pohledu stfedoskolské matematiky? Zde lze
navrhnout dva zptsoby pohledu, obsahovy a metodicky. Prvni zminény obnasi vycet
oblasti, kterymi se linedrni algebra zabyva, resp. které se studuji v rdmci linearni al-
gebry, a jejich vzajemnych vztahd. Témito vztahy je myslena pojmové hierarchie line-
arni algebry. Nékterd témata jsou prirozené zakladem témat jinych. Naptiklad studium
vektorovych prostort se skalarnim soucinem nebude predchézet studiu obecnych vekto-
rovych prostori. Podobné teoretické studium kvadratickych forem nebude predchéazet
studiu bilinearnich zobrazeni atp. Proto, mame-li zaktim stfedni Skoly predstavit line-
arni algebru, ptjde o témata zakladni. Mezi né je v této praci s ohledem na uvedenou
literaturu zarazeno studium vektorovych prostori a podprostori, soustav linedrnich rov-
nic, matic a determinantid, skaldrniho soucinu, linedrnich zobrazeni a vlastnich cisel
a vektord endomorfismil. Jednotliva témata tak tvori tematicky prinik studované lite-
ratury.

Metodicky pohled navazuje na jiz probiranou problematiku vét a jejich dukazu v li-
nearni algebfe. Rovnéz sem patii rozliseni abstraktniho a pragmatického pojeti linearni
algebry. To v praxi zahrnuje i hledani optimalniho fazeni obsahové naplné. S tim také
souvisi i pfesvédceni prezentované v celé této praci, ze pro vyuku linearni algebry na
stredni skole neni zadouci ani jeden z krajnich pfistupt, ale jakysi stiedni proud, pii
kterém se respektuje potieba teoretickych poznatkt jako podnétu k vytvareni pocetnich

algoritmti. V neposledni fadé je soucasti metodického pohledu také propojeni pojmi



13

linearni algebry s geometrii. Mnoho konceptt lze graficky znazornit, avsak ve vétsiné
zminovanych publikaci se s timto pristupem nesetkame.

Je-li vymezen obsah linearni algebry, alespon v takové podobé, kterd plné postacuje
pro dalsi studium, je tieba se konecné zamétit na konkrétni ucebni obsah matematiky
na stiedni skole, ve kterém lze nalézt urcity tematicky prinik.

Jak bylo v vodu feceno, dilezité postaveni v oblasti vymezeni obsahu matema-
tiky pro gymnézia ma Ramcovy vzdélavaci program pro gymndzia [42], zkracené RVP.
Tento dokument rozdéluje obsah u¢iva matematiky do nésledujicich oblasti: Argumen-
tace a ovérovdni, Cislo a proménnd, Prdice s daty, kombinatorika, pravdépodobnost,
Zavislosti a funkéni vztahy, Geometrie.

Souvislost s linearni algebrou zde nalezneme v ocekdvanych vystupech v oblastech
Cislo a proménnd, kde mezi vystupy nalezneme, ze zak fesi linedrni a kvadratické rov-
nice a nerovnice, fesi soustavy rovnic, v jednodussich pripadech diskutuje fesitelnost
nebo pocet feseni. Dale rozlisuje ekvivalentni a neekvivalentni tpravy, graficky znazor-
nuje feseni rovnic, nerovnic a jejich soustav. U¢ivem jsou potom rovnice a nerovnice —
linearni rovnice, nerovnice a jejich soustavy, kvadraticka rovnice.

V oblasti Geometrie jsou to vystupy, kdy zak uziva rizné zpisoby analytického vy-
jadfeni pfimky v roviné, resi analyticky polohové a metrické tlohy o linedrnich ttvarech
v roviné, vyuziva charakteristické vlastnosti kuzelosecek k urceni analytického vyjad-
feni, z analytického vyjadfeni ur¢i zakladni vlastnosti o kuzelosecce, fesi analyticky
ulohy na vzajemnou polohu primky a kuZelosecky. Z uéiva jsou to predevsSim témata
vektory a operace s nimi, analyticka vyjadreni primky v roviné, kuzelosecky.

Z Rdamcovéeho vzdéldvaciho programu pro gymmndazia plyne, Ze s nékterymi tématy
linedrni algebry se zaci gymnazii ve svém studiu setkavaji. Rovnéz zde zjistujeme, ze
mezi tématy neni napf. analytickd geometrie v prostoru.

Pristupme nyni k identifikaci oblasti linearni algebry, které se vyskytuji v ucebni-
cich matematiky pro gymnézia. Pro potfeby této kapitoly byla pouzita fada ucebnic
pro gymnazia nakladatelstvi Prometheus. V néasledujici kapitole budou néktera témata
blize rozvedena a k popisu didaktického pristupu bude vzdy pouzito vétsi mnozZstvi
literatury nez jen tyto zakladni publikace, a to pfedevsim proto, abychom vidéli, ze
pristup rtznych gymnazidlnich ucebnic mtze byt rtzny. To plati i v pfipadé ucebnic
pro stfedni odborné skoly, které v nasledujici kapitole zaujmou rovnéz vyznamné posta-
veni, nebot fragmenty linedrni algebry, kterymi budeme hledané oblasti nazyvat, jsou
castéji pritomny praveé v ucebnicich pro stredni odborné skoly. Neni to ovsem pravidlem.

Prvni studovanou uéebnici je publikace Zdkladni poznatky z matematiky [6]. Obsa-
hem této ucebnice, jak nazev napovida, jsou predevsim zaklady naivni teorie mnozin
a vyrokové logiky. Samoziejmeé jsou zde pritomny i dalsi kapitoly, napriklad elementy
teorie ¢isel nebo algebraické vyrazy. To vSe jsou témata nutné pro studium jakéhokoliv

oboru matematiky.
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Dalsi dilezitou soucasti této publikace je kapitola zabyvajici se dikazy a dukazo-
vymi technikami. Je zde diskutovan dikaz pfimy, nepfimy a dikaz sporem. Linearni
algebra v tomto ohledu nabizi vyznamnou zakladnu tvrzeni, na kterych lze velmi na-
zorné tyto dtikazové techniky uplatiiovat a demonstrovat, coz podporuje abstraktni
pristup k vyucovanému tématu.

Dalsi ¢asti této ucebnicové fady je publikace Rovnice a nerovnice [18]. Dozajista
nejvyznamnéjsi kapitolou pro oblast linearni algebry je feseni soustav linearnich rovnic.
Ucebnice se samoziejmé zabyva pojmy jako ekvivalentni ipravy, apod. Je zde diskuto-
vana i Gaussova eliminacni metoda, nesetkdme se zde vsak s maticovou notaci.

Pii hledani spoleénych témat stredoskolské vyuky matematiky a linearni algebry
je treba si vymezit jisté hranice, co jesté budeme povazovat za prvek linearni algebry
a co jiz ne. Pokud bychom totiz uplatnovali vysoce abstraktni piistup a linearni algebru
povazovali za podobor abstraktni algebry, vSechna témata, kterd néjakym zptisobem
souvisi s algebrou nasledné maji vztah i s algebrou linearni.

To souvisi s nasledujici u¢ebnici Funkce [32], ve které se definuji pro matematiku
dilezité pojmy jako zobrazeni a funkce. Pro napojeni na linearni algebru ale tato uceb-
nice nenabizi zadné klicové téma, i kdyz samoziejmé v linedrni algebfe se vyskytuji
prostory funkci, na kterych jsou definovany operace séitani funkci a nasobeni funkce
skaldrem (tj. prvkem z télesa T').

V Goniometrii [33] se lze z hlediska linearni algebry zaméfit na téma, které s li-
nearni algebrou pfimo nesouvisi, ale souvisi s ni prenesené. V této publikaci se zaci
stfednich skol seznamuji s kosinovou vétou, kterda ma uplatnéni pf¥i odvozovani vztahu
pro vypocet thlu mezi dvéma vektory.

V geometrickych publikacich z této ucebnicové fady lze pozorovat vétsi vyskyt
témat spojenych s linedrni algebrou. S Planimetrii [37] se obvykle Zaci setkavaji diive.
V této publikaci je zaveden pojem zobrazeni v roviné. Az na posunuti o nenulovy vektor
jsou vSechna uvedend zobrazeni (otoceni kolem pocatku O, stfedova soumérnost kolem
pocatku O, osova soumeérnost podle pfimky prochéazejici pocatkem soustavy souradnic
v roving, identita) ptiklady linedrnich zobrazeni. Podobné tato u¢ebnice obsahuje pojmy
jako samodruzny bod, samodruznéd primka, coz tzce souvisi s kapitolou vlastni ¢isla
a vlastni vektory matice takového zobrazeni.

Zmnalosti ziskané z této publikace se daji pfi vyuce linedrni algebry vyuzit naptiklad
pri interpretaci matice jako matice zobrazeni.

V publikaci Planimetrie se také v ¢asti vénované posunuti setkavame s pojmy ori-
entovand usecka, souhlasné orientované usecky, apod. Nékdy se posunuti pouziva k de-

finovani vektoru, tyto poznatky proto mohou byt pro takovy pfistup klicové.
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Vystupy této ucebnice rozsifuje o situaci v prostoru Stereometrie [38]. Ta pridava
poznatky o shodnych a podobnych zobrazenich v prostoru. Probirana latka primo s li-
nearni algebrou nesouvisi, ale mize najit v linearni algebte uplatnéni, pokud se do této
matematické discipliny snazime vnaset geometricky nahled na problém.

Analytickd geometrie [19] nabizi nejvyraznéjsi prunik uciva s linedrni algebrou.
Vyznamnou ¢ast této publikace zabird seznameni s pojmem vektor, ktery je klicovym
pojmem linearni algebry.

V ramci studia vektort je v ucebnici obsazen i skaldrni soucin, ktery je nicméné
v linearni algebie samostatnym tématem a jeho pojeti je odlisné od pojeti stfedoskolské
analytické geometrie.

Souradnice, které také v analytické geometrii hraji vyznamnou roli a mohou spojo-
vat toto stfedoskolské téma s linearni algebrou, jsou v linedrni algebfe opét konstruo-
vany ponékud odlisnym zptisobem. Spojitost s linedrni algebrou maji i dalsi témata této
ucebnice, jako kuzelosecky nebo posledni ¢ast knihy vénovana rovnici kulové plochy.

U dalsi publikace, Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika [7], by se mohlo
na prvni pohled zdat, ze jeji obsah nebude mit s linearni algebrou mnoho spole¢ného.
Nesmime ale zapominat na to, Zze napi. studium determinanti zac¢ina studiem permutact
na mnoziné, takze prekryv s linearni algebrou i u tohoto tématu existuje. Také statistika
vyuziva zavért linearni algebry, nicméné tak, jak je tato stiedoskolska ucebnice pojata,
neni jeji pouziti pro budovani predstavy linearni algebry iplné vhodné a tyto souvislosti
zustavaji v nejvétsi mire skryté. Piimou souvislost s linearni algebrou pak nalezneme
v kapitole Korelace, ve které se v poznamce vyskytuje zminka o Cauchy-Schwarzové
nerovnosti.

Na stredoskolské arovni zkoumani ¢éiselnych posloupnosti, reprezentované ucebnici
Posloupnosti a tady [34], je v tomto tématu pro linearni algebru pravdépodobné nej-
vyznamnéjsi samotné definice posloupnosti. Podobné jako ucebnice Funkce, ktera neu-
vadi napt. soucet funkci, se ani tato kniha nevénuje zavedeni operaci s posloupnostmi.
Nicméné znalost tématu ¢iselnych posloupnosti umoznuje vytvareni dalsich modelu vek-
torovych prostori. Spolecné s pojmy omezenost nebo limita posloupnosti, které jsou
v ucebnici diskutovany, 1ze nachézet ptiklady vektorovych podprostort prostoru redl-
nych posloupnosti.

Dale je dilezité, ze se v této ucebnici také zaci seznamuji s matematickou indukci,
kterou budou potiebovat pfi pripadném budoucim studiu linearni algebry. Naptiklad
Steinitzova véta o vymené, jedno ze zakladnich tvrzeni linearni algebry, se dokazuje
netrividlnim uplatnénim principti matematické indukce.

Dalsi knihou v fadé, kterou se zabyvame, jsou Komplezni ¢isla [8]. Studium kom-
plexnich ¢isel nam opét rozsiruje pocet modeli vektorovych prostort. Aritmetické pojeti
vektoru jako usporadané n-tice redlnych ¢isel se tak diky novému ¢iselnému oboru muize

rozsifit i o usporadané n-tice ¢isel komplexnich. Déle je zde geometricka reprezentace
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komplexniho ¢isla jako vazaného vektoru a souvislost mezi aritmetickymi operacemi
s komplexnimi ¢isly a operacemi s geometrickymi vektory.

Radu uéebnic pro gymnéazia uzavird Diferencidlni a integrdlni pocet [17], kde pie-
kryv s linearni algebrou na zakladni Grovni chybi, nicméné i zde 1ze najit souvislosti.

Napftiklad derivovani polynomi na prostoru polynomt stupné nejvyse n je linedrni
zobrazeni. Podobné muze byt skalarni sou¢in na prostoru polynomi definovan uréitym
integralem.

V predeslych odstavcich byly v kazdé z ucebnic matematiky pro gymnazia vybrany
oblasti, které néjakym zptsobem souvisi s linearni algebrou. Je tfeba mit na paméti,
ze v jistém smyslu je takové vymezeni zavislé pravé na pojeti linedrni algebry jako
matematické discipliny. Proto bylo tvodni vymezeni lineadrni algebry opodstatnénou
soucasti této kapitoly. Z témat je rovnéz patrné, ze néktera se vice priklanéji k pristupu
oznaceném jako abstraktni, jina jsou Cisté pragmaticka.

Nejvyraznéjsi prekryv lze shledat ve tfech oblastech, které budou podrobnéji roz-
pracovany v nasledujici kapitole. Jednak je to oblast vektory a vektorové prostory vy-
chéazejici z pristupu analytické geometrie k pojmu vektor.

Samostatnou oblasti pak bude rozuméno téma skaldrni soucin, které je ve stie-
doskolském pojeti svazadno s tématem vektord, nicméné z pristupu linedrni algebry je
vyhodnéjsi jej studovat zv1ast.

V neposledni fad€ je to téma soustavy linedrnich rovnic, které byva také oznaco-
véano za zakladni téma linedrni algebry. Neni piekvapujici, ze v publikaci [31, s. 15] je
zalazeno mezi témata, kterd v historii prispéla k rozvoji linearni algebry jako takové.
Toto téma je v praktickém dtsledku velmi tizce spojeno i s tématem matice. Proto,
byt se v uvedenych stfedoskolskych ucebnicich s maticemi nesetkdme, bude toto téma
rovnéz zafazeno mezi hledané fragmenty linearni algebry, nebot bude v nasledujici ka-
pitole ukdzano, ze v literatufe uréené pro zaky stfednich $kol (mysleno v ucéebnicich)

se toto téma vyskytuje.



KAPITOLA 2

Fragmenty linearni algebry v soucasném stredoskolském

kurikulu, jejich vyuka a naméty pro jeji rozsireni

Cilem predchozi kapitoly bylo v uc¢ebnim obsahu stf¥ednich skol, s diirazem na gym-
nazia, identifikovat prvky linearni algebry. Jednalo se o témata ¢i tematické celky,
které jsou svym obsahem blizké témattim line4drni algebry a mohou byt obsahem vy-
sokoskolskyjch kurzti této matematické discipliny. Rovnéz bylo mozné zaznamenat, ze
takovych témat je relativné velké mnozZstvi, ovSem zalezi na nasi predstavé linearni al-
gebry (bud jako abstraktni matematické teorie nebo jako v praxi pouzitelné discipliny),
které z téchto identifikovanych oblasti jsou pro nas klicové.

Mezi vSemi tématy byla identifikovana predevsim t¥i, kterd bud souviseji s analytic-
kou geometrii, nebo problematikou feseni soustav lineadrnich rovnic; konkrétné se jedna
o témata vektory a vektorové prostory, skaldrni soucin a soustavy linedrnich rovnic
a matice. Tato témata budou v ramci aktualni kapitoly podrobnéji rozebrana z hle-
diska didaktického pristupu, ktery se uplatnuje nebo uplatinoval jak v ucebnicich pro
gymnazia, tak pro stfedni odborné skoly.

Pro vyuku linearni algebry napt. v rozsifujicich seminafich z matematiky na stied-
nich skolach, popiipadé v mimoskolnim vzdélavani (coz je piipad online vzdélavaciho
kurzu, jez byl realizovan v ramci experimentalni ¢asti predkladané diplomové prace) je
mozné v rozsifovani téchto témat mozno ocekavat postup k budovani zédkladnich pojmi
této discipliny. Proto budou soucasné u jednotlivych oblasti diskutovany naméty pro

mozna rozsireni vyuky v tomto sméru a mozné problémy, které jsou s tim spojeny.

2.1. Vektory a vektorové prostory

Prvnim tstfednim tématem linearni algebry, které je mozno nalézt v uc¢ebnim ob-
sahu nejen gymnaézia, ale i stfednich odbornych skol, je bezpochyby studium wvektori.
Duvod, proc¢ se tématem vektort v analytické geometrii zabyvat, je predevsim studium
konkrétniho a v zasadé zdkladniho modelu vektorového prostoru, jehoz vlastnosti jsou
klicové pro dalsi mozna zobecnovani.

7 didaktického hlediska je téma vektor® tématem znac¢né problematickym, na coz
upozornuji napiiklad autofi publikace [56, s. 19]. Uvadénym davodem je myslenkové
naro¢ny zptsob konstrukce vektorti pomoci faktorizace. Rovnéz je zde zminéna skutec-
nost, ze s vektory se zaci setkavaji jak v hodinach matematiky, tak fyziky. Zde je navic
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mozné jesté doplnit, Ze ve fyzice se jedna o téma tvodni, které souvisi Casto s proble-
matikou fyzikalnich veli¢in, jednotek a jejich méreni. Je tedy otézkou, jaky je vztah
vektora ve fyzice s vektory v matematice. Pravé v této oblasti je mezioborovy prekryv
mozna vyznamneéjsi nez kdekoliv jinde.

Muzeme tedy vektory, se kterymi se zaci setkavaji v predmétu fyzika na st¥edni skole
a které budeme nazyvat fyzikdlnimi vektory, povazovat ve své podstaté za tytéz objekty
jako vektory v matematice? Odpovéd na tuto otdzku ndm dava studium fyzikalnich
ucebnic a odborné fyzikalni literatury.

Naptiklad v uéebnici fyziky pro stfedni odborné skoly [22] nalezneme:

Vektorové fyzikdlni veliciny neboli vektory jsou velic¢iny, k jejichz tpl-
nému urceni je tfeba znat nejen jejich ¢iselnou hodnotu a méfici jed-

notku, ale i smér. [22; s. 14]

V této konkrétni publikaci se se zndzornénim vektoru orientovanou tiseckou setkame

az mnohem pozdéji, v kapitole Rychlost hmotného bodu, kde je uvedeno:

... Okamzita rychlost je tedy vektorova veli¢ina. Znazornujeme ji ori-
entovanou useckou, jejiz délka vyjadiuje velikost rychlosti a jeji poloha
smér rychlosti. [22, s. 24]

Problémem vsak zlstava, ze pojem orientovand usecka v ramci této publikace neni
nikde vylozen, podobné jako vyznam pojmu smer.

Jina situace nastava v pripadech prehledi fyzikalniho uciva pro st¥edni skoly, napti-
klad v publikacich [46] a [55]. Zde se vektory od zac¢atku zna¢i orientovanymi tiseckami.
Navic v publikaci [46, s. 24-25] autofi rozliSuji vazané vektory, vektory vdzané na primku
a vektory volné. Definuji operace s vektory a rovnéz pojmy jako nulovy vektor a opacny
vektor. V obou prehledech se také setkdme s rozkladem vektoru do ortonormaélni béaze
1, j, k. Pojmu ortonormalni baze se ale samozirejmé neuziva a jednotkové vektory 14, 7, k se
zavadéji v jiz predem zavedené soustavé souradnic Oxy. V piehledu [55, s. 23] je navic
diskutovan pfipad, jak urcit soufadnice vektoru, jehoz pocatek nelezi v pocatku sou-
stavy soufadnic. V této souvislosti se pouziva pro vektor vazany do pocatku oznaceni
pruvodi¢ nebo také radiusvektor ¢i polohovy vektor.

Nutno poznamenat, ze ve fyzikalnich ucebnicich a prehledech pro stfedni skolu se
napiiklad jen malo setkdvame se situacemi, kde by vektory byly popisovany vici sou-
Fadnicovym soustavam. Naopak pfi studiu analytické geometrie se pojem souradnicova
soustava definuje na samém zacatku a vSe se pak této kartézské soustavé soufadnic
podrizuje.

Zabyvame-li se studiem vektord na stfednich skoldch obecné, je fyzikalni pristup
k pojmu vektor nutno neopomijet. Tato prace se priklani k nazoru, Ze fyzikalni vektory
a matematické vektory nejsou z koncepcniho hlediska zaménitelné. Ve fyzice se totiz

vektorem ¢asto mysli pfimo dand orientovana tsecka (coz odpovidd vazanému vektoru
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nebo umisténi vektoru), z hlediska matematiky je vektorem ¢astéji minén vektor volny,
ktery, jak bude vzapéti ukazano, je jistd mnozina orientovanych tsecek. Navic ve fy-
zice lze skladat vektory pouze stejnych fyzikalnich veli¢in, v matematice mame vektor
bez jeho kvalitativniho charakteru, tudiz skladat (s¢itat) lze v daném geometrickém
prostoru libovolné dva vektory. Rozdilu mezi vektory fyzikdlnimi a geometrickymi si
podrobnéji v§im4 uéebnice pro gymnazia [47], kde rovnéz uvadi: ,Vidite, ze jde o rizné
pogmy, které maji stejné grafické zndzornéni orientovanou tseckou.“ [47, s. 66]

Pro potieby budouciho studia linearni algebry je vyznamnéjsi pristup k tématu
vektori v hodinach matematiky na gymnéaziich a stfednich odbornych Skolach. Dalsi
diskuze vychazi ze stfedoskolskych ucebnic [19], [10], 28], [21] a pFehledu stiedoskolské
matematiky [36].

V uéebnici Analytickd geometrie [19] (a bez vétsich koncepénich zmén i v uéebnici
pro stiedni odborné skoly [10]) probihd postup zavedeni vektori nasledovné.

Predné se definuje pojem orientované tsecky a pro naslednou faktorizaci mnoziny
vsech orientovanych tusecek se dale zavadi velikost orientované usecky a pojmy souhlasné
rovnobézné nebo nesouhlasné rovnobéiné orientované tsecky ¢i kdy maji orientované

usecky stejny smer. Toho je pak vyuzito k definici vektoru.

Vektor je mnozina vSech orientovanych tsecek téze velikosti a téhoz
sméru. [10, s. 21]

V odborné literatufe (napf. [5, s. 11-13] nebo [58, s. 45]) je konstrukce vektoru
podrobnéji rozebrana zavedenim relace, kterd se nazyva ekvipolence. O dvou oriento-
vanych tseckach ﬁ a ﬁ fekneme, Ze jsou ekvipolentni, pravé tehdy, kdyz stiedy
usecek AD a BC jsou totozné. Takto zavedena relace na mnoziné vSech orientovanych
usecek je ekvivalenci. Lze jednoduse ukazat, Ze ekvipolence je relace reflexivni, syme-
trickd a tranzitivni. Ma tedy smysl hovorit o rozkladu mnozZiny vsSech orientovanych
usecek podle ekvipolence na rozkladové tiidy. Relaci byt ekvipolentni“ se vlastné na-
hrazuje podminka toho, aby orientované tsecky mély stejnou velikost, smér i orientaci.
Vytvorené rozkladové t¥idy jsou ony mnoziny orientovanych tsecek, které jsou stejné
dlouhé, maji stejny smér i orientaci, a proto se jedné o vektory.

Jiny pohled na danou problematiku pfinasi ucebnice pro gymnézia [28, s. 17], ve
které je vektor definovan jako posunuti. Jelikoz posunuti je vzajemné jednoznacné
zobrazeni bodovych mnozin, je vektor mnoZinou uspofaddanych dvojic bodi (to od-
povidad pojmu orientovand tsecka). V této uc¢ebnici se navic setkdme s oznacenim napf.
a(A) = A’, coz znamena, ze vektor a zobrazuje bod A do bodu A’.

Kladnou strankou uéebnice [28] je piistup k pojmu soufadnice vektoru. Jelikoz se
tato ucebnice zabyva analytickou geometrii, jsou souradnice zavedeny na jejim samém
zacatku. V kapitole Vektory I je vyklad operaci s vektory proveden mimo soutadnicovou

soustavu a navic se zde setkdme s pojmy jako linearni kombinace vektorti nebo rozklad
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vektoru na slozky. Pravé zmirnovaného rozkladu vektoru na slozky je vyuzito pro defi-
novani souradnic vektoru jako koeficienti linearni kombinace jednotkovych a navzajem
kolmych vektori e, e, e.

Vyznam publikace [21] spo¢iva pfedev§sim v néasledujicim tryvku, ktery dobie po-
pisuje sméfovani této kapitoly k zdvéru, ze pro geometrické znazornéni pojmi linedrni
algebry, jakymi jsou napfiklad vektorové podprostory, je uzivani volnych vektord ne-

vhodné.

Je ziejmé, ze vektor je abstraktni pojem popisujici jistou mnozinu orien-
tovanych tsecek. Vektor si nemtizeme znazornit; znazornit mtizeme jen

nékteré z jeho umisténi. [21, s. 24]

Klicovym pojmem linearni algebry je pochopitelné pojem vektorového prostoru.
Tento pojem lze v omezené podobé dohledat naptiklad v jiz zminovanych publikacich
[10] a [36]. V prvnim piipadé jde o ucebnici pro stiedni odborné skoly netechnického
zameéreni, ve které se samostatné vyskytuje kapitola s ndazvem Zdklady linedrni algebry.
Jeji obsah bude podkladem pro diskuzi i v dalsich sekcich této kapitoly, vyznamnéji
v sekci Soustavy linedrnich rovnic a matice. Pro tuto sekci maji vyznam tvodni strany
zminované kapitoly této publikace, které se zabyvaji definici n-rozmérného realného
aritmetického vektoru. Z didaktického hlediska je zajimavy prfechod od vektort studo-

vanych v roviné, tedy volnych geometrickych vektori, k vektoriim aritmetickym.

Ve zvolené soutadnicové soustavé bylo také mozné kazdy vektor vyjad-
Fit pomoci soufadnic — kazdy vektor byl jednoznac¢né uréen usporadanou
dvojici ¢isel a také obracené kazdé usporadané dvojici ¢isel odpovidal
urcity vektor. V disledku tohoto vzajemné jednoznacného piifazeni vek-
tord v roviné a usporadanych dvojic redlnych cisel je mozné definovat
vektory v roviné primo jako tyto usporddané dvojice. Pokroc¢ime vSak
jesté dale a za vektory nebudeme povazovat jen usporadané dvojice,
ale pojem vektor zobecnime a rozsifime na usporadané n-tice, kde n je

libovolné pfirozené ¢islo. [10, s. 85]

7 hlediska linearni algebry je za nékolika vyse citovanymi vétami schovan princip
izomorfismu vektorovych prostort. Konkrétné prostoru volnych geometrickych vektori
a aritmetickych vektoru. Dalsi ¢ast prislusné kapitoly se zabyva vyhradné aritmetickymi
vektory, na zakladé studia operaci s témito vektory pak formuluje zavér, Ze mnozina
vSech n-Clennych aritmetickych vektort, pro které jsou definovany operace s¢itani vek-
torti a nasobeni vektoru skalarem (standardnim zpiisobem, tj. po slozkéch), nazyvame
n-rozmérny aritmeticky vektorovy prostor. Bohuzel se v rdmci této kapitoly autor ne-
vraci k vektorim geometrickym, aby formuloval podobné tvrzeni i pro né. Méli bychom
v tu chvili hned dva modely vektorového prostoru. Takto to vypada, ze vektorovy pro-

stor je pouze ten s aritmetickymi vektory.
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Piistup publikace [36] k vyuce vektorové algebry je z hlediska piedeslého ojedinély.
Predné je tfeba zduraznit, Ze jde o prehled stredoskolské matematiky, tedy nikoli uceb-
nici v pravém slova smyslu. Dusledné jsou v kapitole Analytickd geometrie rozliSeny
podkapitoly Orientované tusecky, vdzané vektory a Volné vektory. Jsou zde rozliSovany
pojmy vektorovy prostor vazanych vektori a vektorovy prostor volngch vektori. Definice

vektorového prostoru vazanych vektort je nasledujici:

Zvolme pevny bod P prostoru. Ozna¢me PX orientovanou tsecku s da-
nym pocatecnim bodem P a libovolnym koncovym bodem X. Pro ori-
entované usecky PX s pocateénim bodem P budeme definovat operaci
s¢itani a operaci nasobeni redlngm cislem; tyto orientované usecky se
pak nazyvaji vdzané vektory. Mnozina V vSech vézanych vektori (se
spoleénym pocateénim bodem P) se nazyva vektorovy prostor vazangch
vektori. [36, s. 545]

Z pohledu linearni algebry je problém v tomto pojeti predné v absenci axiomu,
které operace séitani vazanych vektorti a nasobeni vazaného vektoru realnym cislem
maji splitiovat. Vlastnosti danych operaci jsou v publikaci prodiskutovany az pozdéji.

Budovani vektorového prostoru volnych vektoru v zasadé respektuje postup fakto-
rizace, ktery byl rozebran v predeslych odstavcich. V prehledu na strané 551 je uveden
vycet s nazvem Zdkladni vety vektorove algebry, jez jsou strukturovany do tvaru, ktery
pripomind soubor axiomi vektorového prostoru. To je predevsim doplnéno nasledujici

poznamkou:

Na vysoké skole uvidite, ze témito vlastnostmi jako axiomy se v line-
arni algebfe axiomaticky zavddi pojem vektoru, jehoz specidlnimi pii-

pady jsou geometrické vektory. [36, s. 552]

Nejvyraznéjsi ucebnici, ktera se problematice vektorovych prostort blize vénuje, 1ze
oznadit gymnazialni uéebnici [47]. V samostatné kapitole s ndzvem Vektorovy prostor
se upozornuje na rozliSeni mezi vektory geometrickymi a aritmetickymi v podobném
smyslu, jakym byla predstavena line4drni algebra jako matematicka disciplina v prvni

kapitole.

Pomoci aritmetickych vektorii prekonala matematika omezenost geo-
metrickych pfedstav tfemi rozméry hmotného svéty; uz v poloviné 19.
stoleti se uvazovalo o vektorech — uspoiradanych n-ticich ¢isel i ptin > 3.
Pri zpresniovani zédkladt riznych algeber se ukazalo, ze pro objekty, kte-
rym byly ve fyzice, geometrii a ¢iselné algebie davany nazvy ,vektor*,

jsou typické dvé operace

scitani vektori a ndsobeni vektoru redlnymi cisly.
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Okolnost, ze rizné systémy objekti mély stejné vlastnosti vzhledem
k uvedenym operacim, byla podnétem ke zrodu pojmu vektorovy pro-
stor. [47, s. 66]

Pro studium linearni algebry je vektorovy prostor geometrickych vektord jedinym
modelem vektorového prostoru, na kterém lze relativné abstraktni matematické pojmy
nazorné demonstrovat. Pro tcely linearni algebry je vSak vyhodny vektorovy prostor
vazanych vektort, kdy kazdy vektor v tomto prostoru je znazornén pravé jednou orien-
tovanou useckou a své vyznamné postaveni ma i nulovy vektor. Nevhodnost vektorového
prostoru volnych vektort spoc¢iva v jeho myslenkové obtizné definici a s ni vznikajicimi
problémy typu co je to vektor a jak jej znézornit. Je tfeba si uvédomit, ze mame-li
vektor definovan jako rozkladovou t¥idu, je nosi¢em algebraické struktury vektorového
prostoru mnozina vSech rozkladovych tfid podle relace ekvipolence. Dal$im problé-
mem je rovndZ definovani algebraickych operaci s témito vektory, nebot zcela korektné
bychom méli v pripadé volnych vektoru ukazat, Ze soucet dvou vektort je opét vektor
a 7e operace sc¢itani vektort nezavisi na vybéru reprezentantt danych rozkladovych t¥id.
V jistém smyslu je na to pamatovano ve zminované ucebnici [28, s. 21] z roku 1979.

Podivame-li se do ucebnic linearni algebry pro vysoké skoly (napt. [31], [3], [2]) je
bohuzel smutnym faktem, ze mezi pfiklady (modely) vektorovych prostori nalezneme
bud pouze vektorovy prostor vazanych geometrickych vektorti, nebo se geometrické
vektory mezi priklady vibec nevyskytuji. Nejcastéji uzivanym prikladem se pak stava
prostor aritmetickych vektori. Zde je ovsem misty tieba rozlisit, ze nékteri autori realné
aritmetické vektory a geometrické vektory ztotozinuji (viz naptiklad [45] nebo [16])
podle principu izomorfismu, na ktery jiz bylo v tomto textu poukazano.

Abychom problematiku vektorovych prostori ve stiedoskolské matematice uzavieli,
je tieba priznat, ze ackoliv se toto téma v publikacich urcéenych pro zaky stfednich skol
vyskytuje, ve vétsiné studovanych publikaci se mu nevénuje zvysena pozornost a uz
vilbec se s nim nezachazi jako s obecnym pojmenovanim pro obecnou algebraickou
strukturu. Vyjimku tvofi ucebnice [47].

Pokud by pfedmétem pfislusného rozsitujiciho kurzu se zamérenim na linearni al-
gebru mély byt vektorové prostory, bylo by zadouci uvaddét piiklady vice modeld vek-
torovych prostori. Z hlediska stfedoskolského obsahu matematického vzdélavani zde
pfichazeji v tvahu nejenom vektorové prostory aritmetické a geometrické (predevsim
vektorovy prostor vazanych vektort), ale napfiklad i vektorovy prostor vSech polynomi
stupné nejvyse n nad télesem redlnych ¢isel nebo vektorovy prostor ¢iselnych posloup-
nosti. Oba tyto modely jsou uvedeny i ve zminéné ucebnici pro gymnazia [47, s. 67].
Navic vektorové prostory n-rozmérnych aritmetickych vektori nad télesem 7 pron = 1
prechézeji ve vektorové prostory télesa 1" nad sebou samym, ¢ili 1ze jednoduse ukézat,
ze napr. redlna ¢isla, racionélni ¢i komplexni ¢isla (jsou-li rovnéz v obsahu vzdélavani)

tvori priklady vektorovych prostori.
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K vyuce je mozné pristupovat jak deduktivné, tj. od obecného ke konkrétnimu, tak
induktivné, tj. od konkrétnich prikladd k obecnym. V uvedenych ucebnicich linearni al-
gebry jednoznac¢né prevazuje pristup deduktivni. Je ke zvazeni, zda je ve stfedoskolské
praxi definice vektorového prostoru na prvnim misté a uvedeni konkrétnich modelid na
misté druhém zadouci, ¢i nikoliv. Stfedni cestou by mohlo byt popsat vlastnosti geo-
metrickych vektort, z nich zformulovat definici vektorového prostoru a s touto definici
konfrontovat kandidaty na piipadné dalsi modely stejné algebraické struktury. Jakyko-
liv postup je vSak potfeba zvazit z hlediska Grovné zakd, ¢asovych prostredki a cild,
kterych vyukou tohoto tématu chceme dosdhnout. Lze si predstavit, Ze na matematicky
orientovanych gymnaziich lze postupovat vice abstraktni cestou, jako je to naptiklad
provedeno v experimentalni ¢asti této prace ptfi navrhu online vzdélavaciho kurzu pro
nadané zaky stfednich skol.

Odpovédét na otazku, jakym smérem bychom méli vyuku tématu vektory zacilit,
abychom z ni mohli tézit v oblasti linearni algebry, je obtizné. Pfedeslé odstavce ukazaly,
7e vitané koncepty byly ve stfedoskolskych ucebnicich v minulosti obsazeny. Dnesni
pojeti tématu je obtizné a Zaci s nim ziejmé maji problémy. MoZnosti mohou byt
shrnuty v nékolika malo bodech.

Jednak jde o diislednéjsi rozdélovani mezi vektory volnymi a vdzanymi. Jak bylo fe-
¢eno, vazané vektory jsou pro dalsi budovani predstav zakt z hlediska samotné linearni
algebry nazornéjsim modelem. Klast vétsi diiraz na popis vlastnosti operaci séitani vek-
tord a nasobeni vektoru skalarem. Skalarni soucin, ktery bude diskutovan v dalsi sekci,
je mozné do vyuky zarfazovat pozdéji — aby zakium nesplyval se zakladnimi operacemi
s vektory. A predevsim je to vyuziti rozkladu vektort a naopak vytvareni linearnich
kombinaci s vektory. Toho 1ze vyuzit pro velmi pfirozené zavedeni souiadnic vektoru
vzhledem k bazi.

Moznosti dalsi propedeutiky je zafazovani vice tloh, ve kterych si zaci sami za-
vadéji do problému souradnicové soustavy, s tim souvisi i zadavani uloh, ve kterych
soufadnicové osy nemuseji byt na sebe kolmé a nemuseji mit shodné méritko. Déle je
to rozliSovani mezi vektory geometrickymi a aritmetickymi.

Vyse uvedené moznosti rozsireni je 1épe chépat jako vycet oblasti, na které by bylo
vhodné zacilit pozornost, nebot tzce souvisi s linedrni algebrou, resp. na konkrétnim
koncepty linearni algebry.

Vyhodou kontaktni vyuky, tedy vyuky realizované fyzicky ve t¥idé, je skutecnost,
pokud vyuku pripravujeme pro neznamého zaka, o jehoz schopnostech a znalostech
dané problematiky mizeme pouze usuzovat, nez Ze bychom je skute¢né znali. S tim
souvisi i v experimentélni praci pripravovany kurz linearni algebry, jehoz cilovy adresat

nebyl do zahéjeni samotného kurzu znam. To samoziejmé omezuje moznosti rozsifovani
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stredoskolskych témat uvedenym zptisobem, nebotf neni dopredu jasné, zda bude co

rozsirovat.

2.2. Skalarni soudin

V druhé casti této kapitoly bude diskutovano téma skaldrniho sou¢inu s ohledem
na jeho pojeti v linearni algebtfe a v analytické geometrii na stfednich Skolach. Predné
bude pojednano o tom, co znamend skaldrni soucin pro linearni algebru.

V linearni algebfe je pojem skalarni soucin obecny pojem, ktery zahrnuje dodatec-
nou strukturu definovanou na vektorovém prostoru, jez umoznuje na tomto vektorovém
prostoru zavést zédkladni geometrické pojmy jako jsou délka vektoru nebo velikost (thlu
dvou vektori. Technicky se jednd o zobrazeni, které dvéma vektortim z vektorového
prostoru nad danym télesem (v celé diplomové praci je v souvislosti se skalarnim souci-
nem uvazovano pouze téleso realnych ¢isel) ptitazuje pravé jeden prvek z tohoto télesa.!
Vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem byva nékdy oznacovan jako unitarni prostor.
Tohoto oznaceni bylo pouzito i v pfipadé jedné z vyukovych lekci online vzdélavaciho
kurzu linedrni algebry, byt néktera literatura (napf. [2]) uvadi, Ze oznaeni unitarni
prostor je pripisovano vektorovému prostoru nad télesem komplexnich ¢isel, na kterém
je skalarni soucin definovan.

S timto pfistupem linearni algebry souvisi jednak to, ze skalarni sou¢in neni ve své
podstaté binarni algebraicka operace na mnoziné, tedy Ze se nejedna o soucin v pra-
vém slova smyslu, a jednak pod nazvem skalarni soucin muZe byt mysleno jakékoliv
zobrazeni, které spliuje jisty soubor axiomd.

Naopak z pristupu analytické geometrie vychdazi skalarni sou¢in dvou vektort jako
jednoznac¢né definovany predpis a z pojeti vyuky analytické geometrie se nepfedpo-
klada, ze by takovych skalarnich sou¢init mohlo byt definovano vice. Praveé jisty rozpor
mezi mnohosti a unikatnosti skalarniho soucinu je mozné shledat jako problematickou
prekazku v okamziku, kdy se budeme snaZit rozsirit pristup uplatnovany v analytické
geometrii smérem k pristupu linearni algebry. MozZny zpusob provedeni takového pre-
mosténi bude demonstrovan pozdéji. Uplatnuji se pfi ném vsak znalosti, u kterych
se predpoklada, Ze si je zaci studiem linearni algebry jiz osvojili. Je samoziejmé, zZe
pro budovani konceptu skalarniho sou¢inu jako pojmu linearni algebry je nutné projit

v predchozi sekci probiranou problematikou vektort a vektorovych prostort.

INecht V je vektorovy prostor nad télesem realnych cisel R. Zobrazeni g : V X V' — R nazveme
skaldrnim soucinem na prostoru V', pokud plati
1)
2)
3)
)

4) Ve e V : g(z, x) > 0, navic g(z, ) = 0 pravé tehdy, kdyz = = o.

Ve, y e V:g(z,y) = 9(y, @),
Va,y € VVA € R:g(Az, y) = \g(z, y),

(
(
B) Vo, y,ze V:g(z+y,2) = g(z 2) + 9(y, 2),
(
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Drtive, nez si ukaZzeme moznou cestu, zastavme se nad pristupy k tématu skalarniho
soudinu v jiz vzpominanych ucebnicich matematiky a prehledu uciva matematiky pro
stfedni skoly.

Za¢néme s ucebnici analytické geometrie [19]. Téma skalarniho souéinu je zafa-
zeno okamzité po zavedeni a popsani vlastnosti zékladnich operaci s vektory, tj. s¢itani
vektorti a ndsobeni vektoru redlnym ¢islem. Nésledné se pro dva vektory u = (uy,usg)
a v = (v1,v2), které jsou dany svymi soufadnicemi vzhledem ke kartézské soustavé sou-
fadnic Ozxy, definuje skalarni souc¢in uvedenim predpisu uiv1 + usve. Autofi se vzapéti
zabyvaji oznac¢enim skalarniho soudinu jako u- v nebo kratce uv. Definuji také u? jako
u?> = uu a uvedou vztah mezi délkou vektoru, kterd je zavedena v predeslé kapitole,
se skalarnim sou¢inem jako u? = |u|?. V tomto postupu lze spatfovat problematicky
moment v okamziku, kdy chceme skaldrni souéin precizovat jako zobrazeni. Zavedeny
zplsob znaceni zde mé charakter blizsi oznaceni binarni algebraické operace, ktery se
vSak v linearni algebfe nepouziva. Déale jsou v ucebnici uvedeny vlastnosti skalarniho
soucinu, které budou blize prodiskutovany nize, a jsou dokazany prepisem vektort do
soufadnic a porovnanim obou stran dokazovanych rovnosti.

Vyznam skaldrniho soucinu je v uéebnici odvozen dodatecné. Postup je nasledujici.
Vhodnou volbou kartézské soustavy soufadnic docilime toho, aby nenulovy vektor u mél
v této soustavé souradnice (|ul,0). Druhy nenulovy vektor v, o kterém predpoklddame,
ze s vektorem w sviraji thel o velikosti ¢, je v téze soufadnicové soustavé popsan
dvojici soutadnic (|v|cos ¢, |v|sing). Dosazenim do vztahu pro skaldrni soucin je pak
odvozeno, ze u - v = |ul|v| cos . Odtud lze odvodit predpis pro velikost thlu ¢ mezi
dvéma nenulovymi vektory ve tvaru cos ¢ = %

Piistup publikace [28] lze ve strucnosti shrnout jako postup obriceny k vyse po-
psanému zavedeni skaldrniho sou¢inu. Tato ucebnice pro gymnaézia je psana zptisobem,
jez byva heslovité oznacen jako postup definice—véta—dukaz.

Na zacatku je ve formé véty uveden vztah mezi tthlem ¢ dvou vektorti a = (a1, ag, as)
a b= (by,be,b3) a jejich délkami ve tvaru
aiby + azbs + asbs

|al[b|

cosp =

Dtikaz této rovnosti je proveden uzitim kosinové véty. Princip bude demonstrovan
v Casti tykajici se moznosti rozsifovani tohoto tématu.

V ucebnici pro stfedni odborné skoly [10] je postup zavedeni skaldrniho soucinu
v podstaté stejny s predeslou knihou. Rozdil spoc¢iva jednak v tom, Ze skalarni soucin
je zde az vysledkem procesu odvozovani pomoci kosinové véty, jednak v tom, ze v této
¢asti publikace pracuje pouze s vektory v roviné.

Vzhledem k pfitomnosti kapitoly Zdklady linedrni algebry se skaldrni soucin odvo-
zeny diive zobecnuje na n-rozmérné realné aritmetické vektory v souvislosti se zavede-

nim maticového nasobeni.
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Pouze v posledni ze studovanych ucebnic [21] se ukazuje provazanost skaldrniho
souinu v matematice se skalarnim souc¢inem ve fyzice, konkrétné se vzorcem pro vy-
pocet velikosti mechanické prace W = |F||s| cos ¢. Nejprve se v ucebnici odvodi vztah
pro vypocet velikosti thlu dvou vektori uzitim kosinové véty. Nasledné se provede jeho
vyjadieni ve tvaru |ul|v|cosy = ujv; + ugvy a na zékladé levé strany této rovnosti,
kterda ma souvislost s uvedenym vztahem pro mechanickou praci, se skalarni soucin
dvou vektort u a v definuje jako realné ¢islo u - v = |u||v| cos ¢.

Podrobnéjsi rozvedeni vlastnosti skalarniho souc¢inu zde nenalezneme, avsak vyjim-
kou je, Ze napf. na strané 46 a 47 je pro pripad skalarniho soudinu geometrickych vektori
odvozen vztah, ktery oznacujeme jako Schwarzovu nerovnost. Plati |a- b| < |a||b].

V rozboru piistupu ucebnic k zavedeni skaldrniho soucinu nebyly prozatim disku-
tovany jeho vlastnosti. Ty, jak dobre vime, se stavaji podkladem pro soubor axiomu
definujicich skalarni sou¢in na obecném vektorovém prostoru nad télesem redlnych ¢isel.

Symbolicky se témito vlastnostmi v feci linearni algebry rozumi symetrie skalarniho
soudinu uv = vu, bilinearita (uvadi se linearita v prvni nebo druhé slozce, tj. homoge-
nita a aditivita) (cu)v = c(uv), kde ¢ € R, spoleéné s u(v + w) = uv + uw. Déle jeho
pozitivnd definitnost, kterou lze vyjadfit ve tvaru u? > 0, pficemz u? = 0 pravé tehdy,
kdyz wu je nulovy vektor o.

Jak jiz bylo poukézano, v pfipadé ucebnice [19] jsou vlastnosti skaldrniho souéinu
studovany ihned po zavedeni definice skalarniho soucinu predpisem uv = ujv1 + ugvs.
Jedna se o symetrii, homogenitu a aditivitu skaldrniho soucinu. Tyto vlastnosti nejsou
v ucebnici nijak pojmenovany, jejich ditkaz je pro pfipad symetrie a aditivity proveden
prepisem danych tvrzeni do soufadnic a porovnanim obou stran dokazovanych rovnosti.

Stejnym zptisobem je pro pfipad homogenity proveden dikaz i v uéebnici [28].
Setkdvame se zde navic i s pfedpisem |a| = /a- a, ktery se v linedrni algebfe uziva
k definici normy vektoru. Vlastnosti symetrie, homogenita a aditivita jsou zde nahra-
zeny terminy komutativita a distributivita. Homogenita v prvni slozce zde neni nijak
pojmenovana. Tato pojmenovani jsou z hlediska linedrni algebry nevhodnd, nebot se
tim podporuje pristup ke skalarnimu soucinu jako k binarni operaci. To samo o sobé
neni problém pro studium analytické geometrie. V této praci je ale na tuto skutecnost
poukézano jako na mozny problém pro zobecnovani standardniho skaldrniho soucinu
pfi hledani souvislosti mezi tématy linearni algebry, ktera se vyskytuji na stiedni skole,
s pristupem, ktery je obsahem vybranych ucebnic linearni algebry pro vysokoskolské
kurzy.

7Z hlediska studia linearni algebry lze za optimalni pfistup povaZovat zpusob za-
vedeni skalarniho sou¢inu v piehledu stiedoskolské matematiky [36]. Zde je nejprve
skalarni soucin definovan pfedpisem w - v = |ul|v|cos ¢. Thned nésleduje vycet vlast-

nosti skaldrniho soucinu a az poté se skaldrni soucin vyjadii v kartézskych souradnicich.
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V této publikaci se skalarnim soucinem skutec¢né rozumi operace s vektory, coz lze
dolozit nasledujicim turyvkem.
Operaci, jiz kazdé dvojici vektort z daného vektorového prostoru V pti-

Fazujeme jejich skalarni soucin, nazyvame skaldrnim ndsobenim vektori.
[36, s. 558]

Pro symetrii skaldrniho soucinu je opét pouzito pojmu komutativnost, aditivita
skalarniho soucinu ve druhé slozce je shodné z predeslou publikaci oznacena za distri-
butivnost a homogenita skaldrniho soucinu v prvni slozce je pojmenovana jako asocia-
tivnost skaldrniho soucinu vzhledem k ndsobeni ¢islem. Dikazy vlastnosti nejsou v knize
uvedeny.

Nakonec ve studované ucebnici [10] jsou vlastnosti skaldrniho sou¢inu uvedeny a do-

Vystavba rozumného premosténi mezi stfedoskolskym a vysokoskolskym pristu-
pem k tématu skaldrniho soucinu je znesnadnéna jak ze strany stiedoskolskych ucebnic
a prehledit matematiky, tak i ze strany vysokoskolskych skript lineadrni algebry, ktera
se 0 toto premosténi rovnéz pokousi.

Vyjimkou v tomto ohledu je publikace [2, s. 362] ve které je skaldrni soucin na
prostoru vazanych geometrickych vektord v roviné a prostoru realnych aritmetickych
vektori rozliSen. Rovnéz je tfeba neopomenout rozliSeni mezi skalarnim soucinem na
prostoru geometrickych vektort a prostoru aritmetickych vektort, které je provedeno
v ucebnici [47, s. 193-194].

Teoretickym konceptem s dliirazem na linedrni algebru mtize byt nasledujici postup
zavedeni skalarniho soucinu. Jedna se o postup narocny, ktery vyzaduje rozliSovat mezi
vektory v roviné a usporadanymi dvojicemi realnych ¢isel jako dvéma ruznymi modely
vektorového prostoru. To je v praxi problém, nebot analytickd geometrie skrze zavedeni
kartézské soustavy soutadnic vybizi k tomu, abychom tyto modely pokladali za totozné.
A v nékteré odborné literature, jak jiz bylo v minulé podkapitole poukazano, se tyto
dva modely nerozlisuji.

V prvé fadé je tfeba jasné formulovat vyznam skalarniho soucinu pro vystavbu
geometrie na vektorovych prostorech. Z hlediska tohoto pojeti je naptiklad zavedeni
skalarniho soucinu na prostoru vazanych geometrickych vektort v roviné nadbytecné.
Zvolime-li si dva nenulové vektory x a y v roviné vazané do bodu O a s koncovymi

body po fadé X a Y, lze dlisledkem platnosti kosinové véty psat
IXY|? = |OX|? +|OY|? — 2|0X||0Y | cos ¢,

kde ¢ je velikost thlu, ktery spolu sviraji vektory u a wv.
Pro dalsi avahy je vyhodné redefinovat znaceni velikosti (délky, normy) vektoru
namisto do této chvile pouzivaného oznaceni |u| zdpisem |ul|. Je-li @ € R, potom

v predeslém znaceni je |au| = |a||ul, ovSem stejnym zpiusobem je nyni ozna¢ena funkce
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absolutni hodnota | - | : R — Ry i velikost vektoru jako funkce |- | : R® — Ry. Pri
pouziti druhého zptsobu zapisu tyto problémy odpadaji.
Jelikoz pro délku tusecky XY plati

prepsat do tvaru

XY| = ||z — y||, lze vySe uvedenou rovnost

lz— ylI* = l|2l|* + |y]* — 2]|z]l[|y] cos v,

ze kterého dostavame

1
I2lyll cos = 5 (lll” + llyl* = lle— wl*) -

Jestlize zavedeme na vektorovém prostoru vazanych geometrickych vektori skalarni
souéin predpisem - y = ||| y|| cos ¢, 0 Zddnou dodatecnou strukturu na vektorovém
prostoru se v praxi nejednd, nebot vyraz ||z|||| y|| cos ¢ 1ze vyjadiit pouze pouzitim délek
vektort, a délka vektoru je geometrickému prostoru vektort pojmem vlastnim. Vekto-
rovy prostor geometrickych vektori lze pak v tomto pristupu chapat jako geometricky
referen¢ni prostor, ktery ndm umozni zavadét ruzné skalarni souciny v prostorech arit-
metickych vektort a v disledku toho i riizné geometrie.

Pfipomenme si, ze dalsi postup zavedeni skalarniho souc¢inu disledné vyzaduje rozli-
Sovat mezi modelem vektorového prostoru aritmetickych a geometrickych vektort stejné
dimenze nad télesem redlnych cisel.

V lekci Unitdarni prostory online vzdélavaciho kurzu linearni algebry jsou podrobné
rozpracovany formulace a dikazy vlastnosti takto definovaného skalarniho souc¢inu bez
pouziti souradnicového pristupu, coz v zasadé respektuje pristup uvedeny ve zminéné
publikaci [36], kdy vlastnosti skaldrniho souéinu jsou popsany diive, nez je skaldrni
soucin vyjadien v kartézskych soutadnicich.

Postupem, jak se vyporadat s problematikou mnohosti a unikétnosti skalarniho sou-
¢inu, by mohlo byt vyuziti principu izomorfismu vektorovych prostori. Tento koncept
je relativné naroény a je otazkou, zda by byl v praxi uskutecnitelny.?

Izomorfismus vektorovych prostort je vzajemné jednoznacné linearni zobrazeni mezi
dvéma vektorovymi prostory nad stejnym télesem. V tomto pripadé pijde o prostor
vézanych geometrickych vektort v roving, ktery ozna¢me £2, a prostor dvojrozmérnych
realnych aritmetick§ch vektortt R?. Izomorfismus je jednoznaéné uréen, ztotoznime-li
béazové vektory jednoho z prostort s bazovymi vektory druhého z prostora.

Uvazujme, ze f : R? — £2 je izomorfismus, ktery je uréen piifazenim (1,0) ~ 4
a (0,1) — 3, kde 4, j jsou stejné dlouhé a navzajem kolmé bazové vektory prostoru £2.

Budeme pozadovat, aby skaldrni sou¢in na prostoru R? tento izomorfismus zacho-

véaval, to znamend, ze mé platit g(x,y) = f(x) - f(y). Jingmi slovy chceme nalézt

2Na tomto principu bylo zalozeno odvozovani skalarniho soucinu na prostorech aritmetickych vek-
tort ve zminované lekci kurzu pro nadané zédky stfednich skol. Podrobnéjsi rozpracovani ¢tenar nalezne
v konkrétnim studijnim materidlu k dané lekci, ktery je obsahem priloh této diplomové prace. Proto

zde bude uvedena jen hlavni myslenka.
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takovy predpis pro skaldrni souéin aritmetickych vektort, aby vektory (1,0) a (0,1)
byly navzajem kolmé a mély jednotkovou délku.

Skalarni soucin geometrickych vektort u- v = ||ul|||v|| cos ¢ je v soufadnicich vzhle-
dem k bazi (%,7) ddn zndmym predpisem u - v = u1v; + ugve, nebot u = wuyi + uzj
a v =i+ v Jsou-li ¢ = (x1,72) a y = (y1,y2) dva vektory prostoru R2, potom

dostavame

g(:B, y) - f(xl(LO) + xQ(Ov 1)) ’ f(yl(lﬂ 0) + y2(07 1)) =
= (21f(1,0) + 22f(0,1)) - (y1f(1,0) +92/(0,1)) =

= (124 x2)) - (Y124 y23) = T1y1 + T2yo2,

coz neni nijak pfekvapivy zavér. Samoziejmé je mozné zvolit bazové vektory prostoru
R? jinym zptisobem. Bude-li napiiklad izomorfismus f zadan pfifazenim (1,1) — 4

a (1,2) — j, nalezneme pro skalarni soucin g predpis

g(x, y) = 5x1y1 + 2x2y2 — 3T1Y2 — 3T2Y1.

Vzhledem k takto definovanému skaldrnimu souc¢inu na prostoru R? jsou aritmetické
vektory (1,1) a (1,2) ortonormélni.

V naésledujicich odstavcich budou shrnuty zavéry predeslé sekce vénované skalar-
nimu soucinu a moznostem rozsifovani jeho vyuky smérem k linearni algebfe.

Hlavni problematika se vztahuje k tomu, Ze v procesu studia skaldrniho soucinu
prichéazeji do hry tii pohledy. V prvé radé je to skalarni soucin definovany na prostoru
véazanych geometrickych vektori v roviné (v prostoru). Nésleduje tento skalarni soucin
vyjadfen v soufadnicich vici ortonorméalni bazi vektorového prostoru vazanych geo-
metrickych vektorti. Nakonec je to skalarni soucin definovany na dvoudimenzionalnim
nebo t¥idimenzionalnim realném aritmetickém vektorovém prostoru. Casto jsou tyto tii
pohledy ztotoznovany (v dusledku se jedna o stejny pfedpis pro skaldrni soucin), ale
tim ve své podstaté zanika vyznam skalarniho soucinu jako dodatec¢ného nastroje na
vektorovém prostoru, ur¢eného pro méteni ihlt a vzdalenosti. V kurzu linedrni algebry
by patrné méla byt snaha o toto rozdéleni pritomna.

Tim se otevird otdzka mnohosti a unikatnosti skalarniho souc¢inu. V publikaci [2]
se uvadi, ze v nékteré literature se pod pojmem skaldrni soucin mysli standardni ska-
larni soucin vyucovany na stredni Skole, a pro skalarni soucin ve vyznamu pozitivné
definitniho bilinedrniho zobrazeni (pokud jde o vektorovy prostor nad télesem realnych
Cisel) se pouziva terminu wvnitind soucin. V zahrani¢ni literatufe byva rozliSeni feseno
pojmenovanim dot product pro skalarni soucin studovany na stiedni skole a inner pro-
duct pro skalarni soucin ve vyznamu linearni algebry, coz odpovida vyse uvedenému

¢eskému pojmenovani.
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Co se tyce rozsireni skalarniho soucinu, byl v kapitole uveden postup uzivajici uni-
tarniho zobrazeni k nachazeni riznych skalarnich soucint prostoru aritmetickych vek-
tort, které na tomto prostoru ,,zavadéji“ riiznou geometrii.

V neposledni radé je zde také pristup k vlastnostem skalarniho soucinu a rovnéz
vztahu skaladrniho souc¢inu k normeé vektoru. V tomto sméru spatiuji za vhodnéjsi upus-
tit od pojeti skalarniho soucinu jako operace s vektory a pro vlastnosti tohoto zobrazeni

neuzivat pojmenovani komutativni, asociativni nebo distributivni.

2.3. Soustavy linearnich rovnic a matice

V posledni podkapitole bude diskutovan pfistup k vyuce tématu soustavy linearnich
rovnic na stfednich skolach na zakladé studia ucebnic pro gymnazia a stfedni odborné
skoly [18], [9], [10], [35] a pFehledu stiedoskolské matematiky [36]. V druhé ¢asti této
sekce bude diskutovana vyuka tématu matice na stfednich gkolach, ktera, byt nepatii
do standardni ucebni latky pro gymnézia, je zpracovana jako téma stfedoskolské pro
zéky stfednich odbornych skol v jiz zminované publikaci [10].

Podrobnéjsi rozvedeni pristupu k feseni soustav dvou linedrnich rovnic o dvou ne-
zndmych je pro ucely této kapitoly nadbytecné. Jedna se o téma elementarni. Otazku
studia postupu feSeni soustav linearnich rovnic na stfednich skolach je proto vhodné
konkretizovat do otazky, zda je v ramci feseni soustav linedrnich rovnic vyuzito algo-
ritmu Gaussovy eliminace.

Ucebnice pro gymnézia [18] ddva na tuto otdzku kladnou odpovéd. V kapitole
Soustavy linedrnich rovnic s vice neznamymi je vyklad Gaussovy elimina¢ni metody
proveden na piikladu soustavy tii linearnich rovnic o tfech neznamych.

Co je dulezité s ohledem na postup vypoctu soustavy linedrnich rovnic Gaussovou
eliminacni metodou poznamenat, je skuteCnost, ze v uvedené publikaci jsou soustavy
FeSeny Gaussovou elimina¢ni metodou, ale bez pouziti maticového zapisu. Autori tak
spravné davaji zakim najevo, Ze samotny algoritmus je mozné provadét ve stavajicim
zplsobu zapisu soustavy linedrnich rovnic. To je rozdil oproti pristupu vyuky linedrni
algebry, kde ve vétsiné pripadi je vyklad feseni soustav linedrnich rovnic veden praveé
takovym postupem, ze nejprve je soustava linedrnich rovnic prepsana do maticového
zapisu a az poté se formuluje algoritmus Gaussovy eliminace. Existuji samoziejmé i
vyjimky. Naptiklad v ucebnici linedrni algebry [45], kterd byla ve své dobé podkladem
pro kurz linearni algebry na americkém MIT, je myslenka Gaussovy eliminace ilustro-
vana na soustavé linedrnich rovnic zapsané standardnim zptisobem, tj. bez maticové
symboliky.

S feSenim soustav linearnich rovnic se pochopitelné setkdme i v prehledu stiedo-
skolské matematiky [36]. Stoji za zminku, Ze se zde napt. diskutuje feSeni soustavy

dvou linearnich rovnic o tfech neznamych. Napriklad ve vyse zminované ucebnici pro
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gymnéazia se v zadani tloh setkavame pouze se soustavou tfi linearnich rovnic se tremi
neznamymi nebo ¢tyf rovnic o ¢tyfech neznamych.
V ptehledu [36] je algoritmus Gaussovy eliminace rovnéz pritomen. Je vysvétlen na

prikladu soustavy tii linedrnich rovnic o tfech neznamych.

Lze ji fesit obdobné jako soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, tj.
zobecnénou metodou séitact, dosazovaci nebo srovndvaci. Avsak vyhod-
néjsi je pouziti Gaussovy eliminacni metody (GEM), ktera spo¢iva v po-
stupném prevedeni dané soustavy rovnic na tzv. trojihelnikovy tvar, kde
ve druhé rovnici je eliminovana prvni nezndmé a ve tieti rovnici jsou

eliminovany prvni a druhd nezndma.[36, s. 273]

V uéebnici [35] zminku o Gaussové eliminaci nenalezneme. V této uéebnici pro
stredni odborné skoly je uvedeno pouze feseni soustav dvou linearnich rovnic o dvou
neznamych. Podobné je tomu i v uc¢ebnici [9], nicméné v tomto pfipadé je tfeba uvést,
Ze se jedna o ucebnici z fady ucebnic pro stfedni odborné skoly, mezi kterymi je i kniha
[10], ktera obsahuje jiz zminovanou kapitolu Zdklady linedrni algebry.

Ptestoze bylo v tivodu uvedeno, Ze postuptim feseni soustav dvou linearnich rov-
nic o dvou nezndmych se tato kapitola nebude vénovat, bylo by chybou zde nezminit
dilezity pristup k feseni, ktery byva oznacovan terminem grafické reseni. S tim totiz
souvisi i otazka, jak lze na soustavy rovnic geometricky nahlizet.

Ve zminované americké publikaci [45] jsou rozliSovany dva ptistupy, které jsou v ori-
ginalu pojmenovany jako row picture (pro termin bude dale uzivano oznaceni 7adkovy
pohled) a column picture neboli sloupcovy pohled. Vratime-li se spoleéné k tomu, ja-
kym zpusobem se nejcastéji v ucebnicich graficky fesi soustavy dvou linedrnich rovnic
o dvou neznamych, jednéd se o zminovany fadkovy pohled. Kazda z linedrnich rovnic
predstavuje analytické vyjadfeni pfimky v roviné. Jejich vzajemné poloha je otazkou
fesitelnosti takové soustavy. Reseni takové soustavy, pokud existuje, mize byt pravé
jedno (priseéik dvou pfimek), nebo nekoneéné mnoho (pfimky splyvaji). Je zfejmé, ze
v pripadé soustavy tii linearnich rovnic o tfech neznamych je grafické feseni v pod-
staté nemozné a fddkovy pohled je omezen jednoduse tim, ze v okamziku, kdy se latka
soustav linedrnich rovnic ve vyuce vyskytuje, nemaji zaci probranu kapitolu analyticka
geometrie. Navic v Ramcovém vzdéldvacim programu pro gymndzia neni téma analy-
tické geometrie v prostoru obsazeno.

V ucebnici analytické geometrie pro gymnéazia [19] se vSak v okamziku studia ana-
lytického vyjadfeni roviny v prostoru nesetkdme s propojenim mezi vzdjemnou polohou
rovin a feSenim soustav linearnich rovnic o tfech nezndmych. Moznosti studia line4drni
algebry by mohlo byt tento pohled doplnit. Radkovy pohled je v piipadech soustav
linedrnich rovnic o dvou nebo tfech nezndmych nézorny i z hlediska fesitelnosti sou-
stavy rovnic. Je samoziejmé mozné rovnéz na geometrickém pohledu demonstrovat, jak

ekvivalentni upravy provedené na soustavu linearnich rovnic neméni mnozinu feseni.
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Jednotlivé roviny se naptiklad viiéi sobé méni, ale jejich spoleény prunik (pruseéik, pri-
seCnice, rovina, prazdnd mnozina) zistava stejny. Pro piipad soustav dvou linedrnich
rovnic o dvou neznamych je to provedeno napiiklad v publikaci [45].

Studovana stfedoskolska literatura se resitelnosti soustav rovnic zabyva v ramci ma-
ticového pristupu s vyuzitim pojmu hodnost matice. Toto téma bude proto diskutovano
pozdéji.

Castéjsi pohled linearni algebry na soustavu linedrnich rovnic je tzv. sloupcovy
pohled. Uvazujme naptiklad nésledujici obecnou soustavu t¥i linearnich rovnic o tfech

neznamych
a1 + a2y + a3z = by,
a1 + a2y + a3z = b,
as1x + as2y + azzz = bs,
kde a;; € R a b; € R, pficemz 1,5 € {1,2,3}.

7 vlastnosti operaci zavedenych na vektorovém prostoru aritmetickych vektort R?

miizeme danou soustavu rovnic prepsat ekvivalentnim zpisobem ve tvaru

aii a12 a3 b1
T lan | +ylaxn | +2z]as]|=]0b]- (2.1)
asy asz ass bs

Tento zapis mé vyznam predevsim v tom, Ze z pohledu linearni algebry jde o linearni
kombinaci aritmetick§ch vektort. Uloha Fesit danou soustavu rovnic vlastné znamena
nalézt koeficienty x,y, z pfislusné linedrni kombinace, kterda dava sloupcovy vektor pra-
vyrch stran, ktery pro dalsi potfebu ozna¢me b’ .3 Zde pravé nastava ten moment, kdy
za ulohami linearni algebry, konkrétné algebry vektorovych prostori, spatifujeme fe-
Seni soustav linearnich rovnic. Podobné bude rovnice vypadat v okamziku, kdy budeme
zkoumat linearni zavislost nebo nezévislost vektortt (zde bude b’ = o”) nebo kdyz
napiiklad chceme urcit soufadnice jistého vektoru vzhledem k zadané bazi. Ve vSech
téchto pifipadech budeme mifit k feseni stejné nebo podobné soustavy lineadrnich rovnic.

Jednim z ustfednich témat linedrni algebry je bezpochyby maticovy pocet. Jeho
vyuku na stfednich Skolach nelze v této praci ani vyvratit, ani potvrdit, zkratka proto,
ze cilem této diplomové prace neni zabyvéni se konkrétni vyukou linearni algebry (ma-
ticového poétu) na konkrétnich skolach. Lze se v8ak priklonit na stranu toho, zZe se zaci
matematicky orientovanych gymnéazii nebo zaci technicky zamérenych stiednich odbor-

nych skol, kde maticovy pocet je potfebny pro studium odborného predmétu, s vyukou

3Indexem 7 je rozlisovano mezi vektorem fadkovym a sloupcovym, ktery v maticové terminologii
vznikne transponovanim fadkového vektoru. S ohledem na stfedoskolské pojeti aritmetického vektoru
jako vektoru fadkového, jsou sloupcové vektory psany s uvedenym indexem. Byt je Casté&jsi pristup

v linearni algebfe opacny.
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tohoto tématu setkavaji. Je samoziejmé otazkou, jak je v konkrétnich pripadech zdkim

predstaveno a vyucovano, coz si vSak tato prace neklade za sviij cil. Cilem je zabyvani

se danym tématem z hlediska obsahu a pristupu stfedoskolskych ucebnic a prehledi.
Naprtiklad prehled stiedoskolské matematiky v souvislosti s feSenim soustav linear-

nich rovnic motivuje pouzivani maticové notace timto zptisobem.

Resime-li soustavu linearnich rovnic Gaussovou eliminaéni metodou, je
mozné pro zestruénéni zapisovat jenom koeficienty a pravé strany rov-
nic (neboli vynechat v zapisech stale se opakujici nezndmé). Tabulka
¢iselnych udaji uspofddanych do p fadkt a ¢ sloupct se nazyva ma-
tice typu (p,q); zapis matice se ohrani¢uje zavorkami hranatymi [] ¢
okrouhlymi (). Koeficienty soustavy rovnic tvofi tzv. matici soustavy,
rozsifime-li ji o sloupec pravych stran (oddéleny svislou ¢arou), dosté-
vame tzv. roz§itenou matici soustavy a pravé s ni se v . GEM pracuje.
[36, s. 275]

Podobnym zptisobem motivuje zavedeni matic i zminovand ucebnice pro stfedni
odborné skoly [10], kdyz uvadi:

V predchozich ¢lancich jsme ¢asto Tesili soustavu rovnic o dvou ¢i o tfech
neznamych. V kazdé takové soustavé (a samoziejmé i v kazdé soustavé
o vétsim pocétu nezndmych) jsou dany koeficienty u téchto neznamgych.
Nestac¢i vsak znat jen mnozinu téchto koeficientd — o kazdém z nich
musime védét, u jaké nezndmé a ve které rovnici se nachazi. To umoz-
nuje zapis soustavy rovnic ve tvaru obdélnikového schématu, v némz
jsou prislusné koeficienty vhodnym zptisobem rozmistény v jeho fadcich
a sloupcich. [10, s. 97]

Oba citované pristupy zavadéji matice skrze strucnéjsi zapis soustav linearnich rov-
nic. V uéebnici [10] jsou dale zavedeny zdkladni maticové pojmy jako prvky matice,
rddkovy index, sloupcovy indez, hlavni diagondla. Jsou zde uvedeny matice nulovd a jed-
notkovd. A duraz je kladen na zavedeni pojmu 7ddkovy vektor a sloupcovy vektor.

Dale nasleduje zavedeni operaci s maticemi, jejich s¢itani a nasobeni realnym cislem.
Nasobeni matic je v této kapitole povazovano za téma obtiznéjsi, mozna rozsitujici,
vzhledem k tomu, Ze se jiz dale k souc¢inu matic autor knihy nevraci.

Na tomto misté by pravé propojeni nasobeni matic se sloupcovym pohledem na
soustavu rovnic mohlo pfispét k motivaci pfepisu soustavy linedrnich rovnic do matice.

Dusledkem nésobeni matice typu (m,n) n-rozmérnym aritmetickym sloupcovym

vektorem je vyjadfeni sloupcového pohledu obsazeného ve vztahu (2.1) prostfednictvim
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maticového nasobeni ve tvaru

a1 a1z a13 T b1
az1 a2 a3 yl=10a]: (2.2)
azy asz as3 z b3

ktery symbolicky zapisujeme v podobé Az = b’. Vyuziti tohoto piistupu ve své
podstaté pozaduje, aby matice byly jako pocetni nastroj linearni algebry probirany
s predstihem pfed soustavami linearnich rovnic.

V souvislosti s maticemi a feSenim soustav lineadrnich rovnic je mozno toto pojeti
poklddat za velmi dilezité. Zaci si diky tomu mohou vytvofit povédomi o tom, Ze
v symbolickém zapisu Az’ = b’ je obsaZeno FeSeni soustavy linearnich rovnic. Nejen,
Ze tento zpusob zapisu soustavy linearnich rovnic je vychozim pfi odvozovani dalsich
vlastnosti ¢i algoritmi (napiiklad algoritmu hledani inverzni matice k dané regularni
matici), 1ze z toho tézit i v pokrocilejsich kapitolach linedrni algebry. Stejny tvar ma
naptiklad tloha najit tzv. jddro linedrniho zobrazeni, tedy vSechny vektory, které se
zobrazi na nulovy vektor. Matici tohoto homomorfismu je matice A a pro vektor pra-
vych stran plati bf = of. Dalsim piikladem by mohla byt kapitola vlastnich ¢isel
a vlastnich vektori.

Samostatnym tématem je téma Fesitelnosti soustav linedrnich rovnic. To se zpravi-
dla vySetfuje uzitim Frobeniovy véty, a tudiz zavedenim pojmu hodnost matice. Tento
pojem je zaveden i ve studované literatute [10, s. 106] jako maximalni pocet lineadrné ne-
zévislych fadkovych vektorti a to mnohem diive, nez se pristupuje k otazce fesitelnosti
soustav linedrnich rovnic.

Zde je ttfeba si polozit otazku, zda je tento postup pro rozsifeni vyuky matematiky
smérem k linedrni algebfe vhodny ¢i nikoliv. Je tieba se zabyvat tim, co zavedeni pojmu
hodnost matice do pripadné vyuky prinasi.

Drtiva vétsina pocetnich tloh linearni algebry je formulovatelna jako hledani feseni
jistych soustav linedrnich rovnic. Pouzivame-li hodnost matice k urcovani naptiklad
linearni nezavislosti mnoziny vektord, muzeme tutéz tlohu formulovat jako problém
fesitelnosti soustavy Az’ = of, kde sloupce matice soustavy A tvoii vektory zkoumané
mnoziny. Ptame se tedy, zda ma tato soustava rovnic praveé jedno feseni, nebo nekonecné
mnoho.

Je k diskuzi, zda by nebylo vhodnéjsi pojem hodnosti matice nezavadét na prvnim
misté, coz by podporovalo onen pragmaticky smér vyuky linedrni algebry, ale napriklad
podobné jako v publikaci [45] zavést méné abstraktni pojem pivotni sloupec.* Ten sou-

visi pfimo s odstupfiovanym tvarem rozsifené matice soustavy, pocet pivotnich sloupcti

4Pivotnim sloupcem se nazyva takovy sloupec matice v odstupnovaném tvaru, ve kterém vznika
schod.
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je roven hodnosti matice soustavy a navic jeho zavedeni umoznuje velmi nazorné pro-
pojeni s Tesitelnosti soustavy. Soustava linearnich rovnic napriklad nema feseni, pokud
v matici soustavy prevedené elementarnimi fadkovymi tpravami do odstupnovaného
tvaru je sloupec pravych stran pivotni.

Bylo by vhodné shrnout vyse uvedené zavéry a navrhnout mozné rozsifeni, ¢i ale-
spon nastinit smér, kterym bychom se v souvislosti s maticemi a soustavami linearnich
rovnic méli vydat.

V ramci bézné vyuky tématu soustav lineadrnich rovnic lze velmi pfirozené studovat
se zdky algoritmus Gaussovy eliminace. Vzdyt autofi gymnazidlni ucebnice jej predsta-
vuji slovy: ,,Postup, ktery vylozime, bude vlastné s¢itaci metoda.“ [18, s. 105]

Dalsi mozné rozsifeni je vyraznéjsi vyuziti geometrického pohledu na soustavu li-
nearnich rovnic. Jak pohledu fadkového, pokud byli zaci vzdélavani v prislusnych ob-
lastech analytické geometrie, tak pohledu sloupcového.

Otéazkou ziistava piimé zavedeni matic, véetné jejich vlastnosti a operaci. Matice
typu (m,n) s operacemi s¢itani matic a ndsobeni matice skalarem predstavuji dalsi mo-
del vektorového prostoru a navic prostoru konecné dimenze. Pokud by vyuka linearni
algebry vedla pfes hlubsi studium vektorovych prostorti, mohlo by zavedeni matic tento
smér respektovat a tudiz predchézet samotnému feseni soustav linedrnich rovnic. Vy-
kladat matice jako samostatné matematické objekty se specifickymi vlastnostmi nejen
jich samych, ale i operaci s nimi.

Mezi operacemi s maticemi, konkrétné v souvislosti s nasobenim matic, je tieba
neopomenout vyznam nasobeni matice sloupcovym aritmetickym vektorem, a vztah ke
sloupcovému pohledu na soustavu linearnich rovnic (zépis soustavy linearnich rovnic
jako Azl = bT). To umoznuje zavést zapis soustavy linedrnich rovnic pomoci rozsi-
fené matice soustavy, a protoze algoritmus Gaussovy eliminace by v tomto okamziku
Zaci jiz znali, pak pfirozené propojeni mezi ekvivalentnimi ipravami s elementarnimi

Ffadkovymi tipravami s rozsifenou matici soustavy.
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Specifika online vzdélavani

Hlavnim tkolem experimentalni ¢asti této prace bylo pripravit a realizovat online
kurz linearni algebry vyuzivajici zavéri, které jsou formulovany v ¢asti teoretické. Te-
zistém prvni poloviny diplomové prace je linedrni algebra a podoba, v jaké se s ni
seznamuji zaci stfednich skol. Protoze se vSak online vyuka v mnohém odlisuje od vy-
uky kontaktni (tj. takové vyuky, kdy jsou ucitel i zaci fyzicky pfitomni ve t¥idé, kde

probiha), je vhodné této problematice rovnéz vénovat samostatnou kapitolu.

3.1. Elektronické udéeni

Elektronické uceni je relativné novodobym fenoménem souvisejicim s vyuzitim po-

¢itacl ve vzdélavani. Jednu z moznych definic uvadi Mares (2013).

Uceni, které tidi program vlozeny do pocitace, a partnerem studenta se
tak stava nikoli pfitomny zivy clovek, ale ucitel zpfedmétnény v pro-

gramu. (podle [25])

Vyse zminéné publikace tedy pod pojmem elektronické uceni zastfesuje dvé na-
vzajem vcelku odlisné kategorie, a to online uceni, pfi kterém se vyuziva internetu,
a offline ucent, které probiha na pocitaci, ale ve specializovaném programu bez nut-
nosti pfipojeni.

V odborné literatuie mizeme nalézt i podrobnéjsi definice.

E-learning is the acquisition and use of knowledge distributed and facili-
tated primarily by electronic means. This form of learning currently de-
pends on networks and computers but will likely evolve. (...) E-learning
can take form of courses as well as modules and smaller learning objects.
E-learning may incorporate synchronous or asynchronous acces and may

be distributed geographically with varied limits of time [29, s. 39].1

Méné na technické prostiedky, které uceni zajistuji, zamérenou definici je tato:

IElektronické uéeni je takovy typ uceni, pfi némz je ziskdvani a pouzivani znalosti primarné rozsiro-
vano a usnadnovano elektronickymi zafizenimi. Tento typ uceni zatim vyuziva pocitact a pocitacovych
siti, avSak jeho technickd zédkladna se zfejmé bude dale vyvijet.(...) Elektronické uceni mtze zahrnovat
ucelené ucebni kurzy nebo mensi stavebnicové uc¢ebni moduly ¢i jen relativné mald ucebni témata. Elek-
tronické uceni se muze opirat o ¢asové synchronni nebo asynchronni pristupy, mize byt distribuovano

z geograficky i ¢asové nezavislych zdroju.

36
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Elektronické uceni zahrnuje jak teorii a vyzkum, tak jakykoli realny
vzdélavaci proces (s riznym stupném intencionality), v némz jsou v sou-
ladu s etickymi principy pouzivany informac¢ni a komunikac¢ni technolo-
gie pracujici s daty v elektronické podobé. Zpiisob vyuzivani informac-
nich a komunika¢nich technologii a dostupnost ucebnich materiali jsou
zavislé predevsim na vzdélavacich cilech a obsahu, na charakteru vzdéla-
vaciho prostfedi, na potfebach a moznostech vsech aktért vzdélavaciho
procesu (prevzato z [25]).

Jak je jiz vySe zminéno, pii procesu e-learningu dochézi ke zméné postaveni vyucu-
jiciho a vyucovaného. Na strané osob, které vyuzivaji e-learningové metody k ziskavani
novych znalosti a dovednosti, nabyva na vyznamu autorequlace?. Funkce vyucujiciho
je do vétsi ¢i mensi miry potlacena, i kdyZ skala mozné miry komunikace mezi Zakem
a ucitelem je Siroka. Ucitel tak muze zcela ustoupit do pozadi a vystupovat pouze
jako ,tvlrce programu“, kdy tento program musi jiz sdm o sobé vykazovat vysokou
miru adaptability, nebo si miize ponechat moznosti do procesu uceni a do vyukovych
material zasahovat.

Z hlediska casové prodlevy mezi predstavenim ucebniho obsahu a Zakovou reakci
miizeme e-learningové aktivity délit na synchronni, tedy takové, které probihaji v real-
ném Case a zak ihned reaguje na dany podnét, a asynchronni, kdy je mezi prezentovanim

problému a okamzikem, kdy jej zak zaCne Fesit, vétsi ¢i mensi ¢asovy usek [27, s. 24].

3.2. Online vzdélavani

Podoborem elektronického uceni, kterym se dale budeme zabyvat, je online vzdéla-
vani.
...the use of the Internet to access learning materials; to interact with
the content, instructor, and other learners; and to obtain support during
the learning process, in order to acquire knowledge, to construct personal

meaning, and to grow from the learning experience [1].3

Tentyz prispévek rozvadi na s. 46 mozné interakce v online vzdélavani na vycet
student a obsah, ucitel a obsah, ucitel a student, student a student, ucitel a ucitel,
obsah a obsah.

Interakce ucitel a student je zdkladem standardniho vzdélavani. V e-learningu je

jejl role snizenad a do velké miry nahrazend vazbami obsah a student. Vztah uditel

2Zéky schopné autoregulace popisuje ([59, s. 2]) jako ,,...metacognitively, motivationally and be-
haviorally active participants in their own learning.“

3. pouziti internetu k zpfistupnéni uéebnich materiald, k interakci s obsahem (uéebnich materila,
pozn. autora), instruktorem a dals$imi zaky, a také k zajisténi si podpory béhem uéebniho procesu tak,
aby doslo k ziskani znalosti, vytvofeni vlastniho porozuméni tématu a k osobnimu ristu na zakladé

zkusSenosti z uceni.
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a obsah vyjadfuje vytvareni uc¢ebnich aktivit a vkladani lekci do prostfedi, v némz na-
sledné probihé vzdélavani. Podpirnymi, ale neméné dtlezitymi vztahy pak jsou ucitel
a ucitel, ktery nabizi tvirci e-learningové koncepce zpétnou vazbu a prilezitost k zlep-
Seni, a student a student, kde kromé vzdjemné ucebni podpory mize dochézet i ke
zlepseni motivace k pokracovani v kurzu. Posledni moznosti je vztah obsah a obsah,
ktery predstavuje automatické v uéebnim systému zanesené zmény ucebniho prostiedi,
které reaguji na data, ktera jiz student pri predchozi praci do kurzu vnesl. Mizeme tak
chapat také aktualizaci nékterych aktivit a obecné automatickou adaptabilitu celého
obsahu.

Lynch a Dembo [23] uvadéji, ze tspésnost zaku, ktefi se vzdélavaji alespon ¢as-
tecné v online prostiedi, 1ze predikovat na zakladé nékolika faktort: jejich motivova-
nosti; schopnosti efektivné uzZivat internet/pouzitou technologii; schopnosti idit svij
cas; snaze upravit si ucebni prostredi, aby jim lépe vyhovovalo; schopnosti vyZadat si
pomoc, pokud je to zapotiebi. Motivace zaki je zaloZena na dvou zakladnich prvcich.
Prvnim je pocit, Ze pokracovani v online kurzu méa smysl, Ze se zak skuteéné néco no-
vého naucil — Ze je uCeni efektivni. Druhym velice dulezitym motiva¢nim faktorem je

to, Ze vyuka nékam smétuje, ze pokracovani v kurzu md pro Zdka cil.

3.3. Nazorové pristupy k online vyuce

Efektivita uceni je do velké miry zavisla na souladu pouzitych vyukovych postupi
s tim, na jaky druh vyuky je zZak zvykly a jaky ucebni styl preferuje. V online kurzech
se tak podobné jako v kontaktni vyuce uplatiiuji vychodiska rtiznych nazorovych skol.

P1i tvorbé online kurzt se nejéastéji uplatiiuji behavioralni, kognitivistické ¢i kon-
struktivistické teorie uceni. Cast této kapitoly, ktera popisuje zakladni pozadavky na
online studijni materialy, pokud by byly pouzity tyto typy pristupt ve své Cisté forme,
je zpracovana na zdkladé publikace [1].

U behavioralné zaméienych online kurzii se objevuji nékteré typické znaky. Zakiim
online kurzu je pfedem jasné feceno, jaké vysledky se od nich ocekavaji, aby mohli
sami posoudit, zda jich dosahli, ¢i nikoliv. Ziskané znalosti jsou testovany. Online testy
nebo jiné druhy hodnoceni jsou komponovany pfimo do uc¢ebniho materidlu tak, aby
mél tvirce online kurzu prehled o vysledcich a aby méli zaci zpétnou vazbu.

Ucebni materialy jsou jasné strukturované a jejich jednotlivé prvky se objevuji
v daném poradi. Postupuje se od jednodussich ke komplexnéjsim problémim, znamého
k nezndmému, znalosti k aplikacim apod. Zakim je zajisténa zpétna vazba, aby méli
prehled o svém vysledku a mohli v piipadé potfeby uplatnit ndpravna opatieni.

Podobné si u kognitivisticky zaméfenych kurzt 1ze povsimnout, Ze rozlozeni mate-
rialtl na strance je povazovano za dulezité pro jejich vnimani zdkem. Kli¢ové informace
jsou proto v takto koncipovaném kurzu napf. barevné odliSeny, mély by se nachéazet

pokud mozno ve stiedu stranky. Ucastnici kurzu by také méli byt informovani o tom, co
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je cilem dané lekce, a nové informace v ni by mély byt pfimérené pokrocilosti daného
zaka, tj. lekce by méla obsahovat odkazy na slozitéjsi i jednodussi materialy, aby si
kazdy mohl vybrat podle svych kognitivnich schopnosti.

Uplatiiuji se strategie, které umozni zakiim aktivovat dlouhodobé znalosti, které jiz
maji a které jim mohou pomoci se zapamatovanim novych informaci a jejich porozu-
ménim. Jednou z moznosti je vyuziti n&jakého nastroje z tzv. advance organizers?, tj.
z nastroju, které pomoci analogii, metafor a podobné pripodobnuji vztahy v nové latce
ke znalostem, které jiz zaci maji (patii mezi né mimo jiné myslenkové mapy a jiné gra-
fické diagramy). Nékdy takové kurzy pokladaji na zac¢atku lekce otézky, které pomohou
ucastniktim kurzu vytvorit si predstavu, co od novych informaci oc¢ekévat, nebo jsou
soucasti avodu lekce testy, které aktivuji pfedchozi znalosti zaki.

Nové informace jsou prezentovany po ¢astech tak, aby byli Zaci schopni zpracovat
vSe viditelné na obrazovce. Pokud lekce obsahuje velké mnozstvi novych informaci, méla
by obsahovat diagram jejich organizace tak, aby byl jasny jejich vzajemny vztah. Je
také vhodné, aby si zaci béhem lekce sami vytvareli myslenkové mapy apod., coz jim
pomahé se ,srovnanim si“ informaci v hlaveé.

Jsou uplatnovany i dalsi strategie podporujici tzv. deep processing, aby bylo pro
zaky snazsi si nové znalosti dlouhodobé zapamatovat. Pokud zaci musi nové informace
pouzit, analyzovat, na jejich zakladé vytvaret nové zavéry apod., snaze si je ulozi do
dlouhodobé paméti.

Online materialy by mély nabizet varianty riznych pristupi, které odpovidaji riz-
nym druhtm uéeni. Ti Zéci, ktefi preferuji konkrétni zkusenosti (concrete-experience
learners, volné podle [20]), maji radéji konkrétni tikoly, jichz se zucastiuji, a preferuji
komunikaci se sobé rovnymi a spolupraci s nimi. Vhodné podptirné ptistupy pro né
jsou moznost interakce s ostatnimi tcastniky a pfistup ucitele spise jako ,trenéra“ nez
autority. Reflective-observation learners preferuji moznost nejprve situaci sledovat a az
pozdéji se zapojit. V online kurzu chtéji vSechny informace piistupné k prostudovani,
vyucujiciho vidi jako experta. Interakci s ostatnimi se spise vyhybaji.

Abstract-conceptualization learners radéji pracuji s vécmi a symboly nez s lidmi,
preferuji teorii. Active-experimentation learners uplatniuji zpisob uceni zaloZeny na
praktickém experimentovani, o némz pak diskutuji se svymi kolegy, aby méli zpétnou
vazbu a dalsi informace. Studentim by na zakladé preferovanych stylt uceni méla byt
nabizena i individualizovand forma podpory od ucitele apod.

Informace by mély byt prezentovany v rtéiznych mdédech. V materidlech se mohou
vyskytnout jako text, ve vizualni i zvukové podobé apod. Je nutné pracovat predevsim

s vnitini, ale nékdy i vnéjsi motivaci i¢astnika kurzu. Zejména se jedna o metody jako

Ve smyslu ,relevantni tivodni materialy, které jsou studentim piedstaveny pred vykladem nové

latky; jejich ukolem je vytvofit tomuto obsahu ramec, podle [11].
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upoutani zakovy pozornosti, informovani zaki o tom, pro¢ se u¢i danou lekci, zlepSovani
jejich sebedtvéry a poskytnuti zpétné vazby o jejich tspésich.

Zaci by méli byt vedeni k tomu, aby vyuzivali své schopnosti metakognice. Jsou
uplatiiovany strategie, které je vedou ke spojeni online ziskanjch védomosti s realnymi
situacemi a aplikacemi.

Konstruktivisté uplatiiuji ve svych kurzech opét mirné odlisny pohled. Podle tohoto
pristupu by uceni mélo byt aktivnim procesem. Budeme-li zdky udrzovat aktivni, Tesi
smysluplné tkoly, které zapojuji vyssi miru mysleni, vytvarime v nich pocit osobniho
smyslu. Zaci si vytvareji vlastni znalosti, které jim nejsou pouze piedstaveny vyuéuji-
cim. Vytvareni znalosti je zprostfedkovano interaktivnimi online navody. Jsou to Zaci,
ktefi se musi chopit iniciativy a interagovat s ostatnimi a instruktorem, a postup uceni
je plné zéavisly na kazdém ucastnikovi.

Je podporovéana spoluprace (kolaborativni i kooperativni uéeni5) mezi jednotlivymi
tcastniky kurzu. Zaci by méli mit kontrolu nad uéebnim postupem. V online kurzu
by méla fungovat néjaka forma fizeného objevovani, kde méa kazdy pravo vytvaret si,
s jistou mirou vedeni od instruktora, cile vzdélavani.

Zaci by méli mit moznost reflexe nad jiz zjisténymi informacemi. To miize byt
zajisténo napftiklad otazkami v ucebnich materidlech, které se vraci k jiz zjisténému.

Studijni materidly byvaji zpracovany tak, aby mély pro zéky smysl - mély by ob-
sahovat priklady situaci, které jsou jim blizké, aby se podpoftilo porozuméni.

Uceni by mélo byt interaktivni. Interakce probiha mezi zakem a informacemi a také
mezi zakem a prostfedim a umoziuje tcastnikiim informace pfijmout a dat jim kontext.

V praxi se nejcastéji setkavame s tim, ze kurzy uplatiuji prvky vsSech tii piistupt.
Obvykle je tento pfistup charakterizovan postupem podle Ertmerové a Newbyho [14, s.
18], kde behavioralni ptistupy odpovidaji na otdzku ,co?“ (tj. zabyvaji se fakty), kogni-
tivni se zabyvaji otdzkou ,jak?“ (tj. zabyvaji se postupy) a konstruktivistické se ptaji
,,proc¢?“, tj. zabyvaji se pri¢inami. P¥istup mtze byt limitovan i technickymi mozZnostmi,
kdy napiiklad systém neni s to zvladnout napor vsech dat, kterd by umoziovala vysoce

individualizovanou vyuku, eventualné ¢asovymi moznostmi lektora a dalsimi faktory.

3.4. Zakovo pojeti uciva
Obecnou otazkou pedagogické psychologie je pak problematika Zdkova pojeti uciva.

Zakovo pojeti uciva se da charakterizovat jako souhrn zakovych subjek-

tivnich poznatki, predstav, presvédcéeni, emoci a ocekavani tykajici se

5Ve vymezeni, které uvadi napf. [13, s. 2], tj. kolaborace je ,aktivita, pfi niz je kazd4 osoba zod-
povédna za Cast feseni problému*, zatimco kooperace je ,spolecné zapojeni ucastnikti v koordinované
snaze vytesit kol spolecné“, tedy zodpovédnost za danou praci je spoleénd a nelze hodnotit jednotlivé

ucastniky zv1ast.
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skolniho uciva. Zahrnuje tedy kognitivni oblast (zdkovo svérazné cha-
pani obsahu jednotlivych pojmt, jevi, principu, jeho chapani vztahi
mezi nimi, celou jeho subjektivni strukturu védéni o uréitém tématu)
i oblast afektivni (jeho postoje, pfesvédéeni, emocionalni podbarveni
uréitych poznatki typické pro daného zéka) [26, s. 87-88|.

Tento jev se prirozené vyskytuje pfi jakékoli vyuce a je zavisly na mnoha determi-
nantech. Jsou jimi pfirozeny vyvoj zakovy psychiky, podnétnost sociadlniho prostiedi,
pusobeni skoly, zvlastnosti uciteld, ktetfi zéka vyucovali, a pfedevsim zvlastnosti zdkovy
osobnosti a zdmérné i nezdmérné uceni zéka.

Jestlize tedy do veskeré vyuky vstupuje ta jeji vlastnost, ze zadk si predkladané
ucivo néjakym zplisobem na zakladé svych zkuSenosti interpretuje a tato interpretace
se muze lisit od spravného nahledu, prinasi s sebou problematika online vzdélavani
chybného zédkova pojeti uciva jsou napt. pii spolecném feseni tlohy v priibéhu kontaktni
vyuky vyssi, nez pokud je lektor online kurzu sezndmen jen s ¢asteénym feSenim zadané
ulohy ve virtudlnim prostfedi, nebo dokonce zné pouze zaktuv vysledek. Stejné tak je
vyrazné omezena moznost diagnostického rozhovoru.

Obecné vsak lze konstatovat, ze s rozvojem technologickych moznosti budou rtzné
formy online uc¢eni nabyvat na vyznamu. Jako kazdy pristup k vyuce pfinasi s sebou i

online uceni vyhody i nevyhody, které je tfeba pri koncipovani online kurzu reflektovat.
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KAPITOLA 4

O projektu Talnet

Projekt Talnet je soucasti agendy Ministerstva sSkolstvi, mladeze a télovychovy
CR, ktera se zabyva péc¢i o nadané a talentované zaky. Jeho prvni ro¢nik se v malém
rozsahu uskutecnil v roce 2003, od roku 2005 spadal projekt pod spravu piispévkové
organizace ministerstva skolstvi Narodniho institutu déti a mldadeze (NIDM). S G¢innosti
od 1. ledna 2014 byl NIDM sloucen s Ndrodnim institutem pro dalsi vzdéldvani (NIDV),
jehoZ primarnim tkolem do té doby bylo pouze zajistovat aktivity souvisejici s dalsim
vzdélavanim pedagogickych pracovniki.

V ramci aktivit NIDV je projekt zaméten na zéky zakladnich a stfednich skol (zaky
ve vékovém rozpéti 13-19 let) se zdjmem o piirodni védy. Projekt Talnet je koncipo-
van jako nesoutézni, umozinujici ucastnikiim rozvijet specifické nadani i svoji osobnost.
Oborové zaméreni aktivit je fyzikalni, chemické, biologické, geografické, matematické,
astronomické, eventualné se kurzy ¢i exkurze zaméruji na oblast aplikovanych véd a me-
zioborové spoluprace.

Ptistup Talnetu k pojmu naddni plné vystihuje nasledujici citace z oficidlnich webo-

vych stranek projektu:

Existuji rizné nazory a pristupy k definovani a urcéovani talentu ¢i na-
dani. V Talnetu vychazime z pristupu, ktery povaZuje za rozhodujict
spise to, jak se dokdze Zdak ¢i student vyporddat s ukoly v daném oboru,
neZ osobnostni predpoklady zjistované pomoct testii.

Na nadani se podili jak soubor vloh, ktery umoziuje ¢lovéku poten-
ciondlné dosédhnout nadprimeérnych vykonti v urcité oblasti télesnych
nebo dusevnich ¢innosti, tak i vyjimecné specifické schopnosti vztahu-
jici se ke konkrétni lidské c¢innosti. Takovymi specidlnimi schopnostmi
miize byt naptiklad schopnost fesit matematické problémy nebo doved-
nost chemicky analyzovat Groven znecisténi ovzdusi.

Nadéani se mtze projevit v oblasti intelektu, kreativniho mysleni,
védeckych schopnosti, socidlniho viidcovstvi, mechanické zrucnosti nebo

v podobé talentu v uméni ¢i ve sportu. [52]

Vzhledem k tomu, ze projekt Talnet je projevem Sirsich snah ministerstva skolstvi

rozvijet zadjem a nadéani ¢eskych studentt, je koncipovan takovym zpiisobem, aby byl

-----

¢ast aktivit Talnetu v online prostredi, které neomezuje studenty geograficky a casové.

43
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K pristupu do Talnetu nepotiebuji studenti absolvovat zadné rozrazovaci testy, soucasti
prihlasky je pouze doporuceni rodice, ucitele, ev. pracovnika pedagogicko-psychologické
poradny, pokud se student hlasi do projektu Talnet poprvé. Online aktivity Talnetu jsou
zcela zdarma, v piipadé exkurzi ¢i jinych prezencénich aktivit si studenti hradi ubytovani
a stravu; v oduvodnénych pripadech hradi i toto NIDV. Studenti se do Talnetu ptihlasuji
prostrednictvim webového formulafe dostupného na strankach projektu. Prihlasovani
na Skolni rok 2015/2016 bylo prodlouzeno az do 11. ¥{jna 2015.

Klicovou aktivitou projektu Talnet jsou tzv. T-kurzy, online kurzy od roku 2015
probihajici v prostfedi Moodle. Nékteré kurzy probihaji v obou pololetich skolniho
roku, kdy jsou délené na tzv. bloky. Zatimco nékteré umoznuji ucastniklim projektu
Talnet studovat pouze jeden blok, pro jiné je absolvovani prvni ¢asti kurzu nutnou
prerekvizitou ptihlaseni do druhého bloku.

Také online probihaji T-prosemindre, jejichz tkolem je pomoci studentlim rozvi-
jet vSeobecné védecké kompetence, napt. schopnost napsat odborny text, prezentovat
vysledky své prace apod.

Kombinaci online vyuky a praktické ¢innosti v autentickém prostiedi jsou T-exkurze.
Ucastnici se nejprve seznami s obecnymi a specifickymi poznatky, které nasledné vyu-
Ziji na zvoleném pracovisti pti vyzkumné ¢i odborné praci. Delsi pobyt na zkoumané
lokalité vyzaduji T-expedice, které jsou obvykle tydenni.

Soustiedéni Talnet je pak tydennim vyjezdem, na kterém se tcastnici kurzi ¢i za-
jemci o ucast seznamuji s instruktory, dalsimi studenty i strukturou moznych aktivit.
Tato soustfedéni probihaji celkem t¥ikrat do roka. Prvnim z nich je Gvodni podzimni
soustfedéni, na kterém se novacci nauci pracovat v online prostredi kurzil a seznami
se s pestrou nabidkou Talnetu. Pro zajemce ze vzdalenéjsich koutt republiky probiha
instruktéz i online ¢i v odpolednich hodindch. Zimni a letni soustfedéni jsou vyvrcho-
lenim pulroéni prace v kurzech. Studenti prezentuji své seminarni prace (pokud jsou
tyto prace podminkou pro absolvovani kurzu) pfed odbornou i studentskou porotou
a maji moznost zucastnit se odborného i neodborného programu (exkurze, strategické
hry aj.) [53].} Ucast na soustiedénich je dobrovolné, obhajoby seminarnich praci se
rovnéZ konaji v online prostfedi. Ve skolnim roce 2015/2016 probihaji ve zminéném
Moodlu poprvé. Poznamenejme, Ze v podzimnim bloku bylo organizatory Talnetu roz-
hodnuto o tom, Ze seminarni prace nebudou soucasti zddného z kurza. Seminarni prace
se tykaly pouze jarniho bloku kurzi.

Prilezitostné probihaji i v online prostifedi vedené mezinarodni aktivity, které pro-

pojuji nadané Ceské studenty s jejich protéjsky ze zahranici.

1Uveden}'/m terminem semindrni prdce je zde myslena zavérecna prace, jiz je odborny text v rozsahu
pfiblizné 20 normostran, ktery mutze byt ve formé resersni prace nebo naptiklad popisu a vyhodnoceni
vlastniho experimentu. Studenti si zpravidla téma své zdvére¢né prace voli v pribéhu prvniho az dru-

hého tydne kurzu z nabidky vytvotfené instruktorem kurzu nebo si téma mohou navrhnout samostatné.
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Podle [57, s. 40] je maximalni kapacita kurzi a dalsich aktivit od roku 2010 stabilné

540 studentt (data do 1. pololeti roku 2014). Skuteény pocet absolventii kurzi, expedic

ad. je ale mnohem mensi, pohybuje se nize nez 100 studentt roc¢né.

Ucastnici kurzt (z nichZ pak ne vsichni kurzy z nejriizngjsich divodi absolvuji)

pochézeji z riznych kraji CR, s rostoucim poétem ptihlasenych Gcastniki klesé pre-

dominance prazskych studentt [41, s. 6], coz by mohlo dokladat lepsi informovanost

pedagogické i nepedagogické verejnosti o projektu, kterd vede k vétsimu zapojeni i

studentd z regiond.
Ve skolnim roce 2015/2016 probihaly podle [54] nésledujici kurzy

(20)
(21)

Pro¢ nam chutna?, kurz seznamujici studenty s biologickymi, fyzikalnimi
a chemickymi procesy probihajicimi pri vafeni;

Biologie | a I, nabizejici ve dvou blocich znalosti o rostlinach a zivoté na zemi
v souvislostech;

Biologie Ill, zabyvajici se plazy;

Biologie IV, kterd seznamuje studenty s trendy molekularni genetiky a cyto-
genetiky;

Biologie clovéka |, zaméfend na dutinu tstni;

Entomologie, kterd predstavuje Gcastniktim tuto védu o hmyzu;

Chemie | o chemickych reakcich;

Chemie Il o chemii vody;

Chemie lll, pfedstavujici studenttim anorganickou chemii;

Chemie 1V, v niz studenti provadéji v domacim prostiedi jednoduché pokusy;
Materialy a krystaly I, kde se ve dvou blocich sezndmi se zdklady optiky
a nauky o materialech;

Materialy a krystaly Il, kde se studenti zabyvaji strukturou krystali a opét
naukou o materialech;

Atmosféra a oceany o fyzikalnich procesech v nich probihajicich;

Vybrané kapitoly z teorii relativity o specialni i obecné teorii relativity;

Na fyziku v tymu! zkoumani problému z tloh Turnaje mladych fyziki;
Astro a modelovani |, které studenty seznamuje se zaklady astronomie a po-
hybti téles a také s modelovanim téchto pohybii pomoci pocitace;

Astro a modelovani I, kde se jiz Gcastnici zabyvaji konkrétnéji spektry hvézd
Astro a modelovani Il o nékterych druzich elektromagnetického vlnéni vesmir-
nych objekt mimo viditelné spektrum,;

Astro a modelovani IV, které doplnuje znalosti studentii o neviditelném zafeni
vesmirnych objekti;

Geografie | - 1l 0 zemépisu a svété v souvislostech;

Geografie 1l o mistech a lidech v globdlnim kontextu;
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(22) Pomocné védy historické, kde se studenti dozvédi néco o heraldice, paleografii,
genealogii, diplomatice a sfragistice;

(23) Nad védou v déjinach | a Il o védecké metodé a jejim vyvoji;

(24) Nad védou v déjinach Il a IV, kurz, ktery rozsifuje vyse uvedeny o filosofii

védy;

Matematika 0, zabyvajici se shodnymi zobrazenimi a funkcemi;

Matematika 11l o kombinatorickych hrach;

Matematika IV, kurz linearni algebry;

Programovatelné automaty o simulacich a fizeni stroji;

)
)
)
28) Antropologie, ktera ucastniky seznami se zéklady této védy;
)
) Grafika, ktera studenty nauc¢i vytvofit si jednoduchou simulaci;
)

(

(

(

(
(29
(

( Poznej sam sebe, kurz osobniho rozvoje;

(32) T-expedice 2015, piiprava na pozdéjsi vyjezd.

Kurz Linedrni algebra byl v ramci projektu Talnet novinkou, ostatni kurzy pro-
bihaly jiz ponékolikaté. Az do roku 2015 probihaly kurzy v online prostfedi Learning
Space, od roku 2015 byly kurzy prevedeny na platformu Moodle.

Pti podrobnéjsim pohledu na vyse uvedeny seznam kurzil si vSimneme, ze mezi
kurzy Matematika 0, Matematika Il a Matematika IV chybi kurzy Matematika |
a Matematika Il. Z informaci na oficidlnich webovych strankach projektu vyplyva,
ze tyto kurzy ve skolnim roce 2015/2016 vibec nebyly otevieny. To na jednu stranu
ukazuje, ze ocislovani kurzi nemad vliv na obsah jednotlivych kurzi, coz dolozim v na-
sledujicich paragrafech, a na druhou stranu je dikazem, Ze v Ceském prostiredi jediny
projekt zaméfeny na mimoskolni online vzdéldvani (za podpory Ministerstva skolstvi
mladeze a télovychovy) nabizi ,nadanym* studentiim v matematice pouze ti tematicky
orientované kurzy, mezi kterymi je kurz linearni algebry, ktery by mél byt povazovan
za experimentalni. Navic technicky naro¢ny prevod stavajicich kurzt z jednoho progra-
mového prostiredi do druhého zpitsobil, Ze spusténi kurzi bylo nutné rozlozit do dvou
vln, které od sebe byly ¢asové vzdaleny t¥i az Ctyfi tydny, coz v disledku znamenalo,
ze kurz linearni algebry vystupujici pod oznac¢enim Matematika IV, byl jedinym ma-
tematickym kurzem, ktery zacal v souladu s pldnovanym harmonogram kurzd. Dalsi
informace ohledné harmonogramu a prubéhu kurzu a vlivu zmén termind na zahajeni
kurzu jsou obsazeny v kapitole Organizace a pribéh kurzu.

Jako lektor kurzu linearni algebry jsem mél piistup pouze ke svému kurzu a do tzv.
spolecné casti, ktera slouzila vsem studenttim Talnetu a instruktortim jako hlavni zdroj

informaci (pfevazné technického sméru).?

2V ramci Hkurzu“ Spoleénd cast se studenti instruovali v praktickych dovednostech prace ve vyu-
kovém prosttedi, jako naptiklad vyplnéni osobniho profilu, prace v diskuznim foru — jak vlozit obrazek
ke svému prispévku v diskuzi — prace v prostiedi ukol, které slouzi k odevzdavani a hodnoceni tukola

v online prostfedi apod.
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Aby ¢tenar této prace nabyl predstavy o obsahu jednotlivych matematickych kurzi,
jsou dale shrnuty informace ke kazdému z nich. Jak jiz bylo feceno v odstavci vyse,
do jinych nez jmenovanych kurza jsem jako lektor nemél povolen pristup. Proto jsou
nize uvedené informace zalozeny na popisech kurzi dostupnych z webovych stranek
projektu.

Jako prvni si predstavme kurz Matematika 0, ktery je urcen studenttim ve véku od
13 do 15 let. Je rozdélen do dvou blokid. Podzimni blok je nazvan Témeér vse o funkcich

a autor/ka jej charakterizuje nasledujicim popisem:

V prvnim bloku se seznamime s obecnym pojmem funkce a s n€kterymi
elementarnimi funkcemi: s funkci linearni a linearni po ¢astech, s funkci
kvadratickou, linearni lomenou a s funkci druhd odmocnina. Vysvétlime
si jejich vlastnosti a nauc¢ime se kreslit grafy nejen téchto funkci, ale
obecné vlastnosti funkci: ve kterych intervalech jsou rostouci nebo kle-
sajici, ve kterych bodech nabyvaji svého maxima nebo minima a jak se

pozné funkce suda a licha.

Velkou pozornost vénujeme funkcim, které jsou prosté, a naucime se

urcovat funkce, které jsou k nim inverzni. [48]

Druhy blok kurzu (jarni) s nazvem Tajemstvi geometrickych ornamenti a vzori

aneb shodnd zobrazeni v roviné autor/ka predstavuje ve své anotaci nasledovné:

Ve druhém bloku se budeme vénovat jedné ze zajimavych oblasti svéta
geometrie — shodnym zobrazenim v roviné. Postupné se seznamime se
Ctyfmi zobrazenimi a jejich vlastnostmi. Budeme vytvaret geometrické
obrazce zrcadlenim, otd¢enim a posouvanim. Ukédzeme si, jak se da vy-
uzit osova a stiedova soumérnost, otoceni a posunuti pro tvorbu geome-

trickych ornamentt a vzort. [48|

Prvni kurz je tedy vénovan jednak elementarnim funkcim a jednak shodnym zob-
razenim v roviné. Doplnim, Ze podnéazev tohoto kurzu zni Funkce a shodnd zobrazeni.
Dalsim kurzem je Matematika | s podtitulem Matematické algoritmy a jejich geo-
metricke reprezentace. Jedna se opét o kurz realizovany ve dvou blocich, konkrétné je
to podzimni blok Rovinnd a prostorovda geometrie a jarni blok Polynomy. Kurz je urcen

studenttim ve véku od 14 do 15 let a jeho autor jej uvadi anotaci:

Algoritmy najdeme v matematice téméf vSude. V tomto kurzu se vé-
nujeme dvéma matematickym oblastem. V geometrii se podivame na
méfeni a obsahy mnohotuhelniki a béhem bloku si ukdZeme, jak funguje
tak zvana kvadratura mnohothelniku — pfeména libovolného mnoho-

thelniku na ¢tverec o stejném obsahu. Druhy blok se zabyva mnohocleny
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neboli polynomy. I kolem nich najdeme celou fadu uzite¢nych algoritmii,

ukazeme si jich hned nékolik, tfeba k hledani kofenti mnohoclenii. [49]

Tak jako predesly kurz ani kurz Matematika Il nebyl ve skolnim roce 2015/2016
otevien. Celkové tfeti kurz v poradi je urcen pro studenty ve véku od 15 do 16 let. Jeho
podtitulem je Geometrie v klidu a v pohybu. Opét je vyuka rozdélena do dvou blokii.
Prvni blok s nazvem Kombinatorika pokracuje jarnim blokem Zobrazeni v roviné. Obsah

je shrnut v nésledujici anotaci:

Ve druhém matematickém kurzu se muzete zabyvat dvéma zajimavymi
oblastmi matematiky, kombinatorikou a geometrickymi zobrazenimi.

Kombinatorika je naplni prvniho bloku kurzu. UkéZeme si, jak se
daji spocitat prvky nékterych koneénych mnozin, kdyz zname jejich
vlastnosti. Kromé toho prijde na fadu holubnik, chozeni do schodi s po-
moci Fibonacciho ¢isel nebo séitani mocnin prirozenych cisel.

Druhy blok je vénovan (geometrickym) zobrazenim. UkaZeme si mimo
jiné, jak se s nimi d4 pocitat — pomoci matic a vektorti. Budeme zkoumat
nejen to, jak se objekty v roviné a prostoru pohybuji, ale i které z nich
se naopak pfi daném zobrazeni nepohybuji — tzv. invarianty zobrazeni.
Invarianty urcuji nékteré dilezité vlastnosti zobrazeni. Podle shodnych
¢i rozdilnych invariant mtzeme také zobrazeni t¥idit. Pojem invariantu
prostupuje dale do obtiZnych a obecnych teorii moderni geometrie, ty
uz vsak sledovat nebudeme (ale dobrovolnici se s nimi mohou seznamit
v ramci psani seminarni prace). [50]

V anotaci si mizeme vSimnout, Ze se zde vyskytuji pojmy matice a vektory, z ¢ehoz
lze soudit na blizsi pribuznost s kurzem linearni algebry. Pii navrhu kurzu linearni
algebry vSak tato skutecnost nebyla nijak zohlednéna.

Dalsim kurzem je kurz Matematika Il urceny pro studenty ve véku od 14 do
18 let s podnazvem Kombinatorické hry.® Vyuka je opét rozdélena do dvou blokt na
Nimové hry a Hra HackenBush. Anotace kurzu navic slibuje i pfesah k filozofii (nejen)

matematiky.

... V tomto kurzu se budeme zabyvat predevsim hrami, které se nazyvaji
matematické. Jedna se o hry, ve kterych neni zadny prvek nadhody (jako
napf. ve vrhecabech), nebo vyuziti skryté informace (jako napt. v black
jacku). Uspéch v matematické hie zavisi pouze na dovednosti hrage,
nebo, jak si v kurzu ukazeme, zcela vychazi ze znalosti spravné strategie

a vychozi pozice. ...

3Doporuéeny vék ucastnikd kurzu Matematika Il neni (v dobé psani diplomové préice) z pozice
zdjemce o kurz uveden jednozna¢né. Pfi prochdzeni seznamu vSech kurzt (viz [54]) z webovych stranek
projektu najdeme doporucené vékové rozmezi od 14 do 18 let, ovSem na strance s anotaci onoho kurzu
je doporuéeni na veék od 17 do 18 let (viz [51]).
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...V ramci kurzu se kromé matematickych témat budeme zabyvat i
tématy filosofickymi. Po stopach Descartese budeme objevovat metodu,
na jakych zakladech stoji matematika a Ze ani ty nemusi byt neménné,
a s trochu stésti uzavieme i néjaky z otevienych problémt, kterych je

v matematice stale mnoho. [51]

Jako posledni je v této praci podrobné rozpracovan kurz Matematika IV s podti-

tulem Linedrni algebra.* Zajemctim o studium byl pfedstaven nésledujicim zptisobem:

Kurz poradany v zimnim semestru seznamuje studenty v Sesti lekcich se
zékladnimi pojmy linedrni algebry, matematické teorie vektorovych pro-
storli, matic a soustav linedrnich rovnic. Uplatnéni linearni algebry nalé-
zame jak v moderni fyzice (formalismus kvantové mechaniky), tak v dal-
gich védnich oborech technického i prirodovédného sméru. Bez hlubsi
znalosti této discipliny se neobejdeme ani pfi studiu jinych matematic-
kych oborti (matematickd analyza apod.). Nejen z tohoto diivodu byva
linearni algebra zatazovana do tivodniho kurzu matematiky na vysokyjch
skolach.

Sirsi vékové rozpéti tcastnik napovida, ze obtiznost kurzu si mtize
kazdy pFizptisobit svym znalostem a schopnostem. Uspéiné absolvovani
tak neni zavislé na tom, co uz mate ve skole probrano, ale spise na vasi

chuti a motivaci do abstraktni matematické teorie proniknout.

Jak je z jednotlivych anotaci mozné usoudit, obsahy jednotlivych kurzti nejsou
mezi sebou provazany a tudiz absolvovani jednoho kurzu neni a priori predpokladem
pro studium dalsiho kurzu s vyssim poradovym ¢islem. Bohuzel se na webovych stran-
kach kurzid nedocteme, Ze student nemusi projit vSemi kurzy s nizsim oznacenim, aby
mohl studovat vybrany kurz. Naptiklad Ze neni nutné absolvovat kurzy Matematika 0,
Matematika | a Matematika Il, aby mohl studovat kurz Matematika IlI.

Pro tplnost uvedme, Ze kurz linearni algebry byl realizovan pouze v podzimnim
bloku, tedy v rozsahu Sesti lekci (sedmi vyukovych tydnti) a doporucené vékové rozpéti

ucastnikti bylo stanoveno od 16 do 19 let.

4V textu bude Castéji pouzivano oznaceni kurz linedrni algebry anebo kurz Linedrni algebra namisto

oficidlniho nazvu Matematika IV.



KAPITOLA 5

Kurz linearni algebry

V této kapitole se budeme zabyvat vychodisky formulovanymi na zakladé kapitol
Specifika online vzdéldvani a Fragmenty linedrni algebry v soucasném stredoskolském
kurikulu, jejich vyuka a naméty pro jeji rozsiveni, které ovlivnily vyslednou podobu
kurzu Matematika IV — Linearni algebra realizovaného v rdmci projektu Talnet v zim-
nim semestru akademického roku 2015/2016. Jedna se o soubor nejriznéjsich hledisek,
kterd musela byt reflektovana jesté pred samotnou pripravou vyukovych materiald.

Jsou to zejména odpovédi na tyto otazky:

e Pro koho je kurz linedrni algebry urcen? Je tfeba definovat cilového adresata
kurzu véetné jeho motivace se do kurzu prihlasit, kurz studovat, a respektovat
jeho ¢asové moznosti stejné tak jako jeho vstupni znalosti a dovednosti.

e (o je cilem kurzu Linedrni algebra? V tomto ptipadé je nutné odpovédét na
otazky, proc¢ by se student meél do kurzu prihlésit, co by od néj mohl ocekavat
a co mu kurz prinese v jeho budouci studijni dréaze.

o Jakd témata linedrni algebry se do pripravovaného kurzu maji zatadit, aby
vedla k dosaZeni definovanych cili? Jaky ma byt tedy obsah online vzdélava-
ciho kurzu, aby byl pro studenty pfinosny a motivujici a aby byl dostatec¢né
narocny?

o Jakymi prostredky a jakym zpusobem oveTit plnéni ¢i dosahovdni stanovengch
cili? Je tkolem kurzu testovat znalosti ii¢astnikt? M4 se uplatnovat kriterialni

hodnoceni v pristupu k témto znalostem?

Zatimco v predchozi kapitole jsme se zabyvali obecné ¢innosti projektu Talnet,
v této kapitole se zaméfime na koncepcéni vymezeni kurzu linearni algebry. Nasledovat
pak budou ¢asti diplomové prace, které jiz se zaméii na konkrétni organizacni podobu

kurzu linearni algebry a na jeho vyhodnoceni.

5.1. Cilovy adresat kurzu

Urceni potencidlniho tcastnika je nutnym predpokladem k samotnému vytvofeni
kurzu. Neni mozné vzdélavaci obsah planovat bez ohledu na schopnosti a dovednosti
¢i metakognitivni schopnosti ucastnikti kurzu samotnych. Prostiednictvim oficidlnich
dokumentd, jez je mozné studovat napt. z webovych stranek projektu Talnet, neni
mozné definovat tcastnika online vzdélavaciho kurzu dostateéné presné. Toto tvrzeni
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lze opfit o vyrok, ktery byl jiz vzpominan v kapitole O projektu Talnet a ktery si ve

zkracené formé pripomenme.

V Talnetu vychazime z ptistupu, ktery povazuje za rozhodujici spise
to, jak se dokaze zak ¢i student vyporadat s tkoly v daném oboru, nez

osobnostni predpoklady zjistované pomoci testi. [52]

Proto je velice dulezité si uvédomit, ze projekt Talnet navzdory svému (mozna
ponékud zavadéjicimu) jménu zprostiedkovava moznost rozsirené vyuky prirodnich véd
v podstaté jakymkoli studentim, kteii o ni projevi zédjem. Protoze nadani potencidlnich
ucastnik neni nijak méfeno, ziejmé by to ani nebylo moZné (a je otézkou, zda by to
bylo zadouci), dalo by se tedy spiSe Fici, ze projektu Talnet se zucastnuji studenti
motivovani rozsitrit si svoje znalosti a schopnosti v daném oboru.

Ocekavanou predstavou tak mutize byt student, ktery je skutecné matematicky na-
dany, coz muze dolozit napriklad Gc¢asti na riznych matematickych soutézich, ktery si
z nabidky kurza vybral kurz linedrni algebry cilené. Takovy adresat kurzu je nejvice
zéddany, nicméné je tfeba si uvédomit, ze mezi studenty se mohou vyskytovat i taci,
ktefi tento pfedpoklad nesplniuji. Napiiklad si mizeme pfedstavit studenta, ktery je
nadany na matematiku, nicméné si kurz lineadrni algebry nevybral cilené, ale pouze
jako alternativu, coz ze zavéri, které vyplyvaji z predchozi kapitoly O projektu Talnet,
plyne z malé nabidky vzdélavacich kurzi pro matematicky nadané studenty.

Na druhou stranu se zde mohou vyskytnout i taci, které bychom za matematicky
nadané nemuseli obecné povazovat, nicméné piipadny nedostatek ,nadani“ nahrazuji
pili a snahou se zlepsit. Spektrum profil Gcastniki kurzu je tak Siroké, mezi studenty se
mohou vyskytnout i zcela odlisné charakteristiky. Neni vylouceno, Ze se v roli icastnika
miize objevit student, ktery se matematikou a priori nezabyva. Nicméné je motivovan
budoucim studiem na vysoké skole, kde se linearni algebra vyskytuje jako napf. povinny
predmét, coz ho pfiméje prihlasit se do kurzu, aby budouci pfechod ze stfedni na
vysokou skolu nebyl tak obtizny.

Kdybychom tedy predpokladali, ze se kurzu ztcastni primarné nadani studenti se
(z hlediska linearni algebry by se mélo jednat o abstraktnéjsi pristup k tématim). Ulohy
studenttim predkladané by byly touto vétsi abstraktnosti také poznamenany. Dala by
se predpokladat vétsi samostatnost takovych studenti. Také se da predpokladat, ze
nékterd témata linedrni algebry, jako je napf. feSeni soustav linearnich rovnic anebo za-
klady maticového poctu, jiz takovy student mize predem znét, nebot se jedna o latku,
ktera je takovému studentovi snadno pfistupné i v rdmci samostudia. To ovSem nem?u-
zeme predem predpokladat. Proto definice ucastnika kurzu tak, jak byla formulovina
vyse, vyzaduje, aby obsah byl prizptsobitelny minimalné kazdému typu acastnika s jiz

uvedenymi charakteristikami.
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Z toho vyplyva, Ze jednotlivé vzdélavaci obsahy by mély byt propojeny principem,
7e ke studiu daného tématu jsou zapotiebi pouze zakladni matematické znalosti a do-
vednosti nebo znalosti a dovednosti jiz v kurzu ziskané. Nesmime navic zapomenout
na to, aby studenti, kteri napi. prosli kurzem analytické geometrie na stfedni skole,
umi pracovat s komplexnimi ¢isly nebo se ve svém samostudiu naudili integrovat, méli
moznost tyto svoje znalosti a dovednosti na vhodné vytvorenych materidlech (pfi feSeni
pfiméfené obtiznych tloh) rozvijet.

Na vyslednou podobu kurzu, na jeho cile a na formu hodnoceni ma nesporny vliv
pocet ucastnikl, ktefi jsou do kurzu nejen zapsani, ale ktefl v ném aktivné pracuji.
Z vyroéni zpravy NIDV (viz [57, s. 40]), ale i z konzultaci s organizatory Talnetu vy-
plyva, Ze pocet tcastnikd kurzu je tfeba ocekavat spise v fadu jednotek, maximalné
desitek, nez stovek a vice. Pokud bychom pfili§ pfesné formulovali pozadovany vék
a vstupni znalosti pfihlaSenych, mohlo by to ve spojeni s motivacnimi faktory v ko-
necném dusledku vyrazné omezit pocet prihlasenych ucastnikt. Z tohoto divodu se
veékové rozpéti tcastnikt stanovilo na 16 - 19 let, coz na jednu stranu potencialné zvét-
Suje pravdépodobnost vyssi ucasti studenti v kurzu, na druhou stranu klade naroky
na vzdélavaci obsah, v némz bude nutné tento fakt néjakym zpisobem reflektovat.

Podkladem pro planovani rozsahu kurzu je zohlednéni dvou zakladnich faktoru.
Jednak ¢asovy rozsah samotného kurzu, tedy ze kurz obsahujici pravé jeden blok (coz
byl piipad kurzu linedrni algebry) se skladd z pravé Sesti lekci a ze ¢as potfebny ke
studiu ma byt v rozmezi 2 az 4 hodin tydné. Druhym faktorem jsou ¢asové moznosti
potencialnich tcastniki, ktefi se do aktivit Talnet zapojuji ve svém volném case. Mira
instruktivniho pfistupu v kurzu (napt. ¢asové omezené odevzdani tikoli) by proto méla
respektovat, ze studenti maji primarné povinnosti viici skole a ze se v tomto piipadé
jedna o vzdélavani v neformalnim prostfedi. To znamend, Ze kurz by mél umoznit
studentiim svobodné si volit poradi aktivit.

Zavérem tedy muzeme shrnout, ze kurz linearni algebry byl mél byt v souladu s po-
slanim Talnetu koncipovan jako kurz rozsifujici matematické znalosti stredoskolskych
studentii; bylo by chybou postupovat pfi jeho tvorbé tak, jako by byl urcen pro béz-
nou t¥idu. Aby splnil sviij Gcel, je nutné zadavat studentim takové tkoly, aby je kurz
nenudil opakovanim véci, které jiz znaji, a aby se uplatnil jejich potencidl zvySovat své
matematické schopnosti. Zaroven je nutné predpokladat, ze rtizni studenti mohou mit
rizné ¢asové naroky na pochopeni novych konceptu a jejich osvojeni, Ze si nékteré nové
informace zapamatuji ihned a u jinych bude potreba delsi ¢as, mimo jiné i v zavislosti

na predchozim studiu.
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5.2. Cile a vzdélavaci obsah kurzu

Zakladni cile kurzu lze formulovat nasledujicim vyc¢tem:

(1) Pfedstavit studentiim matematicky obor linedrni algebra v celé jeho §iii a jeho
vztah k stfedoskolské matematice.

(2) Pokusit se najit kompromis mezi dvéma moznymi pfistupy, které se ve vyuce
linearni algebry uplatnuji — pragmatickym a abstraktnim.

(3) Namisto algoritmickych postupt vést studenty k rozvoji argumentace a pou-

zivani dukazovych technik.

Linearni algebra je matematicka disciplina, kterd naléza uplatnéni v mnoha dalsich
odvétvich. Setkdme se s ni nejenom ve fyzice (napf. pii popisu kvantové mechaniky), je
dilezitou matematickou disciplinou sama o sobé. Témto skuteénostem byla vénovana
¢ast prvni kapitoly této diplomové prace. Prvni cil kurzu tak apeluje na nutnost tyto
aspekty linearni algebry studenttim pfedstavit v jejich §ifi. Pi tom je nutné hledat spoj-
nice se stfedoskolskym obsahem matematického vzdélavani. Béhem vyuky v kurzu by
tak mély byt zddraznovany oblasti stfedoskolské matematiky, které byly identifikovany
a v druhé kapitole teoretické ¢asti této prace rozpracovany.

Rovnéz bylo na pfikladu vybranych publikaci demonstrovano (viz kapitola Vyme-
zeni matematické discipliny linedrni algebra z pohledu stredoskolské matematiky), Ze
ve vysokoskolskych kurzech linedrni algebry lze pozorovat dvé polarity pristupu k jeji
vyuce. Tyto pristupy jsem nazval pragmaticky a abstrakini. Pragmaticky pristup ak-
centuje aplikaci matematickych poznatkd tohoto oboru, pfi kterych se opira o teorii
realnych aritmetickych vektorovych prostort R™. Abstraktni ptristup k tématu vychazi
z principl abstraktni algebry a linearni algebra je zde chapana coby studium vektoro-
vych prostord jako algebraickych struktur. Prostor R” je ze své podstaty rovnéz velmi
vyznamnym prostorem, nicméné je to pouze jeden z moznych vektorovych prostord,
ktery se pfi tomto pristupu studuje.

Ulohy typické pro pragmaticky zptisob vyuky jsou ¢asto algoritmické, jako FeSeni
soustav linedrnich rovnic, stanoveni hodnosti matice, stanoveni linearni zévislosti a ne-
zévislosti vektoril, po¢itani determinantt a dalsi. Ulohy abstraktniho pfistupu jsou ve
své podstaté tlohami dikazovymi. V praxi se uplatiiuje pristup, ktery je casto kom-
promisem mezi obéma zminénymi.

Tohoto pristupu se budeme drzet i zde. VySe formulovany cil tedy ve své podstaté
obsahuje potfebu ukazat studentim, Ze za algoritmickymi postupy (napi. feseni sou-
stav linedrnich rovnic, uzivani maticového formalismu) stoji hluboka teorie vektorovych
prostorti.

S tim souvisi i tfeti z uvedenych cilt. Je tfeba si uvédomit, Ze online prostredi skrze
své programové funkce umoznuje lektorovi sledovat az vysledny produkt studentovy

prace. Casto se v praxi jedn4 o nahrani hotového dokumentu do daného online prostiedi.
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Pokud by mezi predkladanymi tlohami prevazovaly takové alohy, které jsou zameé-
feny predevsim na uplatnéni algoritmickych postupt, bylo by v zasadé velmi obtizné,
ba dokonce nemozné, z vysledku feSeni takovych tloh usuzovat na pochopeni ¢ nepo-
chopeni probirané latky studentem.

Uvazujme naptiklad tlohu, kterd je zaméfena na nésobeni matic, jedna se tedy
o pocetni techniku, jak vynésobit dvé matice mezi sebou. V odevzdaném dokumentu
se objevi pouze vysledek provedené operace, coz je pochopitelné, protoze pri nasobeni
matic se Casto nerozepisuji jednotlivé kroky. Mizeme vsak z vysledku feseni této tilohy
odhadnout pochopeni ¢i nepochopeni dané latky? Chyba v takovémto feseni znaci pouze
numerickou chybu, nebo se jedna o chybné pochopeni?

Aby se vliv téchto jevii vyrazné omezil, coz neznamend, ze tlohy na nasobeni matic
z kurzu vypustime, je tfeba zamérit nasi pozornost k tlohdm, které vyzaduji od stu-
denta schopnost argumentace pouzitého postupu. Takové tlohy jsou zpravidla tlohami
dikazovymi. S ohledem na ocekavany vek tcastnikii lze predpokladat, ze elementarni
znalosti dukazovych technik (jako je naptiklad dikaz pfimy, nepfimy ¢i sporem) si méli
osvojit v ramci studia stfedni skoly (resp. gymnazia). Kurz by proto mél tyto schopnosti
dale rozvijet.

Na druhou stranu je tfeba pfipustit, ze ne vsSichni studenti se s timto na stfedni
skole seznamili, ¢i se s danou problematikou neseznamili v dostate¢né mite. Takovym
studentiim je tfeba nabidnout externi materidly, které by jim umoznovaly si latku
dostudovat, nebot kurz linearni algebry nemtize toto téma z ¢asovych diavoda pokryt.
Co je mozné v ramci kurzu pro studenty udélat, je doplnit zadani napovédami, jak
v konkrétnim feseni diitkazu postupovat.

7 vyse uvedeného plyne, Ze tlohy, které budou studentiim kurzu predkladany, by
mély byt predevsim tlohami dikazovymi, nicméné tlohy s algoritmickym postupem
také nesméji byt opomijeny (z divodu nécviku pocetnich technik linedrni algebry).
Sekundarnim zamérem je také ulehcit studentlim piestup ze stfedni na matematicky
orientovanou vysokou skolu.

P1i vybéru obsahové naplné kurzu v zasadé existovaly dva pristupy. Vénovat kurz
jednomu nosnému tématu, kdy by bylo vSech Sest lekci zaméfeno na jeho pochopeni
vice do hloubky, nebo probrat v priibéhu kurzu témat vice a obsdhnout Sirsi spektrum
informaci. Obé feSeni maji své vyhody i nevyhody.

Vzhledem k tomu, Ze jednim z cilt kurzu je predstavit studenttim linearni alge-
bru v celé jeji Sifi, dostal prednost pristup polytematicky, tedy Ze kazdy tyden bude
probrano jiné téma. Tento piistup miize byt vyhodny i z motiva¢niho hlediska, nebot
kazdy tyden prinasi studentim néco nového. Neni také vylouceno, ze nékterym stu-
dentim bude lépe vyhovovat napiiklad kapitola o maticich nez nékteré abstraktnéjsi

lekce.
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Aby kurz zacdinal v souladu s principem, ktery byl formulovan v pfedchozi pod-
kapitole, tedy aby neptredpokladal néjaké specifictéjsi predchozi matematické znalosti
ucastnikl, bylo jako zahajovaci téma zvoleno téma Matematické struktury, které zapo-
calo studium linearni algebry jako ¢isté abstraktni matematické teorie.

V nésledujicim piehledu je uveden sylabus kurzu linearni algebry v takové podobé,
ve které byl pozd€ji rozpracovan a realizovan. U kazdého tématu je uveden vycet cha-

rakterizujicich klicovych slov, ktera se pri studiu dané lekce méla objevit.

(1) Matematické struktury. Zobrazeni; kartézsky soucin; algebraické operace a je-
jich priklady; komutativita; asociativita; existence neutralniho prvku, inverz-
nich prvki; algebraicka struktura; multiplikativni, aditivni a obecny zapis;
grupa a jeji priklady; algebraické téleso a jeho priklady.

(2) Vektorové prostory a podprostory. Vektorovy prostor a jeho vlastnosti; vek-
torovy podprostor; modely vektorovych prostorti: prostor vadzanych geomet-
rickych vektort v roviné (v prostoru), prostor aritmetickych vektort, prostor
polynomil stupné nejvyse n, prostor ¢iselnych posloupnosti, prostor funkci.

(3) Baze a dimenze vektorovych prostoru. Linearni kombinace vektort; linearni
obal; mnozina generatord; linearni zavislost a nezavislost; vektorovy prostor
kone¢né dimenze; baze vektorového prostoru; dimenze vektorového prostoru;
soutradnice vektoru vzhledem k bézi; zakladni poznatky o izomorfismu vekto-
rovych prostorti.

(4) Matice. Definice matice a zakladni typy matic: nulova matice, jednotkova ma-
tice, symetricka matice, antisymetrickd matice, diagonalni matice, transpono-
vana matice; operace s maticemi a jejich vlastnosti; vektorovy prostor matic
typu (m,n); vztah maticovych operaci k transponovani; vztah mezi linearni
kombinaci vektorii a maticovym nasobenim; matice jako operatory.

(5) Soustavy linearnich rovnic. Pojem soustavy linedrnich rovnic a jejiho fe-
Seni; ekvivalentni tipravy; eliminacni metody feSeni soustav linedrnich rovnic;
Gaussova-Jordanova eliminace; homogenni a nehomogenni soustava linearnich
rovnic; matice soustavy a rozsifena matice soustavy; odstupnovany tvar a re-
dukovany odstupniovany tvar; pivotni a nepivotni sloupec.

(6) Unitarni prostory. Skalarni soucin; vektorovy prostor se skaldrnim soucinem;
geometrie definovana skalarnim soucinem: norma vektoru, tthel mezi dvéma

vektory; metricky a normovany prostor.

Dtvody, pro¢ byl kurz navrzen pravé timto zptisobem, jsou prevazné diskutovany
v kapitole Popis a vyhodnoceni dilc¢ich vyukovych lekci. Z rozvrhu témat i jejich potadi
je vSak ziejmé nasledujici koncepce. Prvni polovina kurzu respektuje pohled na line4rni
algebru jako na abstraktni matematickou teorii zabyvajici se vlastnostmi vektorovych
prostord. Studium téchto vlastnosti vede v praxi na pocetni tlohy, jakymi mize byt

napiiklad stanoveni baze a dimenze vektorového prostoru, ovéreni linearni nezavislosti
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mnoziny vektorti nebo vypocet koeficientt jisté linearni kombinace. Ve druhé poloviné
kurzu se pak studenti seznamuji s tim, jaké matematické prostfedky linearni algebra
prinasi pro feSeni takovychto a podobnjch tloh. Proto jsou matice a feseni soustav
linedrnich rovnic zafazeny pozdéji, byt napfiklad feSeni soustav linedrnich rovnic je
latka bézné probirand na stfednich skoldch (alespon na tdrovni FeSeni soustav dvou
linedrnich rovnic o dvou nezndmych nebo tii linedrnich rovnic o tfech nezndmych).

Kurz uzaviré kapitola o skalarnim soucinu, nebot, jak bylo demonstrovano v teore-
tické ¢asti této prace, se jedna o téma, se kterym se v urcité podobé studenti seznamuji
bézné v hodinach analytické geometrie. Rovnéz toto téma slouzi k uzavieni cesty od
linedrni algebry k analytické geometrii, kterou chapu v podobé postupného budovani
odpovidajici algebraické struktury, eukleidovského prostoru E”, ktery pro n = 2, resp.
n = 3, umoznuje plnohodnotné algebraicky popisovat geometrické objekty v eukleidov-
ském prostoru planimetrie, resp. stereometrie, a navic diky nému mutzeme podstoupit
cestu ke studiu prostort libovolné dimenze n.

Poradi témat tedy respektuje hlavni vySe uvedenou myslenku a samoziejmé také
logickou navaznost jednotlivych kapitol. Je jen tézko predstavitelné, ze by kapitola Bdze
a dimenze vektorovych prostoriu predchéazela kapitole Vektorové prostory a podprostory,
nebo aby tato kapitola byla v kurzu zarazena diive, nez kapitola Matematicke struktury.
Podobné miizeme uvazovat i u dalsich kapitol.

Takto navrzenym vzdélavacim obsahem je mozné dosdhnout rovnovahy mezi prag-

matickym a abstraktnim pristupem, coz je jednim z cili pripravovaného kurzu.

5.3. Hodnoceni

Diilezitou soucasti kurzu samoziejmé je i zjistovani, zda byly splnény stanovené
cile. Je také nutné najit rovnovdhu mezi tim, ze vystupy z kurzu budou slouzit jako
podklady pro diplomovou praci, a tim, ze nelze studenty zahltit neustalymi pozadavky
na plnéni. Je tfeba mit stale na paméti, Ze tcastnici kurzu v ném pracuji ve svém
volném case a nelze je nijak nutit, aby v kurzu pokracovali, pokud by pro né neustalé
dotazy byly demotivujici. Na druhou stranu je t¥eba pro lektora zajistit zpétnou vazbu,
ze je dany student v kurzu stale aktivni a bude v ném pokracovat.

Protoze byl ocekavan spise mensi pocet studenttl, jakékoli Setieni musi byt svym
charakterem spise kvalitativni nez kvantitativni. V podkapitole Cilovy adresdat kurzu
jsme se také zabyvali tim, Ze profily tcastniki kurzu mohou byt velmi rozdilné a ze
rizni studenti mohou mit od kurzu linedrni algebry odlisna ocekavani. Bylo by tedy
vhodné se pii hodnoceni zaméfit spisSe na individudlni zlepsSeni jednotlivych Gc¢astnikt
a umoznit jim vlastni trajektorii prostupu kurzem, co se tyc¢e obtiznosti.

S tim souvisi i otazka, zda vyuzivat v ramci platformy Moodle testovani. Protoze
byla v dobé vzniku kurzu moznost vyuziti testti velkou neznamou, nebyly soucasti

popisovaného ro¢niku kurzu. V ramci pfipadnych dalsich ro¢nik® kurzu by vsak testy,
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které by poskytovaly formativni hodnoceni studenti (tedy hodnoceni uréené priméarné
pro studenty — nemusely by byt podminkou absolvovani), pfipadaly v uvahu.

Individuélni postup a respektovani odlisnych vstupnich znalosti u¢astnika by mély
byt zajistény soubory tuloh, z nichz si studenti budou vybirat ty, které budou fesit,
podobné jako se postupuje ve skolnich kolech Matematické olympiddy nebo Fyzikalni
olympiady.

Soubor tuloh by proto mél obsahovat tlohy rtizné obtiznosti, aby studenti, ktefi
budou dostateénou vyzvou, ale obsahoval i tlohy, které lze resit na zakladé poznatki
vybudovanych studiem jednotlivych lekci. ObtiZnost a pracnost bude zohlednéna pri
jejich bodovém ohodnoceni.

Uskalim tohoto p¥istupu je to, ze maximalni dosazitelné mnozstvi bodt je vyrazné
vy$Si nez minimalni poéet bod nutny pro absolvovani, nebot diky moznosti volby je
nutné poditat s tim, zZe vétsina tloh bude studentem nefesena. Zajistuje vSak studentiim
dostatecnou svobodu vybéru.

Pro potfeby diplomové préace se vSak jednd o postup relativné riskantni, nebot se
miize stat, ze nékteré tlohy nebudou feseny viibec. Z jednoho roéniku kurzu tak neni
nutné usuzovat na vhodnost a nevhodnost zarazenych tloh, to by bylo mozné az pii
opakovani kurzu v dalSich roc¢nicich. Proto ani v textu diplomové prace neni kladen
zvlastni diraz na fesSeni tloh studenty. Studentské feSeni zadanych tloh jsou soucasti
priloh této prace.

Ukolem tloh bylo poskytovat lektorovi zpétnou vazbu o porozuméni probrané latce.
Profil realnych tcastnikl a jejich spokojenost s formou kurzu by méla byt zjisfovana
pomoci dotaznikového Setfeni a komunikace v diskuzich. Dotazniky by mély byt kon-
cipovany tak, aby jejich vyplnéni nebylo prili§ ¢asové naroc¢né. Lze je také vyuzit jako
indikator toho, ze student je v kurzu stale aktivni, napiiklad tim, ze je tfeba na otazky

odpovédét do zverejnéni dalsi lekce.



KAPITOLA 6

Organizace a prubéh kurzu

V této kapitole se ¢tenar seznami s informacemi, které se tykaji konkrétni podoby
kurzu linearni algebry. Budou zde diskutovany podminky vzniku kurzu (mysleno tech-
nického zajisténi), popis vysledné podoby kurzu, piedstaveni tcastnik a napliovani
komunika¢nich schémat v kurzu s akcentem na kapitolu Specifika online vzdéldvdni
publikovanou v teoretické ¢asti této prace.

Predesla kapitola nastinila hlavni sméfovani online vzdélavaciho kurzu predevsim
v roviné formalni, ktera pokryva otazku volby vzdélavaciho obsahu, hodnoceni studentt
a cilt, které méa kurz splnit. Tyto koncepce byly formulovany pied zacatkem zpracovani

a privedeni kurzu do technické podoby, jakou nyni ma.

6.1. Vysledna podoba kurzu a pouzité pristupy k uceni

Ze zavéra predchozi kapitoly byl formulovan kurz linearni algebry jako kurz sezna-
mujici ucastniky postupné se Sesti navzajem souvisejicimi klicovymi tématy tohoto ma-
tematického oboru. Tento kurz mél umoziiovat dostatecnou svobodu tém, ktefi o néj
projevi zadjem, tak, aby mohli plnit zaroven svoje skolni povinnosti a tkoly zadané
v kurzu, ale také mél prostfednictvim pribéznych dotaznikovych Setfeni umoznovat
sledovani, zda studenti zamysleji dale v praci pokracovat ¢i nikoli.

Pti navrhovani vysledné podoby kurzu Linedrni algebra v prostfedi Moodle jsem
se rozhodl zaméfit na nasledujici grafické zpracovani. Celkové prostfedi kurzu by mélo
byt klidné, nerusivé a prehledné. Barevnost by méla byt spiSe umérend, odlisna barva
¢i tuéné pismo vyznacuji jen skutecné ty nejdilezitéjsi informace. V kurzu je pouze
jedno naviga¢ni menu umoznujici jeho pohodlné ovlddani z jednoho mista.

Véci tykajici se jedné lekce jsou u sebe a je na prvni pohled patrné, kde jedna
lekce konéi a druhé zacina. Aktuélni lekce je zvyraznéna. Piedchozi lekce jsou dostupné
v plné verzi, lekce, které teprve budou nasledovat, nejsou zobrazeny. Na zacatku tivodni
stranky je popis celého kurzu spolu s dtlezitymi soubory stanovujicimi pravidla, jak ab-
solvovat kurz. Na konci hlavni stranky se nachazi Diskuzni forum, které kromé obecné
Casti obsahuje i sekce vénované jednotlivym lekcim. V pfiloze k této praci ¢tendf na-
lezne pro lepsi predstavu fotografie vzdélavaciho prostiedi. Seznam priloh pak obsahuje
popisky ke kazdému uvedenému snimku.

Lekce jsou jednotné ¢lenény. Po nazvu lekce néasleduje kratka anotace, dale hlavni
studijni materidl (prezentace ve forméatu PDF), dotaznik a soubor dloh k dané lekci.

58
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U neékterych lekci, tam, kde byl predpoklad, ze né€kteti studenti se tfeba nesetkali s da-
nou notaci ¢i si potrebuji nékteré zakladni matematické principy pripomenout, se na-
chazely také vedlejsi studijni materialy, coz byly primarné odkazy na webové stranky,
které jim s timto problémem mohou pomoci.

Jak jiz bylo feceno, hlavni vyukovy materidl byla prezentace k danému tématu. Blize
se k jejich obsahu vyjadiuji v kapitole Popis a vyhodnoceni vyukovych lekci, popiipadé
se s jejich konkrétni podobou mize ¢tenar seznamit v pfilohach této prace. Otevieni
hlavniho studijniho materidlu bylo podminkou pro zpristupnéni dotazniku.

Vyplnéni dotazniku v ¢asovém limitu tydne zptistupnéni dané lekce bylo podmin-
kou absolvovani kurzu. Ukolem dotaznikt bylo poskytovat informace o spokojenosti
ucastnikti s podobou dané lekce a jeji tiplnosti, dale se zde vyskytly dotazy tykajici se
informaci o GcCastnicich a jejich individuadlniho nahledu na obtiznost dané lekce a pri-
kladt, jez méli fesit. Druhotnou informaci, kterou mi dotazniky poskytovaly, bylo, ze
dany student je v kurzu stale aktivni a dale v ném mini pokracovat. Dotazniky byly
koncipovany tak, aby jejich vypliovani nevyzadovalo zadné vypocty a otevienymi otaz-
kami poskytovaly prostor k individualnim odpovédim tcastniki. Casové jejich vyplnéni
nemeélo zabrat vice nez 15 minut.

U kazdé lekce byl pripojen soubor se zadanim tloh tykajicich se dané lekce a aplikaci
znalosti v ni nabytych. Kazda tloha byla podle své obtiznosti ¢i pracnosti bodové ohod-
nocena a k absolvovani kurzu bylo nutné dosahnout miniméalniho po¢tu boda za spravné
vyTesené ulohy. Stejné tak bylo podminkou tspésného ukonéeni kurzu odevzdani vzdy
alespon dvou fesenych tloh z daného zadavaciho listu, celkem tedy studenti museli vy-
pracovat minimalné 12 tloh. V pripadé téchto kol jsem se rozhodl nastavit jediny
limit — tlohy ze vSech lekci musely byt odevzdany nejpozdéji do 7. prosince 2015, tedy
tyden po zpristupnéni posledni lekce Unitdarni prostory.

Timto rozhodnutim jsem se snazil umoznit studenttim, aby si mohli na feseni po-
mérné obtiznych uloh najit dostatek ¢asu i v prubéhu svého stfedoskolského studia.
Stejné tak jsem predpokladal, Zze ne vSechny lekce budou mit studenti ve stejné oblibé
a pri pouziti jednoho terminu odevzdéani pro vSechny tlohy mohou projit vSechny sou-
bory a ,nasbirat body“ v tématech, ktera jim 1épe vyhovuji. Nicméné jsem tcastnikiim
kurzu doporudil, aby sva feSeni odevzdévali pribézné, i z toho divodu, Ze ne zcela
v poradku zvladnuté ulohy jsem vracel k prepracovani a studenti mohli ziskat plny
pocet bodu i za opakované odevzdavany priklad, pokud nakonec dospéli ke spravnému
feseni.

Body byly v jednotlivych souborech tloh rozlozeny pomérné rovnomérné s vyjimkou
paté lekce, ktera obsahovala zejména pocetni tilohy na feSeni soustav rovnic a pocet
v ni ziskatelnych bodi byl tak omezen, aby byli studenti v dostate¢né mife nuceni
fesit i ponékud slozitéjsi dlohy z jinych lekci. Za soubor tloh k lekci Matematickée

struktury bylo mozné ziskat celkem 40 bodi, stejné tak v druhé lekci Vektorové prostory
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a podprostory. Ulohy z tieti lekce Bdze a dimenze vektorovyjch prostori a ze ¢tvrté lekce
Matice mohly svym TesSitelim pfinést az 45 bodt. Jak jiz bylo feceno, v lekci Soustavy
linearnich rovnic byl potencialni zisk 20 bodt a v posledni lekci Unitdarni prostory az
40 bodu.

Kurz absolvovali ti studenti, ktefi odevzdali vSechny dotazniky v daném
¢asovém terminu (vzdy tyden po zpfistupnéni lekce), odevzdali alespon
dva vypracované priklady z kazdého souboru tloh k dané lekci a ze svych

vypracovanych tloh ziskali alespoii 60 bodi z celkem 230 moznych.

Reseni tiloh odevzdéavali studenti nahranim souboru ve formatu PDF do Moodlu.
V tomto prostfedi jsem jim néasledné odpovidal prostfednictvim komentaie k odevzda-
vanému tkolu. Komentovani matematického textu bylo obtizné, protoze okno na od-
povéd je pomérné malé, zatimco moje pfipominky a nidpovédy pro opétovné odevzdani
byly ¢asto rozsahlé a navic byly matematické vyrazy sazeny v jazyce WTEX, takze jsem
az do okamziku odeslani odpovédi studentim nevidél jejich finalni podobu.

Z hlediska postupi popsanych v kapitole Specifika online vzdéldvani byl kurz pripra-
ven s pouzitim kombinace riznych pristupi k uceni, kdy se jako nejvice problematické
jevilo poskytnout prostor vychodisktim konstruktivismu.?

Pfic¢iny malého zapojeni konstruktivistickych pristuptl spocivaji castecné v nizké
adaptabilité kurzu vystavéného na platformé Moodle. Pokud budeme prochazet ve
vysSe zminéné kapitole uvedenou charakteristiku konstruktivistického kurzu, zjistime,
7e neschopnost adaptovat se u pouzitého online prostredi ve velké mife zamezuje inter-
aktivnimu pfistupu a omezuje pocet variant, kterymi by eventualné mohl kazdy student
na své cesté za porozumeénim projit.

Individuélni trajektorie byla nicméné respektovana pii vybéru tloh, které studenti
fesili. V ramci zadavacich listti se objevovaly tlohy rtiznych obtiznosti. Nékteré tlohy
byly spiSe k procviceni a uplatnovalo se v nich pouze elementarni opakovani postupi
obsazenych v hlavnim studijnim materidlu. Jiné dlohy vyzadovaly kromé tohoto za-
kladniho porozuméni i vétsi miru pochopeni dané lekce a zapojeni vlastniho uvazovani
studentt nad rdmec toho, co bylo uvedeno v prezentaci.

U pozadavku na to, aby studijni materidly obsahovaly studentiim blizké situace

zase narazi snaha lektora na vysokou abstraktnost vyucovaného tématu. Ackoli se vSak

Hranice 60 bodi nutnych pro absolvovani kurzu byla stanovena na zékladé porovnani dvou moz-
nych strategii pfi vybéru uloh. Stanovil se pocet bodu, kterych student miize dosdhnout, pokud si
z kazdého souboru tloh vybere pravé dvé nejméné bodové ohodnocené tlohy. Podobné se stanovil po-
¢et bodu, kterych lze dosdhnout pfi vybéru pravé dvou nejvyse bodové ohodnocenych tloh. Dolni mez
odpovidé poctu 41 bodi, horni mez poctu 81 bodi. Stanoveny pocet 60 bodu je méné nez horni mez
a vice nez dolni. Tedy pro absolvovéni je nutné fesit bud vice tloh o stejném bodovém zisku nebo tlohy

vvvvvv

2Ve vyznamu vymezeni konstruktivismu v kapitole Specifika online vzdéldavdand.
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vzhledem k vyucované latce tlohy nevztahovaly k situacim bézné reality studentt, bu-
dovalo se v prubéhu celého kurzu napojeni na ic¢astnikim divérné znama stredoskolska
témata.

Klicova vlastnost konstruktivismu je jeho zavislost na kooperact vSech ztcastnénych
a zde se podle mého nazoru nachézi nejvétsi problém konstruktivistického pristupu
k online uceni, protoze se nejedna o obtiz technického razu, ale o problém socialni.
Pokud totiz vyzadujeme od studentd vyssi miru spoluprace, je nutné, aby tito studenti
vytvareli skupinu se vSemi vztahy ji vlastnimi, coz je ve virtualni realité online pro-
stfedi pozadavek velmi obtizny. Pfesto jsem se v kurzu snazil podpofit alesponi v ramci
Diskuzniho fora vzajemnou komunikaci studentt.

7 konstruktivistickych zasad tak byly v rdmci kurzu lineadrni algebry zapojeny
zejména teze o vytvaieni osobniho smyslu prostrednictvim smysluplnych a pfiméiené
obtiznych tkolu a také do jisté miry snaha o zapojeni vlastni iniciativy acastniki.

7 kognitivistickych strategii bych vyzvedl snahu o praci s motivaci studentt a vy-
zadovanou aplikaci ziskanych poznatki, kterd od ucastniku predpokladala hlubsi pro-
mySleni vyucovanych témat.

Co se tyce odlisného pristupu k studentim preferujicim odlisné pristupy k uceni,
tento rozdil nebyl reflektovan v hlavnim studijnim materidlu, ale pfirozené se vyskytl
pfi soukromé komunikaci se studenty nad fesenimi zadanych tloh. Velka pozornost byla
vénovana grafickému zpracovani celého kurzu i jednotlivych jeho ¢asti.

Ve velké mite se na vysledné podobé kurzu uplatnil i behaviordlni pristup, a to
zejména pozadavek na prehlednost ocekdvanych vystupi a pozadavkt na ucastniky
kladenych a zajisténi zpétné vazby o uspéSich ¢i netspéSich jednotlivych studenti,
které byly ticastnikiim prezentovany v soukromé konverzaci.

Zahajeni kurzu se uskutecnilo 16. fijna 2015. Ptvodni planovany termin 5. fijna
byl odlozen z divodu prevadéni kurzt ze starého vyukového prostiedi do nového. Stu-
denti se do kurzu meéli moznost zapsat do 11. fijna. Zpfistupniovani jednotlivych lekci
bylo nastaveno vzdy na pondéli od 15.00, coz byl také termin pro vyplnéni dotazniku
z predeslého tydne. Proto byla prvni lekce tcastnikiim zp¥istupnéna az 19. ¥ijna. Po-
drobny harmonogram kurzu ctenaf nalezne v pfiloze pod nazvem Jak se studuje v kurzu

Linedrni algebra.

6.2. Ucastnici kurzu

V této podkapitole se sezndmime s ucastniky (studenty) kurzu. Pfed zahdjenim
prvni vyukové lekce bylo ke dni 12. fijna zapsano v kurzu celkem 11 Gcastniki (5 divek
a 6 chlapct). V kurzu vSak zacalo pracovat pouze 5 student.

Nasledujici odstavce se opiraji o odpovédi tcastnikil kurzu v kratkych dotaznicich,
které jsem jim predkladal ke kazdé vyukové lekci. Rozboru téchto dotaznikt bude vé-

novana pozornost v kapitole Popis a vyhodnoceni dilcich vijukovych lekci, ale protoze
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nékteré otazky se tykaly samotnych studentt (jejich ocekavani, studijni kariéry, uspé-
chtt v matematickych soutézich apod.), sezndmime se témito informacemi s ohledem na
anonymitu v této kapitole. V néasledujici tabulce jsou jednotlivym ucastnikim pfira-
zena oznaceni, kterd dale budou pouzita v dalsi kapitole pfi diskuzi nad tlohami, které
jednotlivi ticastnici fesili. Poradi odpovédi, které studenti uvedli v dotaznikovém Setieni
a které budou déle v praci uvadény, toto schéma také respektuje. Stejné oznaceni bylo

pouzito i v prilohach této prace.

Studentka A 17 let 3.roénik SOS grafického zaméreni
Student B 18 let
Student C 17 let
Studentka D 17 let
Studentka E 17 let

w

. ro¢nik ctyfleté gymnézium
. ro¢nik ctytleté gymnézium

. ro¢nik Sestileté bilingvni gymnazium

S = N

. ro¢nik osmileté gymnazium

Jedna z otazek se tykala vyuky linearni algebry na stfednich Skolach. Konkrétné
jsem se ucastnikt dotazoval, zda pravé jejich skola nabizi v tomto sméru néjaké nad-
standardni vzdélavani ¢i moznost rozvoje jejich zajmu o matematiku.

Nabizi vase skola néjaké rozsitujici seminare z matematiky? Pokud ano, vite, co je
jejich obsahem? Probiraji se zde i nékterd témata linedrni algebry? Studenti na tuto
otazku odpovédéli: ,Ne, nenabizi. Vyuka matematiky je zde dosti chuda.”; ,, Ano, se-
minafe z vysSi matematiky - semindfe pro 3. a 4. ro¢nik (ale jsou povinné volitelné,
nejde o jakési ,krouzky“), zatim moc nevim. U¢itelé ze Skoly hodné nabizeji Popularni
prednasky z matematiky na VSB-TUO a Matematické patky na SLU - jde o pfednasky
pro stiedoskolaky organizované vysokymi skolami; probird se zde mnozstvi témat - od
AG-nerovnosti az po Riemannovu hypotézu; ob¢as se néco z lin. algebry probira (napi.
teorie grup)“; ,Pro druhy ro¢nik zadny seminaf obsahujici lingebru neni.“; ,V posled-
nich dvou rocnicich skola nabizi nékolik seminait matematiky.“.

Jednou z moznosti rozvoje nadani je v Ceském prostfedi tcast na nejriznéjsich
oborovych soutézich, dalsi Setfeni se tak zaméfilo na potencidlni ucast studenti kurzu
v takovychto projektech, at uz se jedna o délkové korespondenéni seminaie ¢i prezencni
soutéze, a na jejich zkusSenosti.

Zicastnil/a jste se nékdy néjakych matematickych/nematematickych soutézi? Pri-
padné napiste, zda se v soucasné dobé nécemu takovému vénugjete. (Nebojte se pochlubit
svgmi dosaZenymi uspéchy.) Uvedené odpovédi byly: ,, Ano, nékterych soutézi jsem se
zlcCastnila a par tspéchi mam. Nyni pracuji pouze na Talnetu.”; ,, Kazdoro¢né délam
matematickou olympiddu, loni jsem se Gcastnil soutéze Naboj a internetové matema-
tické olympiddy, letos jsem se tcastnil soutéze Moravskoslezsky matematicky Sampio-
nat; z nematematickych Fyzikalni olympidda — nejvétsi tispéch — 1. misto na krajském
kole kat. D (prvak); chemické olympidda, a néjaké dalsi, méné vyznamné.“; , Ano, mate-

matické a fyzikalni olympiady.”; ,Matematické olympidda, fyzikalni olympiada, MaSo,
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Néboj, logicka olympidda, Génius logicus. Momentalné pracuji na tkolech letosniho
rocniku matematické a fyzikalni olympiady.“.

Pokud mate zkuSenost s ucasti v néjaké soutézi, ocenil bych, pokud byste mi napsali
svij mazor na ni. Diky. Jedna studentka se ke svym zkuSenostem dale nevyjadfovala
(otézka byla nepovinnd), ostatni Gc¢astnici uvedli tyto odpovédi: ,matematické olympi-
ada — kladné hodnotim domaci kola — odfiltruje to vSechny, ktefi by se chtéli ucastnit
jen kvili flakani; dalsi kola — rozhoduje napad, coz nékdy nemusi byt uplné nejlepsi
(prosté pokud neni napad, tak i kdovijak studovany to projede); fyzikalni olympiada
— to samé co u MO, najit feSeni je v pohodé, popsat myslenky na papir je tézsi... ;
fyziklani online — nejvétsi nepfitel — zaokrouhlovani, jinak super; mohl bych tu psat
déle, pokud mate zajem, poslu vam to do zprav.“; ,MO je super, ale chvilemi prilis
matematickd, FO pro prvni ro¢nik je nechutné jednoducha®; ,MaSo, Naboj — tymové
soutéze, které povazuji za neocenitelnou zkusenost, jediné co bych vytkla je, Ze za celou
dobu mé ucasti v téchto soutézich se mi nestalo, Ze by se harmonogram soutéze setkal
se skutec¢nosti. Koncivaji zpravidla o hodinu az dvé pozdéji.“

V dalsi otazce jsem se také ramcové zajimal o ambice studentd matematicky se dale
rozvijet pfi dalsim studiu.

Madte v umyslu pokracovat ve svém studiu na vysoké skole? Premgsleli jste jiz po-
drobnéji o tom, jakou? Pokud ano, domnivdte se, Ze dobrd znalost matematiky bude pri
tomto vasem vysokoskolském studiu duleZitd?

Studenti a studentky na tuto otdzku odpovédéli: , Ano, rdda bych pokracovala na
vysokou Skolu a vérim, Ze se mi to i podafi. Rada bych zvolila vysokou Skolu s matema-
tickym zaméfenim. Lékala by mé Univerzita Karlova.“; ,,Ano, na vysokou Skolu urcité
pujdu. S nejvétsi pravdépodobnosti budu studovat obecnou fyziku nebo letecké a kos-
mické strojirenstvi. Jesté nevim, kde. Matematika je velmi dilezita.“; ,Méam v timyslu
studovat matematiku, domnivam se tedy, ze dobra znalost matematiky bude pfi tomto
mém vysokoskolském studiu dulezitd.“; ,, Rozhodné bych chtéla vystudovat vysokou
$kolu. Pokud bych se rozhodla pro vysokogkolské studium v CR, pak bych si vybrala
matfyz fakultu UK, obor matematika (ktery by trochu zabrousil i do informatiky).
PoohliZim se po zahrani¢ni univerzitach v USA a UK.“

Kromé obecnych informaci o studentech a jejich moznostech rozvoje matematic-
kého talentu obsahovala samoziejmé dotaznikova Setfeni i konkrétnéjsi dotazy na tcast
studentt v kurzech Talnet, v rdmci néhoz probihal i kurz line4drni algebry. Stejné tak
mé zajimala motivace studentii se do mého kurzu zapojit.

Napiste, pri jaké prileZitosti jste se sezndamil/a s projektem Talnet? Jste do tohoto
projektu zapojen/a prunim rokem, nebo se zucastriujete jiz po nékolikaté? Popiste, pro-
sim, své pisobeni v tomto projektu. Uvedené odpovédi byly: ,Skola dostala nékolik
propagacnich letakd z MFF a nachézel se zde letacek na tuto stranku. Zaujalo mé to

a rozhodla jsem se zkusit si témata, jez mé zajimaji. Pfedevsim se mi libi virtualni
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podoba (neni tfeba nékam dojizdét a tak). Jsem tu prvnim rokem a zatim se mi tu
libi.“; ,,S Talnetem jsem se seznamil ve Skole diky pfednasce jedné kamaradky. Letos
se Ucastnim jiz 2. rokem — loni jsem délal kurz ,Vybrané kapitoly z teorii relativity
— specialni i obecné“.“; ,,Jsem tu poprvé, narazil jsem na kurz na internetu.“; ,Pro-
gram Talnet mi byl nabidnut skrze moji skolu, jako alternativa ke kurzu It’s up to
you. Letos se zapojuji poprvé.“; ,,S Talnetem jsem se seznamila ve Skole, kde mi byl
predstaven a doporucen. Do projektu Talnet jsem zapojena asi 4. rokem. Zucastnila
jsem se soustiedéni, expedice a absolvovala nékteré kurzy.“

Jak vidime, kurzu se zacastnili jak ti, kdo s T-kurzy jiz méli néjakou zkusenost, tak
Uuplni novacci. Podle vseho byl kurz nékterym studentiim doporucen, jini si o ném zjistili
informace sami at uz pomoci samostatného vyhledavani na internetu nebo s vyuzitim
propagac¢nich materialti. V pokracovani tohoto dotazniku jsem se déle zabyval tim, zda
byli k tcasti studenti motivovani svym vlastnim zajmem ¢&i zda mél na jejich ptrihlaseni
do T-kurzu podil i nékdo jiny.

Prihldsil/a jste se do kurzu Talnet Linedrni algebra z vlastni iniciativy, nebo vdm

nékdo doporudil, abyste jej studoval/a? Pokud ano, kdo? Studenti se k tomu vyjad¥ili:

»Ano, jsem zde z vlastni vile, jelikoz se chci dozvédét néco nového.*; , Do kurzu Line-
arni algebra jsem se ptihlasil z vlastni iniciativy.“; ,,Z vlastni iniciativy.“; ,, Doporucila
mi ho moje t¥idni profesorka ..., nebot vi, Ze se zajimam o matematiku.”; ,Pfihlésila

jsem se z vlastni iniciativy, protoze mé téma kurzu zajima.“

Dalsi zjistované informace se tykaly letosniho zapojeni icastnikt do aktivit Talnetu
a jejich motivace pro ucast v kurzu linearni algebry.

Studujete kromé tohoto kurzu i jiné Talnet kurzy? Pokud ano, které? Uastnici
odpovidali nasledujicim zptsobem: ,, Studuji dalsi dva kurzy, jeden je ,Vybrané kapitoly
z TR* a druhy ,,Poznej sam sebe“.“; , Ano — Nad védou v déjinach I a II; NAFTA.“;
,,Ano, Teorii relativity.”; ,Ne.“; ,,Ano, studuji jeSté kurz Nad védou v dé&jinach I a II.“

K odpovédim na tuto otazku je tfeba jesté podotknout, Ze byly soucasti prvniho
dotazniku a nelze se tak podlozené vyjadrit k tomu, zda tcastnici skutecné vsechny zde
uvedené kurzy absolvovali.

Kurz Linedrni algebry studugete, protoze (doplrite): ,Protoze mé velice zajimé ma-
tematika a chtéla bych ji jit studovat na VS. Tento kurz mi uréité néco da a hlavné
mé to bavi.“; , ProtoZe si potfebuji rozsirit matematické znalosti.“; ,,Se zajimam o ma-
tematiku :)“; ,bych rada rozsifila své znalosti za hranici skolnich osnov. Studuji na
dvojjazyéném gymnaziu s vyukou vybranych pfedméti (véetné matematiky) ve Spa-
nélstiné. Snazim se samostatné studovat matematiku i v ¢estiné, abych znala i ¢eskou
terminologii. Kurz Talnet mi pfisel jako dobré doplnéni.“; ,mé téma linearni algebry
zajima. Vénujeme se mu i trochu ve skole, ovsem v nedostatecné mite a hlavné formou

nauceni se postuptim feSeni typovych prikladd.”
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6.3. Komunikace v kurzu

V nasledujici kratké ¢asti textu se budeme zabyvat komunikaci jednotlivych osob ¢i
prostiedi v ramci kurzu Matematika IV - Linearni algebra z hlediska vztaht popsanych

v kapitole Specifika online vzdéldvdani.

6.3.1. Ucitel a obsah. V ramci tvorby online kurzi v prostiedi Moodle je nutné
povazovat tento vztah za jeden z klicovych, protoze charakter této platformy je vhod-
néjsi spise pro statické umisténi obsahu nez pro jeho vétsi interaktivitu. Z tohoto po-
hledu je tedy precizni priprava hlavniho vyukového materialu velice dilezita, protoze
upravy, ackoli jsou mozné, vyzaduji opétovné nahrani souboru a musi je vypracovat vy-
ucujici, nedochézi k nim automaticky, jako by tomu mohlo byt u nékterych technicky

V ramci kurzu linearni algebry jsem zvolil moznost nahrani prezentace v PDF. Bylo
to z nékolika divodd, prvni z mnoha je pravé pripad, kdy by bylo nutné lekci néjakym
zpusobem editovat. To je snazsi udélat mimo prostiedi Moodle, zvlasté pokud se jedna
o rozsahlé matematickou symboliku obsahujici texty. Samotny zapis matematickych
vyrazll je v pouzitém programu IKTEX Beamer podstatné jednodussi nez v prostiedi
Moodle. Studenti si také soubor hlavniho vyukového materialu mohli stdhnout do svych
vlastnich zafizeni a pracovat také v offline reZimu, prezentaci si archivovat pro pripad
vyuziti mimo kurz nebo aby si své znalosti ziskané v kurzu mohli bezproblémové osveézit.

I uvniti hlavniho vyukového materialu jsou rizné entity vyznaceny odliSnou barvou
¢i typem textu. Jsou tak rozliSeny okamziky, kdy odvozujeme, vysledné véty a definice,
poznamky k prohloubeni znalosti ¢i k doplnéni nékterych informaci.

Obsah, nad kterym ma autor plnou kontrolu, byl doplnén odkazy na webové stranky
s doplnujicimi ¢lanky, které mohly dodat tém studentiim, ktefi méli tfeba problém

s pouzitou notaci, doplnujici informace.

6.3.2. Ucitel a ucitel. V ramci projektu Talnet mé komunikace mezi jednotli-
vymi lektory spise zklamala. V ramci tohoto projektu jsou vsichni ztcastnéni (lektofi,
studenti i organizatori) automaticky zapsani v kurz Spoleénd édst, v némz probiha po-
tfebnd instruktaz, jak pracovat v Moodlu, pro studenty. Z hlediska aktivity lektort se
vSak jedné o prostiedi velmi chudé, nezaznamenal jsem zadné diskuze mezi vyucujicimi
o zpusobech organizace kurzt a podobné. Také na skoleni byla znatelna jen velmi mala
snaha lektori komunikovat mezi sebou, predavat si zkuSenosti ¢i si poskytovat néjaké

rady.

6.3.3. Obsah a obsah. Podle mého nazoru je velmi zavaznym nedostatkem T-
kurz nemoznost srovnani kvality jednotlivych kurzi. Lektorim je poskytnut piistup
pouze do jejich vlastnich kurzi a do Spolecného prostredi, ostatni kurzy vsak nemohou

navstivit ani v roli hosta.
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Obsah ostatnich kurzt tak je lektorovi zndm pouze v naznacich, které lze vycist
z (mnohdy velmi struénych) anotaci (jejichz primarnim tkolem je ale pfildkat do kurzu
studenty, ne poskytovat podrobné informace o pritbéhu celého kurzu), eventuélné od
ucastnikli, ktefi se napriklad zmini o kolisavé kvalité rtiznych kurzi, v nichz pracuji.

Jako jesté horsi pak vidim fakt, Ze obsah jednotlivych kurzi spolu nekoresponduje
ani tam, kde by to bylo vhodné, naptiklad v riznych néaslednych matematickych kur-
zech. Dokéazal bych si predstavit (napiiklad), ze pokud fyzikalni kurz pofadany v jarnim
bloku T-kurzt vyzaduje n€jaky matematicky aparat, domluvi se spolu dva lektori a pre-
rekvizitou se stane na podzim probihajici matematika, ktera se témito vypocty bude

zabyvat. V ramci sou¢asného nastaveni je vSak takovyto pristup jen stézi predstavitelny.

6.3.4. Student a obsah. Z hlediska vztahu studenta a obsahu se kurz vyznacoval
spise mensi interaktivitou, kdy byla podoba vjukovych materialti predem dand, coz
vyplynulo z pouzitého online prosttedi.

Urcitou moznosti prizptisobeni si obsahu byla pro studenty moznost projit si do-
porucené odkazy, kdy ti, pro které by byly pouzité zptisoby zapisu prilis velky ,skok*,
mohli rozdélit tento krok na dva a nejprve se naucit zachizet s novou notaci. Pro
nékteré studenty matematicky zapis podle vypovédi z dotaznikového Setfeni problém
nebyl, pro jiné to bylo vice nezvyklé, takze varianta dobrovolného prostudovani dopl-
nujicitho materialu se ukazala jako prinosna.

Nazvy vSech lekci byly uvedeny v dokumentu Jak se studuje v kurzu Linedrni alge-
bra v poradi tak, jak byly probrany. U kazdé lekce byla uvedena anotace, kterd meéla
za ukol kratce studenty seznamit s probiranym tématem a motivovat je k zdjmu o pro-
blém. U rtznych lekci byla motivace koncipovana rtizné, mimo jiné odvolavanim se na
jiz studentiim znamé koncepty a moznost jejich prohloubeni a lepsiho pochopeni, pred-
staveni matematickych struktur jako brany do zkouméni dnesni matematiky, ale také
uzavreni v8ech jiz ziskanych poznatkt do ucelené koncepce.

V réamci hlavnich vyukovych prezentaci byl text clenén takovym zptsobem, aby
byl vytvoren jednotny systém orientace v textu. Kazdéa prezentace zacinala obsahem,
ktery vyjmenovaval témata, jimiz se budou tcastnici v dany tyden zabyvat. Stejné tak
bylo vyuzito vlastnosti prostiedi W TEX Beamer, které na horni listé graficky znazornuje
prostup danou prezentaci a usnadnuje tak orientaci z hlediska toho, zda se student
nachazi v poloviné ¢i zda jiz se blizi ke konci.

Byla podporovana nejen orientace v postupu uc¢ebnim textem, ale také orientace ve
vyznamu uvedenych informaci, kdy byly barevné a graficky rozliSeny zakladni a roz-
sifujici informace ¢i poznamky a dale vysledné véty a definice. Kazda prezentace byla

utvarena takovym zpiisobem, aby byly nové informace budovany postupovanim od jed-

vvvvvv
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Tam, kde to bylo vhodné, bylo uzito nezvyklého grafického vyjadreni problému
nebo necekaného zapojeni znalosti z fyziky (motivace skaldrniho soucinu, viz pfilohy
této préace).

Testem interakce student a obsah byla nutnost vyuzit nové ziskané informace pri
feSeni tloh. Pravé schopnost aplikace se stala zkouskou nauceného, kdy jsem studenty
pfimo sém nabéadal, aby v pfipadé potieby vyuzili diskuzniho féra pro poradu se mnou ¢i
svymi spoluzaky, nebo aby v pfipadé€ nutnosti vyuzivali i jiné, externi zdroje informaci.
Zamérné jsem také ponechal nékteré véci nedorecené tak, abych je k vyuziti komunikace
spise primél. O vyuziti diskuzniho féra Gcastniky se blize zminim v néasledujicich dvou

podsekcich.

6.3.5. Student a uditel. Kurz linearni algebry byl z hlediska své koncepce blizky
LJtradiénimu“ pojeti online vzdélavani tak, jak se s nim mtzeme setkavat jiz nékolik
desitek let. V ramci kurzu byl jeden shodny material pro vsechny studenty a také role
vyucujicitho v ném byla jesté pomérné dost velkd, coz by nebyl piipad z technického
bilnim obsahem.

V zasadé lze komunikaci mezi mnou a ucastniky kurzu rozdélit do tii kategorii -
komunikaci verejnou neadresnou, komunikaci verejnou adresnou a komunikaci neverej-
nou.

Komunikaci verejnou neadresnou rozumim takovy pfipad, kdy jsem s néjakym sdé-
lenim oslovoval veskeré ucastniky kurzu. Jednalo se o informace o prubéhu kurzu, vse-
obecné pripominky a rady a také nékolik vyzev publikovanych v ramci diskuzniho féra.

Informace o prubéhu kurzu byly stejné jako hlavni vyukovy materidl pripraveny
predem, a byly tak svou podobou zamysleny jako staticky soubor, na zakladé néhoz
bude nasledné mozné objektivné posoudit, zda dany Gcastnik splnil podminky pro ab-
solvovani kurzu. Jednalo se konkrétné zejména o PDF soubor Jak se studuje v kurzu
Linedrni algebra. Dale byl studenttim v zdhlavi kurzu nabidnut soubor Prehled hod-
noceni tkolti v kurzu shrnujici informace o maximalnim bodovém zisku za jednotlivé
soubory tloh (o nejvyssim mozném dosazitelném poctu bodi byli jesté studenti infor-
movani v predchozim dokumentu a u kazdého z jednotlivych soubort pak byl uveden
pocet bodu ziskatelny za dané tlohy).

Mezi dalsi z této komunikace, kterd byla svym zptusobem dost jednostranna, patii
zpusob ovladani platformy Moodle, oboji s pomoci navodu pfipravenych obecné pro
vSechny kurzy Talnet organizatory T-kurz.

Podobné vyzvy se vyskytly i v ramci diskuzniho féra (naptiklad informace o tom, ze
kurz jiz konéi a ti, ktefi chtéji absolvovat, by méli pokud mozno co nejdrive odevzdat

sva FeSeni uloh), primarné vSak diskuzni férum mélo slouzit ke komunikaci, kterou
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v tomto textu pojmenovavam jako vefejnou adresnou. Timto pojmenovanim jsem chtél
zachytit fakt, Ze uz se jedna o predem nepripravenou vymeénu informaci mezi mnou
jako lektorem a studentem ¢i studenty kurzu, kterd uz reaguje na néjaké konkrétnéjsi
situace vzniklé v pribéhu.

Diskuzni férum bylo v prostfedi kurzu zafazeno pro méné formalni komunikaci
riznych aktéri kurzu linedrni algebry a pfilezitost k rozebirani téch problémt, jejichz
FeSeni by mohlo zajimat i ostatni a nebyla to jen zalezitost jednoho ¢lovéka. Zajimalo
mé také, zda se ucastnici budou snaZit vytvéaret si socidlni vztahy i mezi sebou (blize
o tomto déle).

Potencial vyuziti diskuzniho féra spocival také v jeho vzdélavaci hodnoté, kdy jsem
predpokladal, ze by se napiiklad mohly vyskytnout otdzky k hlavnim vyukovym ma-
teridlim, které by mohly byt diskutovany pravé zde. Stejné tak se zde mohla probirat
témata nad ramec obsahu kurzu. O mé snaze vytvorit prostor pro takovouto ,,odbor-
nou diskuzi“ jsem se jiz kratce zminil v predchozi sekci. Tato aktivita byla planovana
zejména pro Casti diskuzniho féra vénované jednotlivym lekcim. Ostatni komunikace
méla probihat v obecné diskuzi. Potencial diskuzniho féra byl vsak vyuzit pouze mini-
malné. Nejaktivnéjsim vldknem féra bylo vldkno o predstaveni se v kurzu.

V poslednim dotazniku jsem se na duvody jejich neaktivity v diskuznim féru ucast-
nikt konkrétné dotazoval.

V ramci kurzu bylo otevreno diskuzni forum, dcastnici jej vsak prilis nevyuZivali.
Popiste prosim vase subjektivni divody, proc jste nevyuzival/a diskuzni forum vice.

Uvedené duvody byly: ,,Nepotifebovala jsem ho vyuzivat. Radéji fesim tlohy sama,
pripadné jsem vyuzila tvé pfipominky a napovédy.“; ,, Nemél jsem moc napadii, o cem si
povidat. Vétsinu véci jsem naSel v prezentacich/na internetu/v knihéch/prodiskutoval
s vyucujicim matematiky na gymnéziu. Ke konci jsem napsal nékolik prispévki, ale
nesetkaly se s pfilis velkou odezvou (student se ve svém piispévku dotazoval na vhodnou
literaturu o linearni algebfe, které by se dalo bez problémut porozumét s gymnazidlnimi
znalostmi — bohuzel nemam zadnou zkuSenost s podobnym ucebnim textem).*

Velice dulezitou soucasti kurzu byla nevefejnd komunikace mezi mnou a jednot-
livymi Gcastniky, kterd byla ze své povahy soukromd a vztahovala se k odevzdanym
feSenym ulohédm. Velkou dilezitost mély i vypovédi z dotaznikovych Setfeni, kde je
tfeba ocenit velkou upfimnost a vypovédni hodnotu uvedenych odpovédi. Je vidét,
Ze UCastnici nad otazkami premysleli, a sadzka na oteviené otazky se tak ukazala jako
spravna. Stejné tak ocenuji duvéru, kterou svétili do mych rukou, protoze v dotazni-
cich odpovidali misty velmi konkrétné (napriklad uvadéli konkrétni skoly, které studuji,

uvedli jména vyucujicich apod.).

6.3.6. Student a student. Studenti kurzu nejevili zajem o budovani jakéhokoli

vztahu se svymi spolutcastniky, coz je do jisté miry pochopitelné, protoze se jedna
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o osobnosti, s nimiz se setkdvaji pouze virtualné v ramci prostfedi online kurzu. Co
mé vsak prekvapilo, bylo, Ze zadny student necitil potfebu zapojit se do vyse zminéné
,odborné diskuze“ a projevit tak vice verejné svoje schopnosti. Predpokladal jsem, Ze
pravé ta vlastnost online kurzu, zZe se v ném studenti nesetkdvaji tvari v tvar, snizi
obavy ucastnikil ze ,ztrapnéni se“ pied vrstevniky, do diskuzi k jednotlivym tématim

se vSak nikdo nezapojil.



KAPITOLA 7

Popis a vyhodnoceni dil¢ich vyukovych lekci

V nasledujici kapitole se zamérime na podrobny popis jednotlivych vyukovych lekci
kurzu linearni algebry, ktery byl pro stiedoskolské studenty realizovan v rdmci projektu
Talnet v zimnim semestru akademického roku 2015/2016. Jiz jsme si predstavili, Ze cely
kurz byl rozlozen do Sesti samostatnych lekci, které se ic¢astniktim kurzu zptistupnovaly
s periodou jednoho tydne. Postupné to byly lekce s ndzvy Matematické struktury, Vek-
torové prostory a podprostory, Bdze a dimenze vektorovych prostoru, Matice, Soustavy
linedrnich rovnic a Unitdrni prostory. Vyse uvedené lekce probéhlého kurzu budou

predstaveny v nasledujicich tfech rovinach.

e Predstaveni obsahu lekce. V této casti v kazdé probéhlé lekci sezndmim Cte-
nare s jejim podrobnym obsahem, tj. s okruhy témat, jez byly v lekci probirany,
a s prehledem nové zavedenych pojmu typickych pro danou lekci. Rovnéz bu-
dou diskutovany predpokladané nutné vstupni znalosti studujicich.

e Rozbor souboru dloh. Studenti si dle svych moznosti vybirali tlohy k sa-
mostatnému feseni z pripravenych souborti tloh. V této ¢asti se zaméfime na
ramcovy popis uloh, které byly v souborech zarazeny. Také se seznamime s tim,
jaké ulohy si ucastnici pro feSeni v dané lekci vybrali, a které naopak nebyly
FeSeny vibec.

e Vyhodnoceni a reflexe. Ve tieti roviné popisu dilé¢ich vyukovych lekci po-
dam souhrnné vyhodnoceni, které je zalozeno na vypovédich tcastniki kurzu
prostiednictvim dotaznikového Setfeni, které bylo realizovano na konci kazdé
lekce. Pripomenime si, zZe na vyplnéni dotazniku méli respondenti omezeny c¢a-
sovy limit, ktery ¢inil sedm dni po uverejnéni a zpfistupnéni konkrétni lekce

kurzu.

Ctenaitim této kapitoly doporucuji spoleéné s textem nasledujicich odstavet simul-
tanné sledovat studijni materialy, které byly pro danou lekci kurzu pifipraveny. Tyto
materialy nejsou piilohou listinné podoby prace. Ctenaf je nalezne na piilozeném CD.
Jedné se predevsim o hlavni studijni materidly, mysleno prezentace ve formatu PDF,
dale soubory tloh k samostatnému feseni, z nichz si Gicastnici kurzu dle svych preferenci
vybirali a nasledné vypracovavali a odevzdavali zadané dlohy, a dokument obsahujici
soubor vSech otézek a odpovédi tcastniki kurzu na jiz mnohokrat zminované dotazniky,
které mély za tikol predevsim zmapovat v oblasti motiva¢ni (nikoli vykonové) postoje
studentt k jednotlivim lekcim, tiloham a podobé pribéhu kurzu. Rovnéz zde étenar
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nalezne konkrétni podobu feseni jednotlivych dloh studenty kurzu. Obsah pfiloZzeného

CD je podrobnéji rozveden v ¢asti Seznam priloh.

7.1. Matematické struktury

7.1.1. Predstaveni obsahu lekce. Prvni lekce kurzu nebyla ryze disciplinou li-
nearni algebry, jako spiSe disciplinou abstraktni algebry. Hlavnim cilem této lekce bylo
predat studentlim kurzu zakladni myslenku studia algebraickych struktur. Jedna se
o abstrakci od konkrétnich algebraickych operaci na vlastnosti téchto operaci. Tedy
diskutovat, Ze existuji mnoziny s bindrnimi algebraickymi operacemi, které maji spo-
le¢né vlastnosti.

Otéazkou samoziejmé zistava, zda je zahajit kurz timto tématem pro studenty
vhodné, nebo nikoli. Vzhledem k zdmérné planovanému sirsimu vékovému rozpéti ticast-
nikt kurzu (16 az 19 let) jsem se rozhodl zahajit kurz tivodem do matematickych
struktur z nékolika duvodi.

Prvné je to snaha vést studenty kurzu k poznani a osvojovani si netrividlnich abs-
traktnich pojmt namisto uceni se numerickym postuptim vypoctd. Jde o to plné vyu-
Zit zédjem studenttt o obor. Déle je zde skutec¢nost, ze téma abstraktnich algebraickych
struktur neni zakotveno ve vzdélavacich planech stfednich skol, a je proto pravdépo-
dobné, Ze nikdo z ucastniktl se s timto tématem detailné neseznamil v ramci studia
matematiky na stfedni skole. To je obzvlasté dulezité pro motivaci ucastniki, nebot se
hned v prvni lekci podrobnéji seznamuji s ldtkou, kterou predtim budto vibec nepo-
znali, nebo se s ni seznamili na néjakém rozsifujicim seminéfi pro nadané zaky nebo si
latku studovali samostatné z rtiznych pramenti ve svém volném case. Prvek motivace
spoc¢iva v tom, ze studenti mohou spise uvidét v kurzu néco uzitecného, néco, co jim
skutecné pomuze zlepsit jejich matematické znalosti.

Kdyby se kurz zahajil jinym tématem — zde by se nabizely moznosti jako soustavy
linearnich rovnic, vektorové prostory nebo matice — neni vylouceno, ze by prvni lekce
mohla byt pro studenty jistym zklamanim. Stru¢né uvedu argumenty, pro¢ jsem o tomto
tvrzeni piesvédcen.

Kdybychom zahajili kurz tématem soustavy linedrnich rovnic, které skuteéné casto
byva prvnim tématem vysokoskolskych kurzt linearni algebry, o ¢emz svédéi dostupné
literatura, neméli bychom k dispozici napiiklad pojmovy aparat vektorovych prostord,
a tudiz by bylo obtizné hovorit napriklad o feseni homogenni soustavy jako o vekto-
rovém podprostoru se vSemi dtisledky, které to obnasi. Pokud bychom chtéli zavést
efektivni FeSeni soustav linedrnich rovnic metodou Gaussovy eliminace, dostaneme nut-
nost zavést maticovy zapis. Proto bychom v kurzu pojem matice definovali na dvou
mistech. Jednak pfi feseni soustav linearnich rovnic, jednak v kapitole Matice, kde
k maticim pristupujeme jako k samostatnym matematickym objektim, se kterymi mu-

Zeme provadét matematické operace.
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Zahajit kurz tématem vektorovych prostori je ze vsech tfi uvazovanych moznosti
Nevyhodou takového zahajeni je skuteCnost, Ze s vektory se studenti seznamuji na
stfednich skoladch. Mezi studenty mohou byt taci, ktefi se seznamili s vektory v ramci
analytické geometrie i studenti, ktefi znaji vektory zatim jen z fyziky. Proto mohou byt
znalosti student od studenta riizné a ve vysledku by to tak znamenalo rozdilnou vstupni
pozici v kurzu. Proto jsem se snazil a priori nepredpokladat, ze s tématem vektort jsou
studenti blizce seznameni, a volil proto zahdjeni tématem algebraickych struktur.

Jesté se vyjadieme k poslednimu tématu, tedy k tématu Matice. Jedna se rovnéz
o jedno z tvodnich témat, kterym se zahajuje vyuka predevsim v technicky oriento-
vanych kurzech. Byt bychom mohli pfedpoklddat, Ze toto téma je na tvod vhodné,
nezafadil jsem jej na prvni misto pfedev§im z nasledujictho divodu. Vyuka tématu
Matice v kurzu, ktery neni orientovan primarné na osvojovani pocetnich algoritmd,
miize dle mého nazoru vést k tomu, Ze studenti si spojuji matice a nasledné probirané
vektory a vektorové prostory k sobé. Jednoduse fe¢eno domnivam se, zZe timto postu-
pem muze vznikat dojem, Ze bez maticového formalismu nelze pocitat tlohy v linearni
algebfe. Proto jsem téma matice zafadil az na ¢tvrté misto, aby do té doby vypocty
provadéné bez pouziti maticového formalismu motivovaly zavedeni néastroje, ktery nu-
merické vypocty zptrehlediiuje a usnadnuje. Tedy v kurzu se snazim matice zavést tak,
aby byly nastrojem pro numerické vypocty, nikoli aby matice staly pred tlohami z vek-
torovych prostoru a mohlo by u studentti dochazet k tomu, aby pouze tipovali, kam
a jak maji vektory ze zadani do matice dosadit, aby ,néco“ vyslo.

Prodiskutovali jsme si, pro¢ jsem zvolil téma Matematické struktury jako tivodni
téma. Vyse uvedené argumenty lze shrnout tak, ze timto tématem miizeme matematicky
orientované studenty motivovat (pfihlésili se do kurzu, aby se dozvédéli néco nového,
a skutecné se dovidaji néco nového) a predevsim vstupni znalosti o tomto tématu
ucastnikt ruznych vékovych kategorii jsou prakticky na stejné urovni. Takze zahajit
kurz timto tématem nikoho neuprednostnuje.

Predpokladané vstupni znalosti i¢astnikt byly znalost zékladni terminologie stie-
doskolské matematické logiky a naivni teorie mnozin a dale alespon rdmcova znalost
zékladnich dikazovych technik, tj. dukaz primy, neprimy, dukaz sporem a dukaz ma-
tematickou indukci. S pojmy z logiky a teorie mnozin se zaci stfednich skol seznamuji
zpravidla v prvnim roc¢niku — v zakladni fadé ucebnic pro gymnézia je latka obsaZena
v publikaci Zdakladni poznatky z matematiky [6]. S dikazem matematickou indukci se
zaci budto neseznamuji viibec, nebo jen ramcové v kapitole Posloupnosti a fady [?].
Tudiz diitkaz matematickou indukci neni vstupni znalost takového charakteru, ktera by
neumoznovala plnohodnotné zvladdnuti pripraveného kurzu. Pro studenty, ktefi by citili
jisté mezery v zakladnich predpoklddanych znalostech, byl pfipojen externi vyukovy

material (viz [30]).
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Kazda lekce byla uvedena kratkym abstraktem, ktery méli ticastnici kurzu moznost
prostudovat jesté pied tim, nez se obsah dané lekce zpfistupnil. Abstrakt prvni lekce

si nyni predstavime.

Dnesni moderni pojeti algebry, resp. matematiky jde cestou studia ma-
tematickych struktur. Z tohoto divodu je vhodné se s timto konceptem
seznamit jiz na zacatku.

Béhem studia matematiky se student dostava na vyssi a vyssi stupné
abstrakce. Nejprve dokaze abstrahovat ¢islo — tedy umi pracovat s ¢isly,
aniz by se musel zabyvat jejich konkrétni reprezentaci (napi. pracujeme
pouze s ¢islem 3 namisto se tfemi jablky atd.). Dalsi stupen je v oka-
mziku, kdy misto konkrétnich ¢isel zavedeme proménnou. Tedy symbol
x muze predstavovat naptiklad libovolné realné ¢islo.

Posledniho stupné abstrakce se pokusime dosdhnou v tomto kurzu
— mozna zZe uz v této lekci. Jde o abstrahovani od konkrétnich operaci
s proménnymi k vlastnostem téchto operaci.

Matematicka struktura je ve skute¢nosti neprazdnid mnozina s jed-
nou nebo vice operacemi. Podle vlastnosti operaci se pak hovori o gru-
pach, pologrupach, télesech, okruzich, oborech integrity a dalsich. S témi

nejznameéjsimi se seznamime v této lekci.

Dale se zamérme na popis zakladnich témat prvni lekce kurzu. Lekce byla zahajena
pripomenutim zékladnich pojmi stfedoskolské matematické logiky a teorie mnozin.
Pripomenut byl pojem kartézského soucinu a pojem zobrazeni. Pro studenty mohlo
byt novym poznatkem formalni definovani bindrni algebraickd operace. Po uvedeni této
definice nasledovaly ukézky piikladt binarnich algebraickych operaci, se kterymi se
zaci seznamuji v matematice zakladni a stfedni skoly. Bez hlubsich teoretickych ramci
byly pFipomenuty operace standardni séitini a standardni ndsobeni.! Déle byl uve-
den priklad operace, ktera je zadana kombinaci operaci standardni séitani a standardni
nasobeni. Jesté poznamenejme, Ze slovem standardni mame na mysli bézné sc¢itani a na-
sobeni prirozenych, celych, racionédlnich, redlnych a komplexnich ¢isel. V pribéhu lekce
bylo poukdzano na uzivani moduldrni aritmetiky pti zavedeni konecnych grup. Mezi
dalsi binarni algebraické operace byly zatazeny operace sjednocent a prunik mnozin na
poten¢ni mnoziné jisté zakladni mnoziny, logické operace disjunkce, konjunkce, impli-
kace a ekvivalence, operace skladani funkci na konkrétni mnoziné F(A) vSech funkci

f:A— A, operace soucet (spojitych) funkci a operace nejvétsi spolecny délitel.

LOznagenim hlubsi teoreticky ramec je mysleno zavedeni operaci standardni sc¢itani a standardni
nasobeni zptsobem, ktery se uziva pii konstrukci ¢iselnych obort jako algebraickych struktur. Proto
bylo v ramci kurzu linearni algebry pouzivani operaci standardni s¢itani a standardni nasobeni pone-

chéno na intuitivnim pfistupu provéfeném mnohaletou pocetni praxi studentti.
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Nasledovala ukazka zadani konkrétni binarni algebraické operace na kone¢né mno-
ziné pomoci Cayleyho tabulky. Vyuzito bylo ptikladu mnoziny Z, s operacemi scitdni
modulo n a nasobeni modulo n.

Dalsi casti lekce bylo seznameni se s vlastnostmi binarnich algebraickych operaci.
Byly zavedeny pojmy komutativita, asociativita, distributivita a navic pojmy neutralni
prvek a inverzni prvek. U kazdého pojmu byly uvedeny konkrétni priklady algebraickych
operaci a jejich vlastnosti.

Pro potreby zavedeni definice vektorového prostoru jsem zvolil za vhodné v ramci
prezentace k lekci Matematické struktury rovnéz pripojit definici pojmu vnéjsi ope-
race na mnozine, resp. levd vnéjst operace. Nésledovalo zavedeni pojmu algebraickd
struktura a vyjmenovani znamych typt algebraickych struktur. Z vybranych typt al-
gebraickych struktur byly pro potfeby kurzu blize specifikovany grupa (jako piiklad
algebraické struktury s jednou binadrni operaci) a téleso (jako priklad algebraické struk-
tury se dvéma bindrnimi operacemi). Pro studenty, ktefi se seznamuji se zaklady abs-
traktni algebry poprvé a mohou latku studovat i z externich zdrojd, jsem prezentaci
doplnil popisem rozdilu mezi zapisem algebraické struktury aditivnim, multiplikativnim
a obecnym a upozornil na terminologické odlisnosti jednotlivych zptisobt zapist (napf.
jednotkovy prvek a nulovy prvek nebo inverzni prvek a opacény prvek, apod.). Byly uve-
deny obecné definice pro grupu (v obecném tvaru) a pro téleso (v multiplikativnim
a aditivnim tvaru). Rovnéz byla uvedena definice télesa uzitim jiz definovaného pojmu
grupa. U kazdého ptikladu algebraické struktury byly pfipojeny konkrétni priklady
danych struktur.

7.1.2. Rozbor souboru tloh. V této ¢asti rozboru prvni vyukové lekce se bu-
deme podrobnéji zabyvat popisem souboru tuloh, ktery byl pro kazdou ze Sesti lekci
vytvoren, a z néhoz si Gcastnici kurzu vybirali tlohy k feseni, na zakladé kterych na-
sledné byli hodnoceni. V této ¢asti vzdy bude popsan samotny soubor tloh, ve kterém
budou shrnuty konkrétni tlohy s duvody, kvili kterym byly do materidlu vybirany.
lze soucasné sledovat v prilozenych elektronickych materidlech. Nyni se jiz vénujme
rozboru souboru uloh lekce Matematické struktury.

Soubor 1loh k samostatnému feseni studentd obsahuje celkem deset tloh, za které
lze v souctu ziskat az 40 boda. Jednotlivé tlohy navazuji na hlavni studijni materiél, ve
kterém vylozené fesené tilohy chybi. Tedy studenti neméli k dispozici vzor, podle kterého
by v jednotlivych tlohéch postupovali. Z mé strany se jednalo o zamér, nebot absenci
univerzalnich postupt jsem chtél u studenttt vzbudit vétsi potfebu po konzultovani
a vzajemné diskuzi nad feSenim prostfednictvim diskuzniho féra. To se vsak nestalo.

Povinnosti tc¢astnika kurzu bylo zvolit si z predlozenych deseti tloh alespon dvé,

a ty nasledné vyftesit. Reseni se odevzdavala v elektronické podobé do online prostiedi.
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Termin odevzdéavani byl stanoven harmonogramem kurzu (bylo rozebréano v kapitole
Organizace a priubéh kurzu).

Ulohy 1 a 2 se zabyvaji algebraickymi strukturami s jednou binarni algebraickou
operaci obecné. V prvnim piipadé jde o dikaz jednoznacnosti neutralniho prvku, ve
druhém o dikaz jednoznacnosti inverznich prvkt v asociativni algebraické struktufe.

Uloha 3 je jednoducha ditkazova tloha na téma grup, konkrétné jde o formalni
dikaz tvrzeni, ze podmnozina sudych ¢isel mnoziny vSech celych ¢isel tvori spole¢né
s operaci standardni séitani grupu. Navic se mélo ukazat, Ze licha ¢isla grupu netvori.

Jako jednu z nejobtiznéjsich tloh celého souboru shledavam tlohu 4, ktera je zara-
zena pro studenty obezndmené s komplexnimi ¢isly a predevsim s feSenim binomické
rovnice.

Nasleduji ulohy 5, 6, které maji spolecné to, Ze se zabyvaji kone¢nymi grupami.
Uloha 5 je piikladem tzv. vojenské grupy, iloha 6 je o s¢itani ¢isel na ciferniku hodin.
V obou tlohach jde o to definovat na zdkladé kontextu tlohy danou bindrni operaci
pomoci Cayleyho tabulky a z jejich vlastnosti usuzovat na vlastnosti dané struktury.

Kombinatorickou tlohou je tloha 7, ve které je tikolem zjistit, kolik riznjch binar-
nich algebraickych operaci lze zadat na mnoziné n prvkid, kde n > 1.

V tloze 8 je operace ® na mnoziné racionalnich ¢isel zaddna pomoci operaci stan-
dardni s¢itani a standardni nasobeni. Ukolem je ukdzat, Ze takto definovana operace
©® je komutativni a asociativni. Déle je tieba rozhodnout, zda existuje neutralni prvek,
popripadé najit predpis, ktery libovolnému prvku pfifazuje prvek k nému inverzni.

Jako tradi¢ni tlohu 1ze oznacit tilohu 9, ve které se zkouméa grupa symetrii ¢tverce.
Ukolem je jednak popsat grupu Cayleyho tabulkou, jednak ovéfit, Ze se skuteéné jedna
o grupu, pokusit se nalézt vSechny (co nejvice) podgrup této grupy a nakonec rozhod-
nout o poctu prvki grupy symetrii u pravidelného n-tthelniku. Tato tloha je patrné
ulohou nejpracnéjsi, na ¢emz se shodli i jeji resitelé. Proto byla ohodnocena nejvétsim
poctem bodi.

Posledni tiloha ¢islo 10 je jediné tloha, ktera se vénuje diikazu, ze dané podmnozina
realnych Cisel tvori spolu s operacemi standardni sc¢itani a standardni nasobeni téleso.

Odevzdavani vyteSenych tloh se zucastnili pouze studenti A, B, C a E. Studentka
A vypracovala ulohy 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 a 10. Student B tesil ulohy 1, 2, 3,5, 6, 9,
10. Student C odevzdal tlohy 1, 3 a 7. A konecné studentka E odevzdala tlohy 1, 3

a ulohu 5.

7.1.3. Vyhodnoceni a reflexe. Dotaznik k prvni lekci kurzu obsahoval celkem 7
otevienych otazek, ze kterych se 4 tykaly informaci o samotnych uc¢astnicich a zbyvajici
3 otazky zjistovaly prvni dojmy tcastnikii z ivodni lekce kurzu.

Dtlezitou otazkou bylo zjisténi, zda se s probiranou problematikou studenti jiz né-

kde setkali, anebo je pro né téma matematickych struktur novinkou. Na otazku: Prunt
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lekce se vénovala tvodu do abstraktni algebry, konkrétné do studia algebraickych struk-
tur. Napiste, jestli jste se i vy sami nékdy s timto tématem setkali a pri jaké prileZitosti.
To znamend, slyseli jste neékdy o grupdach, télesech a dal§ich? studenti odpovidali: ,,Se-
tkala jsem se s tim asi pfed 2 mésici, kdy jsem se zacala sama vénovat lineadrni algebfe,
tudiz mi véci z kurzu byly znamé. Néco nového jsem se vSak dozvédéla, predevsim tedy
pii feSeni uloh.“; ,Ano, ale jen okrajové ve Skole a na soustiedéni. Ve Skole jsem se
setkal s pojmy komutativni, asociativni apod. v souvislosti s definici ¢iselnych obori.
Na soustfedéni jsem se setkal s maticemi. De facto vSak nic nevim.“; | Setkal jsem se
s nim jen velmi povrchné, ale nikdy s jakoukoliv pfesnosti.“; ,,S timto tématem jsem do-
sud neméla Zadné zkusenosti.“; ,, SlySela. Hlavné na rtznych matematicko-fyzikalnich
soustfedénich.“ Z toho lze usoudit, ze tcastnici kurzu se s tématem matematickych
struktur setkali pouze okrajové, coz podporuje hypotézu popsanou v Predstaveni ob-
sahu lekce, na zékladé které bylo téma matematickych struktur zafazeno jako prvni
vyukové téma.

Zajimava zpétna vazba od studentd byla ziskana i na technické provedeni hlavniho
studijniho materidlu, kterym byla prezentace ve formatu PDF. Na otdzku: Zhodnotte
prosim hlavni vjukovy materidl (pFipravenou prezentaci) z ndsledugjicich hledisek: Pre-
hlednost, Uplnost, Porozumeéni, Ovldddni, Grafickd tprava. studenti odpovidali takto:
,Vyukovy material se mi velice libil. Autor si dal skutecné zalezet a urcité si prezentaci
ponechdm a v pozdéjsi dobé vyuziji (a¢ jsou to zakladni véci). Jediné, co mi trochu
vadi, je strucnost, véci jsou brany hodné okrajové. Je to vSsak pochopitelné vzhledem
k ¢asové narocnosti kurzu a dalsim acastniktim.“; , P¥ehlednost - velmi dobra; Uplnost
- vzhledem k tomu, Ze jsem o probiraném tématu pfedtim moc nevédél, tak Vam budu
vérit, Ze tam bylo vSe podstatné; Porozuméni - jesté budu muset procvicovat, pripadné
procist vicekrat; Ovladani - ze zacatku jsem mél problém s prezentaci - nevédél jsem,
jak zviditelnit text na pozadi (poznamky apod.), ale pak jsem si na to zvykl a vSe ok;
Graficka tprava - pfijemna.“; ,Byla péknd, ocenil bych i ,normélné“ pdf verzi (prosté
néco ve formatu skript) misto prezentace, nebo alesporni prezentaci jen s celymi listy (bez
5 listt, které se postupné zobrazuji), ale i tak jsem s materidlem spokojeny.“; , Nejsem
zvykld na strukturu typu: vSe kromé aktualniho nadpisu je napséno vybledle. Jinak
jsem veétsinu dobfe pochopila. Styl vysvétlovani mi vyhovuje a obecné jsem s ucenim
formou prezentace spokojena.*; , Material mé pripadal prehledny, ocenuji osnovu. Ma-
terial mi prisel uplny. Nechybély mi tam informace, které by mi branily v porozumeéni.
Material pro mé byl srozumitelny. Nékdy jste pridal néjaké priklady k procviceni, ale
neuvedl jste vysledek - nemohla jsem si zkontrolovat feseni. Osobné se mi nelibil po-
stupné se objevujici text. Z materialu jsem si délala vypisky ve skole z mobilu a bylo
zdlouhavé v prezentaci porad listovat. Grafika materialu byla prehledné a libila se mi.“

Z vyse uvedenych odpoveédi lze usoudit, Ze s formou hlavniho studijniho materidlu

byli studenti spokojeni, co hodnotili kriticky, bylo technické provedeni prezentace, které
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bylo uzpiisobeno na praci v tzv. full screen rezimu, tedy zobrazeni pfes celou obrazovku
pocitace. Vzhledem k naprosté shodé vsech odpovédi jsem se v tomto ohledu rozhodl
od tohoto technického feseni upustit, aby materidly bylo mozné prohlizet i na jinych
zafizenich, jakym jsou napftiklad tablet nebo mobilni telefon.

V dotazniku ke tteti lekci Bdze a dimenze vektoroviych prostori byli studenti zpétné
dotazovani na nazor ve véci souboru tloh k samostatnému feseni. V daném dotazniku
tomu byly vénovéany tii otdzky. Obsahem otézek bylo zjistovéani, jaké tlohy ze zadava-
ciho listu k prvni lekci povazuji studenti za nejobtizZnéjsi, nejjednodussi a za nejprac-
néjsi.

Jako nejobtiznéjsi tlloha byla studenty hodnocena tloha 4, tedy priklad, ve kte-
rém se vyskytuji komplexni ¢isla. Naopak za nejjednodussi piiklad byla povazovana
dikazova tuloha 1. Kone¢né mezi nejpracnéjsi tlohy byla zafazena tloha 8, ve které se
zkoumaji symetrie ctverce a pro jeji feseni je nutné vytvorit Cayleyho tabulku o celkem
64 bunkach.

Jako lektora kurzu mé v tvodu piekvapil pocet prihlasenych studentii, kterych bylo
jedenact, ze kterych se vSak nakonec do prace v kurzu zapojilo pouze pét. Jelikoz jsem
vSem ucastniklim v dobé zahdjeni kurzu posilal hromadnou zpravu, piekvapilo mé,
Ze ani poté se zbylych Sest studentt do kurzu ani nepfihléasilo. Podle organizatort se
navic mélo jednat o studenty, ktefi se projektu Talnet ticastni jiz pon€kolikaté. Jednou
z moznych pri¢in mohlo byt rozdéleni spousténi kurzti do dvou vln, nicméné ani po
spusténi druhé vlny kurzt jsem u téchto studenti nezjistil Zadnou aktivitu.

Slabou strankou nejen této lekce, ale i celého kurzu, bylo zapojeni studentt v dis-
kuznim féru. Diskuzni férum bylo rozdéleno na spoleénou ¢ast a na Casti tykajici se
jednotlivych lekei (napf. Matematické struktury). P¥ispivani do diskuzniho féra nebylo
povinné, ale ani na vyzvu pfedstaveni se v diskuznim féru nereagovali vSichni (onéch 5
studenttt). Na druhou stranu lze vysoce kladné hodnotit odpovédi na oteviené otazky
v dotaznicich, které ¢asto byly velmi obsahlé a podrobné.

Celkové hodnotim prvni lekci jako vydafenou, coz lze rovnéz dolozit odpovédmi na
posledni otazku: Napiste prosim jakgkoliv komentar k proni lekci kurzu, anebo obecné ke
kurzu samotnému. Na tuto nepovinnou otazku zaznély nasledujici odpovédi: ,,Potésilo
mé to a rozhodné je to pro mé piinosné. Vazim si lidi, ktefi do téchto véci davaji Cas.
Takze velké diky“; ,Snad to zvladnu. 1. lekce je trochu Sok (vzhledem k tomu, ze ve
skole jsem zvykly na praci s konkrétnimi operacemi a ted takové zobecnéni).“; ,,Moc se
mi libil. Doufam, Ze budu kurz stihat (ne kvili obtiznosti kurzu, ale kvili mym jinym

aktivitdm), moc rad bych ho dochodil cely.“

7.2. Vektorové prostory a podprostory

7.2.1. Predstaveni obsahu lekce. Vzhledem k ¢asové vytiZenosti iastnikl a rov-

néz obsahovému rozsahu prezentace (hlavniho studijniho materidlu) jsem pro zavedeni



7.2. VEKTOROVE PROSTORY A PODPROSTORY 78

a samotnou vyuku lekce Vektorové prostory a podprostory volil zpisob, jenz lze oznadit
(na zékladé dostupné literatury) za bézny. Tento zpusob predklada forméalni definici
vektorového prostoru na prvnim misté a uvedeni pfikladt jednotlivych modelt vekto-
rového prostoru na misté druhém. Bylo by samoziejmé mozné postupovat obracené, tj.
ukézkou nékolika konkrétnich algebraickych struktur, které maji podobné vlastnosti,
a na zakladé toho odvodit definici vektorového prostoru, tedy pozadovany soubor axi-
omil. Tento postup by byl vSak velmi komplikovany, nebot zptisob vyuky v online
prostifedi neumoznuje zpétnou vazbu od studentt v takovém rozsahu jako kontaktni
vyuka, a nelze tak bezprostfedné reagovat na pripadné chyby v myslenkovém procesu
studentt. A jelikoz podobnym zptsobem probihala i vyuka latky v prvni lekci, zustal
zpusob v lekci druhé konzistentni. Obratit smér vykladu od konkrétniho k obecnému
jsem se rozhodl az v posledni lekci kurzu s ndzvem Unitarni prostory, pii odvozovani
axiomu skalarniho soudinu na realném vektorovém prostoru.

Jak jiz bylo feceno, v tvodu lekce byli studenti seznameni s definici vektorové
prostoru nad komutativnim télesem. Soucasti tvodu bylo i upozornéni na néktera ter-
minologickd a typografickd specifika prace s vektory (napf. pojem a oznaceni nulového
vektoru, opacny vektor, jak se vektory zapisuji v tiSténych materidlech, apod.), déle
formulovani véty o vlastnostech vektorového prostoru, které lze dokézat piimo z axi-
omu definice vektorového prostoru. Dikaz této véty byl pro studenty zafazen v ramci
souboru tloh k samostatnému feseni.

Nasledovalo predstaveni hlavnich modeli vektorovych prostort. Terminu model vek-
torového prostoru jsem pouzil ve shodé s publikaci [58, s. 42]. Jako zdkladni model vek-
torového prostoru byl na prvnim misté uveden studentiim jiz v obrysech znamy pfipad
vektorového prostoru vdzangch geometrickych vektord. V rédmci textu byly zavedeny
operace s vazanymi geometrickymi vektory a nastinén pfistup k provéfeni platnosti
odivodnéni, pro¢ je pro podporu geometrické predstavivosti pojmi linearni algebry
vyhodné pouziti pravé vektoru vazanych v bodé spise nez vektort volnych, u kterych,
byt rovnéz tvoii vektorovy prostor, je forméalni zavedeni (jak bylo demonstrovano v te-
oretické ¢asti) vysoce abstraktni.

Dalsim modelem vektorového prostoru byl aritmeticky vektorovy prostor. Po de-
finovani operaci s aritmetickymi vektory byly ovéfeny vSechny vlastnosti algebraické
struktury vektorového prostoru a tedy formalné dokézano, ze aritmetické vektory spolu
s definovanymi operacemi s¢itani a nasobeni skalarem opravdu tvori vektorovy prostor.
Rozsiril jsem vyklad o poznamku tykajici se pojma rddkovy a sloupcovy aritmeticky
vektor a jak tyto rlizné zpisoby zapisu vektoru v ramci kurzu budou feseny. Z typo-
grafickych duvodu byl za zakladni zptusob zvolen Fadkovy zapis i s ohledem na kon-
zistentnost se zapisem, ktery zaci uzivaji v analytické geometrii na stiedni Skole. Jako

vyznamnou poznamku jsem uvedl, ze v daném okamziku, tedy v dané fazi kurzu, neni
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k dispozici formalni nastroj k tomu, abychom mohli mezi geometrickymi a aritmetic-
kymi vektory provadét ztotoznovani. Tedy aritmetické a geometrické vektory nejsou
jedno a totéz.

Pro studenty by nemél byt pfekazkou model vektorového prostoru vsech polynomai
stupné nejvyse n, nebot lze pfedpokladat, Ze s pojmem polynom se studenti jiz setkali.

Priklad vektorového prostoru redlnych posloupnosti je zarazen predevsim pro stu-
denty, ktefi se v ramci svého studia na stfedni skole jiz s pojmem c¢iselnd posloupnost
seznamili. Na druhou stranu i studenti, ktefi danou latku v ramci bézné vyuky ne-
absolvovali, maji moznost se k tomuto ptikladu vratit pozdéji. Jednim z pozadavki
kladenych na vyukovy material byla rovnéZz moznost jej vyuZit v budoucnu nezavisle
na probihajicim kurzu jako pomocny studijni material pii vyuce dané latky na vysoké
skole.

Jako posledni model vektorového prostoru byl uveden konecny vektorovy prostor.
Jednalo se o priklad aritmetického vektorového prostoru nad koneénym télesem Zs.
Ukolem bylo studenttim ukazat, Ze existuji i takové vektorové prostory, které své uplat-
néni nalézaji kuprikladu v informatice ¢i kryptografii.

Obecny pojem podstruktury si méli moznost studenti osahat jiz v souboru tloh
k prvni lekci, kde se v tloze 9 pozadovalo nalézt podmnoziny, které s danou operaci
opét tvori grupu, tedy podgrupy. Analogicky bylo pfistupovano k definovani vektoro-
vého podprostoru. Uzitim definice vektorového podprostoru byla dokdzana véta ozna-
¢ena jako Nutnd podminka na podprostor, ktera formuluje nutnou a zaroven postacujici
podminku na podmnozinu vektorti vektorového prostoru tak, aby dand podmnozina
byla spole¢né s operacemi daného prostoru jeho podprostorem.

Pojem vektorového podprostoru byl ilustrovan na modelu vektorového prostoru ge-
ometrickych vektort, kde jednotlivé podprostory tfidimenzionalniho vektorového pro-
storu vazanych geometrickych vektort jsou cely vektorovy prostor, trivialni podpro-
stor obsahujici pouze nulovy vektor, vSechny pfimky prochézejici pevnym bodem O
a vSechny roviny prochéazejici pevnym bodem O.

Na zaveér lekce bylo ukazano feseni standardni ulohy, ve které je tfeba rozhodnout,
zda zadand podmnozina redlného aritmetického vektorového prostoru tvoti nebo netvoii
vektorovy podprostor.

S ohledem na budouci lekce jsem hlavni studijni material doplnil externimi odkazy
na ¢lanky zabyvajici se uzivanim sumacniho znaku (viz [43] a [44]) pfi zjednodusovani
zapisd matematickych vyraza. Prace se sumacnim znakem nebyla nutnou znalosti pro
absolvovani kurzu, v ramci stfedoskolské matematiky se s uzivanim sumacniho znaku
zaci seznamuji okrajové jednak v kapitole Posloupnosti a tfady [34, s. 111] a v jis-
tém rozsahu rovnéz v kapitole Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika [7, s. 91].
Tvrzeni, ktera se naptiklad v maticové algebfe snadno dokazuji pouzitim pravé zmito-

vané symboliky, jsem v lekci s nazvem Matice dokazoval bez pfedpokladu znalosti této
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notace studenty. Pro studenty, ktefi méli zdjem se s timto zptisobem matematického
formalismu bliZze seznamit, jsem lekce doplnoval o zapis toho samého jak bez pouziti
sumacniho znaku, tak v sumacni symbolice.

Stejné jako v pripadé prvni lekce, méli studenti moznost seznamit se tyden pired

zptistupnénim druhé lekce s jeji anotaci v néasledujici podobé.

S pojmem vektor jste se patrné setkali jiz ve Skole. Nejcastéji se studenti
seznamuji s vektory ve fyzice jako reprezentanty tzv. vektorovych fyzi-
kalnich velicin, tj. veli¢in, které kromeé velikosti jsou dany i smérem pu-
sobeni. Takové veli¢iny jsou napriklad rychlost, zrychleni, hybnost, sila,
apod. Nékteri se mozna ve Skole seznamili se zaklady analytické geomet-
rie, kde pojem vektoru chdpeme jako mnozinu tzv. orientovanych tisecek,
které maji stejnou velikost, smér a orientaci. Orientovanymi tseckami
se vektory znézornuji i ve fyzice.

Linearni algebra prinasi novy pohled na pojem vektoru skrze alge-
braickou strukturu, kterou nazyvame vektorovy prostor. V zasadé vy-
chazime z vlastnosti geometrickych vektor, které abstrahujeme i na jiné
objekty. Vektorem tudiz mtze byt jak mnozina orientovanych tsecek,
tak i polynom, ¢islo, ale i funkce. Vektorem totiz rozumime kazdy prvek
vektorového prostoru. Definici, vlastnosti a typické modely vektorovych

prostoru si predstavime v této lekci.

Za predpokladané znalosti pro tspésné zvladnuti druhé lekce kurzu lze povazovat
ramcovou orientaci v predchozi lekci, zvlasté ve smyslu pochopeni podstaty studia abs-
traktnich matematickych struktur. Z hlediska stredoskolské latky je material dostup-
néjsi studentiim, ktefl se na stfedni skole nebo vlastnim studiem seznamili s geome-
trickymi vektory (napiiklad operace s geometrickymi vektory jsou formalné zavedeny
pomoci stejnolehlosti). Dale se pfedpokladé znalost a schopnost pracovat s polynomy,
pripadné jiz dfive probéhlé sezndmeni s pojmem ¢iselnd posloupnost. Druhy z pojmi

vSak pro samotny prubéh a absolvovani kurzu neni nutné vyzadovan.

7.2.2. Rozbor souboru uloh. Soubor uloh k lekci Vektorové prostory a podpro-
story obsahoval osm tuloh, za které bylo mozno v souctu ziskat az 40 bodt. Student si
podle svych fesitelskych schopnosti a pochopitelné i svych ¢asovych moznosti mél za
ukol vybrat alespon dvé z predlozenych osmi tloh, ty vyresit a v elektronické podobé
(at uz psano v ruce, ¢i zpracovano za pouziti pocitace) je nahrat do online prostiedi
kurzu.

Vzhledem k pomérné teoreticky pojaté lekci obsahuje soubor tloh pouze dtikazové
ulohy, které jsou souhrnné zaméfeny na ovéreni, zda zadand mnozZina spolu s defino-
vanymi operacemi tvori vektorovy prostor nad konkrétnim télesem, resp. vektorovy

podprostor.
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Uloha 1 navazuje na hlavni studijni material, konkrétné na disledky definice vek-
torového prostoru. Jde o ditkaz vybranych tvrzeni platnych v kazdém vektorovém pro-
storu, tj. tvrzeni, jez lze dokazat pouze z axiomu struktury vektorového prostoru. Je-
jim cilem je u studenti podpotit budovany koncept abstraktni matematické struktury,
tedy to, ze studium abstraktnich matematickych struktur umoziiuje objevovat o téchto
strukturach takové vlastnosti, které mizeme povazovat za univerzalni, které nezalezi
na konkrétni volbé modelu dané struktury, tedy konkrétni podobé vektorti a operaci
s nimi. V tom je i tato tloha obtizna, coz se projevilo na feSeni tlohy studenty.

Spole¢né zhodnotme tlohy 2 a 3, nebot jejich FeSeni, tj. dikaz, Ze se v prvnim
ptripadé jedna o vektorovy prostor redlnych polynomt stupné nejvyse n a v druhém
pripadé o vektorovy prostor redlnych posloupnosti, je analogicky. Tyto modely vek-
torovych prostord byly zahrnuty do souboru tloh mimo jiného i proto, ze oba byly
diskutovdny v hlavnim studijnim materidlu, a to bez dtkazu. Cili tikolem je v obou
pripadech je formalné dokézat, tj. vyjadiit se k platnosti vSech axiomi vektorového
prostoru pro oba vzpominané modely.

Patrné nejobtiznéjsi llohou v celém souboru tuloh je tloha 4, kterou lze dohledat
v mnoha publikacich (napi. [15, s. 60]). Jeji feSeni je obtizné predevsim kvili jejimu
pomérné naro¢nému a abstraktnimu zadani, pfi kterém je tfeba si uvédomit rozdil
operace s¢itani vektort a s¢itani skalart. V prvnim piipadé jde o definici operace @, ve
druhém jde o standardni scitani prvki z télesa redlnych cisel. V této souvislosti jsem
zaznamenal i chyby v FeSeni studentii.

Naésledujici uloha 5 zkoum4, zda mnozina omezenych funkci na intervalu (a, b) s de-
finovanymi operacemi séitani funkei a nasobeni funkce skalarem tvori vektorovy prostor
nad télesem realnych ¢isel. Uloha je obtizné z nékolika divodii. Jednak je zapotiebi zna-
lost definice omezené funkce, jednak aplikovat techniku dikazu, Ze se jedna o vektorovy
prostor, na mnozinu, kterd mtze byt v zacatku pomérné obtizné uchopitelna, napt. tim,
Ze neutralnim prvkem je funkce.

Na tlohu 5 navazuje tloha 6, kterd dopliiuje predeslé zadani o podminku, Ze
|f(x)] < 1, kterou se samoziejmé kompletné méni vysledek piikladu. Uloha 7 navic
meéni operace séitani funkci a nasobeni funkce skaldrem.

Posledni dlohou ze souboru tloh je nékolik cviceni, ve kterych je tfeba rozhodnout,
kdy zadané podmnoziny vektorit aritmetického vektorového prostoru tvori vektorovy
podprostor daného realného aritmetického vektorového prostoru R?, resp. R%. Uloha 8
je analogii k feSenému prikladu obsazeném v hlavnim studijnim materidlu v kapitole
s nazvem Podprostory prostoru aritmetickych vektori.

Reseni tloh odevzdali celkem t¥i studenti, a to studentka A, student B a student C.
Studentka A Tesila alohy 1,2, 4,5, 6, 7, 8. Student B si zvolil ilohy 1, 2, 4 a 5 a kone¢né

student C fesil zadani 2 a 3.
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7.2.3. Vyhodnoceni a reflexe. Dotaznik ke druhé lekci kurzu obsahoval celkem
8 otevienych otazek, z nichz 5 bylo zaméfeno opét na studenty samotné a zbylé 3 otazky
se tykaly samotné lekce.

Hlavnim tématem lekce byl pojem vektorového prostoru, ktery pfinasi novy pohled
na matematicky objekt, ktery oznacujeme jako vektor. To jsou véci samoziejmé znamé,
ale jaka je predstava vektoru u studenti kurzu? Setkali se s nim a jak jej vnimaji? Jed-
nou z otazek dotykajicich se tohoto tématu je otazka: Kdy a p7i jaké prileZitosti jste se
proné sezndmili s pojmem vektor? Napiste, jak se pohled na tento pojem ve vds ménil
v prubéhu vaseho studia. Odpovédi studentt na tuto otdzku postupné byly: .S vek-
torem jsem se setkala poprvé uz nékde na konci ZS, ale bylo to brano dosti okrajoveé.
Dale pfi probirani analytické geometrie. Dalsi sezndmeni probéhlo pii probiréni line4rni
algebry a néco malo zde na kurzu.“; ,Poprvé na zakladce ve fyzice — s pojmem vek-
torova veli¢ina, poté dlouha doba pohledu na vektor coby na orientovanou tsecku, po
pochopeni zakladi analytické geometrie — zapis vektoru ve slozkach, predstava v ramci
kartézského systému; nyni — jesté si musim podruhé projit prezentaci a ujasnit si to.“;
,ve fyzice, hodné, nejprve jsem mél pouze intuitivni vhled do svéta vektoriu.“; ,,Poprvé
jsem se s pojmem vektor setkala na zacatku minulého skolniho roku a to ve fyzice,
kdy jsme zacali pocitat s vektorovou rychlosti atd. Zpocatku mi vektory pfipadaly jako
néco, co mi neni souzeno chapat. S postupem ¢asu jsem latku nakonec pochopila. Z ma-
tematického hlediska jsme vektory zacali probirat asi pfed dvéma tjydny.“ Odpovédi lze
shrnout do jedné, a to, ze studenti se s pojmem vektor setkavaji poprvé ve fyzice,
mnohdy jiz na zakladni skole. Pristup ke studiu pojmu vektor ve fyzice stfedni skoly
jsem ve strucnosti shrnul v teoretické ¢asti této prace.

Jako moznou vyhodu lze pokladat znalost analytické geometrie na trovni stfedni
skoly. O tom, zda jsou tcastnici kurzu s timto tématem seznédmeni ze stiedni $koly anebo
z jinych prament, bylo mozné se presvédcit prostfednictvim dalsi polozené otazky: Se-
znamili jste se jiz v prubéhu studia matematiky na stredni skole s analytickou geometrii?
Pokud ano, v jakém rozsahu? Z odpovédi jednoznacné vyplynulo, Ze nikdo z pfitom-
nych studentti se s analytickou geometrii na stfedni skole nesetkal, nicméné soucasné
se v odpovédich vyskytovalo, Ze se studenti s latkou v minulosti setkali bud p¥i svém

samostudiu nebo na letnim matematicko-fyzikalnim soustfedéni.

vvvvvv

Mevs

naptiklad tlohu 2 povaZovali za nejobtiznéjsi, jini za nejjednodussi. Jako obtizné byla
také oznacena tloha 8, rovnéz byla mezi nejpracnéjsimi tlohami.

Celkové hodnoceni lekce je kladné. Z feseni tlloh lze nabyt dojmu, Ze lekce nebyla pro
studenty natolik obtizna jako lekce prvni, coz mohlo byt zptisobeno také jinym stylem
vyuky a pomérné abstraktnim tématem prvni lekce, ovSem z vyjadfeni v nepovinné

¢asti dotazniku plyne, ze pro nékteré studenty byla druhé lekce méné zajimava nez
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lekce prvni. Ziejmé na to mély vliv i samotné tlohy k procvicovani, které byly vSechny
vesmeés podobného zadani, a to rozhodnout, zda zadand mnoZina s operacemi tvori,
nebo netvoii vektorovy prostor.

Na otazku: Napiste libovolny komentdr ke 2. lekci nebo celému kurzu, odpovédéli
dva studenti: ,,Prvni lekce mé zaujala vice, tlohy mi pfisly zajimavéjsi. Nicméné ve
druhé si mohu 1épe procvicit dokazovani, které mi stale ¢ini problémy.*; ,, Mezi kurzem
a stredoskolskymi hodinami je propastny rozdil - zde se bere fest obecné a hodné se

dokazuje, coZz u nas neni moc c¢asté, ale vyhovuje mi to.“

7.3. Baze a dimenze vektorovych prostoru

7.3.1. Predstaveni obsahu lekce. Latka tieti lekce kurzu volné navazuje na jiz
probrany pojem vektorovy prostor nad komutativnim télesem. Jejim cilem je prohlou-
beni zakladnich znalosti o struktufe vektorového prostoru.

Vsechny odvozované pojmy jsou motivované tim, ze struktura vektorového prostoru
umoznuje vytvaret linedrni kombinace vektort. Tedy opakovanym uzivanim uzavienosti
vektorového prostoru na aditivni operaci s¢itani vektori a levou vnéjsi operaci nasobeni
vektoru skaldrem z daného télesa lze vytvaret linedrni kombinace vektort. Vytvareni
linearnich kombinaci povazuji za klicovy jev, ktery spojuje dalsi, mnohem abstraktnéjsi
definice a koncepce.

Lekce tedy v prvé radé zavadi pojem linearni kombinace vektort, na jehoz zakladé
formuluje poznatek, ze je-li dana konecnd mnozina vektord M z daného vektorového
prostoru V', pak vSechny linearni kombinace vektor z mnoziny M spole¢né s opera-
cemi séitani vektord a nasobeni vektoru skaldrem, které jsou definovany na prostoru V,
tvori vektorovy podprostor prostoru V. To Ize jednoduse ovérit pravé pomoci jiz zmitio-
vané a v minulé lekci dokézané nutné a postacujici podminky na vektorovy podprostor.
Mnozina linedrnich kombinaci vektorti z mnoziny M je neprazdnd, nebot jisté obsa-
huje alespon nulovy vektor z prostoru V' a navic plati, Ze soucet linedrnich kombinaci
a libovolny skalarni nasobek linearni kombinace vektort z mnoziny M je opét linearni
kombinaci vektori z mnoziny M. Na zakladé tohoto faktu je nasledné pro mnozinu
vSech moznych linedrnich kombinaci vektorti z mnoziny M zaveden pojem linedrni obal
mnoziny M, pro ktery v kurzu zavadim oznaceni (M).

S timto pojmem piimo souvisi dalsi pojem uzivany v zakladnich kurzech linearni
algebry, tj. pojem mnoziny generdtori. Tento pojem je ve vyukovém materidlu moti-
vovan tim, ze pokud vsechny linearni kombinace vektortd z mnoziny M tvori vektorovy
prostor, tj. linedrni obal mnoziny M je vektorovy prostor, potom pouze ze znalosti
prvkd mnoziny M miizeme vytvorit, tedy vygenerovat, libovolny dalsi vektor; proto je
mnozina M takového vektorového podprostoru nazyvana mnozina generatort.

V pribéhu lekce jsou v hlavnim studijnim materidlu predstavena ¢tyii jednoducha

tvrzeni, jejichz dikazy jsou ponechany jako nasledné cviceni. V néasledujici podsekci
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dovysvétlim, Ze tato lekce byla na rozdil od ostatnich lekci kurzu omezena moznosti
vybéru tloh k vypracovani. Respektive tcastnik kurzu si musel vybrat alesponn jednu
ze Ctyf uvedenych vét a provést jeji diikaz a poté vypracovat alespon jednu pocetni
ulohu tykajici se vylozené latky. Prvni vétou, jejiz vyznam shrnu jen ve strucnosti
(podrobné znéni tohoto tvrzeni ¢tenadf nalezne v piiloze), je véta fikajici, ze pokud
mezi vektory ug, ug, ..., u,, v je vektor v linearni kombinaci ostatnich vektori, potom
plati (w1, ug, ..., up, v) = (U, ug, ..., Uy).

Vylozené pojmy linearni obal a mnozina generatorti byly demonstrovany na pti-
kladu vektorového prostoru geometrickych vektort a jeho podprostori. Jednalo se
o stejné schéma, jaké bylo zminéno ve druhé lekci kurzu. Tentokrat bylo doplnéno
rozsahlejsim komentafem, ktery popisoval mozné mnoziny generatort jednotlivych pod-
prostort.

Dalsi c¢asti lekce bylo zavedeni pojmil linedrni zdvislost a linedrni nezdvislost vek-
tord. Pii vykladu jsem vychézel z dusledku predchozi véty. V pribéhu vykladu jsem
vyuzival vysledku tvrzeni, Ze mnozina vektoru je linearné zavisla pravé tehdy, kdyz
v této mnoziné existuje alespon jeden vektor, ktery je linedrni kombinaci ostatnich.
Toto tvrzeni bylo nasledné uvedeno v souboru tloh mezi dikazovymi tlohami. Poté
byly uvedeny dva piiklady mnozin aritmetickych vektorti a postup, jak zjistit, zda
zadané mnoziny jsou, nebo nejsou linedrné zavislé.

Spojenim doposud zavedenych pojmi pfichazi lekce s terminem bdze vektorového
prostoru V' jako nejmensi mnoziny generatori prostoru V. Takovd mnozina generuje
cely prostor V a navic je linedrné nezavisla. Nasledovala ukézka kanonickych bazi ve
vektorovych prostorech geometrickych a aritmetickych vektori a v prostoru polynomt
stupné nejvyse n. Vyklad byl doplnén o dva piiklady. Prvni se zabyva ovéfenim, ze dané
mnoZina vektor aritmetického vektorového prostoru R® tvoii bazi tohoto prostoru.
Druhy priklad se zaméruje na hledani baze linearniho obalu aritmetickych vektord,
tedy baze podprostoru, ktery je zadan jako linearni obal jisté mnoziny vektort.

Na pojem béaze vektorového prostoru plynule navazuje pojem dimenze. Bez dukazu,
resp. ditkaz byl prilozen jako doplikovy studijni materidl, byla zformulovana Steinitzova
véta o vyiméné. Diisledkem této véty je tvrzeni, Zze vSechny baze vektorového prostoru
V maji stejny pocet prvku (jednalo se o tieti tvrzeni, které bylo uvedeno v souboru
uloh k samostatnému feseni). Proto ma smysl definovat dimenzi vektorového prostoru
jako pocet prvki jeho libovolné baze. V tivodu této ¢asti bylo rozliSeno, ze kapitola
se vénuje pouze vektorovym prostorim konec¢né dimenze, tedy prostortum, ve kterych
existuje konecna mnozina generatoru. Vyklad pojmu dimenze byl rovnéz doplnén o piti-
klady opirajici se o jiz feSené tlohy (v ramci hlavniho studijniho materidlu). Byly urc¢eny
dimenze jednotlivych podprostort tfidimenzionélni vektorového prostoru vazanych ge-
ometrickych vektorti, dimenze prostoru n-rozmérnych realnych aritmetickych vektori

a prostoru polynomu stupné nejvyse n.
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Posledni cast lekce se zabyvala tématem souradnic, které pfimo navazuje na téma
baze vektorového prostoru. Posledni ze ¢tyr uvedenych tvrzeni pro samostatné doka-
zovani ucastnikd byla véta o jednoznacnosti koeficient linedarni kombinace linearné
nezavislych vektort. Tedy pokud je jisty vektor linedrni kombinaci linedrné nezévislych
vektord, potom jsou koeficienty této linearni kombinace uréeny jednoznacné. Proto po-
kud vyjadiime libovolny vektor z prostoru V pomoci bazovych vektorti prostoru V,
pak koeficienty této linedrni kombinace jsou urceny jednoznacné. To vede k zavedeni
pojmu soufadnice vektoru vzhledem k dané bazi vektorového prostoru. Jen je tfeba si
uvédomit, ze baze ma v této chvili podobu uspofadané mnoziny vektort.

Nasledoval ptiklad na praktické pocitani souradnic aritmetického vektoru vzhledem
k zadané bazi (s odkazem na jiz feSenou tlohu) a grafickd schémata jak kosouhlé, tak
pravouthlé soutadnicové soustavy. Rovnéz byl pripomenut pojem kartézsky soutfadni-
covy systém.

Na uplny zavér treti lekce jsem zvolil diskuzi nad vztahem mezi geometrickymi
a aritmetickymi vektory, stejné tak jako mezi aritmetickymi vektory a polynomy z pro-
storu polynomu stupné nejvyse n. Stru¢né lze hovorit o izomorfismu mezi prostory téze
dimenze nad stejnym télesem. Pti vykladu je vyuzivan pravé piinos soufadnic, kde je
libovolnému vektoru z prostoru koneéné dimenze pfifazen aritmeticky vektor. Tedy ze
aritmetické vektory maji v pfipadé prostort kone¢né dimenze zasadni postaveni.

Jako u kazdé lekce méli studenti moznost seznadmit se s jejim obsahem v tydnu
pred jejim spuSténim. Informace o tieti lekci byly, byt v hutné podobé&, shrnuty do

nasledujicich nékolika odstavctl.

V minulé lekci jsme se seznamili s pojmy vektorovy prostor a vektorovy
podprostor. Tteti lekce se zaméii na hlubsi vlastnosti téchto struktur.

Klicovym pojmem celé kapitoly je linedrni kombinace vektort.

VsSechny linearni kombinace dané mnoziny vektord tvoii vektorovy
podprostor daného vektorového prostoru. Tato dand mnozZina vektori
pak generuje tento podprostor a nazyva se tudiz mnozinou generatord.
Vektory mohou byt linedrné zavislé, nebo nezavislé. Od toho se pak
odviji dalsi klicovy pojem linearni algebry, a to baze, coz je mnozina
linearné nezavislych vektor® generujicich vektorovy prostor. Diky bézi
miizeme popisovat vektory pomoci jejich soufadnic. Takze hledani a za-
vadéni bazi vektorovych prostort ma velky vyznam pro soufadnicovy
popis vektort v tomto prostoru. Pocet prvku libovolné baze je pak ozna-

¢ovan jako dimenze vektorového (pod)prostoru.
Pripad4 vam to vSechno na ivod pomérné zmatecéné? Nevadi, pojdme
se v této lekci podrobné s jednotlivymi pojmy blize seznamit a urcité se

dana problematika stane mnohem prehlednéjsi.
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Mezi predpokladané znalosti Gi¢astnikt kurzu lze zaradit predevsim zvladnuti druhé
lekce kurzu, ktera je ivodem do studia vektorovych prostort. Déale je to schopnost orien-
tace v matematické symbolice a rozeznavani logické struktury matematickych vét (véty
ve tvaru implikace, ekvivalence, existen¢ni véty, véty o jednoznacnosti, apod.) Z hle-
diska praktickych pocetnich dovednosti je to schopnost fesit soustavy dvou linearnich
rovnic o dvou neznamych a tii linearnich rovnic o tfech nezndmych. Na tomto misté
upozornuji, ze odevzdavani vypracovanych tloh nebylo ¢asové omezeno, tedy tcastnici
nemuseli tlohy fesit do zverejnéni dalsi lekce. Proto v pripadé, kdyby feseni soustav
linearnich rovnic bylo nad jejich dosavadni schopnosti, mohli pockat na lekci Soustavy
linearnich rovnic, zde se seznamit s efektivnimi postupy feSeni soustav, a vratit se

k predchozim tloham.

7.3.2. Rozbor souboru uloh. Tieti soubor tloh k samostatnému feSeni obsaho-
val celkem 13 prikladu, za jejichz Feseni mohl student ziskat celkem 45 bodii.

Jak jiz bylo zcasti uvedeno v predchozi sekci, pozadavky na vybér uloh k Yeseni
z daného souboru tloh se od ostatnich zadévacich listi lisily. Soubor tloh je rozdélen do
dvou ¢asti. Prvni ¢ast obsahuje celkem ¢tyfi tvrzeni, kterd byla zminovana v pfedstaveni
obsahu tfeti vyukové lekce. Druhd c¢ast zadavaciho listu obsahovala devét tloh, které
byly zaméreny predevsim na zvladani standardnich pocetnich postupti linearni algebry
(bude rozebrano pozdéji).

Ukolem studenti bylo z predlozeného materidlu vybrat a vytesit, resp. dokazat,
alesporni dvé ulohy tak, aby z kazdé ¢asti byla feSena alespon jedna tloha. Student mél
tedy za kol dokézat alespon jedno tvrzeni a vyfesit jeden pocetni ptiklad.

Jak jiz bylo feceno, tlohy 1, 2, 3 a 4 jsou tvrzeni, kterd se v prubéhu treti lekce
objevila v hlavnim studijnim materidlu a tkolem studentd bylo se je pokusit dokézat.
U kazdého tvrzeni byl doplnén navod k usnadnéni dikazu. Predpokladal jsem, ze stu-
denti rtizného vékového rozpéti budou téz rizné citlivi a zbéhli v uréeni, zda mé dana
véta existencni podobu nebo mé tvar ekvivalence apod. a jakou diikazovou technikou
ji dokézat. Proto se v névodech vyskytovala doporuceni jako ,dikaz vedte sporem,
tvrzeni mé tvar ekvivalence, takze je dokazujeme jako dvé implikace, apod.“

Druh4 ¢ast tloh, o kterych se zde hovoii jako o tlohach pocetnich, se zaméruje na
zvladnuti zakladnich pocetnich postupt linearni algebry, mezi které zafazuji schopnost
ovérit, chcete-li dokazat, zda zadand mnozina vektord daného vektorového prostoru
tvori bazi tohoto prostoru, urcit souradnice vektoru vzhledem k zadané bazi, najit
béazi linedrniho obalu vektord (urcit bézi vektorového podprostoru, ktery je zadan jako
linedrni obal mnoziny generédtori) a stanovit jeho dimenzi, rozhodnout o linedrni neza-
vislosti resp. zavislosti zadané mnoziny vektord ¢i rozhodnout, zda dany vektor patii
do linedrniho obalu zadané mnoziny vektord. Jednotlivé tilohy se potom zaméfuji na

procviceni jmenovanych schopnosti.
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Ulohy 5 a 6 se zaméfuji na provéfeni, Ze zadana mnozina vektorti je bazi daného
vektorového prostoru. V tloze 5 jde o prostor aritmetickych vektortt R?, v ptipadé tilohy
6 se jedna o prostor polynomt stupné nejvyse dva, tj. prostor P2(z,R). Obé tilohy jsou
doplnény o tkol stanovit souradnice jednoho konkrétniho vektoru vzhledem k zadané
(uspofadané) bazi.

Priklady 7, 8 a 9 jsou zacileny na schopnost ovéfit, zda je zadand mnozina vektort
linedrné nezavisla, nebo zavisla. Prvni dvé z uvedenych tloh se tykaji prostort aritme-
tickych vektori a prostoru polynomi, tloha 9 zapojuje mezi fesitelovy kompetence i
znalosti a schopnost aplikace goniometrickych identit.

Ulohy 10 a 11 procvi¢uji schopnost rozhodnout, zda zadany vektor lezi, nebo nelezi
v linedrnim obalu dané mnoziny vektort. Specifikem piikladu 11 je toto rozhodnuti
provést v zavislosti na readlném parametru.

Analogicka tloha ke cvieni 12 byla feSena v ramci hlavniho studijniho materi-
alu, jednalo se o stanoveni baze (a urceni dimenze) vektorového podprostoru prostoru
aritmetickych vektoru, ktery je zadan jako linearni obal mnoziny generatort.

V souboru posledni uvedenou tlohou je ptiklad 13, ktery navazuje jednak na sadu
dikazovych tloh z lekce Vektorové prostory a podprostory a jednak na schopnost nale-
zeni baze vektorového podprostoru. Na rozdil od ostatnich tloh z druhé ¢asti souboru
je zadéani formulovano obecné pro libovolné prirozené ¢islo n > 1.

Z tesitelského hlediska jde pfi feSeni tloh 5 az 12 prevazné o strategii prepisu
zadaného problému na soustavu linearnich rovnic a jeji néasledné feseni. Proto jsou
ulohy koncipovany tak, aby Tesené soustavy obsahovaly nejvyse tfi rovnice o tfech
neznamych. Vyjimku tvori tloha 12, kde v pripadé c je tfeba touto zminénou strategii
fesit soustavu tfi rovnic o ¢tyfech nezndmych. Nutno vSak poznamenat, Ze v tomto
konkrétnim pfipadé je mnohem jednodussi pfimo nahlédnout, Ze pro vektor (0, —1,1)
plati (0,—1,1) = (1,0,2) — (1,1,1).

Zamérné jsem ulohy tohoto typu zvolil co do potradi dfive nez lekce Matice a Sou-
stavy linedrnich rovnic. Byt jsme v této fazi kurzu ochuzeni o ulohy s vektory ve vice
dimenzich, domnivam se, ze je dulezité formulovat studentim zadané tlohy bez zna-
losti maticového poctu, nebot zde nedochézi k fixaci na maticovy aparat. V ramci kurzu
totiz na matice nahlizime jako na pocetni aparat, jazyk, kterym lze vypocty tohoto typu
zprehlednit a zefektivnit.

Vypracované tlohy odevzdali studenti A, B a C. Studentka A dokazovala tvrzeni 1
a 2. Mezi pocetni pfiklady zaradila ulohy 5, 6,7, 8,10, 11,12, 13. Student B dokazoval

tvrzeni 4 a pocetné tesil ilohu 5. Student C dokézal tvrzeni 3 a vyfesil tlohu 8.

7.3.3. Vyhodnoceni a reflexe. Dotaznik ke tfeti lekci obsahoval 8 otevienych
otazek. Dvé otazky se tykaly zhodnoceni vSech tfi piredeslych lekci a jsou zpracovany

v ramci kapitoly Shrnuti. Dalsi tii otazky se vénovaly hodnoceni soubort tloh z prvni
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a druhé lekce z hlediska naroc¢nosti a pracnosti zadanych tloh. Jedna otazka se tykala
FeSeni soubori uloh a je taktéZ vyhodnocena v dalsi kapitole diplomové prace. Podkla-
dem pro hodnoceni tieti lekce kurzu jsou odpovédi na zbyvajici dvé otazky a na otazku
polozenou v lekci Soustavy linedrnich rovnic ohledné slozitosti diikazovych tloh.

Jiz mnohokrat bylo pfipominano, ze vybér tloh k feSeni byl ve tfeti lekci upfesnén
v tom smyslu, ze studenti byli povinni si vybrat jedno z uvedenych ¢étyf tvrzeni (a to
dokézat) a jeden pocetni ptiklad. Protoze tyto diikazové tlohy nebyly uplné jednodu-
ché, bylo v dotaznikovém Setfeni zjistovdno, zda se studenti na stfedni skole setkali
s formalnim pfistupem k pojmu dtkaz. Tedy jestli napiiklad védi, co to znamené du-
kaz pfimy, nepfimy, dikaz sporem, apod. Konkrétni podoba otazky v dotazniku byla
nasledujici: Setkali jste se béhem svého stredoskolského studia se systematickou vyukou
toho, jakym zpisobem se v matematice dokazuji tvrzeni? Pokud ano, uvedte prosim,
zda jste pri této vyuce také sami méli dokdzat nejakd jednoduchd tvrzeni. Na otazku
zaznély odpoveédi: ,Ve skolni lavici urcité ne. Ve svém volném case jsem se s dikazy
setkala uz minuly skolni rok. Naopak mi vadi, Ze ve skole neni o diikazech ani zminka.
Nicméné to souvisi s mym vybérem SS.“; , Ano, v 1. roéniku jsme probirali dfikaz pfimy,
nepfimy a sporem, dokazovali jsme napt. iracionalitu 7. Na soustiedéni jsem se setkal
s indukci.“; , Lehce, nastésti se matematice vénuji i mimo gymnézium.“

Prestoze se jedné prevazné o velmi znama tvrzeni linedrni algebry, ktera lze dohledat
v mnoha publikacich, z feSeni studentt lze soudit, Ze na diikazech pracovali vSichni
samostatné a ze dukaz ,objevil“ kazdy ze studentti sim nebo jen s malym pfispénim
externich materialt ¢i rad vyucujiciho.

V souvislosti s vyukou matematiky jsem do dotazniku zaradil nasledujici otazku:
Uplatriuje se nékdy v rdmci vaseho stiedoskolského studia vyuka ve stylu definice-véta-
diikaz? Pokud byste se na stiedni skole s takovym pristupem setkali, hodnotili byste ho
spise pozitivné, nebo spise negativné? Uvedené odpovédi studenti byly: , To skutecné
ne. Hodnotila bych to velice pfiznivé a mrzi mé, ze bez mého samostudia by mé skola
v zadném pripadé nepfipravila na vysokoskolskou matematiku.“; ,Jenom ziidka, ale
urcité bych ho vnimal velmi kladné, ale nevim, co by na to fekli spoluzaci, kteri uz tak
nemaji radi matematiku...“; ;Méam to rad, to je matematika.“ Z odevzdanych odpovédi
je pomérné obtizné odvozovat obecné hypotézy, ale orientace na vyukovy styl definice-
a vyhledava si informace na internetu nebo v odbornych publikacich, nalezne bezpo-
chyby odborny styl vykladu, ktery je vlastni matematické literature a ktery je rozdilny
od stylu vykladu latky v uc¢ebnicich matematiky. Problém pak muze spocivat v rozli-
Seni matematiky jako rozumové aktivity a vysledku matematického védéni. Vzhledem
k tomu, Ze studijni materialy jasné rozliSovaly mezi definici, vétou a dikazem, byla vyse

polozena otazka zarazena do dotazniku.
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Ze vsech dtkazovych tloh (tedy ze ¢tyf tloh v prvni ¢asti souboru uloh ke tieti

V této fazi kurzu jiz nékteri ze zapsanych a zprvu aktivnich studentd svoji dalsi
aktivitu ukoncili nebo prerusili, coz je dobfe patrné na poctech odpovédi v dotaznicich.
Ke vSem otazkam a odpovédim je pristup umoznén v piiloze této prace.

Rovnéz se mezi studenty zacala objevovat prvni odevzdané feSeni tloh. Potésilo mé,
ze v konkrétnich piipadech studenti resili vice tloh nez pocet, ktery byl pozadovan. To

je mozné pozorovat ze zavéru podkapitoly Rozbor souboru wloh.

7.4. Matice

7.4.1. P¥edstaveni obsahu lekce. Ctvrta lekce kurzu nasledovala po oddecho-
vém tydnu, ktery byl uréen harmonogramem Talnet kurzt. Béhem tohoto tydne maji
mit studenti moznost dopracovat nékteré tkoly a nepravidelné se rovnéz organizuji
tematicky zamérené exkurze apod. Ty se ovSsem samotného kurzu linearni algebry ne-
dotykaly.

Kapitolu Matice jsem zamérné zaradil na tvod druhé ¢asti kurzu. Z predchozich
lekci, které byly zaméfeny prevazné teoreticky, zvlasté pak treti lekce, lze usoudit, ze
mnoho tlohovych situaci v linearni algebre souvisi s fesenim soustav linearnich rovnic.
Proto je lekce Matice motivovana jako prostfedek k efektivnimu feSeni numerickych
uloh linearni algebry. Pravé proto byla kapitola zafazena az na ¢tvrté misto, aby ma-
tice byly studenty chapany jako objekty, resp. nastroj, umoziujici feseni numerickych
vypoctu. Tato lekce se maticemi zabyva jako samostatnym matematickym objektem,
ktery v budoucnu (v nasledujici lekei) bude uzivan pii hledani feSeni soustav linearnich
rovnic.

V poradi ¢tvrta lekce byla studenttim motivovana nasledujicim popisem, ktery méli

moznost si precist jiz v dobé tydenniho studijniho volna.

Cviceni z minulé lekce jasné naznacila, ze mnoho tloh v linearni algebie
vede ve vysledku na FeSeni soustav linearnich rovnic. Po tydnu oddychu
se proto zamérime na prakticky pocetni aparat linearni algebry. Nebyla
by to vsak linearni algebra, kdybychom se nevénovali praci s objekty,
které nazyvame matice. V dalsi lekci se pak ukaze, Ze jejich vyznam
se uplatnuje pfi hledani feSeni soustav linearnich rovnic. Matice jako
samostatné objekty studuje tato lekce.

Po definici a sezndmeni se se zakladnimi typy matic se zaméfime na
pocetni operace. Napiiklad zjistime, Ze vSechny matice stejného typu
tvori spolu s operacemi séitani a nasobeni matice skaldrem vektorovy
prostor nad danym polem. Tim se ndm zase rozsifuje paleta modeli
vektorovych prostorti. Na zavér se podivame na jednoduché aplikace

maticového poctu.
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Samotna lekce je rozdélena do tii ¢asti. V prvni ¢asti se studenti dovidaji, co jsou
to matice a jaké zakladni typy matic rozezndvame. Je zde uvedena definice matice
s nékolika dopliujicimi pozndmkami (riizné znaceni matic v literatufe, pojem 7adkovy
a sloupcovy indezx, atd.). Nésleduji definice nulové, jednotkové, transponované, diago-
ndlni, symetrické a antisymetrické matice. Vzdy je definice doplnéna konkrétnim pii-
kladem. Vzhledem k tomu, Ze vySe jmenované pojmy jsou elementarni, nebylo nutné
se jimi zabyvat podrobnéji.

Druha c¢ast lekce je pojmenovana Operace s maticemi. Formalnim zptisobem jsou
predstaveny operace s¢itani matic stejného typu, nasobeni matice skaldrem a nakonec
nasobeni matic mezi sebou. Pfi tom se v kapitole rozviji pfedstava vektorového prostoru
o dalsi model, vektorovy prostor matic typu (m,n) nad télesen T'. Je také nalezena béze
tohoto prostoru a stanovena jeho dimenze.

Veskeré zavéry vlastnosti operaci s maticemi véetné né€kterych zatim nedokazanych
tvrzeni byly shrnuty do véty a poté dokazany. Dikaz se podrobné zaméril na ovéreni
asociativity maticového nasobeni a distributivity nasobeni matic vzhledem ke s¢itani
matic. Prvni zminovana vlastnost byla ve vyukovém materidlu dokazana bez pouziti
sumacni symboliky, distributivita byla ovéfena jiz s pouzitim sumac¢niho znaku. Vétu
nasledovalo tvrzeni o vlastnostech maticovych operaci ve vztahu k maticovému trans-
ponovani. Toto tvrzeni bylo rovnéz dokazano.

Tteti a posledni cast lekce s ndzvem Vybrané aplikace maticového poctu obsahovala
dvé podsekce. V prvni podsekcei je ukdzan vztah mezi vytvafenim linedrnich kombinaci
sloupcovych aritmetickych vektort a nasobenim matice a sloupcového vektoru.

Maéame-li m-rozmérné sloupcové aritmetické vektory 'vr{, 'U{, cee 'ug a utvorime jejich
linearni kombinaci oy v{ + agvg +... .+ anvg, potom tuto linedrni kombinaci mtizeme
ekvivalentné pfepsat jako nasobeni matice A typu (m,n), jejiz k-ty sloupec je vektor
'v;‘g, sloupcovym n-rozmérnym aritmetickym vektorem (aq, s, ..., ;)T obsahujicim
koeficienty dané linearni kombinace. Tato vlastnost je ddlezita napr. pri prechodu ze
sloupcového pohledu na soustavu linearnich rovnic k jejim p¥episu do tvaru Az’ = b'.

Jako druhou aplikaci maticového poctu jsem zaradil a danou kapitolu nazval Ma-
tice jako operdator, tu lze charakterizovat jako jednoduchy tvod do studia linearnich
zobrazeni. Pokud napf. danym dvojrozmérnym aritmetickym vektorem méme na mysli
soutadnicovy zapis geometrického vektoru v roviné, a zaptisobime na tento vektor zleva
¢tvercovou matici fadu 2, potom je vysledkem jiny dvojrozmérny vektor, jejz chipeme
jako obraz puvodniho vektoru vzhledem k zobrazeni danému konkrétni ¢tvercovou ma-
tici. Na tuto problematiku navazuji lohy v souborech tloh k samostatnému feSeni.

Tato lekce volné navazuje na predeslé lekce predevsim v ¢asti zabyvajici se vektoro-

vym prostorem matic typu (m,n) nad télesem T'. Od studentt vSak mnoho vstupnich
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orientovana — na rozdil od predeslych tfech lekci.

7.4.2. Rozbor souboru uloh. Soubor tloh pfipraveny pro samostatné FeSeni
studentt obsahuje osm tloh, za které je v soué¢tu mozné ziskat az 45 bodt. K tispésnému
absolvovani kurzu student nemusi fesit vSech osm tloh, staci, aby si ze souboru vybral
alespon dvé z nich.

Jednotlivé priklady byly voleny tak, aby jednak podporovaly pocetni dovednosti
s maticemi a jednak prohlubovaly teoretické znalosti studentti. Uloha ¢islo 1 je ukézkou
druhého typu zminénych piikladd. Navazuje na v lekci probirané téma o vektorovém
prostoru matic typu (m,n). Uloha je zformulovana tak, Ze student m4 za tikol vyjadfit
se, zda mnozina vSech symetrickych, resp. antisymetrickych matic fadu n tvori vek-
torovy podprostor prostoru redlnych ¢tvercovych matic fadu n. Soucasti tlohy je rov-
néz stanovit piipadnou bazi danych podprostorti a stanovit jejich dimenze. Vzhledem
k tomu, ze podkapitola Vektorovy prostor matic typu (m,n) (nad télesem T') zavedla
dalsi model struktury vektorového prostoru, propojuje tiloha 2 schopnosti rozhodnout,
zda zadand mnozina vektoru (zde ¢tvercovych komplexnich matic fadu 2) tvoii bazi
prostoru komplexnich ¢tvercovych matic fadu 2. Tato tloha je v souboru obsazena pfe-
devsim pro studenty, ktefi ovladaji praci s komplexnimi ¢isly. Tedy prvni dvé tlohy
souboru navazuji na ulohy ve treti lekci kurzu a hloubéji rozvadi pojem vektorového
prostoru.

Uloha 3, ktera je ze vSech piiklad@ v souboru tloh nejvice bodové ohodnocena,
vyzaduje od studenta dobré porozumeéni zadani. Jde o rozsitujici ilohu, ktera seznamuje
fesitele s pojmy jako napt. komutdtor, Lieova algebra ¢i Jacobiho identita. Jedna se
o dtikazovou tulohu, kterd byla zpracovana na zakladé publikace [31, s. 149-150].

Zatimco piiklady 1 a 2 se zamérovaly predevSim na s¢itani matic a nadsobeni matice
skalarem, tlohy 4 a 5 jsou zarazeny za tcelem lepsiho procvi¢eni maticového nasobeni.
Uloha 4 zavadi pojem mocnina matice a tkolem fesitele je nejprve pfes konkrétni
ptriklady mocnin zadané matice odhadnout jeji tvar pro libovolné prirozené cislo n.
Svoji hypotézu pak mé ovéfit matematickou indukci. Naproti tomu tloha 5 je pomérné
komplexni tlohou, kde nejde pouze o maticové nasobeni. Student musi nejprve zvazit,
za jakych podminek miize dané matice nasobit, a stanovit tak vSechny dvojice matic,
které nasobit lze. Ovéri si, ze maticové nasobeni neni komutativni a konec¢né si na

nékolika pfikladech procvi¢i nauceny algoritmus vypoctu maticového soucinu.
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s posledni ¢asti lekce Vybrané aplikace maticového poctu, a to konkrétné pohled na ma-
tice jako operatory. Coz je z hlediska kurzu linedrni algebry synonymem pro maticovou
reprezentaci linearniho zobrazeni.

Uloha 6 se vénuje studiu analytického popisu specialnich shodnych zobrazeni v ro-
viné. Konkrétné jde o stiedovou soumérnost podle pocatku O, osové soumérnosti podle
os x a y soufadnicového systému Ozy a nakonec popis stejnolehlosti se stfedem v bodé
gickd 1loha nebyla ani v ramci této lekce, ani v ramci lekci predeslych, reSena ani
zadévana. Jednalo se o jednu z tloh, které meély u tcastnikt kurzu vzbudit jisty zajem
o diskuzi nad postupem feSeni v prostiedi diskuzniho féra. K tomu ovSem bohuZel ne-
doslo. Uloha byla doplnéna o hledani vlastnich vektorii daného zobrazeni (dané matice
endomorfismu), kde z defini¢niho vztahu Av’ = Ao’ &lo o interpretaci vlastniho vek-
toru v’ jako vektoru samodruzného. Potom algoritmicky postup hledani vlastnich ¢isel
a vektoru, ktery v lekci nebyl probiran, neni nutné nasazovat.

Zvl1astni misto mélo otoceni v roviné kolem pocatku O o thel a. V tloze 7 byla
studentiim ponechana moznost experimentovani a hledani dtikazu, ze zadanou matici
je v roviné popséna zminovanad rotace. Tato iloha od fesitele vyzadovala i znalost
goniometrickych identit, zvlasté pak souc¢tovych vzorci pro funkce sinus a kosinus.

Posledni tloha ¢islo 8 byla zafazena za tcelem motivace, tedy opodstatnéni defi-
nice maticového nasobeni ve tvaru, jakym byla operace s maticemi zavedena. Uloha
se zabyva skladanim lineadrnich zobrazeni, z jejich vysledkt plyne, Ze nasobeni matic
odpovida skladani linedrnich zobrazeni.

Reseni tloh odevzdali studenti A, B a C. Studentka A fesila tlohy 1, 2, 4, 5, 7, 8.
Student B si vybral piiklady 2, 4 a 5 a student C Yesil tlohy 2, 3 a 4. Uloha 6 nebyla

feSena zadnym studentem.

7.4.3. Vyhodnoceni a reflexe. Dotaznik ke 4. lekci obsahoval pouze 5 otazek.
Prvni se tykala Gcastnikti samotnych, zbylé pak studované lekce Matice. Toto shrnuti
je rovnéz doplnéno o otazky z 5. lekce, které se tykaly zhodnoceni obtiznosti tikold
v souboru tloh.

Neni vylouc¢eno, Ze téma studované v této lekci mize byt na stiednich skolach (pie-
vazné matematicky nebo technicky orientovanych) zafazeno nad rdmec vzdélavacich
programu. Prvni otazka tykajici se aktudalni lekce proto znéla: Setkali jste se v pribéhu
svého studia s maticemi? Pokud ano, kde? Jak vam byly predstaveny? Predstavme si
jednotlivé odpovédi: ,,Ano, setkala jsem s nimi v ramci svého samostudia. Na SS niko-
liv.“; , Jen zde v kurzu a na soustfedéni, kde mi byly predstaveny jako dobrda metoda
k feSeni linedrnich rovnic.“; ,,Ano, v nepovinnych hodinidch matematiky, dfive sdm pii

svém vlastnim studiu.“; ,,Ano, narazila jsem na maticovy pocet v Excelu v informatice.“
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7 uvedenych odpovédi je patrné, zZe studenti se s maticemi setkali jiz pfed studiem
kurzu.

Dalsi otazka znéla: Umite bez probléma pouZivat matice? PouZili jste je uz nékdy pri
resent néjakého problému? Dovedete si predstavit situaci, kdy byste po maticich sdhli?
Jakd by to byla situace? Na tuto otdzku odpovidali studenti takto: ,,Bez problému bych
asi nerekla, ale u¢im se s nimi a tento kurz mi mozné ukéze néco nového. Jsou vhodné
k feseni soustav rovnic, takze v tomto pripadé.“; ,, Zatim si jen tady v kurzu procvicuju.
Nejspis bych je pouzil pfi feSeni soustav linedrnich rovnic, popr. ve fyzice jsem se
setkal s tenzory, coz je pokud vim jisty druh matice.“; ,Vim o nich, ale momentalné
je nepotfebuji, proto jsem se s nimi nesnazil poradné udit zachéizet.“; ,Doted jsem
znala pouze zaklady prace s maticemi a nebyla jsem schopna je aplikovat na problémy.
V pribéhu lekce jsem se presvédcila, ze vice nez jeden koncept jsem chapala Spatné.©

Za obtizny moment v lekci Matice je mozné oznacit ¢ast tykajici se dikazu aso-
ciativity maticového nasobeni a distributivity maticového nasobeni ke séitani. Prvni
tvrzeni o asociativnosti dané operace bylo studenttim v kurzu pfedstaveno bez pouziti
sumacniho znaku a tim padem se jeho dikaz prodlouzil. Proto byla velkou otazkou této
lekce matematicka symbolika. Tohoto tématu se tykala i nasledujici otazka, jejimz tko-
lem bylo zjistit zpétnou vazbu studentd na matematicky jazyk a symboliku pouzivanou
v tomto kurzu.

Konkrétni znéni otdzky bylo nasledujici: V pribehu minulych lekci a ve velké mire
i ve 4. lekci nasla uplatnéni matematickd notace (znacky logickych spojek, suma ad.).
Popiste prosim, jak subjektivné hodnotite svoji schopnost tento ,matematicky jazyk®
¢ist. Na otazku studenti odpovidali takto: ,Zde v kurzu je pouzito celkem malo ma-
tematickych symbolti, takze pro mé nebyl problém rozumét jim. Jinak se setkdvam
s matematickym jazykem a uc¢im se psat v programech, jez ho podporuji.“; ,,Matema-
tickou symboliku v tomto kurzu jsem bez problému pfecetl. Svoji schopnost ¢ist tyto
znacky povazuji spiSe za horsi, pofad mam problémy s operatory jako napft. nabla.“;
»Myslim, Ze jsem bez problému schopny matematicky jazyk ¢ist.“; ,,S obtizemi, a¢ jsem
se v podstaté se vSemi znackami uz nékdy setkala, nova latka mi skrze né nikdy vy-
svetlovana nebyla a nékteré znacky jsem si musela i opakované dohledavat, abych text
pochopila. Myslim si, Ze jde jen o zvyk a jak c¢asto je pouzivam. Ted uZz se mi s nimi
pracuje o mnoho lépe.“

Ucastnici byli zpétné dotdzani, jakou z tloh v materidlu K samostatnému reseni
Jako nejsnazsi tlohy byly oznacovany ulohy c¢islo 4 a 5, nejobtiznéjsi byly shledany
ulohy 3 a 6.

Jako lektora mé velmi potésily komentatfe studentt: ,Momentalné jsem dost ve
skluzu a budu jesté délat tlohy ze tteti lekce, nicméné matice mi ptijdou uziteéné a na

tlohy se velmi t&8im.“; |, Libila se mi mnohem vic nez pfedchozi, nebot zde bylo vice
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prikladt nez v teoreti¢téjsich pfedchozich lekcich.“; | Pékna lekce :)“; ,Doposud pro mé
nejtézsi lekce, predevsim Cast o vlastnostech maticovych operaci.“

Na zakladé vypovédi studentd oznacuji 4. lekci za velmi vydafenou.

7.5. Soustavy linearnich rovnic

7.5.1. Predstaveni obsahu lekce. Pfedposledni lekce kurzu je zaméfena na vy-
klad algoritmu feSeni soustav linedrnich rovnic metodou Gaussovy eliminace, konkrét-
néji metodou Gaussovy-Jordanovy eliminace. Cilem lekce je studentim predstavit po-
stup feSeni obecného systému m linearnich rovnic o n neznamych. Na rozdil od pred-
chozich lekci je v této lekci kladen vyznamny diraz na prakti¢nost. Latku probiranou
v této lekci mohou studenti prakticky uplatiiovat jiz ve svém soucasném studiu na
stfedni Skole. Zvladnuti feSeni soustav libovolného poctu linedrnich rovnic a neznéa-
mych umoziuje také efektivné resit tlohy ze tfeti lekce Bdze a dimenze vektorovych
prostoril.

Nyni se seznamme s tivodnim textem 5. lekce.

Jak uz jsme si minule fekli, nutnost feseni soustav linedrnich rovnic
je Castym zavérem pii feSeni problému z linedrni algebry. Po exkurzu
do maticového poctu uskutec¢néného v predchozi lekci se nyni naucime
soustavy linearnich rovnic efektivné resit.

Na stfedni skole se nejcastéji setkavame se fesenim soustav tii line-
arnich rovnic o tfech neznamych. Metody, které se pii feseni uplatiiuji,
souhrnné oznacujeme za eliminacni. At uz pouzijeme séitaci nebo dosa-
zovaci metodu, vzdy to ve vysledku vede na situaci, kdy v nové rovnici
je méné nezndmych nez v predchozi.

Neni vylouceno, ze s Gaussovou metodou eliminace se nékteii z vas
jiz setkali. Vyhoda Gaussovy-Jordanovy elimina¢ni metody spociva v jeji
algoritmizaci — tedy postup je mozno aplikovat na libovolnou soustavu
s libovolnym poctem linedrnich rovnic a nezndmych a vzdy dojdeme
k cili. O pfedevsim praktickém postupu feseni soustav linedrnich rovnic

je predposledni lekce naseho kurzu.

Lekce je rozdélena do t¥i hlavnich kapitol. Prvni nese nazev Gaussova eliminacni
metoda. V této kapitole zahajuji vyklad pfipomenutim pojmu ekvivalentni dpravy rov-
nic, jez predpokladédm, ze studenti na jisté trovni znaji ze zédkladni a stifedni Skoly.
Jsou zde uvedeny tfi zdkladni Gpravy soustavy rovnic: zdména pofadi rovnic, vyna-
sobeni obou stran rovnice stejnym nenulovym ¢islem (nenulovym prvkem z télesa T'),
pfic¢teni k jedné rovnici libovolny A-nésobek jiné rovnice (A € T'). Déle je to pfipo-

menuti, ze jiz na zakladni a stfedni skole se zaci udi Tesit soustavy linedrnich rovnic
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metodami, jez souhrnné oznacujeme za tzv. eliminacni, jako jsou metoda scitact, dosa-
zovact a srovndvact. Déle je vylozen algoritmus Gaussovy eliminace pro pfipad soustavy
t¥1 linearnich rovnic o tfech neznamych, ktery je doplnén motivacnimi priklady.

Motivacéni priklady jsou ukézkova feseni postupné tii soustav t¥i linedrnich rovnic
o tfech nezndmych, kde tyto soustavy jsou voleny s ohledem na pocet feseni. Upozor-
nuji, ze feseni danych soustav je provedeno Gaussovou-Jordanovou eliminaci bez pouziti
maticového zapisu, tedy bez uziti rozsirené matice soustavy. Cilem lekce bylo studen-
tim predstavit Gaussovu eliminaci jako vhodné volené uzivani scitaci metody Feseni
soustav linearnich rovnic. B€hem ukazkového feseni prikladiu jsem se nézornost ulohy
snazil zvysit a pripojil geometricky pohled na soustavu linedrnich rovnic, konkrétné
radkovy pohled, ktery jednotlivé rovnice chape jako analytické vyjadieni roviny ve troj-
rozmérném eukleidovském prostoru. Princip ekvivalentni pravy spocivd samoziejmé
v tom, ze takovou upravou se zmeéni soustava linedrnich rovnic, ale nezméni se jeji fe-
Seni. To znamena, Ze se roviny, které jednotlivé rovnice popisuji, zméni, ale jejich prinik
(spole¢ny prusecik, prisecnice, prazdnd mnozina, celd rovina) se nezméni. Vhodnost to-
hoto geometrického pribliZeni je zadvisla na matematické trovni studenti. Je vhodnéjsi
pro ty studenty, ktefi se s analytickym vyjadfenim roviny v prostoru setkali.

Prvni feSend soustava tii linedrnich rovnic o tfech neznamych méla pravé jedno
feSeni, tudiz jejim fesenim byl polohovy vektor mifici do jediného bodu t¥irozmérného
prostoru. Zde dodavam, Ze feSeni soustavy linedrnich rovnic je aritmeticky vektor, je
to usporadana n-tice prvki z télesa T', které splnuji vsechny rovnice soustavy. Druha
soustava byla ukazkou systému rovnic, ktery mé nekonecéné mnoho feseni, které zavisi na
volbé jednoho parametru. Zde bylo vyuzito geometrického pohledu k diskuzi, ze kazdé
feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic lze napsat jako soucet tzv. partikuldrniho
resend (libovolné jedno feseni nehomogenni soustavy) a FeSeni homogenni soustavy (toto
feSeni tvori vektorovy podprostor prislusného n-rozmérného aritmetického prostoru,
a proto byva zapisovano jako linearni obal baze tohoto podprostoru). K tomu jsem se
v kurzu dostal s pfedpokladem predchozich znalosti, které se opiraji predevsim o obsah
lekce Bdze a dimenze vektorového prostoru.

Posledni motivacni tiloha byla zaméfena na ukazku soustavy rovnic, jez nema feseni.
Tedy tii roviny, které jsou popsény rovnicemi dané soustavy, nemaji zadny spolecny
bod (vektor).

Jako mustek mezi pfechodem ze standardniho k maticovému zapisu soustavy li-
nearnich rovnic jsem vyuzil jednak jiz feSené soustavy tii linedrnich rovnic o trech
neznamych z prvni kapitoly lekce, jednak poznatek o maticovém nasobeni a linearnich
kombinacich sloupcovych aritmetickych vektori, ktery byl diskutovan ve ¢tvrté lekci

v ¢asti Vybrané aplikace maticového poctu. Zde je zaveden pfepis soustavy tii rovnic
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o tfech neznamyjch do podoby Az’ = b’ kde A je tzv. matice soustavy, sloupcovy vek-
tor & je vektor nezndmych a koneéné vektor b’ je vektor pravich stran. P¥i odvozovani
jsem vychazel z tzv. sloupcového pohledu na soustavu linedrnich rovnic.

Toto je itvod druhé kapitoly paté lekce, kterd nese nazev Maticovd reprezentace
soustavy linedrnich rovnic. Na zakladé predeslych tvah byly pojmy matice soustavy,
vektor neznamych, vektor pravych stran, stejné tak jako pojem reseni soustavy line-
drnich rovnic rozsiren na obecnou soustavu m-linearnich rovnic o n-nezndmych nad
télesem 1. Zavedeny byly rovnéz terminy homogenni a nehomogenni soustava.

Nasledovalo zavedeni zapisu kazdé obecné soustavy linearnich rovnic do matico-
vého tvaru a pro potieby feseni do rozsitené matice soustavy. Pii této prilezitosti bylo
uzivani ekvivalentnich Gprav na soustavu linearnich rovnic preformulovano do podoby
elementdrnich radkovych uprav provedenych na rozsifenou matici soustavy a jeji cilené
prevedeni do odstupriovaného, resp. redukovaného odstupriovaného tvaru, priCemz vy-
znam uvedenych pojmil byl zastfeSen piislugnou definici. ReSeni konkrétniho piikladu
soustavy tfl linedrnich rovnic o tfech neznamych bylo predvedeno na prvni motivacni
uloze, tentokrat s prepisem na rozsifenou matici soustavy a prevodem elementarnimi
rfadkovymi tpravami na redukovany odstupnovany tvar.

V posledni c¢asti druhé kapitoly jsem se vénoval vykladu podminek resSitelnosti
obecné soustavy linedrnich rovnic. Standardnim pfistupem k této problematice je za-
vedeni pojmu hodnost matice jako dimenze fadkového, resp. sloupcového podprostoru
dané matice. Resitelnost soustavy rovnic pak je formulovana pomoci zndmé Frobeni-
ovy vety. Tento pojem vSak v kurzu nebyl zaveden a naopak jeho dodateéné zavedeni
spatfuji jako bezvyznamné pro dalsi latku. S ohledem na rozsah lekce jsem se proto
rozhodl zkoumat nejprve na konkrétnich prikladech rozsirenych matic soustavy, jez byly
pfevedeny do redukovaného odstupnovaného tvaru, zda maji dané soustavy feSeni, ¢i
nikoliv, a na zakladé toho zformulovat vétu (bez diikazu, jde tedy o jakési pozorovani)
popisujici Fesitelnost obecné soustavy linearnich rovnic. Vyuzil jsem k tomu pojmu pi-
votni a nepivotni sloupec, jehoz pouzivani, a¢ jde o v ¢eské literatufe pojem vyjimecéné
uzivany, 1ze dolozit napt. zahrani¢ni literaturou (viz [45]). Pivotni a nepivotni sloupec
byl definovan spolecné s pojmy odstupniovany tvar a redukovany odstupnovany tvar.
Jeho aplikaci je mozné popisné vyjadrit, za jakych podminek mé soustava pravé jedno
feSeni, nekone¢né mnoho feseni zavislych na k parametrech nebo kdy soustava nemé
FeSeni. Zaroven je tu primy vztah k hodnosti matice jako poctu pivotnich sloupct.

Tieti kapitola 5. lekce s ndzvem Resené priklady predklada ukazky dvou slozit&jsich
uloh vedoucich na Feseni soustav linearnich rovnic. Prvni pfiklad obsahuje pfimé feseni
soustavy tfi linearnich rovnic o péti neznamych a rovnéZ prepis feseni soustavy do
tvaru souctu partikuldrniho feseni a feSeni piislusné homogenni soustavy. Druh4 tloha

vede na diskuzi nad poc¢tem feseni a je tlohou na hledani béaze vektorového podprostoru



7.5. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC 97

¢tyfrozmérnych aritmetickych vektoru a ukazuje i recept na ovéreni linearni nezavislosti
aritmetickych vektort.

Mezi predpoklddané znalosti a dovednosti potiebné ke studiu této lekce lze za-
radit feseni soustav dvou linearnich rovnic o dvou neznamych a tii lineadrnich rovnic
o tfech nezndmych metodami bézné uzivanymi na zékladni a stfedni skole. Vyhodu
maji studenti, ktefi se jiz néjakym zptusobem (at uz v ramci studia na stfedni skole ¢i
samostudia) setkali s analytickou geometrii prostorovych tatvart. Vzhledem k tomu, ze
tato Cast analytické geometrie neni obsazena v Rdmcovém vzdeéldvacim programu pro
gymnazia (viz [42, s. 25]), nelze ji od studenti vyzadovat. V neposledni fadé jsou v lekci
zahrnuty poznatky z ptredeslych lekci, predevsim z lekci Bdze a dimenze vektorovych

podprostoru a Matice.

7.5.2. Rozbor souboru tuloh. Pata lekce kurzu byla tmyslné zaméfena prak-
tickym smérem, a proto i soubor iloh k procvicovani toto respektoval. Nebyly zde na
studenty kladeny zaddné neobvyklé podminky ohledné vybéru tloh k feSeni, a tak si
studenti mohli vybrat alespon dvé tlohy k feSeni zcela libovolné.

Soubor tloh Soustavy linedrnich rovnic obsahuje ve srovnani s ostatnimi soubory
méné prikladi. Za celkem 4 tlohy mohli studenti ziskat az 20 bodd. To odpovida
tfetiné z mnozstvi bod nutnych pro absolvovani kurzu. V piipadé tloh 1, 2 a 3 se
jednalo o explicitné zadané soustavy linearnich rovnic. Ptiklad 1 byla soustava ctyt
linearnich rovnic o ¢tyfech neznamych, kterd méla pravé jedno feseni. Priklad 2 byla
soustava CtyT linedrnich rovnic o péti nezndmych, ktera méla nekone¢né mnoho feseni,
a kone¢né tloha 3 obsahuje soustavu péti linearnich rovnic o ¢étyfech neznamych, ktera
nema feseni.

Predeslé ulohy tak bylo mozné fesit zcela algoritmicky. Posledni tloha ¢islo 4 byla
zaméfena na uziti soustavy lineadrnich rovnic pro rozhodnuti linedrni zavislosti, resp.
nezavislosti, zadané mnoziny vektort z prostoru R® a nasledné stanoveni néjaké kon-
krétni baze vektorové podprostoru, ktery byl touto mnozinou vektorti generovan. Tato
uloha byla pouhym rozsifenim ptikladu reseného na konci hlavniho studijniho materialu
k této lekci.

Odevzdavani tloh k 5. lekci kurzu se zucasnili pouze dva studenti. Studentka A
vyreSila vSechny predlozené tlohy zcela bezchybné. Z jejich feseni je vSak mozné vy-
sledovat, Ze eliminac¢ni algoritmus u ni neni jesté natolik upevnén. To se projevuje
napiiklad ve volbé, jakou rovnici od které odecist atp. V feSeni nepostupuje smérem
k vytvareni nulové dolni trojihelnikové matice. Student B fesil rovnéz vSechny tlohy,
v uloze 2 vSak dusledkem numerické chyby pfi tpravach rovnic dospél k chybnému

FeSeni, ve ¢tvrté uloze chybélo stanoveni baze daného podprostoru.

7.5.3. Vyhodnoceni a reflexe. Predposledni lekce byla pro mne jako lektora

kurzu zajimavym zjisténim. Od této lekce jsem mél velkd ocekavani predevsim proto,
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ze tvorba studijniho materialu byla velmi naroc¢na a zdlouhava. Obsah lekce jsem se
v materidlu snazil co nejlépe uchopit, bylo zarazeno relativné hodné prikladd a vy-
klad latky postupoval od konkrétniho k obecnému. Vzhledem k tomu, ze predeslé stu-
dijni materialy byly studenty hodnoceny vesmés kladné, az na drobné nedostatky jako
ukazky konkrétnich pfikladi a jejich feSeni (coz ovSem bylo z mé strany zdmeérem, nebot
studijni materidl mél predevsim pobizet ucastniky kurzu k diskuzi préavé nad témito
konkrétnostmi), domnival jsem se, ze tato lekce bude hodnocena o to lépe. Nez se vSak
podivame na reakce studentii, doplnim, ze v dotaznikovém Setieni bylo zahrnuto celkem
7 otazek. P¥imo 5. lekce se tykaly pravé 4 z nich.

P1i planovani kurzu jsem vychéazel z presvédceni, Ze pokud se né€kdo blize zajima
o matematiku, necini mu reseni soustav linearnich rovnic veliké problémy. Bylo mozné
predpokladat, Ze se studenti s pojmem Gaussova eliminace jiz pred kurzem seznamili.
Proto prvni otazka znéla: Sezndmili jste se na stredni skole s Gaussovou eliminacni
metodou pro Tefeni soustav linedrnich rovnic? Pokud ano, jakym zpisobem vdm byla
predstavena? Odpovédi uéastnikil znély: ,Na SS jsem se s touto metodou nesetkala.
Nicméné tuto metodu jsem znala pied timto kurzem (vlastni pouziti).“; ,,Bohuzel zatim
ne.“; , Ano, méné exaktné nez tady v kurzu.“

Dalsi otazka se zaméfila na oblast uziti fddkového a sloupcového pohledu, tedy
na geometrické priblizeni soustav lineadrnich rovnic. Formulace otazky byla nasledujici:
V ramci lekce jsme zapojili © geometrickou analogii k Teseni soustav linedrnich rovnic
(fadkovy pohled a sloupcovy pohled). Zhodnotte, zda vam tato analogie pomohla k lep-
stmu pochopent probirané ldtky. Odpovédi studentid mne trochu piekvapily: ,,Osobné
geometricky pohled na véc neméam ptilis rdda. Tudiz v mém piipadé uzitecna nebyla.“;
,Pouze az znazornéni feseni, jinak je mi privétivéjsi zapis rovnic.”; ,,Uréité pomohla.“

Otéazka tykajici se podoby hlavniho studijniho materidlu znéla: Zhodnotte podobu
hlavniho studijniho materidlu (prezentace) z nasledugicich hledisek: Prehlednost, ndzor-
nost, uplnost, srozumitelnost. Od studentt zaznély tyto odpovédi: ,,VSechny prezentace
jsou velice prehledné a piisobi dobrym dojmem, takZe ani zde nic nevytykam. Tato
prezentace je az moc podrobnd a obsahuje informace, bez kterych bych se obesla (pFilis
trividlni), naopak mi pfedevsim v minulych chybéla trochu pokroéilejsi latka. Nekteré
ulohy jsou az moc slozité — vzhledem k trivialité studijnich materiali.“; ,,Jsem spokojen:
prehlednost — bez problému; nazornost — mnozstvi fesenych prikladi je velkym kladem
této lekce; uplnost — no, budu vérit, ze vSechny potiebné véci tam jsou; srozumitelnost
— jelikoz se jedna o véci v praxi pouzivané, tak mi je lekce mnohem srozumitelnéjsi nez
ponékud abstraktni lekce 1-3.; | Pékné, uplné, libila se mi.“

Posledni oteviena otazka vyzyvala k napsani libovolného komentéare k 5. lekci. Mezi
odpovédmi se vyskytlo napi. ,Nemusela byt tak podrobna (lekce, pozn. autora) a hodilo
by se mi vice ¢asu na FeSeni kurzu.* nebo ,,Soustavy linearnich rovnic jsou nudné chytace
pidi chyb.
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Na zékladé odpovédi lze lekci Soustavy linedrnich rovnic hodnotit pozitivné. Né-
kterym studentiim geometricky a velmi konkrétni pfistup k tématu vyhovoval, jini jej

k lepSimu porozuméni nepotiebuji.

7.6. Unitarni prostory

7.6.1. Predstaveni obsahu lekce. Posledni lekce kurzu se vénuje skaldrnimu
soucinu na realnych vektorovych prostorech. Cilem lekce je studenttum, ktefi se se
skalarnim soucinem setkali jiz béhem studia na stiedni skole, rozsitit znalosti z hlediska
pristupu linedrni algebry. Pro studenty, ktefi zatim o skaldrnim soucinu neslyseli, je
v lekci podrobné rozebrano jeho zavedeni. Cilem lekce je predevsim ukézat studentim,
ze skalarni soucin neni jen jeden (ve smyslu standardni skaldrni soucin na redlném
aritmetickém vektorovém prostoru), ale je to obecny pojem, ktery ve svém dusledku
umoztiuje na vektorovych prostorech zavadét pojem vzdalenosti, ¢imz si ziskava dilezité
postaveni v matematickém formalismu modernich fyzikalnich teorii.

Podobné jako v predeslych péti lekcich, méli i v této posledni lekci studenti moznost
seznamit se s jejim obsahem prostfednictvim nésledujiciho textu, ktery se tcastnikiim

kurzu zpftistupnil v pribéhu tydne vénovanému feseni soustav linearnich rovnic.

Vitejte v posledni lekci kurzu linearni algebry.

Dnes se budeme zabyvat opét vice teoretickym a abstraktnim téma-
tem, kde tstfednim pojmem celé kapitoly bude skaldrni soucin.

Termin skaldrni soucin jiz muze byt nékterym z vads znamy, at uz
z fyziky nebo z analytické geometrie. Oznaceni soucin je z dnesniho
pohledu pondkud zavadéjici, nebof bychom se mohli domnivat, Ze jde
o operaci s vektory. Skalarni soucin je ve skutecnosti zobrazeni, které
dvéma vektortim pfifazuje redlné (komplexni) ¢islo. Takové zobrazeni
tvori jakousi dodatecnou strukturu vektorového prostoru, na kterém je
definovano. Vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem nazyvame unitdrni
prostor.

V této lekci se zaméfime pouze na studium vektorovych prostori
nad télesem realnych cisel.

Unitarni prostory nalezneme v mnoha aplikacich, asi nejvyraznéjsi je
pochopitelné matematicky formalismus kvantové mechaniky (Hilbertav
prostor). Diky skaldrnimu soué¢inu muzeme definovat na vektorovych
prostorech pojmy jako délka vektoru, vzddlenost nebo uhel, ktery spolu
sviraji dva vektory. Protoze se se skalarnim soucinem setkavaji studenti
jiz na stfednich skolach, byla by skoda se o ném v posledni ¢asti kurzu

nezminit a axiomaticky jej nezavést.

Jak tivodni text naznadil, celd lekce je vénovana skalarnimu soucinu na redlnych vek-

torovych prostorech. Vyukovy material se opird o postup zavedeni skalarniho soucinu
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uvedeny v teoretické ¢asti prace. Proto si zde jen stru¢né dany koncept pripomenme
a rozeberme jej z hlediska piistupu hlavniho studijniho materidlu. O konkrétnim prove-
deni zavedeni skalarniho soucinu si ¢tenar muze nejpresnéjsi predstavu ucinit z piiloh
této prace.

Lekce je rozdélena na tii ¢asti. Prvni studuje pojem skalarniho soucinu vzaty z fy-
ziky a zobecniuje jej na aritmeticky vektorovy prostor. Druha ¢ast se vénuje axiomatic-
kému zavedeni skalarniho soucinu, a to na zakladé vlastnosti tohoto zobrazeni, které
byly odvozeny v prvni ¢asti. Posledni ¢ast vyukového materialu je rozsifujiciho charak-
teru a vénuje se pohledu linearni algebry na analytickou geometrii, resp. jejich vzajem-
nému matematickému vztahu.

Prvni kapitola lekce nese nazev Motivace skaldrniho soucinu. Ucastniktim kurzu je
predstaveno pojeti skaldrniho soucinu ve fyzice a jeho uplatnéni pfi vypoctu mechanické
prace W = F- s = || F||||s]| cos ¢, kde F je sila, ktera pusobi na téleso a s vektorem po-
sunuti s svira thel ¢. Timto zptisobem definovany skaldrni soucin se nejprve zobeciiuje
na vektorovém prostoru geometrickych vektoru a ukazuje se, ze diky planimetrickym
vétam, predevsim vété kosinové, je jeho explicitni zavedeni nadbytecné. Nicméné v ji-
nych modelech vektorovych prostorti, kde pojmy jako thel nebo délka vektoru nemaji
smysluplny vyznam, je zavedeni skalarniho soucinu na tomto prostoru nutné.

Dale se provadi diskuze vlastnosti skaldrniho sou¢inu geometrickych vektorti. Ziejméa
je symetricnost tohoto zobrazeni a pozitivni definitnost (pfipominam, Ze se v této lekci
zaméiujeme vyhradné na realné vektorové prostory). Naproti tomu pomoci planimet-
rickych vét je v textu dokazana bilinearita skalarniho soucinu.

Nasleduje ¢ast o izomorfismu vektorového prostoru geometrickych vektort a pro-
storu aritmetickych vektori prislusné dimenze. V této ¢asti se odvozuje analytické vy-
jadieni skalarniho sou¢inu v aritmetickém vektorovém prostoru R?. Rovnéz se v ramci
této kapitoly resi tloha zkoumajici jiné predpisy pro skaldrni soucin na prostoru arit-
metickych vektora.

Druhé ¢ast lekce s ndzvem Axiomatické zavedeni skaldrniho soucinu se opird o po-
znatky ziskané podrobnéjsim vykladem prvni ¢asti lekce a formuluje definici skalarniho
soudinu, resp. vektoroveého prostoru se skaldrnim soucinem, nad télesem redlnych cisel.
Definice je doplnéna dalsimi ukdzkami modeli vektorovych prostorii a jejich moznjch
skalarnich soucint, jako jsou prostor polynomt stupné nejvysSe n a vektorovy prostor
redlnych matic typu (m,n). Dale je zaveden pojem norma vektoru a prostfednictvim
véty o Schwarzové nerovnosti popsan vztah mezi velikosti skalarniho soucinu (jeho ab-
solutni hodnotou) dvou vektoru a souc¢inem jejich norem, tedy zZe |g(u, v)| < | ul|||v]-
Dukaz Schwarzovy nerovnosti je proveden pro realny vektorovy prostor. Poslednim
zavedenym pojmem je tthel mezi dvéma vektory, ktery je zalozen na jiz studovaném

predpisu skaldrniho soucinu pro geometrické vektory.
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Posledni ¢ast lekce, jez byla nazvana Cesta od linedrni algebry ke geometrii prostoru,
méla za cil ve strucnosti studentiim ukézat, jak analyticky popis geometrickych objekti
souvisi se studiem linearni algebry, a intuitivné predlozit téma afinniho eukleidovského
prostoru, tedy prostoru bodt, jehoz zaméfenim je redlny aritmeticky vektorovy prostor
se standardnim skaldrnim soudinem. Popsat tedy model aplného algebraického popisu

geometrického prostoru.

7.6.2. Rozbor souboru uloh. Soubor tloh K samostatnému teseni k posledni
lekci kurzu Unitarni prostory obsahoval celkem sedm tloh, za které mohli studenti
ziskat maximéalné 40 bod.

Pozadavky na vybér tloh k feseni byly stejné jako v ostatnich lekcich. Tedy student
mél povinnost vybrat si z predlozenych prikladd alespon dva, ty fesit a své zavéry sdilet
prostrednictvim Moodlu s lektorem kurzu. Na zakladé feseni bylo studentovi pfidéleno
prislusné mnozstvi bodda.

Ulohy 1 a 2 byly do souboru zafazeny za Géelem rozsifit studentovo povédomi
o dalSich matematickych strukturach, konkrétné normovaném prostoru a metrickéem
prostoru a jejich vztahu k vektorovému prostoru se skalarnim souc¢inem. Uloha 3 vyu-
Ziva prepisu normy vektoru pomoci skaldrniho soucinu. Pfi geometrickém pojeti vek-
tori se jedna o tvrzeni, jez se nékdy oznacCuje za vétu o rovnobéZniku [15, s. 161].
Nasledujici loha 4 je standardni tlohou na ovéreni, zda zobrazeni na dvojrozmérnych
aritmetickych vektorech je, nebo neni skalarni souc¢in. Analogicka tiloha byla uvedena
jako feseny priklad v hlavnim studijnim materidlu k této lekci. Navic je v tloze zave-
den novy pojem ortogondlni doplnek a prislusna cast tlohy pozaduje jeho stanoveni
vzhledem k zadanému skaldrnimu soucinu.

Ulohy 5 a 6 se zaméiuji na skalarni sou¢in zavedeny na prostorech matic typu
(m,n) a polynomu stupné nejvyse jedna. V obou ulohach jde o dikaz, ze se jedna
o skalarni soucin na daném vektorovém prostoru, a o naslednou aplikaci skalarniho
soudinu v konkrétni situaci. Uloha 6 byla zafazena primarné pro studenty, ktefi bud ze
stfedni skoly nebo prostfednictvim svého samostudia ovladdaji integralni pocet funkci
jedné proménné.
skalarniho sou¢inu na aritmetickém vektorovém prostoru R2. Jedn4 se vlastné o ovéfeni
obecného predpisu pro skalarni soucin vzhledem k redlnym parametram A, B,C' a D.
Soucasti je 1 obracend tloha, tj. nalézt pfedpis pro skalarni souéin tak, aby vektory (1, 2)
a (—1,0) tvofily ortonormalni bazi. Tento problém byl feSen na analogickém pfikladu
v hlavnim studijnim materialu.

Odevzdavani uloh se v posledni lekci zucastnili opét pouze dva studenti. Prvni
z nich Fesil tlohy 4 a 6. Druhy fesil tlohy 1, 2, 4, ¢ast tlohy 5 a tlohu 6. Ulohy 3 a 7

se v TesSeni student® viibec neobjevily.
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7.6.3. Vyhodnoceni a reflexe. Z popisu posledni lekce kurzu je ziejmé, Ze Slo
o lekci teoretictéjsi. Ovsem v této lekei, na rozdil od lekci Matematické struktury ¢i Vek-
torové prostory a podprostory, jsem k tématu skalarniho soucinu pristupoval vice induk-
tivnim zptisobem. Hlavni studijni material je rozsahly, ale dle mého nazoru vydaieny
v tom, Ze obsahuje postupné zavedeni skaldrniho soucinu na prostoru geometrickych
vektort, odvozeni vlastnosti tohoto skaldrniho soucinu pouze pomoci planimetrickych
vét a jeho zobecnéni na libovolny vektorovy prostor (ve smyslu definice skalarniho sou-
¢inu).

Dotaznik k posledni lekci obsahoval 6 otazek, mezi kterymi se vsak 4 tykaly celko-
vého zhodnoceni kurzu — ty tvori podklad néasledujici kapitoly Shrnuti. Proto je zpétna
vazba studentti obsaZena pouze ve dvou otazkach.

Zméni prvni z nich mé podobu: Setkali jiZ jste se v prubéhu svého stredoskolského
nebo jiného studia s pojmem skalarni soucin? Pokud ano, jak vdam byl predstaven?
7 nasledujicich odpovédi je vidét, Ze posledni lekce se zucastnili uz jen dva studenti
»Ano, se skalarnim soucinem dokonce uz i v poslednim roé¢niku ZS ve fyzice. Dale
v analytické geometrii. Popravdé si jeho predstaveni ze Skoly nevybavuji. Vim, o co jde,
a pracovat s tim na urcité rovni umim.“; ,Na gymnéziu ne, ale na soustiedéni ano
(Letni Matematicko-Fyzikalni Soustfedéni 2015). Tam nam jej predstavili jen struéné
jako néstroj pouzivany ve fyzice, ktery 2 vektorim piifadi 1 skalar + uvedli nam
vzorce.“

Druha z poloZenych otazek znéla: Popiste prosim vase dojmy z posledni prezentace.
,Posledni lekce se mi libi. Ackoliv je dost obsahlé, ptisobi na mé dobrym dojmem.
Opét mi dala a d& néco piinosného.“; , Pfehledna jako vSechny ostatni, ale vSechny (a
ta posledni neni vyjimkou) jsem si musel pfeéist alespon 2x, abych tématu porozumél,
obc¢as jsem pouzival i jiné zdroje (napf. server matematika.cz, kde jsem nasel ¢lanky
vénované lingebfe v ponékud srozumitelnéjsi formé). Jinak mi pfisla hodné teoreticka,
plna definic a dikazt - mozné by nebylo Spatné pridat vic prikladt do prezentace.®

Z odpovédi je jasné, Ze k posledni lekci kurzu se dostali pouze dva studenti.

V feSeni tlohy 1 mne studentka A upozornila na preklep v zadani trojihelnikové
nerovnosti (chyba v zadani byla opravena, v piiloze je jiz uloha v poradku). Na dru-
hou stranu tento nechtény omyl hodnotim pozitivné, nebot tak studentka ukézala, Ze
dikazem chybného tvrzeni dospéla k zavéru, ze zadané tvrzeni neplati a je nutné jej
preformulovat (opravit).

Na samotné lekci se trochu podepisovala skute¢nost, Ze se jedna o lekci posledni a ze
je do tydne treba vypracovat a odevzdat tlohy ze vSech lekci kurzu. I pfes to, ze studenti
odevzdavali tlohy vesmeés postupné, chybéla jim alespon jedna lekce z piedeslych, jejiz
ulohy bylo tfeba vyresit. Proto byl posledni tyden trochu hektictéjsi. Samoziejmé bylo

mozné prodlouzit termin odevzdavani, termin byl stanoven jednak na zakladé poctu
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zapsanych ucastniki, kterych bylo ptvodné jedenéct, jednak dle harmonogramu T-
kurzt, ktery byl zverejnén na webovych strankach projektu. Posunuti terminu by vsak
ke studenttim, ktefi pravidelné posilali sva feSeni a uzpusobili si tak svij volny cas
pro plnéni povinnosti spojenych s kurzem, bylo nespravedlivé. Proto jsem byl z pozice

lektora disledny na dodrzeni pfedepsanjch podminek.?

20 to vic mé prekvapily hromadné zpravy posilané vsem ucastniktim Talnet kurzt o prodlouzeni
termini apod. Jednalo se o zasahy do harmonogramu kurzi bez predchozi domluvy se vSemi lektory

kurzu.



KAPITOLA 8

Shrnuti

Kurz linearni algebry probéhl jako jednosemestralni online kurz v ramci projektu
Talnet od fijna do prosince 2015. V ramci tohoto projektu byl jednou ze tii alter-
nativ vyuky matematiky v podzimnim bloku Talnetu. Zaroveii mél vcelku vyhodnou
pozici, aby si zajistil dostatek Gcastniki, nebot jako jeden z maéla kurzi zadinal v prvni
vlné spousténi a navic byl koncipovan tak, aby umoznoval zapojeni pomeérné sirokého
vékového spektra studentt.

Vyse uvedené faktory podle vSeho hraly roli v pomérné velkém poctu prihlasenych,
skute¢né se vSak do kurzu zapojilo podstatné mensi mnozstvi studenti.

Vyslednou podobu kurzu ovlivnily faktory, které jsou blize rozvedeny v kapitolach
Kurz linedrni algebry a Organizace a prubéh kurzu, zejména vSak to byla obsahova
stranka kurzu, kdy samotné jeho téma bylo pomérné abstraktni a obtizné, a dale faktory
organizacniho razu. V dobé, kdy jiz bylo nutné kurz linearni algebry pfipravovat, jesté
stale nebyly vyjasnény nékteré detaily, nebylo zifejmé, jak probihd bodovani v Talnetu,
jaké funkce na platformé Moodle bude mozné vyuzit, nemél jsem zadné blizsi informace
o moznostech komunikace se studenty a o obvyklé mife jejich zapojeni do spole¢ného
feSeni problému.

To vedlo k pristupu zaméfeném ve velké mife na obsah, kdy byly hlavni vyukové
materialy pfipraveny mimo prostiedi Moodle a pojaty jako PDF dokumenty a podobné
i dalsi ddlezité materialy nebyly soucasti samotného prostiedi. Nicméné se toto pojeti
ukazalo jako vyhodné z hlediska ovliviiovani grafické podoby téchto materiald, pou-
zivani matematické symboliky (kde byly obzvlasté patrné mezery v systému Moodle)
a v neposledni fadé to umoznovalo t¢astnikim kurzu materialy si stahnout a piipadné

V ptipadnych dalsich roé¢nicich kurzu lineadrni algebry vsSak stoji za zvazeni, zda
nezapojit i vice aktivit pfimo v online prostiedi. Jednou z takovych moznosti by mohl
byt kratky opakovaci test pred zacatkem lekce, ktery by bylo mozné pripravit jiz ve
stavajicim prostfedi Moodle tak, jak jej vyuziva Talnet. Otazkou ztstava, zda by nebylo
vhodné i néjak odménovat zapojeni studenttd ve vzajemné komunikaci, ¢i jim dokonce
jako jeden z kol nezadat projevy v diskuznim féru, tento pristup by vSak mohl snizit
miru svobody ucastniki kurzu a jeho efekt na kvalitu prispévka v diskuznim féru je

sporny.
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V ramci prostiedi Talnet ptisobila kromé mne a Gcastnikt jesté osoba facilitatora,
jehoz tloha v ramci kurz byla nominalné pomoci studentiim s motivaci a praci v jed-
notlivych kurzech. Strategie, které by k tomuto cili mohly vést, vsak byly od pocatku
nejasné, a ve vysledku tak facilitdtor pisobil zejména jako technickd podpora. Dule-
Zitou roli sehral v prvnich tydnech vyuky, kdy doslo k poruse Moodlu znemoznujici
prihlaseni do kurzu.

Pozitivné hodnotim, Ze se mi podafilo pomérné tspésné odhadnout cilovou skupinu
kurzu linearni algebry a vytvorit vyukové prostredi zptisobem, ktery jim ve vétsiné vy-
hovoval. Je samoziejmé, Ze pokud by byl kurz mifen na prifez bézné populace, bylo by
nutné zvolit jiné strategie. Akcentovani svobody volby, predkladani ne zcela trivialnich
uloh i snaha najit ekvilibrum mezi obdobou stfedoskolského matematického pristupu
a Cisté matematickym textem se vSak v pripadé studentti zapojenych v projektu vypla-
tila.

Podminky absolvovani byly na prvni pohled pomérné mirné (nutnost ziskat 60
bodi z 230), byly vSak takto formulovany zamérné, aby bylo mozné sledovat nejen,
zda castnici dokazi Tesit tlohy, ale také které tlohy ze zadavacich listd si zvoli, coz
byla svym zpiisobem zpétna vazba. Mezi Gcastniky se tak objevila studentka, ktera
se ponékud ambiciézné snazila fesit co nejvétsi mnozstvi loh, jini volili podle svych
osobnich preferenci nebo momentalni situace (Casové moznosti, zda je zapotiebi jiz
rychleji sbirat body nutné pro absolvovani apod.).

K volbé tloh se v ramci dotaznikového Setfeni vyjadrili nasledovné:

Podle c¢eho si vybirdte ulohy ze zaddvaciho listu, které budete Tesit? Zvolili jste si
néjakou cilenou strategii resent uloh?

»,onazim se vyresit ulohy, jez mé zaujmou, o jejich bodové ohodnoceni mi prilis
nejde.“;, Vybirdm zatim ty tlohy, které mi pfijdou jednodussi. Pak se podivam na
ostatni.“; ,VétSinou volim takové, které se daji vytesit rychle.”

Ucastnici kurzu obvykle jako motivaci k volbé kurzu uvadéli zdjem o matematiku.
Nékteri se ponékud kriticky vyjadfovali k nabidce rozvoje matematickych znalosti na
své Skole. Jedna studentka uvedla, ze by se prostfednictvim kurzu linearni algebry
chtéla nauéit ¢eskou matematickou terminologii, nebot na jeji stfedni Skole probiha
vyuka ve Spanélském jazyce. Domnivam se, ze ocekavani tykajici se tohoto cile kurz
linearni algebry nemohl splnit, a studentka v kurzu v pribéhu pfestala pracovat.

7 péti lidi, kteri zapocali s praci v kurzu, nakonec absolvovali pouze dva. Bohuzel
vSak moje moznosti zjistit diivod jejich nepokracovani v kurzu byly velmi omezené.
Komunikaci s nimi zajistoval facilitator, ktery mi pozdéji sdélil, Ze studenti v kurzu ne-
pokracovali, nebot byly jejich ¢asové moznosti omezeny skolnimi a jinymi povinnostmi.
Blizsi informace mi nejsou znamy.

Reakce studentti na charakter kurzu byly povétSinou pozitivni. Studentka, ktera

kurz nakonec absolvovala, se vyjadrila v tom smyslu, zZe ji ,prekvapilo, jak pékné je
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udélany“ a ocenila i ,,nékteré zajimavé tlohy“. Pfestoze se v ramci projektu Talnet
prihlasila do vice kurzt, podle odpovédi v dotazniku absolvovala pouze kurz Linearni
algebra.

Druhy ucastnik, ktery kurz absolvoval, ve své vypovédi uvadi, ze preferuje pred-
nasky oproti textu, tedy situace, kdy je ,prednasejici fyzicky pritomen a mluvi“. To-
muto studentovi tedy z moznosti nabizejicich se motivovanym a talentovanym stu-
denttim k rozvoji jejich odbornych znalosti nejspiSe nejvice vyhovuji rozsirujici pred-
nasky pro stfedoskolské studenty, které poradaji nékteré univerzity. Tento student také
v ramci dotaznikového Setfeni uvedl, Ze se takovychto aktivit v minulosti jiz Gcastnil. Je
mozné, ze by tomuto studentovi vyhovovalo 1épe, kdyby se v rdmci online kurzt vysky-
tovala i néjaka videa nebo by ti¢astnici sami prostiednictvim videovstuptt komunikovali
s lektorem.

Celkové se podle mné podafilo odhadnout pfiblizny profil icastnika kurzu s do-
state¢nou pfesnosti. Studenti byli pomérné spokojeni s hlavnimi studijnimi materialy,
nékteré vytky a blizsi informace o prijeti prezentaci obsahuje predchozi kapitola.

Drobny nesoulad se projevil u prvni lekce, kdy se ukazalo, Ze si studenti nespoustéji
prezentaci ve full screen rezimu a nasledné dochazi k chybnému zobrazeni pouzitych
efekti. Na zakladé tohoto zjisténi nebyly tyto efekty postupného zobrazovani infor-
maci na strance pouzity u dalsich prezentaci, i kdyz jsem to ptvodné povazoval za
vhodné z hlediska orientace. Je ale mozné, Ze icastnici kurzu chtéli mit oteviené kromé
hlavniho studijniho materidlu i jiné okno (napf¥. pokud si vyhledavali informace i z ji-
nych zdroji), nebo pouzivali ke spusténi i jind zafizeni nez pocita¢, kde byl rezim full
screen nevyhodny. U predposledni lekce zase povazovali nazorny postup vykladu za
prilis zdlouhavy.
ze studentek po absolvovani tii lekci oznacila lekci prvni, ale zaroven ji prisla ,nej-
zajimavejsi“, jista netrividlnost ji tedy spiSe motivovala, nez odradila od pokracovani
v kurzu. Po skonceni vSech lekci pak tataz studentka povazovala za nejslozitéjsi ¢ast
celého kurzu dukazové dlohy ve treti lekci. Dalsi absolvent pak oznacil prvni lekci za
S0k, protoze tak abstraktni matematiku nikdy piedtim nebral“. Nejsnazsi byla pro
oba absolventy lekce patd, nebot obsahovala jim jiz pomérné dobfe zndmé informace.

Ti tcastnici, kteri kurz nakonec absolvovali, se projevovali pomérné vysokou mirou
samostatnosti. Nevahali vyuzit i jinych zdroji, aby si pfipadné doplnili informace ¢i
svou predstavu vice zpresnili, oba také pomérné rychle zacali s FfeSenim tloh ze zada-
vacich listd a zasilali je jiz v prubéhu prvnich tii lekci. Pokud jsem mél k jejich Feseni
néjaké pripominky, nebylo tplné ¢i spravné, casto stacilo pouze naznacit a studenti byli
schopni kol vypracovat lépe.

V ramci kurzu prili§ nefungovalo diskuzni férum, jehoz potencial tak ztstal spise

nevyuzit. Mozné dtvody, pro¢ tomu tak bylo, uvadim v kapitole Organizace a prubéh
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kurzu. Stejné jako u vSech zavéri uvedenych v kapitoldch experimentalni ¢asti této
diplomové prace se vSak jednd spise o domnénky vytvorené na zakladé velmi malého
mnozstvi informaci.

Dotaznikového Setieni, které bylo nedilnou soucasti kurzu linearni algebry, se totiz
zucastnilo jen velmi malé mnozstvi respondenti. To se vzhledem k obvyklému mnoz-
stvi tcastnikd kurzu Talnet dalo ocekavat a dotazniky se snazily dopad této skutecnosti
zmirnit zamérenim na kvalitativni pristup a pokladani otevienych otazek. Vysledny do-
jem vSak musi byt nutné zkreslen faktem, ze v kone¢né fazi pribéhu kurzu jiz na otazky
odpovidali pouze dva i¢astnici a ze v ramci projektu Talnet zcela nebo témér zcela chybi
odezva od téch, kdo v praci ustali. Aby bylo mozné zcela pfresné stanovit pozitivni ¢i
negativni dopady kurzu linearni algebry, bylo by nutné kurz opakovat v dalsich letech
a pokusit se ziskat i nazor téch, které kurz dostateéné nezaujal.

Kurz jako celek se nicméné ukézal jako funkéni, kdy priklady plnily predpokladanou
roli indikatord porozuméni jednotlivim lekcim. V ramci Moodlu se podafilo vytvorit
prehledné prostiedi, v némz se kurz odehraval, s jednoduchym ¢lenénim a uméfenou
grafikou, kterou vétsina ucastniki ocenila.

Velmi piijemnym prekvapenim pak bylo nasazeni obou absolventd kurzu. Za obdi-
vuhodny povazuji pfistup absolvujici studentky, kterd se snazila fesit drtivou vétsinu
uloh obsazenych v zadéavacich listech. Tato ticastnice kurzu podle svych vypovédi uve-
denych v dotaznikovém Setfeni zvolila ne zcela $tastné stfedni skolu, kterd ji nabizi jen
omezené moznosti rozvoje jejiho matematického zajmu. Ve svém volném case si vSak
podle vsech znamek dopliuje znalosti takovym zptisobem, ktery mé potencial ji zajistit
matematickou troven podstatné vyssi, nez ma nap¥. pramérny absolvent gymnazia.

U druhého absolventa jsem mél subjektivné pocit, ze se jedna o ¢lovéka, jehoz
zéjem tihne spiSe k technice a matematické aplikaci. Aby vSak mohl tento svij cil
uskutecnit, uznava tento student dtlezitost i teoretictéjSich matematickych znalosti,
které si i pomoci kurzti Talnet snazi rozsitit. O to vice je tfeba ocenit jeho nasazeni,
ackoli byl podle jeho vlastnich slov kurz vice abstraktni, nez mu bylo zcela pfijemné
a pohodlné.

Obecné ma kurz Matematika IV - Linearni algebra potencial aspésného pokraco-

vani i v dalsich letech pouze s maljymi tpravami.



Zavér

Diplomova prace si na svém pocatku stanovila nékolik cilid, kterych chtéla dosah-
nout. Posledni odstavce této prace budou vénovany jejich zhodnoceni.

Text je rozd€len na cast teoretickou a experimentalni. Primarnim tkolem teoretické
¢asti bylo v uéebnim obsahu stfednich skol (se zaméFenim na gymnézia) nalézt takova
témata linedrni algebry, kterd bychom mohli volné oznacit jako hypotetické ,,mosty*
mezi stfedoskolskou matematikou a linearni algebrou jako vysokoskolskym predmétem.
Tento kol byl splnén v prvni kapitole prace a podrobnéji rozveden v kapitole druhé.

Dtivod, proc¢ se touto problematikou zabyvat, 1ze opfit o nasledujici vystizny aryvek.

Matematické discipliny se na vysoké skole tradi¢né podavaji zptisobem
ndefinice, tvrzeni, dikaz, priklad“ a ucitel casto vyzyva studenty, aby
zapomnéli vSe, co se ucili na stfedni skole, protoze to je ,Spatné“.

[56, s. 9]

Snaha diplomové prace je proto navrhnout zptisob, jakym by mohla sméfovat vyuka
tématu linearni algebry napiiklad v rozsifujicich seminafich z matematiky na gymna-
ziich nebo v mimoskolnich zafizenich s ohledem na to, jak poté probihé vyuka line4rni
algebry na vysokych skolach. Tedy tak, aby pfedstavy, které si zaci v pribéhu tohoto
vzdélavani vytvareji, nasly uplatnéni i pozdéji. V souvislosti s tim bylo poukadzano na
ruzné problémy (napf. terminologické), kdy se za stejnymi pojmy skryvaji rizné kon-
cepce.

Zavérem prvni kapitoly je skutecnost, zZe v obsahu gymnazialni matematiky je velké
mnozstvi témat, ktera blize ¢i vzdalenéji souviseji s linearni algebrou. S ohledem na hie-
rarchii linearni algebry jako matematické discipliny, kdy nékteré pojmy predchézeji jiné,
ze vSech téchto témat vyvstavaji tii, jimiz jsou wvektory a vektorové prostory, skaldrni
soucin a soustavy linedrnich rovnic a matice.

Druha kapitola této diplomové prace se pokusila vyjadrit, kterym aspektim stfedo-
skolské vyuky téchto témat je tfeba vénovat zvlastni pozornost (a to na zakladé rozboru
pristupi k vyuce danych témat uplatnovanych v ucebnicich pro gymnézia a stfedni od-
borné skoly), aby bylo tyto stfedoskolské znalosti mozné vyuzit jako nosné pro budovani
vysokoskolského pojeti lineadrni algebry.

Pro potfeby experimentalni ¢asti byla do ¢asti teoretické zarazena také kapitola,
kterd s vyukou linedrni algebry pfimo nesouvisi, nazvana Specifika online vzdélavdani.
Bylo tieba teoreticky reflektovat skutecnost, Ze didakticky experiment, ktery lze ve
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strucnosti formulovat jako navrh, pfiprava a provedeni online vzdélavaciho kurzu, se
nebude odehravat v prostiedi bézné tridy, ale skrze internet. Je tfeba si pripustit, ze
vyuka v online prostifedi ma své zvlastnosti, a proto se uvedend kapitola vénuje mimo
jiné také pedagogicko-psychologickym aspekttim, které je tieba brat v itvahu pfi nadvrhu
a realizaci takového projektu.

Cilem experimentalni ¢asti bylo navrhnout, realizovat a vyhodnotit online vzdéla-
vaci kurz linearni algebry pro zaky stfednich skol v ramci projektu Talnet. Tento kurz
se uskutecnil na podzim roku 2015.

Experimentalni ¢ast byla primarné zhodnocena a shrnuta v kapitole Shrnuts, po-
drobnéji se kapitola Popis a vyhodnoceni dil¢ich vyukovich lekci vyjadiuje k jednotli-
vym lekcim. Na tomto misté je jesté vhodné se vyjadrit k tomu, Ze ne vSechny zavéry
teoretické ¢asti tykajici se moznych cest budovani linearni algebry na zakladé stiredo-
skolského obsahu mohly byt plnohodnotné vyuzity. Je to proto, ze ticastnici online kurzu
byli v dobé jeho planovani neznami véetné toho, o jaké jejich stredoskolské znalosti by
bylo mozné se opfit.

Na vzdélavaci kurz, ktery byl pfedmétem experimentalni ¢asti, byly kladeny dva
konkurencni naroky. Na jednu stranu bylo nutné vytvorit takovy vzdélavaci obsah, ktery
by studenty bavil a v némz by spatfovali smysl. Na rozdil od didaktickych experimenti
provadénych fyzicky ve tfidé se tento odliSoval primarné tim, Ze musel cilit na vnitini
motivaci ucastnik® v kurzu setrvat a idedlné jej absolvovat. Na druhé strané stala
pottfeba kvalitniho vystupu, ktery je nutny podlozit mnozstvim dat.

To vedlo ke stanoveni cilti kurzu linearni algebry a hlavnich myslenek o podobé
kurzu, které byly v obecnéjsi roviné formulovany v kapitole Kurz linedrni algebry
a v konkrétnéjsim pojeti se zaméfenim i na technické zajisténi kurzu v kapitole Or-
ganizace a prubéh kurzu. V ramci téchto kapitol bylo nalezeno optimalni nastaveni
kurzu, které respektovalo oba dva zminéné naroky.

Na zavér nam zbyva vyjadrit se ke splnéni ¢tvrtého cile formulovaného v avodu této
prace, tedy zda je mozné zapojit do soucasného stredoskolského studia prvky linearni
algebry. Na zakladé uskutec¢néného online kurzu lze tvrdit, ze motivovani zaci se zajmem
o matematiku jsou schopni tuto matematickou disciplinu ispésné studovat.
zucastnuji i ti, ktefl o matematiku blizsi zdjem mit nemusi. Za vhodné feseni by proto
bylo mozné povazovat rozsifujici matematické seminare, v nichz by mohla probihat
viyuka stavéjici linearni algebru na zakladé stfedoskolskych znalosti. V bézné vyuce lze
také zpusob vykladu nékterjch pojmi modifikovat tak, aby jejich pochopeni nebylo na
prekdzku v pribéhu dalsiho studia linearni algebry na vysoké skole.

Cela problematika, kterou se diplomova prace zabyva, je zna¢né rozsahla. To sa-
moziejmé v disledku ovliviiuje i rozsah samotné préace. Dilezitou soucasti jsou potom

prilohy, ve kterych ¢tenar nalezne konkrétni materidly pouzité v pribéhu kurzu. Je
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zde tfeba vyzdvihnout vlastni pfinos autora, ktery se neprojevuje pouze v originalnim
navrhu kurzu véetné vytvoreni vSech jeho materiala, ale i v teoretické ¢asti prace.
Zavérem lze tedy konstatovat, ze vytyCené cile byly v praci splnény. Pfipraveny
kurz linedrni algebry ma navic potencial pro znovuotevieni v dalSich roc¢nicich pro-
jektu Talnet a neni proto vylouceno, ze v budoucnu muize byt na zékladé opakovanych

vyhodnoceni dale modifikovan nebo rozsifovan.



Seznam piiloh

NiZe je uveden seznam piiloh, které jsou ulozeny na pfilozeném CD. Jedné se vét-

Sinou o dokumenty ve formatu PDF. Seznam priloh respektuje kofenovou strukturu

adresaiti na datovém nosici. Kazdy soubor je zde opatfen charakterizujicim popiskem,

konkrétnim nazvem souboru, jeho velikosti a v piipadé, ze jde o textovy dokument nebo

prezentaci, také poctem stran resp. poctem snimki.

e Organizace kurzu

Jak se studuje v kurzu Lineérni algebra
(StudiumLA.pdf, 76 kB)
Dokument uréeny pro studenty kurzu, ktery je seznamuje s pribéhem kurzu a formal-

nimi pozadavky na absolvovani. [2 strany]

e Hlavni studijni materialy

o K

Matematické struktury

(Lekcel_MatematickeStruktury.pdf, 722 kB)

Prezentace k 1. lekci, zobrazeni, binarni algebraické operace, algebraické struktury,
grupa a téleso. [82 snimkd]

Vektorové prostory a podprostory

(Lekce2_VektoroveProstory.pdf, 645 kB)

Prezentace ke 2. lekci, vektorovy prostor a podprostor, modely vektorovych prostori.
[29 snimkd]

Baze a dimenze vektorovych prostoru

(Lekce3_BazeaDimenze.pdf, 360 kB)

Prezentace ke 3. lekci, linearni kombinace, linedrni obal, mnozina generatoru, linearni
zévislost a nezdvislost, baze, dimenze, soutadnice. [24 snimki]

Matice

(Lekce4_Matice.pdf, 412 kB)

Prezentace ke 4. lekci, matice, operace s maticemi a jejich vlastnosti, aplikace matico-
vého poctu. [36 snimki]

Soustavy linearnich rovnic

(Lekce5_SoustavyRovnic.pdf, 5 MB)

Prezentace k 5. lekci, soustavy linedrnich rovnic, Gaussova eliminace. [37 snimki]
Unitarni prostory

(Lekce6_UnitarniProstory.pdf, 519 kB)

Prezentace k 6. lekci, skaldrni soucin, unitarni prostor, geometrie definovana skaldrnim

souéinem. [29 snimkd]

samostatnému feseni

Matematické struktury
(MatematickeStruktury.pdf, 81 kB)
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Soubor tloh k 1. lekci, ktery obsahuje celkem 10 tiloh s celkovym bodovym ohodnocenim
40 bodi. [2 strany]

— Vektorové prostory a podprostory
(VektoroveProstory.pdf, 88 kB)
Soubor tuloh ke 2. lekci, ktery obsahuje celkem 8 tloh s celkovym bodovym ohodnocenim
40 bodi. [2 strany]

— Baze a dimenze vektorovych prostoru
(BazeaDimenze.pdf, 103 kB)
Soubor uloh ke 3. lekci, ktery obsahuje celkem 13 tloh s celkovym bodovym ohodno-
cenim 45 bodi. [2 strany]

— Matice
(Matice.pdf, 100 kB)
Soubor tuloh ke 4. lekci, ktery obsahuje celkem 8 tiloh s celkovym bodovym ohodnocenim
45 bodu. [2 strany]

— Soustavy linearnich rovnic
(SoustavyRovnic.pdf, 57 kB)
Soubor tloh k 5. lekci, ktery obsahuje celkem 4 lohy s celkovym bodovym ohodnocenim
20 bodt. [1 strana]

— Unitarni prostory
(UnitarniProstory.pdf, 101 kB)
Soubor tloh k 6. lekci, ktery obsahuje celkem 7 tloh s celkovym bodovym ohodnocenim
40 bodi. [2 strany]

e Reseni studentd

— Matematické struktury
(Reseni_MatematickeStruktury.pdf, 1 MB)
Soubor obsahuje nashromazdéna feseni tloh, kterd studenti vypracovali k 1. lekci kurzu.
[10 stran]

— Vektorové prostory a podprostory
(Reseni_VektoroveProstory.pdf, 1 MB)
Soubor obsahuje nashromazdéna fesSeni tuloh, kterd studenti vypracovali ke 2. lekci
kurzu. [8 stran]

— Baze a dimenze vektorovych prostoru
(Reseni_BazeaDimenze.pdf, 1 MB)
Soubor obsahuje nashromdazdéna FeSeni tuloh, ktera studenti vypracovali ke 3. lekci
kurzu. [10 stran]

— Matice
(Reseni_Matice.pdf, 2 MB)
Soubor obsahuje nashromézdénd feseni uloh, kterd studenti vypracovali ke 4. lekci
kurzu. [9 stran]

— Soustavy linearnich rovnic
(Reseni_SoustavyRovnic.pdf, 931 kB)
Soubor obsahuje nashroméazdéna feseni tloh, ktera studenti vypracovali k 5. lekci kurzu.
[6 stran]

— Unitarni prostory
(Reseni_UnitarniProstory.pdf, 834 kB)
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Soubor obsahuje nashromazdéna feseni tloh, kterd studenti vypracovali k 6. lekci kurzu.

[7 stran]

e Dotaznikové Setfeni

Vysledky dotaznikového Setfeni
(Dotazniky.pdf, 76 kB)
Soubor obsahujici vSechny vypovédi studentii kurzu na otdzky dotaznikového Setieni.

Jednotlivé dotazniky ze vSech lekci obsahuji 41 otazek. [10 stran]

e Prostredi kurzu

Obrazek 1 (Obrazek_1.png, 161 kB)

Na snimku je zachyceno hlavni prostiedi kurzu z pozice studenta. Uvodni slovo obsa-
hovalo nejen predstaveni lektora kurzu, ale také zakladni zdroj informaci potfebnych
pro rychlou orientaci ve vyukovém prostiedi.

Obrazek 2 (Obrazek_2.png, 142 kB)

Céast s obecnymi informacemi ke kurzu. Kromé v piiloze uvedeného souboru Jak se
studugje v kurzu Linedrni algebra byly rovnéz studenttim poskytnuty informace o nasta-
veni profilu ¢i napovéda pro zdkladni ovladani online prostiedi nebo tabulka moznych
bodovych ziskd z jednotlivych lekci.

Obrazek 3 (Obrazek_3.png, 82 kB)

Vzhled aktualni lekce. Na pravém okraji jsou automaticky zaskrtavaci policka, jde o pre-
hled plnéni aktivit, ktery dava studentovi prehled o jiz splnénych tkolech ¢i otevienych
dokumentech. Lektor méa diky tomu moznost sledovat pribéznou aktivitu studenti.
Obrazek 4 (Obrazek_4.png, 76 kB)

Vzhled lekce, kterd jiz probéhla a v daném okamziku kurzu neni aktuélni. Jednotlivé
lekce se v prostiedi Moodle sefazuji pod sebe od prvni lekce (nahote) po Sestou lekci
(dole).

Obrazek 5 (Obrazek_5.png, 55 kB)

Na konec online prostfedi je zatazena sekce Diskuzni forum, kterd je rozélenéna na
sekce tykajici se jednotlivych lekci nebo obecné diskuze.

Obrazek 6 (Obrazek_6.png, 68 kB)

Ukéazka vzhledu dotazniku v prostfedi Moodle. Dotazniky byly vytvafeny pomoci stej-
nojmenného nastroje, ktery umoznuje editaci otazek a jejich vyhodnoceni.

Obrazek 7 (Obrazek_7.png, 70 kB)

Komunikace mezi studentem a lektorem nad odevzdanym tkolem je v prostfedi méné
prehledna. Matematicky text, ktery byl pokazdé soucasti této zpétné vazby, se zobrazil
az po odeslani odpovédi studentovi.

Obrazek 8 (Obrazek_8.png, 86 kB)

Tabulka umoznujici lektorovi sledovat plnéni povinnych kol nutnych k absolvovani
kurzu. Navic jsem nastavil nutnost schvéleni absolvovani ucitelem. Podobné se zobra-

zovalo plnéni vsech aktivit studentt v pribéhu kurzu.
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