Kapitola 1

Cela éisla a co s nima

I.1 Cela ¢isla — s¢éitani a odcitani

I.1.1 Nezabyvejme se tim, kde se vzalo, ale mame tu celé mnozstvi (rozuméj:
mnozinu) Z celych éisel, Z = {..., —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ... }. Mnozina
Z se rozpadne na disjunktni sjednoceni tif podmnozin, Z = N"U{0}UNT kde
Nt ={1,2,3,4,...} jsou ¢isla kladnd (v dalsim budeme pouzivat jednodussi
zépis Nt = N) a N~ = {..., —4, -3, -2, —1} jsou pak ¢fsla zdporna. Cisla
z Nog = NU{0} se nazyvaji nezdpornd a ¢isla z Ny = N~ U{0} sluji nekladné.

I.1.2 Sé&itani. Na mnoziné Z mame definovanou operaci sc¢iténi (a,b) —
a+b. Tato operace je komutativni, t.j. a+b = b+a. Je také asociativni, t.j.
a+ (b+c) = (a+0b) + c. Operace s¢itani ma neutralni prvek (¢islo). Je jim
¢islo 0, neb a + 0 = a. Neni zde ovSsem absorbujici prvek. Jinak feceno, pro
kazdé a € Z existuje aspon jedno b € Z tak, ze a+ b # a. Pro a # 0 lze volit
b= a aproa =0 lze volit b = 1. VSimnéme si, ze Cislo 0 je jediny aditivné
idempotentni prvek. Tedy 0+ 0 = 0, avSak a+a # a pro kazdé a € Z, a # 0.

Mnoziny N, Ny, N7, Ny jsou uzavieny na sc¢itani. To jest, a +b € N pro
vSechna a,b € N, atd.

Pocitejme! Je 2457 = 169 + 170 + 171 4+ 172 4+ 173 4+ 174 4+ 175 + 176 +
177 4+ 178 4+ 179 + 180 + 181 + 182 (¢trnact scitancu) a také 2457 = 183 +
184+ 185+ 186+ 187+ 188+ 189+ 190+ 1914 192+ 193 + 194 + 195 (tfinact
scitancti). Podobné je 400 + 401 + - - - + 420 = 8610 = 421 4 422 + - - - 4440
(dvacetjeden s¢itanec a dvacet séitanct).

A ted: 7941 = 77774+ 9 + 44 + 111, 7942 = 7777 + 99 + 44 + 22, 7946 =
TITT+99+44-66, 7496 = 777+444-9+6666, 7679 = 7+6666-+74999, 7672 =
TTT+6666+7+222, 8486 = 888+-444-888+6666, 8664 = 888+6666+-666-+444.



a—b Je0—-1=-1#1=1-0,3—-(2-1)=3-1=2#0
1 —1=(3—2)— 1. Operace od¢itani neni ani komutativni, ani asociativni.
Nicméné plati néasledujici rovnosti: a — (b—c¢) =c— (b—a),(a —b) —c =
(a—c)—b,a—(a—b) =b,a—a=b—b(=0),a—0=a,—a =0—a,—(—a) = a.
Cislo 0 je pravy neutralni prvek pro odéiténi, nikoli viak levy neutralni prvek.
Z4dné z mnozin N ,No, N7, Ny neni uzaviena na operaci odcitani. Re-
strikce (¢ili zizen{) odéitani na tyto mnoziny poskytuje pouze operace ¢éstecné
(neboli parcidlni).

I.1.3 Odé¢itani. Na mnoziné Z je také definovéna operace odéitani (a, b) —

1.1.4 Scitani a odc¢itani dohromady. Operace s¢itani a odcitani spolu
souvisi rovnosti a + (b — a) = b. Také mame a —b=a+ (—b) =a+ (0 — b),
a+b=a—(=b)=a—(0-0).
Mnozina Z je komutativni (neboli Abelova) grupa vuéi operaci séiténi.
Mnoziny N, Ny, N~ a N; jsou komutativni pologrupy vuci scitani.
Proa,b € Z je a+b = a — b pravé kdyz b = 0. Je a — b = b — a prave
kdyz a =5b. Je a — (b—¢) = (a — b) — ¢ pravé kdyz ¢ = 0.

1.1.5 Mala Scitalka a Odcitalka.
Nejdiive Mala Scitalka:

n-+m
+[1[2[3]4[5[6[7]8[9]
1(23/4|5]6]7[89]10
2134 (5|6 7|89 1011
34|56 |7|8]|9 101112
4| 5|6 |7 ]899 (10|11]12]13
516|718 |9(10]1112|13 |14
6|7 |89 10|11|12]13|14]15
71819101112 |13(14|15]16
8191|1011 ]12 13|14 |15|16|17
9110|1112 (13|14|15]16|17 |18

Vsimnéme si hlavni a vedlejsi diagonaly!
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1.2 Cela ¢isla — nasobeni a déleni

I1.2.1 Nasobeni. Na mnoziné Z celych ¢isel mame téz definovanu operaci
nasobeni (a,b) — a-b (= ab = a x b). Opét jde o operaci komutativni a
asociativni (ab = ba, a(bc) = (ab)c). Tato operace mé neutrdlni prvek, a
sice ¢islo 1. Je a -1 = a. Nasobeni ma také absorbujici prvek, a sice ¢islo
0. Je a-0=0. VSimnéme si, ze ¢islo 1 a ¢islo 0 jsou jediné multiplikativné
idempotentni prvky.

Mnoziny N a Ny jsou uzavieny na nasobeni a mnoziny N~, Ny nikoliv.
Nicméné mnozina Z \ {0} = NUN™ je téz uzaviena na ndsobeni. Mnoziny
Z,N,Ny a NUN™ tvori komutativni pologrupy vzhledem k nasobeni.

Bud'tez a,b € 7Z takova ¢isla, Zze ab = 1. Pak budto a = 1 = b, nebo
a = —1 =b. Cisla 1, —1 jsou jedind takova, kterd maji inversni (opacny)
prvek vzhledem k ndsobeni. Mnozina {1,—1} je tedy (dvouprvkova) grupa
vzhledem k nasobeni.

Necht a,b € Z jsou takovd ¢isla, ze a +b = ab. Pak a(b— 1) = b,
b(a — 1) = a, z ¢ehoz snadno plyne, ze ab = ab(a — 1)(b—1). Je-lia =0
popt. b=0, pak a =0=10. Je-li vak a # 0 # b, pak (e —1)(b—1) =1, ¢ili
a—1b—1le{l,-1}aa=2=0.

Nalezli jsme, ze a + b = ab pouze pro (a,b) = (0,0), (2, 2).

Obdobné nalezneme, ze a — b = ab pouze pro (a,b) = (0,0), (—2,2).

Pocitejme! Je 3578-28 = 100100 a 3581-31 = 111011. Je 2-6819 = 13638,
26918 = 13836. Je 3-6819 = 20457 a 3-6918 = 20754 (zde navic levé a pravé
strany rovnosti nemaji spolecnou ¢islici). Je 9-1089 = 9801 a 9-1090 = 9810.
Je 26891 = 13782, 2 - 6981 = 13962, 96 — 78 = 18, 2 - 1896 = 3792,
2-1986 = 3972, 97 — 79 =18. Je 1679 =23 -73, kde 23 =1+6+7+9. Je
21-6 =126 a41-35=1435. Je 742 =3-247+1a 793 =2-397 — 1.

Cislo 2114 je zajimavé tim, ze 2-1-1-4 =8 =24+ 14+ 1+ 4. Je
142857 - 1 = 142857, 142857 - 2 = 285714, 142857 - 3 = 428571, 142857 - 4 =
571428, 142857 - 5 = 714285, 142857 - 6 = 857142, 142857 - 7 = 999999,
142857 - 8 = 1142856, 142857 - 9 = 1285713, 142857 - 10 = 1428570, 142857 -
11 = 1571427. Jaké pouceni z toho plyne? Je urcité dobre si povS§imnout, ze
1000000 = 142857 - 7+ 1.

1.2.2 Déleni. Déleni celych ¢isel je v oboru celych ¢isel pouze operace
castecnd. Je ¢ = a/b (= § = a : b), jestlize b # 0 a a = cb. Napi.
—2/2 =-1,6/ —3 = —2,12/3 = 4, atd. Oproti tomu 1/2 neni definovdno
v celych ¢islech, nebot 2a # 1 pro kazdé celé ¢islo a. Otdzkam délitelnosti se
budeme vénovat velmi velice.

Necht a,b € Z jsou takovd &isla, ze a/b = ab. Pak ab® = a a snadno
vidime, Ze budto a = 0 a nebo b = +1.




Pocitejme! Vechna celd ¢isla, co déli éislo 125(= 53) jsou £1, 45, 425, £125.
Je 125/ +1 =4125,125/ £5 = +£25,125/ £ 25 = +5 a 125/ £ 125 = £1. Je
4088/29 = 172, kde 29 = 4+ 9+ 8+8. Je 5700/75 = 1140/15 = 228/3 = T6.
Je 6171/17 = 363,363/3 = 121,121/11 = 11. Je 5940/495 = 12. Je
97.32.7=8064 = (1-2-3-4-5-6-7-8-9)/(1+2+3+4+5+6+7+8+09).
Je 8959/31 = 289,31 =8+9+5+9. Je 1088/17 =64,17=1+0+ 8 + 8.
Je 510/15 = 34,1+5=6,3+4 = 7,4 =5 — 1. Je 10000000001/8779 =
11390819, 8+74+7+9 = 31, 1+14+3+9+0+8+1+9 = 32. Je 2100/12 = 175.

I.2.3 Scitani a nasobeni dohromady. Méame a(b+ ¢) = ab + ac pro
v8echna celd ¢isla a, b, c. Nasobeni je tedy distributivni (neboli rozdélovaci)
vuci scitani. Je vsak také a(b—c) = ab—ac, a(—b) = (—a)b = —ab, (—a)(—b) =
ab,a* = (—a)?. Déle, (a +b)/c = a/c+ b/c za predpokladu, ze oba podily
a/c,b/c jsou definovany.

Pocitejme! Je 2926 = 19-154 = (24+9+2+6)-2-7-11,2919 = 21-139 =
(249+1+9)(20+91+19). Je3-9+1=28,28/2=14,14/2 =7,3-T+1 =
22,22/2 = 11,311+ 1 = 34,34/2 = 17,3 - 17 + 1 = 52,52/2 = 26,26/2 =
13,313 +1 = 40,40/2 = 2,20/2 = 10,10/2 = 5,3 -5+ 1 = 16,16/2 =
8,8/2=14,4/2=2akonetns 2/2=1(3-1+1=4,4/2=22/2=1). Je
3.15+1=46,46/2 = 23,3-23+1 = 70,70/2 = 35,3-35+ 1 = 106, 106/2 =
53,3-53+ 1 = 160,160/32 = 5,3-19 + 1 = 58,58/2 = 29,3 .29 + 1 =
88,88/8 =11. Je 18 =2-9=2(1+8),81 =9-9 = (8 + 1)(8 + 1).

Je10-11-12-13-14 = 16-3-5-7-11-13, 10+ 11412+ 13+14 = 60 = 4-3-5.
10-1-12-13-14/(104+114+12+13+14) = 4.7-11-13 = 4004. Je 1-2-3-4-5 = 120,
14+2+43+4+5=15120/15=28. Je1-2-3=6=1+2+3. Je
2100/12 =175=7-25=5-35, 1+ 7+5=13=5+3+5,7+2+5 = 14,
1+4=5.

I.2.4 Mala Nasobilka (¢ili Mnozilka aneb Stolecek Pythagoruv).

n-m
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Vsimnéme si obou diagonal.

1.2.5 Faktorial. Faktoridl n! nezaporného ¢isla n definujeme takto:

Ol=1=1Uanl=1-2---npron >2. Jetedy (n+1)! =n!-(n+1) pro
kazdé n > 0. Mame 2! = 2,3! = 6,4 = 24,51 = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! =
40320, 9! = 362880 a 10! = 3628800. O faktoridlech si toho budeme hodné
povidat pozdéji.

Je 2204 = 4-19-29, kde 4 = 22 a 19,29 jsou prvocisla. A ted 2!+ 2! +
Ol+4!' =242+ 14 24 = 29, pricemz 29 je nejvétsi prvocislo, co déli 2204.
Navic, 22 +22 4+ 02 +42 =4+ 4+0+16 =24 = 41,23 4+ 23 + 03 + 43 =
8+8+0+64=80=10(2+2+0+4).

Je zébavné, ze (6!—6)+(5!—5)+(7!—=7)+(6!—6) = 714+1154+5033+714 =
6576.

1.2.6 Poznamka. Je 14+2+---+n=n(n+1)/2=(n+1)!/(n—1)!-2 pro
vSechna n > 1.

1.2.7 Piiklad. Je (1-1)14+1 =2, (2-1)14+1 =2, (3-1)1+1 =3, (4—1)1+1 =
G5-1)4+1=25=5,(6-1)1+1=126=2-9-7.

Jellin>6,pakn>—6n=n(n—6)>0n>—6n+4>4(n—-1)+1>
(n—1)!>2(n—1)(n—2) = 2(n*—=3n+2) = 2n® —6n+4 > n?+4. Skutecné,
(n—1!+1#n%

Zjistili jsme, Ze n = 5 je jediné kladné ¢islo n takové, ze (n—1)!+1 = n?

Je zndmo, ze 132 délf ¢islo (13 — 1)! + 1 a 563% déli ¢islo (563 — 1)! + 1.
S malymi obtizemi spocteme (13 — 1)! + 1 = 12! + 1 = 479001600 + 1 =
479001601, 13% = 169 a 479001601/169 = 36846277/13 = 2834329 (coz uz je
prvocislo). Tedy (13 — 1)! + 1 = 132 - 2834329 (prvociselny rozklad).

1.2.8 Pocitani. Nechf m > 2 a a4, ...,a,, jsou po dvou rizna kladn4 celd
¢isla. Muzeme je seradit podle velikosti, a tak existuje permutace o intervalu
{1,...,m} takovd, Ze 1 < ap(1) < -+ < ap(m). Snadnou indukef nalezneme
ag(s) > @+ 1 pro kazdé i = 1,...,m. Tedy a = a;---a,, > m!. Je a = m!
prave kdyz {ai,...,a,} = {1,...,m}.

1.2.9 Kraceni. Soucin nenulovych celych ¢isel je opét nenulové celé ¢islo.
Jinak teceno, je-li ab =0 pro a,b € Z, pak 0 € {a,b}. Jsou-li nyni a,b,c € Z
takova cisla, ze ab = ac, pak a(b — c¢) = ab — ac = 0. Tedy budto a = 0 a
nebo b = c. To je vlastnost kraceni nenulovym cislem.

Mnozina Z tvori okruh vzhledem k operacim s¢itani a nasobeni. Je to
komutativni okruh s jednotkovym prvkem. Vzhledem ke kraceni jde o obor
integrity (kratceji obor). Mnoziny N a Ny jsou polookruhy (poloobory).




1.3 Usporadani celych cisel

1.3.1 Na mnoziné Z mame definovano usporadani < dané predpisem a < b
prave kdyz b—a € Ny (nebo a—b € N; ). To jest, b = a+c pro néjaké ¢ € Ny.
Je to relace reflexivni, tranzitivni a antisymetricka. Navic plati nésledujici
implikace a ekvivalence:
(1) a<b=a+c<b+g
(2) a <0 aeNg;
(3) 0<a< ae Ny
4) a<b& —b< —q
(5) a<b,0<c= ac<bg
(6) a <b,c<0=bc<ac;
(7) ac<bc, 0 <c=a<b

Uspordadand mnozina (Z, <) nema ani nejvétsi ani nejmensi prvek (éislo).
Nicméné plati nasledujici velmi dulezitd vlastnost: Kazda zdola (popf., shora)
omezend neprazdnd mnozina celych ¢isel ma nejmensi (popt. nejveétsi) prvek.
Tedy, je-li Z C Z,7Z # ) a existuje-li a € Z takové ¢islo, ze a < b (popf.,
b < a) pro vsechna b € Z, pak existuje ag € Z takové ¢islo, ze ay < b
(b S CL()).

Ostré usporadani prislusné k usporadani < oznac¢ime symbolem <. Tedy
a < bprave kdyz a < baa # b (neboli b—a € N). Relace < je antireflexivni,
antisymetricka a tranzitivni.

Uspotradani < je uplné (¢i linedrni). To jest, pro vSechna a,b € Z plati
pravé jedna z nasledujicich t¥{ moznosti: a < b, a = b, b < a.

Je-lia € Z, pak a < a+ 1 a pro viechna b € Z, b # a,a + 1, je bud'to
b<adia+1<b Cisloa+ 1 je bezprostiedni nislednik ¢isla a. Podobne,
¢islo a — 1 je bezprostredni predchudce ¢isla a.

Cisla z N se nazyvaji kladna. Nejmensi kladné ¢éislo je 1. Cisla z Ny jsou
nezéporna a nejmensi takové éslo je 0. Cisla z N~ jsou zéporna a nejvetsi
z nich je —1. Cisla z N, jsou nekladnd a nejvétsi z nich je opét ¢islo 0.

Necht a > 3,b>2,a>b. Jelib=2 pak ab=2a > a+2 = a+b.
Je-li b > 3, pak ab = 2a+ (b—2)a > 2a+a =3a > a+a > a+b. Takze
ab > a + b. 7 ucinéné uvahy plyne, ze ab > a + b, kdykoliv a,b € N, a > 2,
b>2 a+0b>5. Samoziejmé, 2-2=4=2+2aa-1=a<a+1.




Plati implikace:
B)a<b=a+c<b+g
(9) a<b,0<c= ac<be
10) a < b, c < 0= bc < ac;
11) a# 0= 0 < a*

12) 1<a=a<ad.
(13) a #£0, £1 = a < a*.

I.3.2 Piiklad. (i) Jen+1 < 2(n+ 1) pro kazdé n > 0. Pron = —1 je
n+1=0=2-0=2(n+1). Pron<—-2je2(n+1)<n+1.

(ii) Je 2n +1 < 2(n+ 1) pro kazdé n € Z.

(iii) Je 2(n 4+ 3) < 3n + 1 pro véechna n > 6. Pron =5 je 2(n + 3) =
16=3n+1. Pron<4je3n+1<2(n+3).

(iv) Je 21052 = 2104 < 2105.

1.3.3 Priklad. Je 2(n +m) < nm + 1 pro vsechna n > 4, m > 4.

Vskutku. Predpokladejme m < n a postupujme indukci podle m. Je-li
m=4,pak 2(n+m)=2n+8<2n+9<2n+2n+1=4n+1=nm+ 1L
Je-lim >4, pak 2(n+m+1) =2(n+m)+2 <2(n+m)+4 <nm+1+n=
n(m+ 1) + 1 (vyuzit indukéni predpoklad).

Je 2(n+3) < 3n+ 1 préavé kdyz n > 6. Je 2(n+2) > 2n + 1 pro kazdé
ne€Z. Je2(n+1) <n+1pravé kdyz n < —2. Je 2n < 1 prave kdyz n < 0.

1.3.4 Piiklad. (i) Necht 0 < m < n. Potom 2(n +m) < nm pravé kdyz
bud'to 3 < m, 7 <n ancbo 4 <m, 5 < n.

Vskutku. Je-li 5 < m, pak 2(n+m) =2(n+(m—1))+2 <n(m—1)4+3 =
nm+3—n <nm—2 <nmdlel.3.3. Je-lim =4, pak 2(n+m) = 2n+8 < 4n
prave kdyz 5 < n. Je-li m = 3, pak 2(n +m) = 2n + 6 < 3n pravé kdyz
7 <n Jelim =2 pak 2(n+m) = 2n+4 > 2n. Jelli m = 1, pak
2(n+m) =2n+2 > n. Jelim =0, pak 2(n +m) = 2n > n (> n pro
n>1).

(ii) Necht 0 < m < n. Potom 2(n+m) = nm pravé kdyz budto n =0 =
m nebo n =4 = m anebon =6, m = 3.

Vskutku. Je-li n = m, pak 2(n+m) = 4n, nm = n? a 4n = n? pravé pro
n = 0,4. Necht tedy n > m a 2(n +m) = nm. Z (i) plyne, ze m < 3. Je-li
m = 3, pak 2(n +m) = 2n + 6, nm = 3n, a tak n = 6. Je-li m = 2, pak
2(n+m) = 2n+4, nm = 2n a to nejde. Je-lim = 1, pak 2(n+m) = 2m+2,
nm = n, nelze. Nakonec, je-li m = 0, pak 2(n + m) = 2n, nm = 0, opét
nelze.

(iii) Necht 0 < m < n. Potom 2(n + m) < nm pravé kdyz budto
n =0 = m nebo m > 4 anebon > 6, m > 3.

Toto tvrzeni plyne snadnou kombinaci (i) a (ii).
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(iv) Je 2(n +3) > 3n pro n < 5. Je 2(n + 2) > 2n pro vSechna n. Je
2(n+ 1) > 2n pro vsechna n. Je 2(n+0) > 0(= 0-n) pro vsechna n > 1.

1.3.5 Absolutni hodnota. Pro a € Ny bud |a] = a. Pro a € N~ bud
la| = —a. Tedy |a| € Ny a toto ¢islo se nazyva absolutni hodnota ¢isla a.
Plati rovnost |ab| = |al| - |b| pro vSechna a,b € Z. Déle, |a| = | — al.

1.3.6 Véta. (Trojuhelnikova nerovnost) Je |a+b| < |a|+ |b| pro vSechna
a,be .

Dikaz. Predpokladejme, ze a < b. Je-li 0 < a, pak 0 < b, 0 < a+ b,
la+0bl =a+b=lal+|b. Jelib <0, paka <0,a+b<0, |a+b =
—(a+b) = (—a)+(=b) = |a|+b|]. Bud tedy a < 0 < b. Pak |a|+|b| = b—a.
Déle, a < —a,b+a < b—a. Jelitedy a+b >0, pak [a+b =a+b <
—a+b=|a| + |b]. Je-li véak a +b < 0, pak |a +b| = —(a+b) = —a —b.
Ovsem, —b <b,—a—b < —a+b. Tudiz [a+b| = —a—b< —a+b=|a|+b]
i v tomto pripadé. O

1.3.7 Poznamka. V dukazu piedchozi véty jsme zjistili, ze |a+b| = |a|+ |D]
pravé kdyz obé éisla a,b jsou budto soucasné nezédpornd anebo soucasné
nekladna. Tedy pro a <0 < b je |a+b| < |a| + |b].

1.3.8 Piiklad. Necht a,b € Z jsou takovd ¢isla, ze a/b = a+b (1.2.2). Je
tedy a = ¢b, b #0,c=a/b=a+b=cb+0b=0bc+1). Rozebereme si
nasledujici ptipady:

(a) Je-lia =0, pak 0 =c=a+b=b, spor.
yJellib=1,paka=c=a+b=a+1,0=1, opét spor.
) Je-li c=—1, pak =1 =c =b(c+ 1) =0, spor.
)7 (a), (b) a () plyne a £0, b £ 1, ¢ £ 1.
) Necht a > 0,b> 0. Pak je 0 <c<c+1<b(c+ 1), spor.
) Necht a < 0, b < 0. Pak je b(c+1) <0 < c<c+1, spor.
g) Necht a <0 <b. Je2<bc<0,c=blc+1)<20c+1)=2c+2,
0<—c<2,c=—-1,-2. Jellic=—1,pak =1 =06-0 =0, spor. Je-lic = —2,
pak —2=c=blc+1)=—-b,b=2a=—4.

(h) Necht b<0<a. JeO<c<c+1<0(nebec<—=2),0<b(c+1)=
spor.

Zjistili jsme, Ze rovnosti a/b = a + b vyhovuji pouze ¢isla a = —4, b = 2.

(b
(c
(d
(e
(f
(



I.4 Mocniny celych c¢isel

I.4.1 Definice. Nezdporné mocniny celych éisel definujeme takto: n’ =1 a

nftt = np¥.n pro véechnan € Z a k > 0. Je tedy n' =n,n> =n-n,n® =

n-n-n,....

I.4.2 Lemma. Lemma n* - n! = n*+! pro véechnan € Z a k,l € N,.

Diikaz. Postupuje se indukei podle k. Je-li k = 0, tak n* -n! = 1-n! =
n0tl = phtl Jeli k > 1, tak nF - nl = n-nfL.nl = n . pFH-t = pkH podle
indukéniho predpokladu a definice mocniny. ]
1.4.3 Lemma. n* - m"* = (nm)* pro véechna n,m € Z a k € N,.

Dikaz. Opét postupujeme indukei podle k. Tvrzeni je ziejmé pro k = 0.
Je-li k> 1, tak n* - mF = n*"Im*t o nm = (nm)*1 - nm = (nm)*. O

I.4.4 Lemma. (n*)! = n*! pro vsechna n € Z a k,l € N.

Diikaz. Indukef podle [. Ziejmé pro [ = 0. Je-li [ > 1, tak (n*)! = (nk)!=1.
nk = nkl=1 . pk = phl=D+k — pkl (pouzije se 1.4.2). O

I.4.5 Lemma. Necht n > 2, pak n’(=1) <n'(=n) <n? <n® <n? < ...

Dikaz. Plyne snadno z 1.3.1(9). O
I.4.6 Lemma. Nechf n < —2, pak --- < n®> < n® <n'(=n) <n(=1) <
n*<nt<nb<....

Dikaz. Plyne snadno z 1.3.1(9) a (10). O

1.4.7 Poznamka. Je 0° = 1, 0¥ = 0 pro vsechna k > 1. Je 1! = 1 pro
vSechna [ > 0. Je (=1)* =1 a (—1)" = —1 pro kazdé sudé u > 0 a kazdé
liché v > 1.

I.4.8 Lemma. Nechf 0 < n < m. Potom n¥ < m* pro véechna k > 1.

Diikaz. Indukei podle k. Je-li k = 1, pak n* < mF trividlné. Je-li k > 2, tak
n*~1 < m*~! podle indukéniho predpokladu. Tedy n* = n-n*~! < n-mkF! <
m - mF~1 = mF podle 1.3.1(9). O
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1.4.9 Poznamka. Je (n*)! = (n')* pro viechna n € Z a k,l € Ny. Podobné
(nF)l = (—nl)k, jestlize alespoii jedno z ¢isel k,l je sudé. Obecnd, jsou-li
k,1,b,c € Ny takova ¢isla, ze kl = be, pak (n*)! = (nb)¢. Navic, je-li alespoii
jedno z ¢&fsel k, 1, b, c sudé, pak (n*)! = (—nb)e.

Samoziejmé 0¥ = 0! pro vsechna k,I € N. Dale, n® = 1* = (=1)! pro
viechna n € Z, k,1 € Ny, [ sudé. Podobné (—1)! = (—=1)* pro vSechna lich4
kleN,

Rovnost n* = m! si podrobné rozebereme pozdéji.

I1.4.10 Na mnoziné (polookruhu) N muzeme definovat bindrni operaci
piedpisem a xb = a® (oznaceni * se zavadi z technickych diivodi a pouze pro
ucely tohoto odstavce). Vsimnéme si nasledujicich rovnosti:

ax0 =1 ax1 =a,1xb=1 (axb)xc =ax(bc) = (axc)x*b
(tato rovnost 1ikd, ze * je zprava permutabilni), (a * b)(a x ¢) = a * (b+ ¢),
(a*c)(bxc) = (ab) xc. Navic 0xb =0 pro b > 1.

Je2x(1x2)=2<4=(2*x1)*x2a2x1=2>1=1x%2. Operace * neni
ani asociativni, ani komutativni.

Pripadné inversni operace k operaci * budou jen c¢astecné a zde se jimi
nebudeme zabyvat (jde o odmocniny).

Na celé mnoziné (okruhu) Z je uz operace * ¢astetnd a inversni operace
jsou ¢astecné a nékdy i dvojznacéné. Opét se touto problematikou nebudeme
zabyvat.

Pro a,b € Ny je a x b = b x a prdvé kdyz budto a = b nebo (a,b) =
(2,4),(4,2).

1.4.11 Pozorovani. Necht a > 2, b > 2, a+b > 5. Indukef podle b zjistime,
ze a’ > ab.

Vskutku. Je-li b = 2, pak a > 3, a® = a®> > 3a > 2a = ab. Dale pro
a>2,b>2mame ab>2b>b+ 1, a®b > a(b+1). Je-li nynf a® > ab, pak
a**! > a?b > a(b+ 1), ¢éfmZ je dokonéen indukéni krok.

Samoziejmé 22 =4 =2-2,a' =a=a-1,a°=1> 0 = a-0. Takze a® > ab
pro vSechna a > 2, b > 0, pfri¢emz rovnost nastava pouze proa =2 =0b a
neboa > 2, b= 1.

Jelia=1,0>2 paka’=1"=1,ab=1-b=0b. Tedy v tomto piipadé
je a® > ab pro b =0 a a® > ab pouze pro b =0, 1.

Je-li a = 0, pak a® = 0 = ab pro b > 1. Nakonec, 0° =1 > 0-0.

Zjistili jsme, ze a® > ab (popifpadé a® > ab) pro vSechna a,b € N
s vyjimkou dvojic (2,2), (a,1), a > 2, (1,b), b > 1 (popt., (1,b),b > 2).
Specidlné, a® = ab pro a,b € Ny pravé kdyz a = 2 = b nebo b = 1 a nebo
a=0,b>1.
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1.4.12 Pozorovani. Predchozi pozorovani a 1.3.1 nds poucuji o tom, ze
a’ > a + b pro véechna a > 2, b > 2, a +b > 5. Samoziejmeé, 22 =4 =2+ 2
(=2:2),1=1=1+4+0al’=1<1+bprob>1. Déle,a' =a <a+1pro
a>0,00=1>0+0,1"=1=14+0,a"=1<a+0proa>2.

Zjistili jsme, ze a® > a + b (popi., a® > a + b) pro viechna a,b € Ny
s vyjimkou dvojic (a,b) = (2,2),(2,1), (2,0), (1,0), (1,b),(0,b), b > 1 (popt.,
(a,b) = (2,1),(2,0), (1,b),(0,b), b > 1). Specielné, a®* = a + b pro a,b € Ny
pravé tehdy kdyz budtoa =2 =baneboa=1, b= 0.

Celkove, a® = ab = a + b pouze pro a = 2 = b.

1.4.13 Mala Mocnilka.

nm

) Mlol1| 2] 3 4 5 6 7 8 9
0 T[0o]O0] 0 0 0 0 0 0 0
1 1] 1] 1 1 1 1 1 1 1
2 124 8 | 16 32 64 128 256 512
3 11319 27 | 81 | 243 729 2187 6561 19683
4 1416 64 | 256 | 1024 | 4096 | 16334 65536 262144
5 T 5|25 125 625 | 3125 | 15625 | 78125 | 390625 | 1953125
6 16|36 216 | 1296 | 7776 | 46656 | 279936 | 1679616 | 10077696
7 1| 7|49 | 343 | 2401 | 16807 | 117649 | 823543 | 5764801 | 40353607
8 1| 8|64 512 | 4006 | 32768 | 262144 | 2097152 | 16777216 | 134217728
9 T 0|81 | 729 | 6561 | 59049 | 531441 | 4782969 | 43046721 | 387420489

Maléd Mocnilka nemé zadny dulezity vyznam a neni nezbytné ji umét naz-
pamét. Nicméné si viimnéme, 7e 9 = 4 -2 +1 a 97 = 4 - 96854947 + 1 =
49 1478 + 60957 = 49 - 1478 + 9 - 6773 =4 -2-739+ 9 - 13 - 521.

Malou Odmocnilku sestavovat nebudeme.

1.4.14 Cviéeni. (i) Necht n,m € Z, k,l € N, n déli m a k déli [. Ovéifme,
ze n* deli m!.

Vskutku. Je m = na, | = kb, a € Z, b € N. Nyni, m' = (na)! =n!-ad' =
A . gl = nk . (n-Dgl,

(ii) Je 1019 = 210. 510 5 4% = 28 Takze 4* déli 10'°, pficemz 4 nedéli 10.
Dale, 4* deli 108, 4 deli 8, 22 deli 43, 2 nedéli 3. Je 212! = 321 . 721 99 = 318,
99 dali 2121, 9 nedeli 21.

1.4.15 Piiklad. (i) Je 169 = 132, 961 = 312, 169 - 961 = 403% = 162409.
(i) Je 1089 = 332, 9801 = 992, 9081 = 9 - 1089, 1089 - 9301 = 3267% =
10673289.
(iii) Je 2° - 92 = 2592 = 502 + 102 — 23 = 512 — 32,
(iv) Je 73 — 63 — 53 = 343 — 216 — 125 = 343 — 341 = 2.
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(v) Je 6% — 5% — 43 — 97 — 33, 59 — 43 _ 33 — 34, 43 _ 33 _ 93 — 29
P28 1318, 28 1P (P =7, 15— 07— (—1)% = 2, 03— (—1)? — (—2) =
0 =32, (—1)° — (—2)? — (—3)3 = 34.

(vi)Je3-5+1=241-543=22=1-3+5,2-4+1=23%

(vii) Je 1" + 23 = 32 pro kazdé n > 0. Je 2° + 7% = 3% Je 22 + 112 = 5.
Je2-1124+1 = 3%

1.4.16 Co se tykd zapornych mocnin, pak v oboru celych ¢isel si muzeme
doptat pouze nasledujici: Pro kazdé n > 1je 17" =1, ddle (—1)™" =1 pro
n sudé a (—1)™" = —1 pro n liché. To je vse.

1.4.17 Cviceni. Pro tucely tohoto cviceni polozme t(a,b) = 2a+ (a+b)(a +
b+ 1) pro vSechna a,b € Z.

(i) Je t(a,b) = a®* +b*+2ab+3a+b= (a+b)*>+3a+b > 3a+b, pricemz
¢islo t(a, b) je vzdy sudé.

(ii) Je t(a,0) = a* + 3a, t(0,b) = b* + b.

(ili) Pfedpokladejme, ze t(a,b) = t(c,d), piicemz ¢ +d > a +b. Je
také [ = (c+d) — (a +b) > 0. Ddle, (a + b)*> + 3a + b = t(a,b) = t(c,d) =
(c+d)*+3c+d = (a+b)*+2(a+b)l+1*+3c+d, ¢ili 3a+b = 2(a+b)l+1*+3c+d.
Odtud (20 = 3)a+ (2l — 1)b+1* +3c+d = 0. Jelikoz c+d =1+ a + b, tak
2(0—1)a+2lb+2c+ 1 +1=0.

Je | > 0 a my tak dostdvdme nerovnost 0 > (I — 1)a + b + ¢, pricemz
rovnost plati pouze pro [ = 0.

Je-lil =0, pak a=rc¢, b=d.

Je-lil =1, pak 0 > b+ c a aspon jedno z ¢isel b, ¢ je zaporné.

Je-li [ > 2, pak aspon jedno z cisel a, b, ¢ je zdporné.

(iv) Necht t(a,b) = t(c,d). Pak bud'to a = ¢, b = d anebo aspon jedno z
¢isel a, b, c,d je zdporné. Toto plyne z (iii) a symetrického ptipadu a + b >
c+d.

(v) Je t(1,1) =8 =t(1,—4). Je t(1,1) =8 =t(—6,1). Je t(=3,0) =0 =
t(0,0) =¢(0, —1).

1.4.18 Pouceni. V predchozim cviceni jsme zjistili, ze zobrazeni ¢t : Ny x
Nyg — Ny definované pfedpisem t(a, b) = 2a + (a +b)(a + b+ 1) je prosté (¢ili
injektivni). Stejnou vlastnost ma i zobrazeni s, kde s(a,b) = t(a,b)/2.

(i)Je 5(0,0) = 0,5(0,1) = 1,5(0,2) = 3, 5(0,3) = 6,5(0,4) = 10, 5(0,5) =
15, 5(0,6) = 21, 5(0,7) = 28, 5(0,8) = 36, 5(0,9) = 45, 5(0, 10) = 55.

Je s(1,0) = 2,5(2,0) = 5,5(3,0) = 9, 5(4,0) = 14, 5(5,0) = 20, 5(6,0) =
27,5(7,0) = 35,5(8,0) = 44, 5(9,0) = 54, 5(10,0) = 65.

Je s(1,1) = 4,5(2,2) =12,...,5(1,2) = 7,5(2,1) = 8.

(ii) Je-li a+b = v, pak t(a,b) = 2a+v*+v. Proa > 0,0 > 0jev > a > 0.
Nyni v? +v < v?+0v+2 < -+ < v?+ 3v jsou pravé viechna sudd ¢isla mezi
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v2 + v a v® + 3v (véetne). Cislo (v +1)% + (v + 1) = v 4+ 3v + 2 je nejblizsf
dalsi sudé cislo. Snadno uhodneme, ze funkce t nabyva vsech nezdpornych
sudych hodnot. Tedy funkce s nabyva vsech nezapornych hodnot.

(iii) s : Ng x Ny — Ny je bijekce.
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I.5 Mocniny prvocisel 2, 3, 5, 7, 11

I.5.1 Tabulka. Uvedme si trochu mocnin prvoéisla 2. 2° = 1. Dale
nasleduji:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2n | 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
n | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2" 112048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072 | 262144 | 524288 | 1048576
n 21 22 23 24 25

2" 2097152 4194304 8388608 16777216 33554432

n 26 27 28 29 30

2" || 67108864 134217728 268435456 536870912 1073741824
n 31 32 33 34 35

2" || 2147483648 | 4294967296 8589934592 | 17179869184 34359738368
n 36 37 38 39 40

2" |1 68719476736 | 137438953472 | 274877906944 | 549755813888 | 1099511627776
n 41 42 43 44

2" || 2199023255552 4398046511104 8796093022208 17592186044416
n 45 46 47 48

2" || 35184372088832 | 70368744177664 | 140737488355328 | 281474976710656
n 49 50 o1 52

2" |1 562949953421312 | 1125899906842624 | 2251799813685248 | 4503599627370496
n 53 54 55

2" 9007199254740992 18014398509481984 36028797018963968
n 56 57 58

2" 72057594037927936 144115188075855872 288230376151711744
n 29 60 61

2" || 576460752303423488 1152921504606846976 2305843009213693952
n 62 63 64

2" || 4611686018427387904 9223372036854775808 18446744073709551616
n 65 66 67

2" || 36893488147419103232 | 73786976294838206464 | 147573952589676412928
n 68 69 70

2" 11 295147905179352825856 | 590295810358705651712 | 1180591620717411303424
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n 71 72

2" 2361183241434822606848 4722366482869645213696

n 73 74

2" 9444732965739290427392 18889465931478580854784

2 75 76

2" 37778931862957161709568 75557863725914323419136
n 7 78

2" 151115727451828646838272 302231454903657293676544
n 79 80

2" 604462909807314587353088 1208925819614629174706176
n 81 82

2™ | 2417851639229258349412352 4835703278458516698824704
n 83 84

2™ |1 9671406556917033397649408 19342813113834066795298816
n 85 86

2™ | 38685626227668133590597632 | 77371252455336267181195264
n 87 88

2™ || 154742504910672534362390528 | 309485009821345068724781056
n 89 90

2™ |1 618970019642690137449562112 | 1237940039285380274899124224

A ted si vsimejme riznych zajimavosti:

Je22 =512a5+1+2=8=2% 3]9. Ciferny soucet mocniny 23¢ je
64 = 2%, 6 | 36. Ciferny soucet mocniny 2% je 128 = 27, 71 85.

Prvni mocninou, kterd obsahuje cislici 0 ve svém desitkovém zapise je
210 = 1024.

Mocnina 2% = 77371252455336267181195264 nems &islici 0 ve svém
zapise, 1 kdyz vSechny ostatni cislice 1,2,3,4,5,6,7,8,9 jsou zastoupeny. Je
domnénka, Ze jde o nejvétsi mocninu ¢isla 2, kterd nema ¢éislici 0 ve svém
zapise v desitkové soustavé. Dalsi mocniny, které nemaji ve svém zapise cislici
0 jsou 2! pro I = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,13,14,15, 16, 18, 19, 24, 25, 27, 28, 31,
32,33, 34,35,36,37,39,49,51,67,72,76,77,81. Spoletné s ¢islem 86 je to
dohromady 36 exponentu.

Prvn{ dvé mocniny, které obsahuji éfslici 1 jsou 2° = 1 a 2* = 15. Napf.
mocnina 2% &islici 1 neobsahuje a mocnina 27 také ne.

Prvni dvé mocniny, které obsahuji &islici 2 jsou 2! a 2° = 32. Mocniny
204 9™ 983 neobsahuji éislici 2.

Mocnina 2% = 295147905179352825856 je prvni mocninou é&fsla 2, kterd
obsahuje ve svém desitkovém zapise vSechny ¢islice 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9 (aspon
jednou). Vsimnéme si, ze 68 =234 a 86 = 2 - 43.
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Mocnina 2°! = 2251799813685248 je prvni, kterd obsahuje ve svém zapise
vSechny cislice 1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Je 2%° +1 = 33554433 = 3 - 111848111 = 3 - 11 - 251 - 4051 (prvociselny
rozklad).

Prvni mocnina, v jejimz zépise je &islice 7 je 215 = 32768, ostatni ¢islice
se vyskytuji diive.

Cislo 204 —1 = 18446744073709551615 = 3-5-17-257-641-65537-6700417
je tzv. sachové cislo.

Je 162 = 224 = 16777216 = 8%, 241 = 2199023255552.

Je 8200 = 8 + 8192 = 23 4+ 213, Takze 10-820 414 = 820i = 2 + 0+ pro
0 <i <9 (zde 820i neni soucin, ale zapis v desitkové soustave).

Je 20 = 1,20 =222 = 4,23 = 8,27 = 128,219 = 1024,2!" = 2048 (a
2= = ),

1.5.2 Tabulka. A ted néco mélo mocnin prvoéisla 3.

n 0 1 2 3 4 5 6 7

3" 1 3 9 27 81 243 729 2187
n 8 9 10 11 12 13 14 15

3" || 6561 | 19683 | 59049 | 177147 | 531441 | 1594323 | 4782969 | 14348907
n 16 17 18

3" 43046721 129140163 387420489

n 19 20 21

3" 1162261467 3486784401 10460353203

n 22 23 24

3" 31381059609 94143178827 282429536481

n 25 26 27

3 847288609443 2541865828329 7625597484987

n 28 29 30

3n 22876792454961 68630377364883 205891132094649

n 31 32 33

3"l 617673396283947 1853020188851841 9559060566555523
n 34 35 36

3™ || 16677181699666569 | 50031545098999707 | 150094635296999121
n 37 38 39

3" || 450283905890997363 | 1350851717672992089 | 4052555153018976267

Povsimnéme si, Ze v zapise mocniny 324 chyb{ éislice 0 a v zépise mocniny

3% chybf éfslice 1 (3% = 328256967394537067627).
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Je 36 = 43046721 a4 +3+0+4+6+7+2+ 1 =27 = 3%. Mezi ndmi
uvedenymi mocninami prvocisla 3 nalézame 18 takovych, ze ciferny soucet
jejich dekadického zapisu je opét mocninou ¢isla 3. Jednad se o mocniny pro
exponent [ =0,1,2,3,4,5,9,10,11,13,16,17,21,27,31, 35,36 a 39.

Pro tplnost v nasledujici tabulce uvadime ciferné souéty pro 3! pro ex-
ponent [ =0,...,99:

exponent 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
ciferny soulet || 1 3 9 9 9 9 | 18 | 18 | 18 | 27
exponent 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19
ciferny soucet || 27 | 27 | 18 | 27 | 45 | 36 | 27 | 27 | 45 | 36
| expoment [ 20 | 21 |22 [23 |24 25[26 2728 29|
| ciferny soucet | 45 | 27 | 45 [ 54 [ 54 | 63 | 63 | 81 [ 72 | 72 |
exponent 30 | 31 | 32 | 33 | 34 |35 |36 |37 |38 39
ciferny soucet | 63 | 81 | 63 | 72 | 99 | 81 | 81 | 90 | 90 | 81
exponent 40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
ciferny soucet || 90 | 99 | 90 | 108 | 90 | 99 | 108|126 | 117 | 108
exponent 50 | 51 | 52 | B3 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
ciferny soucet || 144 | 117 | 117 {135 | 108 | 90 | 90 | 108 | 126 | 117
exponent 60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69
ciferny soucet || 99 | 135 | 153 | 153 | 144 | 135 | 117 | 162 | 153 | 153
exponent 70 71|72 73| 74|75 |76 | 7T | 78 |79
ciferny soucet || 144 | 180 | 162 | 153 | 171 | 180 | 153 | 162 | 153 | 189
exponent 80 | 81 | 82 | 83 | 84 | 8 | 86 | 87 | 88 | 89
ciferny soucet || 153 | 189 | 198 | 198 | 162 | 162 | 171 | 189 | 198 | 189
exponent 90 | 91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99
ciferny soucet || 216 | 171 | 171 | 198 | 198 | 180 | 198 | 216 | 225 | 207

Je30+3 =4,3°4+3' 432 =13, 3° 431432433 = 40, 3°+31+32+334+-31 =
121 = 112
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1.5.3 Tabulka. Piejdéme k mocnindm prvocisla 5.

n 0 1 2 3 4
5" 1 5 25 125 625
n 5 6 7 8 9
5" 3125 15625 78125 390625 1953125
n 10 11 12 13 14
5" 9765625 48828125 244140625 1220703125 6103515625
n 15 16 17 18 19
5™ |1 30517578125 | 152587890625 | 762939453125 | 3814697265625 | 19073486328125
n 20 21 22
5" 95367431640625 476837158203125 2384185791015625
n 23 24 25
11920928955078125 59604644775390625 298023223876953125
n 26 27 28
5™ 11 1490116119384765625 | 7450580596923828125 | 37252902984619140625
Je 5% =390625a3+9+0+6+2+5=25=>5%
Je57=1953125a14+9+5+3+1+24+5=26=5+1.
Je 530 = 931322574615478515625, v zépise tohoto &isla nenachazime 0.
1.5.4 Tabulka. A nyni mocniny prvocisla 7.
n 0 1 2 3
™ 1 7 49 343
n 4 5 6 7
™ 2401 16807 117649 823543
n 8 9 10 11
™ 5764801 40353607 282475249 1977326743
n 12 13 14 15
™ 13841287201 96889010407 678223072849 4747561509943
n 16 17 18 19
5™ |1 33232930569601 | 232630513987207 | 1628413597910449 | 11398895185373143

Jem™=2401a2+44+0+1=T7.
Je 7047V + 72 473 = 20
Je 77 =823543 a 8 +2+3+5+4+3 =25=5%
Je T =1977326743 a 1 + 9+ 7+ T+ 3+2+6+7+4+3=49="7%
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1.5.5 Tabulka. A na zdvér néco mocnin prvocisla 11.

n 0 1 2 3
11" 1 11 121 1331
n 4 ) 6 7
11" 14641 161051 1771561 19487171
n 8 9 10 11
11" 214358881 2357947691 25937424601 285311670611
n 12 13 14 15
11™ || 3138428376721 | 34522712143931 | 379749833583241 | 4177248169415651

Jel1*=14641a1+4+6+4+1=16=2%

1.5.6 Véta. Necht n je takové kladné &fslo, ze n # 2! pro kazdé [ > 0. Potom
existuje praveé jedno k > 1 tak, ze n < 2F < 2n.

Dikaz. Existenci ¢isla k dokazeme indukei podle n. Je-li n = 3, pak k = 2.
Bud tedy n > 3. Je-lin—1 = 2! pron&jaké | > 0, pakn < 2n—2 = 241 < 2n,
Je-lin—1 # 2! pro kazdé | > 0, pak existuje k > 1 tak, Zen—1 < 28 < 2n—2
a to podle indukéniho piedpokladu. Nyni je n < 2% < 2n. Tim je dokézand
existence cisla k.

Jednoznacnost je ziejma. Je-li totiz n < 2F < 2n, pak 2n < 2-2F =

2k+1

O

1.5.7 Poznamka. Z 1.5.6 ihned plyne, Ze pro kazdé n > 1 existuje k£ > 1 tak,
zen <28 <2n. Jellin =2 pak 2! = 2! < 2+t =2.2! a &fslo k(= 1,1+ 1)
neni v tomto pripadé urceno jednoznacneé.
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I.6 Druhé mocniny

1.6.1 Tabulka. Vyrobme si tabulku druhych mocnin n% 0 < n < 100. Je
(n+1)> —n? =2n+ 1 pro kazdé n € Z. To ndm k4, ze ndsledujici druhou
mocninu ziskame z predchozi prictenim piislusného lichého ¢isla. Zacneme
od nuly (0> = 0) a budeme postupné pricitat lichd ¢isla tak, jak jdou za
sebou.

1 22 3? 42 52
0+1=1 1+3=4 4+5=9 9+7=16 16+9=25
62 74 82 9° 10*
2564+11=36|36+13=49 |49+ 15=64 |64+ 17 =81 |81 + 19 = 100

Déle si uvedeme jiz jen druhé mocniny az po 100%:

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n
n? | 121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 256 | 289 | 324 | 361 | 400
n | 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
n? || 441 | 484 | 529 | 576 | 625 | 676 | 729 | 784 | 841 | 900
n | 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
n? | 961 | 1024 | 1089 | 1156 | 1225 | 1296 | 1369 | 1444 | 1521 | 1600
n | 41 42 43 44 45 46 47 48 49 20
n? | 1681 | 1764 | 1849 | 1936 | 2025 | 2116 | 2209 | 2304 | 2401 | 2500
n | o1 52 93 54 95 o6 57 o8 29 60
n? | 2601 | 2704 | 2809 | 2916 | 3025 | 3136 | 3249 | 3364 | 3481 | 3600
n | 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
n? | 3721 | 3844 | 3969 | 4096 | 4225 | 4356 | 4489 | 4624 | 4761 | 4900
n| 71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
n? | 5041 | 5184 | 5329 | 5476 | 5625 | 5776 | 5929 | 6084 | 6241 | 6400
n | 81 82 83 84 85 86 87 38 89 90
n? | 6561 | 6724 | 6889 | 7056 | 7225 | 7396 | 7569 | 7744 | 7921 | 8100
n | 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
n? | 8281 | 8464 | 8649 | 8836 | 9025 | 9216 | 9409 | 9604 | 9801 | 10000

Je-lin € Z, pakn = 10m+k,m € Z,0 < k < 9an? = 100m>+20mk-+k2.
Z tabulky (¢isla k?) vidime, Ze dekadicky zapis ¢fsla n? bude konéit nékterou
z ¢islic 0,1,4,5,6,9 (chybi ¢islice 2,3,7,8).

Uvazujme jesté trochu dale. Je-li n = £(100a + 10b+c¢), kde 0 < a, b, ¢ <
9, pak dekadicky zdpis ¢fsla n? bude mit posledni dvojcisli (napravo) stejné,
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jako dekadicky zdpis ¢isla (100 + ¢)? = 1000* + 20bc + ¢* (a vlastné té7
¢isla 20bc + ¢2). Z tabulky vidime, Ze pfichdz{ v tivahu pouze tato dvojéisli:
00,01,04, 09, 16, 21, 24,25, 36, 41, 44,49, 56,61, 64, 69, 76, 81, 84, 89, 96, coz je
21 dvojcisli ze 100 moznych.

Obecné, je-li n € N, pak lze psat n = m + k, kde m, k € Ny, 1000 déli m
a0 <k <1000. Nyni n? = m? + 2mk + k2, kde 1000 déli m? a také 2mk.
Takze dekadicky zapis ¢isla n? konéi stejné stejné jako dekadicky zapis éisla
k2. To je vyse uvedenych 21 dvojéisli.

Je6?=36a3+6=9=3% Je9?=8lal8+1=9=3% Je 11> =121
al+24+1=4=22 Jel122=144a1+4+4=9=23% Je 13?2 =169 a
1+6+9=16=4% Je 14> =196 a1+ 9+6 = 16 = 4%, Je 31> = 961 a
9+6+1=16=4% Je 67 =4489 a4 +4+8+9 =25 =57

Je19?2 =361,1+9=10=3+6+1,19 = (1-9)+(1+9), 3-6-1 = 18 = 2-9.

Je 9079 = 7-1297 a 9079% = 82428241 = 8242 - 103 + 8241. Je 69% = 4761
a 693 = 328509. Je 45624% = 2081549376. Je 662762 = 4392508176. Je
882 = 7744. Je 149% = 22201. Je 9952 = 989025. Je 9962 = 992016. Je
423? = 75686967. Je 173% = 29929. Je 278892 = 777796321.

Je 5292 = 28 + 0 + 0 + 5264 a 5293% = 28005264. Je 1681 = 412,16 =
4% 81 = 9%, Je 2122 = 44944, 4 = 22,9 = 32,49 = 72, Je 307% = 94249. Je
3672 = 134689. Je 263? = 69169. Je 20012 = 4004001 a 2004> = 4016016.
Je 2810 = 2-5- 281, kde 2, 5,281 jsou prvocisla a 25281 = 159%,159 = 3 - 53.
Je 264? = 69696 = 26 - 32 - 112, Je 3242% = 10510564, 64 + (42 — 1) = 105 =
3-5-7,64 = 8% Je 3249 = 577,324 = 182,49 = 72,9 = 32,4 = 22,32 =
2594 =393,

Je 2867 = 47 - 61, kde 47 a 61 jsou prvocisla a 4761 = 692,69 = 3-23, 3 +
2+3=8=232867=2869—2=(4-7)-10%+ (61 + 6).

Je (8+1)2=92=281. Je 164 =10-16 +4 = 100- 1 + 64,16 = 4% 100 =
102,1 = 12,64 = 82

Jak jiz jsme poznamenali, tak (n + 1) — n? = 2n + 1 pro kazdé n € Z.
Tedy kazdé liché &fslo je rozdilem dvou druhych mocnin. Je-li m = a? — b2,
a,b € 7Z, sudé &islo, tak obé ¢isla a, b maji stejnou paritu (jsou obé bud'to
sudé, nebo lichd). Tedy, budto a =2k+1,b=2l+1am = 4(k*+k—1*>-1)
anebo a = 2k, b =2l am = 4(k* — I2. V obou piipadech je &islo m délitelné
¢islem 4. Naopak, je-li m = 4¢, tak m = (t + 1)? — (¢ — 1)?. Vidime, ze mezi
sudymi ¢isly jsou to pravé nasobky cisla 4, které jsou rozdilem dvou druhych
mocnin. TakZe, napi., 2,6 # a® — b? pro vSechna a,b € Z.

V souvislosti si jesté vimnéme téchto dvou rovnosti: (a? +b?)(c* + d?) =
(ac+bd)* + (ad —be)? a (a® — b*)(c® — d?) = (ac+bd)? — (ad +bc)?. K tomuto
se vratime pozdéji.

1.6.2 Hricka. Je 5% = 25, 62 = 36, 76? = 5776, 376> = 141376, 1249% =
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1948441249, 8906252 = 793212890625. Cisla tohoto typu jsou zndma jako
¢isla automorfni ¢i okruzni (cirkuldrni). To v8e pii zdkladu 10.

Je 495475% = 245495475625.

Méme také 50% = 2500, 60?> = 3600, 10> = 100, 100*> = 10000, 799* =
9801, 9992 = 998001, 9999% = 99980001. (A jak je to dal?)

1.6.3 Tabulka. Udélejme si tabulku sou¢tt dvou druhych mocnin n? + m?2,
kde 0 <n,m < 12.

n? + m?
m
. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
0 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 | 100 | 121 | 144
1 1 2 5 10 17 26 37 50 65 82 | 101 | 122 | 145
2 4 5 8 13 20 29 40 53 68 85 | 104 | 125 | 148
3 9 10 13 18 25 34 45 58 73 90 | 109 | 130 | 153
4 16 17 20 25 32 41 52 65 80 97 | 116 | 137 | 160
5 25 26 29 34 41 50 61 74 89 | 106 | 125 | 146 | 169
6 36 37 40 45 52 61 72 85 | 100 | 117 | 136 | 157 | 180
7 49 50 53 58 65 74 85 98 | 113 | 130 | 149 | 170 | 193
8 64 65 68 73 80 89 | 100 | 113 | 128 | 145 | 164 | 185 | 208
9 81 82 85 90 97 | 106 | 117 | 130 | 145 | 162 | 181 | 202 | 225
10 100 | 101 | 104 | 109 | 116 | 125 | 136 | 149 | 164 | 181 | 200 | 221 | 244
11 121 | 122 | 125 | 130 | 137 | 146 | 157 | 170 | 185 | 202 | 221 | 242 | 265
12 144 | 145 | 148 | 153 | 160 | 169 | 180 | 193 | 208 | 225 | 244 | 265 | 288

A ted trochu rovnosti. Je (2n? 4+ 2n)* + (2n + 1)*> = (2n% 4+ 2n + 1)? pro
kazdé n € Z. Napi., 32 + 4% = 52 52 + 122 = 132 7% 4 242 = 25%
Dale, (2n*m + 2nm)? + (2nm + m)?* = (2n*m + 2nm + m)? pro vsechna
n,m € 7Z. Napi., 6% + 8 = 102, 92 + 122 = 152, Plati také rovnost
(a® + b*)(* + d*) = (ac + bd)* + (ad — bc)?.

Vsimnéme si, ze a + b> # 3,6,7,11,12,15,19 a a® + b> + ¢ # 7,15,28
pro vSechna a, b, c € Z.

Je 02 +5% = 25 = 32 + 4% Cislo 25 (= 5%) je nejmensi éfslo, které
lze (aspon) dvéma zpusoby napsat jako soucet dvou druhych mocnin. Je
12 4+ 72 = 50 = 52 4 5. Cislo 50 (= 2-5?) je nejmens &slo, které lze (aspon)
dvéma zpusoby napsat jako soucet dvou nenulovych druhych mocnin.

Je 124+ 8 =424+ 72 =65 =5-13, 22 + 112 = 52 + 10> = 125 = 53,
F+112=7"4+92=130=2-5-13, 4>+ 332 = 9?2 + 322 = 122 + 312 =
23% 424> =1105=5-13-17.

Je 1192 + 120% = 14161 + 14400 = 28561 = 169% = 134, 222 + 23 =
507 = 3-132. Je 232 = 62 + 142, 233 = 82 + 132, 234 = 32 + 152, Je
5882 + 2353% = 345744 + 5536609 = 5882353 a 94122 + 2353% = 88585744 +
5536609 = 94122353. Také je 8833 = 7744 + 1089 + 882 + 332, 12 + 112 =
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14121 = 122 = 2-61, 22 4+ 222 — 4 4 484 — 488 — 8- 61, 32 + 332 —
9+ 1089 = 1098 = 2-9- 61, 4% + 44% = 16 + 1936 = 1952 = 32 - 61 (je totiz
a’ + (11a)? = a*(1*> + 11%) = 2 - 61 - a?).

1.6.4 Zabavka. Je 9> = 81,9 =1+ 8 a 2-9 = 18. Podobné, 33% = 1089
a 9801 = 297 - 33. Bud nyni n takové kladné celé éislo, Ze n? je trojciferné
¢islo; ziejmeé je 10 < n < 32. Nechf n? = 100a + 10b +¢, 0 < b, ¢ < 9,
1 < a < 9. Necht 100c + 10b + a = kn pro né&jaké k > 0. Potom n deéli
rozdil 100a + 1064 ¢ — 100c — 10b — a = 99(a — ¢). Oviem, |a —c| < 9. Cisla
1,3,9,11,33,99 jsou pravé vsichni kladni délitelé ¢isla 99. Z téchto délitelu
pfipadé pro éislo n pouze hodnota n = 11. A hle! 112 = 121 = 11 - 11.
Uvazime-li nyni délitele cisla a — ¢, tak vidime, Ze musime jesté proveérit
n = 12,15,18,21,22,24,27. Je viak 122 = 144, 18% = 324, 24? = 576 a ¢isla
441,423,675 jsou lichd. Tudy cesta nevede. Déle, 15% = 225 a 5 nedéli 522,
212 = 441 a 7 nedéli 144, 272 = 729 a 927 = 9 - 103, 3 nedeli 103. Nakonec,
222 = 484 = 22 - 22. Resenfm nasi dlohy jsou éfsla n = 11,22. Viimnéme si
jests, ze 992 = 9801 a 1089 = 11 - 99. Podobné, 662 = 4356 a 6534 = 99 - 66.

1.6.5 Hiicka. Nechf 1 < a <9, 0 < b < 9. Chceme ovéiit, ze 10a + b #
a’ + b2

Necht, naopak, 10 + b = a? + b Je 10a > 9a > a* a mame b(b — 1) =
b> —b = 10a — a®* = (10 — a)a > 0. Snadno nahlédneme, ze (10 — a)a > 9.
Tedy b > 4 abb—1) > 12. Pak ale 2 < a <8, (10 —a)a > 16, b > 5,
bb—1) >20. Pakale 3<a <7, (10 —a)a>21,b>6ablb—1)> 30,
Ovsem, (10 — a)a < 25, spor.

1.6.6 Zabavka. (i)Je 124-9% = 82, 82422 = 68, 62+8% = 100, 124+-02+02 = 1,
12 = 1. Podobné, 12+ 32 =10, 12+ 02 =1, 12 = 1. Podobné, 22 + 32 = 13,
12432=10, 124+ 0% =1, 1> = 1. Podobné, 6%+ 8> =100, 12+ 02+ 02 = 1,
12=1.

Cisla 19,91, 13, 31, 23, 32, 68, 86 patif mezi tzv. stastnd cisla.

(ii) Je 912 = 8281, 82 +22 + 82+ 12 = 135, 12+ 3% +5% = 35, 32+ 52 = 34,
32 +42 =25 22 452 =29, 22+ 92 = 85, 82 + 52 = 89, 8% + 9? = 145,
12 4+ 42 + 5% = 42, 42 4+ 22 = 20, 22 4+ 0% = 4, 4*> = 16, 12 + 6% = 37,
32+ 7% =56, 52+ 6% = 61, 62+ 1% = 37, 32+ 7% = 58, 5% + 8% = 89,
82 + 92 =145, 12 + 42 + 5% = 42, 42 + 22 = 20, atd.

1.6.7 Piiklad. Necht a,b € Z,ab # 0,c = a*> + b*(> 2). Bud d € Z
takové ¢islo, ze d? déli c. Je tedy ¢ = ed?,e > 1, a my polozme f = a’e
a g = ble. Nyni, f+g = a’e+b’e = (a> + V?)e = ce = d*c* = (de)? a
fg = a’eb*e = (abe)?.

Jellid=1,pak e =c, f=a*+a%?% g=>b"+a%?% f+g=(a®+ V)2
fg = (a®b+ ab®)>.
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Jellie=1(tj,c=d*), pak f=d% g=0, f+g=a>+1 = d,
fg = (ab)*.

Je-lia=3,0=06, pak ¢ =45 a lze urc¢it d = 3. Potom e =5, f = 45,9 =
180, f + g = 225 = 152, fg = 8100 = 902.

1.6.8 Véta. Necht n > 3, n # 4. Potom existuje aspoi jedno m > 2 tak, ze
n < m? < 2n.

Diikaz. Zvolme k nejvetsi éislo takové, 7e k2 < n. Jisté je k > 1 an <
(k + 1)2. Jeli (k+ 1) < 2n, pak lze polozit m = k + 1. Necht tedy
2n < (k+ 1) = k* + 2k + 1. Ovsem, 2n > 2k? takze 2k* < k? + 2k + 1,
(k—12-2=k-2k-1<0, (k—12<2 [k—1] <1, k = 1,2,
2n < (k+1)? <32 =9, n < 4. Jeli n = 3, pak lze volit k = 2. O

1.6.9 Pozndmka. (i) Mdme 0 = 02 =2.0, 1 =12 < 2.1, 2 <22 =2.2,
4 = 22 < 2-4. Takze pro véechna n > 0 existuje m > 0 tak, ze n < m? < 2n.

Je13 <42 <52 <26=2-13,35<62<T> <8 <70=2-35.

(ii) A jeste tato ivaha: Necht n > 1 je takové ¢islo, Ze pro n&jaké k > 1
existuji a,b € N tak, ze nb* < a® a ka® < (k + 4)nb*>. Bud m nejmens ¢islo
takové, ze a < mb. Ziejmé jem > 1, (m—1)b < a, nb* < a®> < m?b*, n < m.
Piedpoklddejme nyni, ze 2n < m?. Pak 2k(m —1)%0* < 2ka® < (k+4)2nb* <
(k + 4)m?b?, 2km? — 4km + 2k = 2k(m — 1)? < (k + 4)m?* = km? + 4m?,
(k—4)m? < 4km —2k < 4km, (k—4)m < 4k. Je-li k = 5, pak mdme m < 19
an<m?<192=361. Prok=7madme m < 9an<m? <9 =281 Pro
Ek=8mémem < T7an<m?<7 =49. Prok =9 médme m < 7. Pro
E=10médme m < 6an<m?<6%2=36. Pro k=11 médme m < 6. Pro
E=12mémem < 5an<m?=05>=25 Prok =13 mdme m < 5. Pro
k = 14 mame m < 5. Pro kK = 16 médme m < 5. Pro kK = 17 médme m < 5.
Pro k = 18 mame m < 5. Pro k£ = 19 mame m < 5. Pro kK = 20 mame
m<4an<m?<4?=16.

Takze, je-li n > 17 a k = 20, pak n < m? < 2n. V tomto piipadé je vsak
20a% < 24nb?, takze 5a? < 6nb® a naopak. Specielné, pro n = 17,k = 20 je
m = 5. Pro k =15 mame m < 5.
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1.7 Dalsi mocniny

1.7.1 Tabulka. Ptichézeji na fadu treti mocniny:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n? 1 8 27 64 125 216 343 512 729
n 10 11 12 13 14 15 16 17 18
n3 | 1000 | 1331 | 1728 | 2197 | 2744 | 3375 | 4096 | 4913 | 5832
n 19 20 21 22 23 24 25 26 27
n3 | 6859 | 8000 | 9261 | 10648 | 12167 | 13824 | 15625 | 17576 | 19683
n 28 29 30 31 32 33 34 35 36
n3 | 21952 | 24389 | 27000 | 29791 | 32768 | 35937 | 39304 | 42875 | 46656

Thned vidime, ze 212 < 100 < 223. Daéle, 3% = 27, 2+ 7 = 32, 5% = 125,
14+2+5=2%63=216,24+1+6=23%,8 =512, 5+1+2=23 2541 =32,
52 +2 = 3%, 32 + 3 = 6%, 22 + 112 = 53, 33 4+ 132 = 142, 32 + 6° = 152,
73+ 132 = 83, 10% 4+ 20% = 902, 1812 + 7 = 323, 92 + 44 = 53, 93 = 729,
T+2+9=18,11=1331, 1+3+3+1 =23 123 = 1728, 1 +7+2+8 = 18,
143 = 2744, 2 +74+4+7=17,15% = 3375, 3+ 3 +7+5 = 18, 163 = 4096,
44+04+9+6 =19, 173 = 4913, 4+9+1+3 = 17, 183 = 5832, 5+8+3+2 = 18,
213 = 9261, 9+2+6+1 = 18, 243 = 13824, 1+3+8+2+4 = 18, 27° = 19683,
1+946+8+3 =27, 30> =27000,2+7+0+0+0=29, 333 = 35937,
3+5+9+3+7=27,36>=46656,4+6+6+5+6=27.

Je250 =2-125 =2-5%,24+14+2+5=10=2-5. Je 2299543 =
172993 + 25469°. Je znamo, 7ze a® + b® # ¢® pro vsechna a,b, c € Z takova,
ze abe # 0.

1.7.2 Pozorovani. Je 134123 = 1729 = 9°+10%. Cislo 1729 lze tedy (aspoii)
dvéma zpusoby napsat jako soucet dvou tretich mocnin nezapornych celych
¢isel. Je to nejmensi kladné ¢islo s touto vlastnosti a je znamo jako Hardyho-
Ramanujanovo ¢islo. Anglicky matematik Godfrey Harold Hardy (1877—
1947) a indicky matematik Srinivasa Ramanujan (1887-1920) se o tomto ¢isle
bavili v roce 1917. Vsiml si ho také francouzsky matematik Frénicle de Bessy
(1605-1675). Je 1729 =7-13-19, 1+2+749 =19, 7+13+19 = 39 = 3-13,
3+13=16=2%1+6=7. Ddle 3* +4% = 91 = (—5)® + 6. Opét, ¢islo
91(= 7-13) je nejmensi kladné ¢islo, které lze (aspon) dvéma zpusoby napsat
jako soucet dvou tietich mocnin. Je ovsem 0% + 03 = 0 = (—1)3 + 13. Déle,
7-19 = 133 = 23+53. Tedy, 19(33+43) = 19((—5)3+6%) = 19-91 = 93+10% =
1%+ 123 = 13(23 + 5%). Samoziejmé, 7 = 23 + (—1)%, 19 = 3% + (=2)3.
Ted si uvédomme, 7e 13 # a® + b® pro viechna a, b € Z.
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Necht, naopak, 13 = a® 4+ b®. Muzeme piedpokladat, 7e a > 1. Je
1+0=1,1+13=214+22=9,14+3=28,8+0>=8,8+13 =09,
8 + 23 = 16. Tedy muzeme piedpokladat, ze b < —1. Je 13 + (=b)3 = a3,
takze a > 3, —=b < a—1,13+(a—1)3 > @ Odtud, 4a+1 > a5 > (a—2)?
4>a>3. OvSem, 13 — 27 = —14 a 13 — 64 = 51. Doséhli jsme sporu.

Je8 =512=(5+1+2)3 Je2-999 = 1998 = 28 + 2 - 729 + 512 =
14+9494+8+9°+9°+8 =143 485+ 93+ 9% Je 3543% = 44474744007.

1.7.3 Hficka. Je 3% + 4% + 5% = 27 + 64 + 125 = 216 = 63. Je 7353% =
397551775977, Je 10% + 5% + 4% 4+ 62 = 1225 = 10° 4+ 6® + 23 + 13(1?),
1225 =52-72. Je 153 =14+ 125 4+27 =12+ 53+ 33, 370 =27+ 343 + 0 =
B+ 7403 371 = 27T+ 343+ 1 = 33+ 7 + 1° (srovnej s 1.6.5). Je
135 = 1+ 9+ 125 = 11 + 32 + 5% Je 692 = 4761 a 69° = 328509. Je
312 = 961, 313 = 29791, 313 + 13 = 29792 = 32 - 931 = (31 + 1)(31 + 900).

1.7.4 Tabulka. Ctvrté mocniny

n 1 2 3 4 ) 6 7

n? 1 16 81 256 625 1296 2401
n 8 9 10 11 12 13 14

nt| 4096 6561 | 10000 | 14641 20736 28561 38416
n 15 16 17 18 19 20 21

nt | 50625 | 65536 | 83521 | 104976 | 130321 | 160000 | 194481
n 22 23 24 25 26 27 28

nt | 234256 | 279841 | 331776 | 390625 | 456976 | 531441 | 614656
n | 2229 30 31 32 33 34 35

nt | 707281 | 810000 | 923521 | 1048576 | 1185921 | 1336336 | 1500625

Vsimnéme si, ze 9* < 100? = 10*. Dekadicky zapis kazdé ¢tvrté mocniny
konci na nékterou z ¢islic 0,1, 5, 6.

Je 4*+614-81+ 9% +14* = 25641296+ 4096+ 6561+ 38416 = 50625 = 15*.
Je 83% = 47458321, 9350* = 764269350625000. Je 3* 4 43 = 92 4 43 =
124122 = 145 = 5-29. Je 66* = 18974736 = 8712 - 2178.

Je 14+ 24 =17, 24 + 3* =97, 3* + 4% = 337, 4° + 5 = 881 a viechna
tato ¢tyfi ¢fsla jsou prvocisla. Avsak, 5% + 6% = 1921 = 17-113 a 74 + 8* =
6497 = 73 - 89. Nicméné, 6* + 7* = 3697 je opét prvocislo.
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1.7.5 Tabulka. Paté mocniny:

n 1 2 3 4 ) 6

n® 1 32 243 1024 3125 7776

n 7 8 9 10 11 12

n® | 16807 32768 59049 100000 161051 248832
n 13 14 15 16 17 18

n® | 371293 | 537824 759375 | 1048576 | 1419857 | 1889568
n 19 20 21 22 23 24

n® | 2476099 | 3200000 | 4084101 | 5153632 | 6436343 | 7962624
n 25 26 27 28 29 30

n® | 9765625 | 11881376 | 14348907 | 17210368 | 20511149 | 24300000

Je 6° < 100% < 7°. Je 4° +5° +6° + 7° + 9° + 11° = 1024 + 3125+ 7776 +
16807 + 59049 + 16051 = 248832 = 12°. Je 3435 = 27 + 256 + 27 + 3125 =
334+ 4% + 33 + 55 Je 45 + 5 = 1639 = 382 + 142 + (—1)3, 1639 = 11 - 149,
149 =72 4+10%, 13 =22+ 3% Je 2° + 72 = 3* a 3° + 11* = 1222

1.7.6 Tabulka. Sesté mocniny:

n 1 2 3 4 5 6

n® 1 64 729 4096 15625 46656

n 7 8 9 10 11 12

n® | 117649 262144 531441 1000000 1771561 2985984
n 13 14 15 16 17 18

n® | 4826809 7529536 | 11390625 | 16777216 | 24137569 | 34012224
n 19 20 21 22 23 24

n® | 47045881 | 64000000 | 85766121 | 113379904 | 148035889 | 191102976
n 25 26 27 28 29 30

n® | 244140625 | 308915776 | 387420489 | 481890304 | 594823321 | 729000000

Je 45 < 100 < 55 Dekadicky zdpis Sesté mocniny konéi na éislice
0,1,4,5,6,9. Je 16° =V16777216. Je (31)0=729,3-1-6=18=7+2+9,
316 =4-79 = 22-79. Cislé 613 a 631 jsta prvocisle. Ovsem, 361 = 192
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1.7.7 Tabulka. Sedmé mocniny:

n 1 2 3 4 )

n’ 1 128 2187 16384 78125

n 6 7 8 9 10

n’ 279936 823543 2097152 4782969 10000000
n 11 12 13 14 15

n’| 19487171 35831808 62748517 | 105413504 | 170859375
n 16 17 18 19 20

n’| 268435456 | 410338673 | 612220032 | 893871739 | 1280000000
n 21 22 23 24 25

n’ | 1801088541 | 2494357888 | 3404825447 | 4586471424 | 6103515625

Je 37 < 100% < 47. Dekadicky zapis sedmé mocniny konéi na nékterou
z ¢islic 0,1,3,4,5,6,7,8. Je 67 = 2779936, 2+7+7+9+9+3+6 = 36 = 6%,
2.7-7-9-9-3.6=200492 =22.3°%.7.

1.7.8 Tabulka. Osmé mocniny:

n 1 2 3 4

n® 1 256 6561 65536

n > 6 7 8

n® 390625 1679616 2764801 16777216
n 9 10 11 12

n® | 43046721 100000000 214358881 429981696
n 13 14 15 16

n® | 815730721 | 1475789056 | 2562890625 | 4294967296
n 17 18 19 20

n® | 6975757441 | 11019960576 | 16983563041 | 25600000000
n 21 22 23 24

n® | 37822859361 | 54875873536 | 78310985281 | 110075314176

Je 3% < 100? < 48. Dekadicky zapis osmé mocniny konéf na nékterou z éislic
0,1,5,6. Je 22 +28 4 3% =4+ 512+ 6561 = 7077 = 7-1011 = 3 - 7 - 337.
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1.7.9 Tabulka. Devaté mocniny:

n 1 2 3 4

n? 1 512 19683 262144

n 5 6 7 8

n? 1953125 10077696 40353607 134217728
n 9 10 11 12

n? | 387420489 1000000000 2357947691 5159780352
n 13 14 15 16

n? | 10604499373 | 20661046784 | 38443359375 | 68719476736
n 17 18 19 20

n? | 118587876497 | 198359290368 | 322687697779 | 512000000000

Je 27 < 100% < 3°. Rovnéz tak 2F < 1002 < 3* pro 10 < k < 13. Ovsem,
1002 = 10000 < 16384 = 2™, Je 22 = 1324+ 73, Je 6° +6" + 6% +6° =
46656 + 279936 + 1679616 + 10077696 = 12083904, 6 - 7 -8 -9 = 3024 a
(65467 + 6% +6%)/(6-7-8-9) = 3996.

1.7.10 Procvicovani. Necht a € Z, a # 0, b,c,d € Ny jsou takova ¢isla,
7e a’ + a® = a®. Bez djmy na obecnosti lze piedpoklddat, ze b < c. Pak
a®(1+ a“7?) = a.

(i) Bud b > d. Potom a® 41+ a“%) =1, 1+a“" = 41, a4 = 41,
Je-li 14 a“? =1, pak a®® =0, a = 0, spor. Je-li 1 +a“? = —1, pak
act=-2a=-2c—b=1c=b+1, (204 =a"9=41,0-d=1,
d=0b-—1,b> 1. Mdme tedy (—2)" + (=2)"*! = a* + a® = a? = (-2)""L.
Odtud, 2 (=2)"7! = (=2)"" (=2 +4) = (=2)° + (=2)*F! = (=2)*" 1, 2 =1,
opét spor.

(ii) Bud b < d. Potom 1+a°® = a?? Jelia=1,tak 1+a“*=2#1=
a®t. Jelia = —1, tak 1+a°* € {0,2}, a®® € {1, —1}. Vidime, ze a # 1.
Je-li ¢ > b, pak a déli 1, coz nelze. Tedy c =b,2=1+a’ =1+ a“" = a??,
a=2,d—b=1,d=b+ 1.

(iii) Zjistili jsme, ze a = 2, b = ¢, d = b+ 1. Samoziejmé, plati i opak. Je
20 4 26 = 2. 20 = 2¥*1 pro kazdé b > 0.

,Opacna“ rovnost b* 4+ ¢* = d* dd4 mnohem vice prace.

1.7.11 Procviéovani. Necht a, b, ¢, d, e jsou takova kladn4 ¢isla, ze a®+a¢+
a’ = a°. Bez Gjmy na obecnosti lze piedpokladdat, ze b < ¢ < d < e. Také je
ziejmé, ze a > 2.

(i) Bud a = 2. Pak 1+ 2% 4 2970 = 2¢=0_ Tedy &islo nalevo je sudé, a
tak ¢ = b. Odtud, 2+ 2970 =2¢7b d > b 1 42901 =2e=0-1 g 1=
0,d=e+1l,e—b—1=1e=b+2 Takiec=bd=0bb+1,e = b+ 2.
A samoziejmé, 20 + 20 4 20+ = 0F1 4 ob+l — 9042
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(ii) Necht @ > 3. Je 14+a°"+a?" = a®7 anedéli 1, c = b, 2+a?" = a*7?,
anedéli 2, d=5b,3=0a°" a=3,e=0b+1. Zjistili jsme, zea =3, b= c = d,
e = b+ 1. Samoziejme, 3° + 3% 4 3% = 3. 3b = 30+,

(iii) Je A0 4 4b 440 gb = 4. 40 = 4041 50 4 5b L 5P 4 5b 4 5b — 50D atd.
Podobne, 3% + 3 + 3% + 30+ 4 301 = 3542 atd.

I.7.12 Véta. (Srovnej s 1.6.8.) Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro
n > 0:

(i) Existuje m > 0 tak, ze n < m3 < 2n.

(ii) » > 33 anebon =5,6,7,14,15,...,25, 26.

(Tedy bud'to n > 33, nebo 14 <n <26 anebo 5 <n <7.)

Dikaz. Mnozinu nezédpornych celych ¢isel splnujicich podminku (i) oznac¢me
A. Zrejmeé 0,1,2,3,4,8,...,13 ¢ A,5,6,7,14,...,26 € A, 27,28,29,30,31,32 ¢
A. Je-li 33 <n <63, pakn <63 <64 =4% <66 <2n,cilin e A.

Necht n > 64 a necht k je nejvétsi cislo takové, ze k* < n; ziejmé je
k> 4. Nyni, n < (k+1)% a, je-li (k+ 1)3 < 2n, pak lze polozit m = k + 1
a dostdvame n € A. Piedpoklddejme tedy, ze 2n < (k + 1)3. Odtud, 2k* <
on < (k+1)3 =k3+3k>+3k+1, k* < 3k*+ 3k +1. Je-li k* = 3k* + 3k + 1,
pak k déli 1 a k = 1, spor, neb vime, ze k > 4. Tedy k% < 3k% 4 3k, z ¢ehoz
plyne k% < 3k + 3. Je-li k* =3k +1i, i =1,2,3, pak k déli 7, spor s tim, Ze
k > 4. Takze k? < 3k, k < 3, posledn{ spor. O

1.7.13 Pozndmka. Je 0 = 0> = 2.0, 1 =12 < 2-1,4 < 28 = 2.4,
8 =23 <2-8 27T =3<2-27,32 < 43 = 2-32. Tedy pro kazdé n > 0,
n#2,3,9,10,11,12, 13,28, 29, 30, 31 existuje m > 0 tak, ze n < m3 < 2n.

1.7.14 Kolikerka. Pro kazdé k > 0 ozna¢me symbolem w(k) nejveétsi celé
¢islo n takové, ze pro m € Z je budto m* < n & 2n < mF. Thned vidime,
ze w(0) neexistuje a w(l) = 1. V 1.6.8 jsme zjistili, ze w(2) = 4. V 1.7.12
jsme zjistili, ze w(3) = 32. A kolik je w(4)? Existuje vubec? Mozna ze je
w(4) = 648 (= 2% - 31). Anebo ne?
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I.8 Rozdily a sou¢ty mocnin

1.8.1 Cviceni. S ptipadnym pouzitim tabulek 1.6.1, 1.7.1, 1.7.4, 1.7.5, 1.7.6,
1.7.7, 1.7.8, 1.7.9, si sefadime mocniny n*, n > 0, k > 2, n* < 10000, tak, jak
jdou za sebou. Dostaneme 125(= 5%) ¢isel: 0, 1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36, 49,
64, 81, 100, 121, 125, 128, 144, 169, 196, 216, 225, 243, 256, 289, 324, 343,
361, 400, 441, 484, 512, 529, 576, 625, 676, 729, 784, 841, 900, 951, 1000,
1024, 1089, 1156, 1225, 1296, 1331, 1369, 1444, 1521, 1600, 1681, 1728, 1764,
1849, 1936, 2025, 2048, 2116, 2187, 2197, 2209, 2304, 2401, 2500, 2601, 2704,
2724, 2809, 2916, 3025, 3136, 3249, 3364, 3375, 3481, 3600, 3721, 3844, 3969,
4096, 4225, 4356, 4489, 4624, 4761, 4900, 4913, 5041, 5184, 5329, 5476, 5625,
5776, 5832, 5929, 6084, 6171, 6400, 6561, 6724, 6859, 6889, 7056, 7225, 7396,
7569, 7744, 7776, 7921, 8000, 8100, 8192, 8282, 8464, 8649, 8836, 9025, 9216,
9261, 9409, 9604, 9801, 10000.

A nyni si postupné udélame rozdily po sobé jdoucich mocnin a tyto rozdily
sefadime podle velikosti. Dostaneme posloupnost: 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 10, 11,
12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 33, 35, 36, 38,
39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 56, 57, 59, 61, 65, 67, 68, 69, 71, 75, 77,
79, 81, 85, 87, 89, 92, 95, 97, 99, 100, 101, 103, 106, 107, 109, 111, 113, 115,
119, 121, 123, 125, 127, 128, 129, 131, 133, 135, 137, 139, 143, 145, 147, 148,
149, 151, 155, 157, 159, 161, 163, 165, 167, 169, 171, 173, 175, 183, 185, 187,
189, 191, 195, 197, 199. Z lichych ¢isel (do 199) chybi 29, 31, 37, 63, 73, 83,
91, 93, 105, 117, 141, 153, 177, 179, 181, 193 a ze sudych chybi 6, 8, 14, 22,
26, 34, 40, 42, 44, 46, 48, 50, 52, 54, 58, 60, 62, 64, 66, 70, 72, 74, 76, 78,
80, 82, 84, 86, 88, 90, 94, 94, 98, 102, 104, 108, 110, 112, 114, 116, 118, 120,
122, 124, 126, 130, 132, 134, 136, 138, 140, 142, 144, 146, 150, 152, 154, 156,
158, 160, 162, 164, 166, 168, 170, 172, 174, 176, 178, 180, 182, 184, 186, 188,
190, 192, 194, 196, 198.

1.8.2 Poznamka. (i) 2n+1 = (n + 1)* — n? pro kazdé n € Z. Tedy kazdé
liché ¢islo lze ziskat jako rozdil dvou druhych mocnin.

(ii) 4n = (n+ 1)* — (n — 1)%. Tedy kazdé ¢islo délitelné 4 1ze ziskat jako
rozdil dvou druhych mocnin.

(iif) Je 2 = 27 — 25 = 33 — 52,

(iv) Je (=1)3+1=0%02+1=12,22+1=3% Tedy 1 = 02 — (—1)3 =
12 — 0% = 32 — 23, Je znamo, 7e pro a # —1,0,8 vidy aspoil jedno z &isel
a,a + 1 neni druhou ¢i vyssi mocninou jakéhokoliv celého ¢isla. Bohuzel,
elementarni diukaz tohoto zajimavého faktu nemame k dispozici.

(v) Pro kazdé a € Z,a # —1, aspon jedno z ¢isel a,a + 1,a + 2 neni
druhou ¢ vyssi mocninou. Ani toto slabsi tvrzeni zatim neumime dokazat
elementarneé.
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1.8.3 Cviceni. (i) Necht a,b,c € Z,n,m € N;n > 2,m > 2, jsou takova
¢isla, e a = V" a a+ 2 = ¢™ (napt. a = 5%, a+ 2 = 33). Zajisté, ¢islo a je
sudé prave kdyz cislo b je sudé a rovnéz praveé kdyz ¢islo ¢ je sudé. V tomto
pripadeé vsak ¢islo 4 déli obé cisla b, ¢™ a tedy 4 déli obé ¢isla a, a+2. Potom
4 déliirozdil a+2—a = 2, coz neplati. Nahlizime, Ze ¢isla a, b, ¢ jsou vesmeés
licha.

(i) Necht a € Z je sudé ¢islo, a = b, b € Z, n > 2. Z (i) plyne, ze
a+ 2 # ™ pro vSechna ¢ € Z a m > 2.

(iii) Necht a € Z je liché ¢islo, a +1 =", b € Z, n > 2. Cislo a + 1 je
sudé, a proto a + 3 # ¢™ pro vsechna ¢ € Z a m > 2 podle (ii).

(iv) Necht a € Z. Z (ii) a (iii) plyne, ze ze ¢tyt (po sobé jdoucich) ¢fsel
a,a+1,a+ 2,a+ 3 aspon jedno neni druhou ¢i vyssi mocninou celého ¢isla.

1.8.4 Uloha. (i) Kterd ¢isla n 1ze ziskat ve tvarun = a*—b', kde a, b, k, 1 > 2,
ak > b7

Samozfejme 0 = 2222 1 =32-2% 9 =33 _52, 3 =97 53 4 =23 22 —
5112 =62 25 5=32-922=920 33 7=9' _32-95 _52—97 112
8—921_93 9g—52 24— (2_3% — 152 — 63 10 — 135 — 37. Tedy wrdité
¢isla 1,2, 3,4, 5,7,8,9, 10 (chybi 6).

Je-lin > 5 liché ¢islo, pak (n—1)/2 > 2an= ((n+1)/2)>—((n—1)/2)%
Je-lin > 2sudé, 4 déli n, pak (n—4)/4>2an = ((n+4)/4)*—((n—4)/4)>.
Zbyvaji éislan = 4k+2, k > 0. Jiz jsme si vsimli, Ze 2 = 33—52, 10 = 13337,
Je také 18 = 192 — 73 = 35 — 152, A co ¢isla 6 a 147

(ii) K éfslim z (i) ptidejme jesté ¢fsla tvaru a* — 1(= a* — 12), kde a > 2,
k > 2. Tedy cisla 3, 7, 8, 15, 26, 31, 63, 80, ....

Je-li a sudé éfslo, pak a* — 1 > 3 je liché &fslo a je tedy typu (i). Je-li
a =4l + 1,1 > 1, liché &fslo, pak 4 déli a* — 1 a tedy a* — 1 je opét typu (i).
Je-li @ = 41+ 3,1 > 1,k sudé, pak opét 4 déli a* — 1 a tedy a* — 1 je typu
(i). Zbyvaji éisla (41 +3)* — 1, kde I > 1, k > 3, k liché. Nejmens{ z nich je
73— 1=2342(=2-32-19).

(iii) A ted éfsla a®(= a* — 0%), a > 2,k > 2. Tedy ¢&isla 4, 8, 9, 16, 25,
27, 32, 49, 64, 81, .... Tato ¢isla jsou bud lichd > 9 a nebo sud4 a délitelnd
¢islem 4. Tedy jsou vesmés typu (i). Napi. 9 = 52 — 42,16 = 5% — 32

1.8.5 Cviceni. (i) A ted zkusme sc¢itat mocniny z 1.8.1, od 4 vyse a vzdy
po dvou. Dostavame ¢isla 4 +4 =8, 4+ 8 =12, 4+ 9 = 13, 20, 29, 31,
36, 40, 53, 68, 85, 104, 1 25, 129, 131, 148, 173, 200, 220, 229, 247, 260,
9203, ...a dalsf. Déle, 8 +8 = 16, 8 + 9 = 17, 8 + 16 = 24, 33, 35, 40, 44,
57, 72, 89, 108, 129, 133, 136, 152, 177, 204, 224, 233, 251, 264, 297, ...a
dalsi. Dale, 9+ 9 = 18, 9+ 16 = 25, 9 4+ 25 = 34, 36, 41, 45, 58, 73, 90,
109, 130, 134, 137, 153, 178, 205, 22 5, 234, 252, 265, 298, ...a dalsi. Dale,
16 +16 = 32, 16 + 25 = 41, 16 + 27 = 43, 16 + 32 = 48, 16 4+ 36 = 52,
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16 +49 = 65, 16 + 64 = 80, 16 + 81 = 97, 16 + 100 = 116, 16 + 121 = 137,
164125 = 141, 164128 = 144, 16+169 = 185, 164196 = 212, 164216 = 232,
16 + 225 = 241, 16 + 243 = 259, 16 + 256 = 272, 16 + 289 = 305, ... a dalsi.
Déle, 25 + 25 = 50, 25 + 27 = 52, 25 + 32 = 57, 25 + 36 = 61, 25 + 49 = 74,
25+64 = 89, 25+ 81 = 106, 25+ 100 = 125, 25+ 121 = 146, 25+ 125 = 150,
254128 = 153, 25+144 = 169, 254169 = 194, 25+196 = 221, 254225 = 250,
25 + 243 = 268, 25 + 268 = 293, 25 + 256 = 281, 25 4+ 289 = 314 a dalsi.
Déle, 27 + 27 =54, 27+ 32 =59, 27+ 36 = 63, 27 + 49 = 76, 27 + 64 = 91,
27+81 =108, 274100 = 127, 274+121 = 148, 274+ 125 = 152, 27+ 128 = 155,
274144 = 171, 274169 = 196, 274196 = 223, 27+216 = 243, 274225 = 252,
27+243 = 270, 27+256 = 283, 27+289 = 316, ...a dalsi. Dale, 32432 = 64,
32436 =68, 32+49 =81, 32+ 64 = 96, 32+ 81 = 113, 32 + 100 = 132,
324121 = 153, 324125 = 157, 324128 = 160, 32+144 = 176, 32+176 = 208,
324169 = 201, 324196 = 228, 324216 = 248, 32+225 = 257, 32+243 = 275,
32+ 256 = 288, 32+ 289 = 321, ...a dalsi. Dale, 36 +36 = 72, 36 +49 = 85,
36464 = 100, 36+81 = 117, 36+ 100 = 136, 36+ 121 = 157, 36+ 125 = 161,
364128 = 164, 364144 = 180, 364169 = 205, 36+216 = 252, 36+225 = 261,
364243 = 279, 36+ 256 = 292, ...a dalsi. Dale, 49449 = 98, 49464 = 113,
49481 = 130, 49+100 = 149, 49+121 = 170, 49+125 = 174, 49+ 128 = 177,
494144 = 193, 49+169 = 218, 494196 = 245, 49+216 = 265, 494225 = 274,
494243 = 292, ... a dalsi. Dale, 64+64 = 128, 64481 = 145, 64+100 = 164,
644121 = 185, 64+125 = 189, 644128 = 192, 64+144 = 208, 644169 = 233,
64 + 196 = 260, 64 + 216 = 280, 64 + 225 = 289, 64 4+ 243 = 307, ...a
dalsi. Dale, 81 + 81 = 162, 81 + 100 = 181, 81 + 121 = 202, 81 + 125 = 206,
814128 = 209, 814144 = 225, 814169 = 250, 81+196 = 277, 81+225 = 306,
...a dalsi. Dale, 100 + 100 = 200, 100 4+ 121 = 221, 100 + 125 = 225,
100 + 128 = 228, 100 + 144 = 244, 100 + 169 = 269, 100 + 196 = 296,
...a dalsi. Ddle, 121 4+ 100 = 221, 121 4+ 125 = 246, 121 4+ 128 = 249,
121 + 144 = 265, 121 + 169 = 290, 121 4+ 196 = 317, ...a dalsi. Dale
125 + 125 = 250, 125 + 128 = 253, 125 + 144 = 272, 125 + 169 = 294, ... a
dalsi. Déle, 128 + 128 = 256, 128 + 144 = 272, 128 + 169 = 297, ... a dalsi.
Déle 144 + 144 = 288, 144 4+ 169 = 313, ...a dalsi. Dale, 169 4+ 169 = 338,
...a dalsi.

Ziskana cisla, ktera jsme napsali, si sefadime podle velikosti. Bude to
posloupnost («): 8, 12, 13, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 23, 29, 31, 32, 33, 34,
35, 36, 40, 41, 43, 44, 45, 48, 50, 52, 53, 54, 57, 58, 59, 61, 63, 64, 65, 68,
72,73, 74, 76, 80, 81, 85, 89, 90, 91, 96, 97, 98, 100, 104, 106, 108, 109, 113,
116, 117, 125, 127, 128, 129, 130, 132, 133, 134, 136, 137, 141, 144, 145, 146,
148, 149, 150, 152, 153, 155, 157, 160, 161, 162, 164, 169, 170, 171, 174, 176,
177,178, 180, 181, 185, 189, 192, 193, 194, 196, 200, 201, 202, 204, 206, 209,
212, 218, 220, 221, 223, 224, 225, 228, 229, 232, 233, 234, 241, 242, 243, 244,
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245, 246, 247, 248, 249. 250, 251, 252, 253, 256, 257, 259, 260, 261, 264, 265,
268, 269, 270, 272, 274, 275, 277, 279, 280, 281, 283, 288, 289, 290, 292, 293,
294, 296, 297, 305, 306, 307, 313, 314, 316, 317, 321, 338.

(ii) Zbyvajici ¢isla v intervalu 1, ..., 338 tvori posloupnost (5): 1, 2, 3, 4,
5.6,7, 9,10, 11, 14, 15, 19, 25, 26, 27, 28, 30, 37, 38, 39, 42. 46, 47, 49, 51.
55, 56, 60, 62, 66, 67, 69, 70, 71, 75, T7, 78, 79, 83, 84, 86, 87, 88, 92, 93, 94,
95, 99, 101, 102, 103, 105, 107, 110, 111, 112, 114, 115, 118, 119, 120, 121,
122, 123, 124, 126, 131, 135, 138, 139, 140, 142, 143, 147, 151, 154, 156, 158,
159, 163, 165, 166, 167, 168, 172, 173, 175, 179, 182, 183, 184, 186, 187, 188,
190, 191, 195, 197, 198, 199, 203, 205, 207, 208, 210, 211, 213, 214, 215, 216,
917, 219, 222, 226, 227, 230, 231, 235, 236, 237, 238, 239, 240, 254, 255, 258,
262, 263, 266, 267, 271, 273, 276, 278, 282, 284, 285, 286, 287, 291, 295, 298,
299, 300, 301, 302, 303, 304, 308, 309, 310, 311, 312, 315, 318, 319, 320, 322,
323, 324, 325, 326, 327, 328, 329, 330, 331, 332, 333, 334, 335, 336, 337.

(iii) Ke kazdému &fslu z posloupnosti («) pricteme ¢islo 4 a uvedmé zde
posloupnost () tvofenou ziskanymi ¢isly, ale jen témi, co nejsou v posloup-
nosti (a) obsazené: 21, 22, 28, 37, 38, 39, 47, 49, 56, 62, 67, 69, 77, 78, 84,
93, 94, 95, 101, 102, 110, 112, 120, 121, 131, 138, 140, 154, 156, 159, 165,
166, 168, 175, 182, 184, 197, 198, 210, 213, 216, 222, 227, 236, 237, 238, 254,
255, 263, 273, 276, 278, 284, 285, 287, 298, 300, 301, 309, 310, 311, 318, 320,
325, 342.

(iv) Vyhodme z posloupnosti (3) ¢isla obsazend v posloupnosti () a
ziskejme velmi levné posloupnost (§): 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 19,
23, 26, 27, 29, 30, 42, 46, 51, 55, 60, 66, 70, 71, 75, 79, 82, 83, 86, 87, 88, 92,
96, 99, 103, 105, 107, 111, 114, 115, 118, 119, 122, 123, 124, 126, 135, 139,
142, 143, 147, 151, 158, 163, 167, 172, 179, 183, 186, 187, 188, 190, 191, 195,
199, 203, 205, 207, 210, 211, 214, 215, 217, 219, 226, 230, 231, 235, 239, 240,
255, 258, 262, 266, 267, 271, 282, 286, 291, 295, 299, 302, 303, 304, 308, 312,
315, 319, 322, 323, 324, 326, ..., 337.

(v) Ke kazdému ¢islu z posloupnosti («) prictéme ¢islo 8 a ziskana ¢isla
vyhodme z posloupnosti (§) — ovSem jen ta ¢isla, co se v (§) vyskytuji.
Ziskame tak posloupnost (€): 1, 2, 3,4, 5,6, 7,9, 10, 11, 14, 15, 19, 23, 27,
29, 30, 46, 55, 70, 75, 79, 83, 86, 87, 92, 96, 103, 107, 111, 115, 118, 119, 122,
123, 126, 139, 143, 147, 151, 167, 183, 187, 190, 191, 195, 199, 203, 207, 211,
215, 219, 230, 235, 239, 262, 266, 271, 286, 295, 299, 303, 308, 312, 319, 323,
326, 327, 328, 330, ..., 337.

(vi) Ke kazdému ¢islu z posloupnosti («) prictéme ¢islo 9 a ziskand cisla
vyhod'me z posloupnosti (€) — ovSem jen ta, co se v (€) vyskytuji. Ziskame
tak posloupnost (¢): 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,9, 10, 11, 14, 15, 19, 23, 30, 46, 55,
75, 79, 86, 87, 92, 96, 103, 111, 119, 123, 147, 151, 167, 191, 195, 199, 203,
207, 219, 235, 239, 271, 295, 308, 312, 319, 327, 328, 331, ..., 337.
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(vii) Pokracujeme pilné déle. Ke kazdému ¢islu z («) prictéme 16 a opét
ziskand ¢isla vyhodme z posloupnosti (¢). Vznikd nové posloupnost (1).
Z (¢) v tomto bodu vyradime ¢&isla 75, 92, 96, 295, 308, 312, 332, 333, 337.

(viii) A nyni pfi¢itejme 25 k posloupnosti (). Z ¢ budeme vyfazovat
c¢isla 79, 86, 123, 195, 199, 203, 219, 308, 319, 331. A ziskdame posloupnost
£1,2 34,5 6 7,9 10, 11, 14, 15, 19, 23, 30, 46, 55, 87, 103, 111, 119,
147, 151, 167, 191, 207, 235, 271, 327, 328, 334, 335, 336.

(ix) A pri¢itdme 27. Z posloupnosti & vyfadime ¢isla 103, 191, 207, 235,
271 a 334. Ziskdme novou posloupnost (().

s

s

posloupnost (A): 1,2, 3,4, 5,6, 7,9, 10, 11, 14, 15, 19, 23, 30, 46, 55, 87,
111, 119, 327, 335, 336.

(xii) Z posloupnosti (A) vyfadime 336 = 272 + 64. Déle, 327 = 248 + 81.
Dale, 335 = 4 + 25 + 81 + 225. Daéle, 167 = 4 + 8 + 27 + 128. Dale,
119 = 4+4+9+425+81. Déle, 111 = 4+8+9+49+81. Dale, 87 = 4+9+425+49.
Dale, 55 = 4+8+16+27. Déle, 46 = 44+8+9+25. Dale, 30 = 4+8+9+9.
A 1plné nakonec je 9 = 3% a 4 = 22, Po vyfazeni téchto ¢isel nam zbyde
posloupnost (k): 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 19, 23, coz je 12 ¢isel,
(23+1)/2 = 12.

I1.8.6 Pouceni. Oznaéme A mnozinu viech souctil tvaru af* + --- + ab»,
kde n > 1, a; > 2, k; > 2. Nejmens{ ¢islo z mnoziny A je ziejmé 2% = 4,
a tak A C N\ {1,2,3}. Dalsf ¢fsla z mnoziny A jsou ziejmé 22 + 2% = 4,
32 =922 422422 =12, 22 +3% = 13, 42 = 22 + 22 + 22 + 22 = 16,
22422432 =17,324+32 =18, 22422422422 422 = 20, 224+ 22 +22 432 = 21,
22 432 432 = 22. Takze A C N\ {1,2,3,5,6,7,10,11,14, 15,19}. Ovéem,
52 =25 >23,23-42=23-16=7¢ A 23-32=23-9=14 ¢ A,
23 —22 =23 -4 =19 ¢ A. Nahlizime, ze téz 23 ¢ A. Na druhé strané,
24 =42 423 25 =52 26 = 23 4 3% + 3%, 27 = 33. Tedy 24, 25,26, 27 € A.

Dokazeme si, ze A = N\ {1,2,3,5,6,7,10,11, 14, 15,19, 23} (takze 23 je
nejveétsi kladné cislo, které neni obsazeno v mnoziné A).

Necht, naopak, m je nejmensi takové ¢islo, ze m ¢ A a 24 < m. Je potom
28<m,24<m—-4<m,m—4€Aam=(m—4)+2%€ A, coz je spor.
Dukaz je hotov.

Vsimnéme si, ze 2+3 =5 =6 —1, 6 = 2-3. Daéle si vSimnéme, zZe
22 +3%2=13,23+3% =35, 22 + 3% = 31, 2% + 3% = 17, piicemz 1 + 3 = 4,
3+5=8=1+T7acisla 13,17,31,53, 71 jsou prvocisla. Ovsem, 35 =5-7 a
5+7=12=3-22
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1.8.7 Cviceni. Ozna¢me S mnozinu vSech soucti a? + - -+ + a2, n > 1,
a; € {2,3}. Chceme ovérit, ze S = {4,8,9,12,13,16,17, 18,20, 21, 22, 24, 25,
26,27,...} (tedy, ze N\ S = {1,2,3,5,6,7,10, 11, 14, 15, 19, 23}.

Ziejmeé 4 je nejmensi ¢isloz S. Déle, 9 € 5,8 =444 € 5,12 =444+4 €
S, 13=449€ 5,16 =4444+44+4€ 5,17T=44+4+9€ 5,18=9+9¢€ S,
20=4+4+44+44+44+4+4€85,21=44+4+449€5,22=449+9€S.
Tedy {4,8,9,12,13,16,17,18,20,21,22} C S.

Necht m > 24, m =4t+3,t >6,0<r <3. Je-lir=0,takm=¢t-4¢€ S.
Je-lir =1, takm = (t—2)-44+9 € S. Je-lir =2, pak m = (t—4)-4+9+9 € S.
Je-lir=3 pakm=(t—6)-44+9+9+9¢c S. Zjistili jsme, ze m € S.

Na druhé strané, zrejmé S C A, kde A je mnozina definovana v 1.8.6.
Tedy {1,2,3,5,6,7,10,11,14,19,23} = N\ A C N\ S a nyni je jasné, ze
S = A.

1.8.8 Piiklad. (i) Necht n >0, m € Z, a =1+ m™, b = ma(=m +m").
Potom je a"+b" = a"+m"a" = a"(1+m™) = o™, Tedy také a"*'—b" = a".

Napi., pron=0jea=2,b=2m. Pron=1jea=1+m, b=m+m?.
Prom=0#njea=1,b=0Prom=1jea=2=0. Pron=2=m je
a=25b0=10. Pron=2 m=3jea=10,0=30. Pron=3 m =2 je
a=9,b=18. Pron=3=m jea =28, b = 84.

(ii) Necht n > 2, m € Z, a = (1 +m™)" 2, b = ma(= m(1 + m")"?).
Potom je a™ + b" = a" + m"a" = a"(1 + m") = (1 + m™)" 2" = ((1 +
mm)n =l = =l e = (1 4+ m™)" L Tedy také ¢! — a™ = b,

Napi.,pron=2jea=1,b=mac=1+m?% Pron=3jea=1+m?,
b=m+mtac=1+2m>+mb. Pron=3, m=2jea=9,b=18ac=81.

1.8.9 Pocéitani. (i) Oznacme (jen mistné) A mnozinu viech soucti a* + b*,
kde a,b € N, k > 2. Je —9 = (=2)3 + (=1)3, -8 = (=23 4+ 0%, -7 =
(=23 + 13, —2= (=134 (1), —1=(=1)3+0% 0= 02402 = (—1)* + 13,
1=1240%2=124124=2240%5=224+127=234+(-1)3, 8 = 23+ 03,
9=3>+02% 10 = 3%+ 1%

Tedy —9,—-8,—-7,—-2,0,1,2,4,5,7,8,9,10 € A. Je také 2-13 = 26 =
3+ (-1)P e A

(ii) Necht n = a* +b*, kde a,b € N, a > 0, b < 0, k > 3, k liché. Polozme
c=—b Tudfzc>0,n=a"—c*=(a—c)d, kded=a"'+a"2c+ -+
ack=2 + F1 > k.

Je-lid=k,paka=1=c¢,b=-1,n=0.

Je-lin >0, pak a > ¢, z¢éehozplynea >2ad > 28142k 2. 4241 =
2% _1>7 n>T.

Je-lin=T7pak k=3, a=2,c=1,b=—1.

Je-lin=0, pak a =c= —b.
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Je-lin <0, pak a <c, zcehoz plynec>2ad>7n< —7.

Je-lin=—-7pak k=3, a=1,¢c=2,b=—-2.

(iii) Pomoci (ii) se neni tézké presvedéit o tom, ze —10, —6, —3,3,6 ¢ A.

(iv) Je oviem 3 = 27 4+ (=5)3, 5 = 25 + (=3)%, 13 = 25 + (=3)3, 15 =
20+ (=7)% =3 =53+ (-2)".

(v) Je 6 # a* + b pro vsechna a,b € Ny, k > 2,1 > 2.

1.8.10 Poéitani. (i) Ozna¢me (jen mistné) B mnozinu viech rozdili a* —b*,

kde a,b € Z, k > 2. Jak jsme si vsimli v [.6.1, tak mnozina B obsahuje
viechna lichd ¢isla a také vSechny nédsobky ¢isla 4 (nebot to jsou vSechna
¢isla, kterd jsou rozdilem druhych mocnin).

(ii) Je-li k = 2I, tedy sudé, pak a* — bF = (a')? — (b')? (viz (i)).

(iii) Je-li k liché, pak a* — bv* = a* + (—b)F € A (1.8.9).

(iv) Z ptredchoziho plyne, ze 6, —6 ¢ AU B.
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1.9 Déleni se zbytkem

V celych cislech nejde neomezené délit, avsak:

1.9.1 Véta. Necht n,m jsou celd nezdpornd ¢isla, n # 0. Potom existuji
jednoznacné urcend celda nezapornd cisla r, s tak, ze m = rn + s, pricemz
0<s <n.

Dikaz. Nejdiive dokazeme existenci ¢isel r a s. Budeme ptitom postupovat
indukei podle m > 0. Je-li m = 0, volime r = 0 = s. Je-li nyni m > 0 a
m=rn+s,r>00<s <n,pakm+1=rn+s+1, kdel <s+1<n,a
jsme hotovi pro s+1 <n. Je-livsak s+1=n,paks=n—1, m=rn+s=
(r+1)n—1am+1=(r+1)n. Tim je indukéni krok zavrsen.

Nyni ovéifme jednoznaénost ¢isel 7 a s. Necht rin + s = m = ron + s9,
kde ry,79,81,82 € Ny, 0 < 51 < n, 0 < s5 < n. Bez ijmy na obecnosti lze
predpokladat, ze s; > so. Pak je (ro —r)n = s1 — s9 > 0, ¢ili 7o > 1.
Ovsem, 0 < 51 — 89 < n — 8y <, ¢ili n > s1 — s9. Je-li vsak ry > rq, pak
$1— 89 = (ro —r1)n > n >n, coz je nyni spor. Tedy ro =r; a 57 =s9. [

1.9.2 Poznamenani. V diukazu predchozi véty jsme mohli postupovat také
takto: Je-li m < n, volime r = 0 a s = m. Jelim = n, volime r = 1 a
s = 0. Necht tedy n < m. Pak jen < 2n < 3n < ... a existuje r > 1 tak,
zern<mam< (r+1n. Nynif0<s =m—rn<n.

1.9.3 Véta. Necht n,m jsou celd ¢isla, n # 0. Potom existuji jednoznacéné
urcend celd ¢isla r a s tak, ze m = rn + s, pricemz 0 < s < |n|.

Dikaz. Opét nejdifve dokazeme existenci ¢isel r a s s danymi vlastnostmi.

Nejprve predpokladejme, ze n > 1. Mezi ¢isly m — rn, r € 7Z, jsou
jisté nékterd nezaporna a zvolime ry € Z tak, aby cislo s = m — ron bylo
nejmensi mozné mezi témi nezapornymi. Tedy 0 < so. Je-li vSak n < s,
pak m — (1o — 1)n = so —n je opét nezédporné ¢islo a tak so—n > span <0,
coz je spor. Tim jsme dokézali, ze 0 < so < n = |n|.

Je-li nyni n < —1, pak podle ptredchoziho zjisténi existuji ¢isla r; a s
tak, ze m = r1(—n) + s1, kde 0 < 51, kde 0 < 57 < —n = |n|. Nyni vsak
m = (—r1)n + s;. Existence ¢isel r a s je dokdzana.

A ted jednoznacnost. Je-li ron + so = m = r3n + s3, kde 0 < 59 < |nl,
0 < s3 < |n|, s2 > s3, pakj |n| délf sy —s3, s5—s3 > 0. Odtud, bud'to sy = s3
(arg =13) anebo |n| < sy —s3 < |n| —s3 < |n|, coz neni mozné. O

1.9.4 Dilezité znaceni. Nechf n € Z,n # 0. Je-lim € Z am = rn + s,
kde r;s € Z, 0 < s < |n| (viz 1.9.3), pak piseme s = [m],. Tedy n déli
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m — [m], a (nezdporné) cislo [m], je standartni zbytek po déleni cisla m
¢islem n. Cislo n zde vystupuje jako tzv. modulus.
Ziejmé [m],, = 0 prave kdyz n deéli m.

1.9.5 Proposice. Necht n,m € Z, n # 0. Potom:
(i) (0], -0,

).

Dukaz. (i) Je0=0-n+0.

(ii) Toto je ziejmé.

(iii) Je m = (—=r)(—n) + [m],.

(iv) Vzhledem k (iii) lze predpokladat, ze n > 1. Pak n > 2 (nebot n nedéli

m)a—n=(—r—1)n+n—[ml,, kde 1 <n —[m], =n— [m],.
(v) Toto je zfejmé (pouzije se (iii) pro n < 0).
(vi) Plyne z (v) a (iv).
O]

1.9.6 Lemma. Necht n,a,b,c jsou takovd ¢isla, ze a > 0, 0 < ¢ < |n,
a = bn + c. Potom:
(i) n #0.
(i) 6] < ol
(iii) |b| = |a| prdve kdyz budto a = b= ¢ =0 nebo ¢ =0, n = +1.

Diukaz. Piedné, n # 0, nebot ¢ < |n|. Déle, je-li @ = 0, pak b = ¢ = 0 plyne
z 1.9.3 (jednoznacnost). Necht tedy ¢ > 1. Budeme postupovat indukef
podle ¢ > 0.

Je-li ¢ =0, pak a = bn, ¢ili a = |a| = |b| - |n| > |b|. Navic, |a| = |b| pravée
kdyz |n| = 1. Necht tedy ¢ > 1. Paka—1=bn+c—1,kde 0 <c—1 < |n|.
Je-li @ > 2, potom |b| < |a—1] = a—1 < a = |a|] podle indukéniho
predpokladu. Je-li viak a = 1, pak |n| >c¢>c—1=|c— 1] = |b - |n|, cili
b=0albl=0<1=a=|al O

1.9.7 Lemma. Nechf n,a,b,c jsou takova éfsla, 7ze a < —1, 0 < ¢ < n,
a = bn + c. Potom:

(i) n>1.

(ii) [ < lal.

(iii) |b| = |a| pravé kdyz budto ¢ =0,n=1aneboa=b=—1,c=n— 1.
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Dikaz. Opét, n > 1, neb ¢ < n. Je-li ¢ = 0, pak |a| = |b] - [n| a vSe je jasné.
Déle indukci podle ¢ > 1. Jea—1=bn+c—1, kde 0 < ¢c—1 < n, takze
b < |a — 1] = |a|] + 1 podle indukéniho piedpokladu. Je-li [b| = |a| + 1, pak
z indukéniho predpokladu (a toho, ze ¢ > 1) plynea =b=—-1,¢c—1=n—1,
¢ = n, coz je spor. Takze |b| < |a|. Nakonec, je-li |a| = |b], pak bud'to
a = an + c anebo a = —an + c.

Ted, necht a = an+c¢. Tudiz a(l —n) =¢, (n —1) - |a| = |a(1 —n)| =
lc| =c<n,n-lal <n+la| a, jelikoz n > 2 (n > ¢ > 1), tak |a] = 1 (viz
[.3.1). Odtud, a=—-1, -1=-n+c¢,c=n—1.

A nyni bud a = —an+c. Opét, ¢ = a(1+n) < 0, coz je posledni spor. []

1.9.8 Lemma. Necht n, a, b, ¢ jsou takové celd ¢&fsla, zea < —1,0 < ¢ < —n,
a = bn + c. Potom:

(i) n < —1.
(ii) [b] < [al.
(iii) |b] = |a| pravé kdyz budto ¢ = 0, n = —1 anebo a = —1, b = 1,
c=—-n-—1
Dukaz. Je a = (=b)(—n) + c a z 1.9.7 plyne —n > 1 (¢ilin < —1) a
b] = | —0b| < al. Je-li |a| = |b|, pak z 1.9.7(iii) plyne, Zze budto ¢ =0, n = —1
aneboa=—-b=—-1,c=-n—1. O]

1.9.9 Proposice. Necht n, a, b, ¢ jsou takova celd ¢isla, ze a = bn-+c, pricemz
0 <c¢ < |n|. Potom n # 0 a |b| < |a|. Navic, rovnost |a| < |b| nastdva pravée
kdyz je splnéna aspon (a potom pouze) jedna z nasledujicich péti podminek:
(1) a=b=c=0;
(2) n=1,¢=0,a=>b#0;
B) n=-1,¢=0,a=—b#0;
4 n>2c=n—-1,a=b=-1;
BG)n<-2,c=-n—-1,a=-1,b=1.

Dikaz. Staci zkombinovat pfedchozi tii lemmata. O

1.9.10 Proposice. Necht n = 2k + 1, k > 1. Potom pro kazdé m > 0
existuji jednoznacné urcena celd cisla r a s takova, ze m = rn + s, pricemz
r>0a—-k<s <k

Dikaz. Podle 1.9.1 existuji nezdporna r, a s; tak, ze m = rin + s1, 0 <
sp<n. Jelik+1<s,pak =k <s;—n=s <0am=(r+1)n+s. Tim
je dokazana existence c¢isel r a s s danymi vlastnostmi. Jednoznacnost ¢isel
r, s se snadno overi. O

1.9.11 Proposice. Necht n = 2k + 1, k > 1. Potom pro kazdé m < 0
existuji jednoznacné urcena celd cisla r a s takova, ze m = rn + s, pricemz
r<f0a-—-k<s <k.
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Dtkaz. Tvrzeni plyne snadno z 1.9.10, kde uvazime celé ¢islo —m. O

1.9.12 Poznamka. Necht n = 2k — 1, k < —1. Potom pro kazdé m € Z
existuji jednoznacné urcena cisla r a s takova, ze m = rn + s, pricemz
E<s <—k.Prom>0jer <0aprom <0jer > 0. (Pouzije se 1.9.10,
1.9.11, pro zaklad —n = 2(—k) 4+ 1.)

1.9.13 Proposice. Necht n = 2k, k > 1. Potom pro kazdé m > 0 existuji
jednoznacné urcena cela c¢isla r a s takova, ze m = rn + s, pricemz r > 0 a
—k+1<s <k

Dikaz. Podle 1.9.1 existuji nezapornd rq a s; tak, ze m = rin+s1, 0 < s1 <
n. Jellik+1<s,pak —k+1<s;—n=s <0am=(r;+1)n+s. Tim
je pak dokézana existence ¢isel r a s s danymi vlastnostmi. Jednoznacnost
Cisel r, s se snadno ovéri. O

1.9.14 Proposice. Necht n = 2k, k > 1. Potom pro kazdé m < 0 existuji
jednoznacné urcena cisla r a s takova, ze m = rn + s, pricemz r < 0 a
—k<s <k+1.

Dikaz. Tvrzeni plyne snadno z 1.9.13, kde uvazime ¢islo —m. O

1.9.15 Uloha. (i) Necht a,b,c,n € Z, n > 4. Nalezneme ¢islo m takové, Ze
0 < m < n, pficemz n nedéli zadné z ¢isel a +m, b+ m, ¢ + m.

Necht 71 = [—a],, 72 = [=b], ars = [—c], (1.9.4). Vime, ze 0 < r; < n—1.
Jelikoz 3 < n — 1, tak existuje m, 0 < m <n —1am # ry,ry,r3. Necht n
deéli a+m. Potom n déli m —ry, nebot n déli —a —r;. Ovsem, 1 < |m — 7],
takze dostavame spor. Tedy n nedéli a + m a, symetricky, n nedéli b 4+ m,
n nedéli ¢ + m. Navic, je-li £ > 0, pak n nedéli zadné z ¢isel a + m + kn,
b+ m+ kn, ¢ +m + kn. Cisel m + kn je nekonecné mnoho.

(i) Pro kazdé m € Z plati, ze 3 (popt. 2, 1) déli aspon jedno z ¢isel 1+m,
24+ m,3+m.

(iii) Pro kazdé m € Z plati, ze ¢islo 4 déli aspon jedno z ¢isel 1 4+ m, 2 +
m,3+m,4+m.

1.9.16 Uloha. (i)Nechf m > 2 a n € Z. Dokazeme, ze m déli pravée jedno z
m po sobé jdoucich ¢isel n,n+1,--- ,n+m — 1.

Je to tak. Polozme s; = [n + i, pro kazdé i = 0,--- ,m — 1 (viz 1.9.4).
Jetedy 0 < s5;, <m —1. Bylo-li by s; = s;, kde 0 < ¢ < j <m — 1, pak
by m|(n+j) — (n+1i) =j —i, kde 0 < s; < m — 1. Jelikoz m > 2, pak
j—1 =20, 7 =1. Nalezli jsme, ze ¢isla sg, s1,-+ , S;,—1 jSOU vesmeés ruzna.
Je to m ruznych ¢éisel z intervalu 0,1,...,m — 1. Nebyva nez to, ze jedno z
nich je rovno 0.

(ii) Pfedchozi tvrzeni trividlné plati pro m = 1.
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I.10 Trochu souctovych vzorcu
1.10.1 Pouze pro tcely této zde piftomné sekce polozime ax(n) = >0 "
(= >oiyi*) pro vechna k > 1 an > 1. Pro uplnost jesté bud ag(n) =
Yo l=n, a,(0)=0aay0) =0.

Pifmo z definice vidime, Ze aj(n + 1) = ag(n) + (n + 1)¥ pro vsechna
kE>0,n>0. Je také ay(1) = 1.

Neni tézké vyrobit tuto tabulku:

o [1f2]3] 4] 5 | 6 [ 7 [ 8 [ 9
ar(n)[1] 3 ] 6 | 10 15 21 28 36 15
ax(n) [1] 5 | 14 | 30 55 o1 140 204 285
as(n) [ 1] 9 | 36 | 100 | 225 441 784 1296 2025
as(n) | 1] 17 | 98 | 354 | 979 | 2275 | 4676 8772 15333
as(n) | 1] 33 | 276 | 1300 | 4425 | 12201 | 29008 | 61776 | 120825
ag(n) | 1] 65 | 794 | 4890 | 20515 | 67171 | 184820 | 446964 | 978405
az(n) | 1] 129 2316 | 18700 | 96825 | 376761 | 1200304 | 3297456 | 8080425
as(n) | 1] 257 | 6818 | 72354 | 462979 | 2142595 | 7907396 | 24684612 | 67731333

Vsimnéme si, ze a1(8) = 36 = 62 = a1(3)? = a3(3), a1(2) + 1 (2) =6 =
a1(3), a1(4) + a1(9) = 55 = a1 (10) = a2(5), aq(5) + a1(14) = 120 = ;(15),
as(24) = 4900 = 707

Z tabulky téz vidime, ze az(n) = a;(n)? pro vsechna nase &fsla 0 < n <
10.

1.10.2 Véta. aq(n) = i i = n(n+1)/2 pro kazdé n > 1(a;(0) = 0 =
0-1/2).

Dikaz. Aspon jedno z ¢isel n, n+1 je sudé, takze 2 déli n(n+1) an(n+1)/2
je celé ¢islo. Nas vzorec plati zcela ziejmé pro n = 0,1 a déle postupujeme
indukci podle n.

Jeaj(n+1)=n+1+a1(n) =2(n+1)+n(n+1))/2 =(n+2)(n+1)/2
a je to! O

1.10.3 Pozorovani. Chceme objevit vzorec pro éisla ay(n). Cerpajice poucent
z 1.10.2, hledejme tento vzorec ve tvaru dag(n) = an® + bn? + cn, kde
a,b,c,d € Z. Dosadime-li n = 1,2, 3,4, pak dostaneme tyto ¢tyti rovnosti:
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d=a+b+c

o5d = 8a + 4b+ 2¢
14d = 27a + 9b + 3¢
30d = 64a + 16b + 4c

Postupnym odecitanim zjistime:

Add ="Ta+3b+c
9d =19a + 5b+ ¢
16d = 37a+ 7b+ ¢
2d = 6a

d=3a

Po dosazeni 3a za d do prvni ¢tyf rovnosti dostaneme:

2a =b+c
Ta = 4b + 2c
15a = 9b + 3¢
26a = 16b + ¢
A opét odecitame:
5a =3b+ ¢
8a =5b+ ¢
lla="7b+c
3a = 2b
106 = 15a = 9b + 3¢
b= 3c
a=2c

Takze d = 6¢, a = 2¢, b = 3c. Odtud, 6cas(n) = 2cn® + 3cn? + cn. Pro ¢ # 0
to znamend 6o (n) = 2n* + 3n* +n =n(n + 1)(2n + 1).
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1.10.4 Véta. as(n) =37 i* =n(n+1)(2n +1)/6 pro kazdé n > 1
(a(0) =0=0-1-1/6).

Diikaz. Predné, aspon jedno ¢islo z n,n + 1 je sudé. Jestlize 3 nedéli n, 3
nedéli n + 1, pak 3 déli n + 2, 3 déli 2(n +2) —3 = 2n + 1. Tedy 6 deéli
n(n+1)(2n + 1).

Vzorec jisté plati pro n = 0,1. Dale indukei podle n. Je as(n + 1) =
(n+1)2+as(n) = (6(n+1)*+n(n+1)(2n+1))/6 = (n+1)(6n+6+2n*+n)/6 =
(n+1)(2n*+ T +6)/6 = (n+ 1)(n+2)(2n + 3)/6 a je to! O

1.10.5 Véta. az(n) = > i* = n*(n+ 1)?/4 = a1(n)? pro kazdé n > 1
(@3(0) = 1 (0) = 0) .

Dikaz. Vzorec je inspirovan tabulkou z 1.10.1 a zfejmé plati pro n = 0, 1.
Déle indukei. Je az(n+1) = (n+1)>+az(n) = (4(n+1)3+n?(n+1)%)/4 =
(n+1)2(4n+4+n%) /4= (n+1)*(n+2)?/4. A je to! O
1.10.6 Pron > 1ak > 1 bud B(n) = Z?:l(Z;:ljk) = > o)
(opét znaceni pouze lokdln{). Pro tplnost bud By(n) = n(n+1)/2(= ai(n)),
n>1,06:(0) =0=5y(0),k >1).

1.10.7 Proposice. B(n) = > (n —1i)(i + 1)* pro viechnan > 1 a k > 0.

Diikaz. Je-li k = 0, pak fo(n) = n(n+1)/2 = S0 i = S/ (n—i) =
S (n—i)(i4+1)° (1.10.2). Je-lin =1, pak fi(n) = Bp(1) =1 = >0, 1-1*%.
Bud tedy n > 2, k > 1. Pak Bi(n) = >0 (1F+2F + ... +4%) =nl* 4+ (n —
D2F 4 20— DF b =3 (0 — )i + 1), O

1.10.8 Proposice. (n + 1)ag(n) = ax1(n) + Br(n) pro viechna n > 0 a
k> 0.

Diikaz. Snadno se piesvédéime, Ze uvedeny vzorec plati pro n = 0,1. Necht
jen > 2. Podle 1.10.7 je a1 (n) + Bi(n) = Y07y (i + 1) (i + 1)F + 3050 (n —
D+ 1=+ 1)+ 1) = (n+1) S, = (n+ Dag(n). O

1.10.9 Proposice. f1(n) = n(n+ 1)(n+2)/6 pro vsechna n > 0.

Dukaz. Vzorec plati pro n = 0. Necht n > 1. Je ay(n) = n(n +1)/2 a
az(n) =n(n+1)(2n+1)/6 podle .10.2 a 1.10.4. Z 1.10.8 nyni mame 65;(n) =
3n(n+1)*—n(n+1)(2n+1) = n(n+1)(3n+3—2n—1) = n(n+1)(n+2). O

1.10.10 Proposice. f2(n) = n(n + 1)*(n + 2)/12(= (n + 1)81(n)/2) pro
kazdé n > 0.
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Dukaz. Vzorec plati pro n = 0. Necht n > 1. Z 1.10.8, 1.10.4 a 1.10.5 plyne
1262(n) = 12(n + 1)az(n) — 12az(n) = 2n(n + 1)?(2n + 1) — 3n?(n + 1)? =
n(n+1)2(4n+2—3n) = n(n+ 1)*(n + 2). O

1.10.11 Poznamka. Cisla a;(n) jsou zndmé pod néazvem trojiihelnikové
¢isla (nebo trianguldrni ¢isla). Cisla 8;(n) pak mizeme nazyvat Gtyfsténna
(tetrahedralni).

Vsimnéme si, ze $1(2) = 4 = 22, $(48) = 19600 = 140% oy (1) =1 =
B(1), ar(4) =10 = p1(3), 1 (15) = 120 = 1 (8), a1(55) = 1540 = S;(20),
a1 (119) = 7140 = 3,(34).

1.10.12 Cviceni. Necht n > 2. Uvazme soucet viech sudych ¢isel mezi 2 a n
(véetne). Je-li n sudé, pak tento soucet je Z?ﬁ 2i =2 Z"/Qi =2 (n/2) =
(n/2)((n/2) +1) = n(n+2)/4 podle 1.10.2. Je-li n liché, pak tento soucet je
S i = 27 = 20((n = 1)/2) = (0= 1)/2)((n = 1)/2) + 1) =
(n—1)(n+4)/4.

1.10.13 Cviceni. Necht n > 1. Uvazme soucet vsech lichych ¢isel mezi 1 a
n (véetneé). Je-li n liché, pak tento soucet je Z(” D2(2i41) =2 Z(" D2y

SV = 200 ((n—1)/2) + (n+1)/2 = (n—1)/2)((n+1)/2) + <n+1>/2 =
(n+1)?/4. Je-li n sudé, pak tento soucet je Z(" 2225 41) = 22 mARG 4

S D21 = 2a((n —2)/2) +n/2 = (n—2)/2)(n)2) + (n/2) = n2/4.

1.10.14 Cviceni. Necht n > 1. Souc¢et prvnich n kladnych sudych cisel je
> 2i = n(n+1). Soucet prvnich n kladnych lichych ¢éisel je Y7~ (22+1)

2
n?.
1.10.15 Lemma. Necht m > 0. Pro kazdé n € Z plati:

(i) n—1 delf n™* — 1.

(ii) Je-li n # 1, pak Y ;" n' = (R —=1)/(n —1).

(iii) Je-lin #1, pak >.7" n" = (n™ —n)/(n —1).

(iv) Je-llin=1,pak Y " n'=m+1ad . n =m.
Diukaz. Piedné, ™" —1=(n—1)a,a=1+n+---+n™ Jelin # 1, tak
b=n—-1#0,c=(n""—1)/b€Z, bc =ba, c = a. Zbytek je jasny. O

1.10.16 Cviceni. (i) Necht n > 2. Uvazme soucet vsech druhych mocnin
sudych ¢isel mezi 2 a n (véetné).

Je-li n sudé, pak tento soucet je Y /3(22) = 42?/3 i? = day(n/2) =
4(n/2)(((n+2)/2)(n+1))/6 =n(n+1)(n+1)/6.

Je-li n liché, pak je tento soucet (n — 1)n(n + 2)/6 (coz plyne snadno z
predchoziho).

(ii) Necht m > 1. Soucet druhych mocnin prvnich n kladnych sudych
cisel je 2n(n+1)(2n+1)/3.
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1.10.17 Cviéeni. (i) Necht n > 1. Uvazme soucet vSech druhych mocnin
lichych ¢isel mezi 1 a n (véetné).

Je-1i n liché, pak je tento soucet (n(n+1)(2n+1)—(n—1)n(n+1))/6 =
n(n+1)(n+2)/6.

Je-li n sudé, pak je tento soucet (n — 1)n(n + 1)/6.

(i) Necht n > 1. Soucet druhych mocnin prvnich n kladnych lichych
¢isel je n(2n — 1)(2n +1)/3.

1.10.18 Cviceni. (i) Necht n > 2. Uvazme soucet vSech tretich mocnin
sudych ¢isel mezi 2 a n (véetné).

Je-li n sudé, pak tento soudet je SI2(2i)3 = 87243 = 4ay(n/2)? =
n?(n +2)?/8.

Je-li n liché, pak je tento soucet je (n — 1)%(n + 1)2/8.

(ii) Necht n > 1. Soucet tietich mocnin prvnich n kladnych sudych ¢isel
je 2n%(n +1)%

1.10.19 Cviceni. (i) Necht n > 1. Uvazme soucet vSech tietich mocnin
lichych cisel mezi 1 a n (véetné).

Je-li n liché, pak je tento soucet n(n + 1)2/4 — (n — 1)*(n + 1)?/8 =
(n+1)%(n?*4+2n—1)/8.

Je-li n sudé, pak tento soucet je n*(n? — 2)/8.

(ii) Necht n > 1. Soucet tietich mocnin prvnich n kladnych lichych ¢isel
je n?(2n% — 1) = 2n* —n?. Je viak 2n' —n? = 2n?(2n? —1)/2 = oy (2n? — 1),
coz je trojuhelnikové ¢islo (1.10.11).
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I.11 Jeden rozdilovy vzorec

I1.11.1 Pro ucely této sekce definujme ¢isla a,,(a,n), n,m € Ny, a € Z.
A sice nésledujicim rekurentnim zpusobem: ap(a,n) = a™ a apii1(a,n) =
am(a+1,n) — ay(a,n) pro kazdé m > 0.

Ihned vidime, ze ay(a,n) = (a+1)"—a", as(a,n) = (a+2)"—2(a+1)"+a™.

I.11.2 Lemma. a,,11(a,n+1) = (a+m+ 1)aysi(a,n) + (m+1)ay,(a,n).

Dikaz. Postupujeme indukei podle m > 0. Pro m = 0 je ay(a,n + 1) =
(a+1)""—a" ™ = (a+1)"(a+1)—a"(a+1)+a" = (a+1)((a+1)"—a™))+a™ =
(a+1)ay(a,n) + ag(a,n). Déle pak je apiz(a,n+1) = appi(a+1,n+1) —
Ami1(a,n+1) = (a+m+2)ap,ii(a+1,n)+(m+Day(a+1,n) — (a+m+
Dami(a,n) — (m+1)a,(a,n) = (a+m+2)(mii(a+1,n) —amia(a,n)) —
ame1(a,n) + (m+ 1)(ap(a+ 1,n) — anla,n)) = (a + m+ 2)a,io(a,n) +
(m+ 2)ami1(a,n).

P1i tomto vypoctu jsme pouzili indukéni krok a definici éisel oy, (a,n). O

I.11.3 Véta. Pro vsechna n € Ny, a € Z je a,(a,n) = n! a a,i1(a,n) = 0.

Dikaz. S pouzitim 1.11.2 budeme postupovat indukci podle n > 0. Pro
n =0 je ziejmé agy(a,0) =a’ =1=0'a a;(a,0) = (a+1)°—a®=1-1=0.
Déle pak o, 11(a,n+1) = (a+n+1)a,i1(a,n)+(n+1)a,(a,n) = (n+1)n! =
(n 4+ 1)! podle I.11.2 a indukéniho pfedpokladu. Podobné o, s(a,n + 1) =
anpi(a+1,n+1)—app(e,n+1)=n+1)—(n+1) =0. O

I.11.4 Lemma. Necht t,n € N, a,b € Z jsou takova ¢isla, ze t déli (a+14)"+b
pro vSechnai =0,1,...,n. Potom t déli n!. Navic, je-li t prvocislo, pak t < n.

Dikaz. Tvrzeni je snadno nahlédnutelné pro n = 1, takze predpokladejme,
zen > 2.

Nejdiive si vSimnéme, ze ay(a+i,n) = (a+i+1)" —(a+9)" = ((a+ 1+
D" +0b) — ((a+1)" +b), ¢ili t déli ay(a +4,n) proi=0,1,...,n— 1. Bud
nyni j takové, ze 1 < j <mnatdéli a;(a+i,n) proi=0,1,...n—j. Opét,
ajri(a+i,n)=a;a+i+1,n)—a;(a+in)pro0 <i<n-—j—1 Timto
postupem se dostaneme az k j = n—1, a tak ¢ déli a,(a,n) =n! (1.11.3). O

1.11.5 Pozorovani. Necht ¢,n € N jsou takova ¢isla, ze n > 2 a t deli
v8echna ¢isla 2" — 1, 3" —1,...,(n+1)" — 1. Samoziejmé t déeli 0 = 1" —1 a
z 1.11.4 plyne, ze t déli n!. Je-li navic t prvocislo, pak ¢t < n. Ve skutecnosti
t < n, nebot p nedéli 27 — 1 pro zaddné prvocislo p.

Jako priklad na tuto situaci zvolme t = p, p prvocislo, p > 5,2 <n < p—2.
Potom p £ n, ¢li p nedéli k" — 1 pro aspon jedno k, 2 <k <n+1(<p-—1).
Kdybychom zvolili n = p — 1, pak sice p £ n, avSak ihned vidime, ze p nedél{
E'—1prok=p=n+1. Oviempdeli k» 1 =k"—1prol <k <p—1=n.
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[.12 Rozmanité uzitec¢né (algebraické) rovnosti

V této sekci shromazdime bez ladu a skladu ruzné algebraické rovnosti platné
v oboru Z celych ¢isel. Vsechny tyto rovnosti se ovéri snadnym pfimym
vypoctem.

1.12.1 Prvni skupina rovnosti.
(1) a®> = b* = (a — b)(a + b);

(2) a" =b"=(a—Db)(a" ' +a" 20+ +ab" 2+ b, n > 2;
(3) a® —b* = (a" — b")(a™ + b"), n > 0;
(4) a2n+1 + b2n+1 — (a+ b)(a2n . a2n71b_’_ = abanl + b2n)) n Z 1.

Kombinaci rovnosti (2) a (3) dostaneme:

(5) a* —=b*" = (a=b)(a™+b")(a"  +a"2b+- - -+ ab" 2 +b""1) pron > 2.
Kombinaci (5) a (4) dostaneme:

(6) a*™t? — b+ = (a —b)(a+b)(a® + a® b+ -+ ab® ! + 0*") (a® —
a4 .. —ab®™ 4+ b*) pron > 1.
Zvolime-li n = 1, pak z (6) plyne:

(7) a® — 0% = (a — b)(a +b)(a® + ab + b*)(a® — ab + b?).

Napi. pro a = 101, b = 96 dostaneme rozklad 101 —96°% = 5-197-29113-
9721(= 57197 - 4159 - 9721, coZ je prvociselny rozklad); je 1015 — 965 =
278762360905. Pro a = 14, b = 11 dostaneme 145 — 11° = 3-25-471 - 163(=
3252157 - 163, coz je prvociselny rozklad).

1.12.2 Druha skupina rovnosti.

V rovnostech z 1.12.1 polozme b = 1. Dostaneme:
a>—1=(a—1)(a+1);
a"—1=(a—1(a" ' +a" 2+ - +a+1),n>2
a®” —1=(a"—1)(a" + 1), n > 0;
a?+1l=(a+1)(a®™—a™1+...—a+1)
a?—1=(a—1)(a"+ 1)@ ' +a" 2+ --+a+1),n>1;
a*?2—1 = (a—1)(a+1)(a®™+a®>" 1+ +a+1)(a®—a®™ 1 +.. . —a+1)
pron > 1;

() a*—1=(a—1)(a+1)(a*+a+1)(a®—a+1).

Napiiklad pro a = 101 dostaneme rozklad 101 — 1 = 100 - 102 - 10303 -
10101(= 23 -3%-52-.7-13-17 - 37 - 10303, coz je prvociselny rozklad). Je
101 — 1 = 10161520150600.

AN NN TN N N
N

S O > W
— N S

1.12.3 Treti skupina rovnosti. A nyni budiz a =2 a b= 1. Potom:
(1) 3=22-1=(2-1)(2+1);
(2) 2"—1:2"*1+2"*2+---+2+1:Z?;JQ" pron > 1;
(3) 22" —1=(2"—1)(2" + 1) pron > 0;
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(4) 22n+1+1 :3<22n_22n—1++4_2+1) — 3(2271—1_’_2271—3_'_”'_‘_2_’_1)

pron > 0;
(5) 22" —1=2"+1)(2" 1 +2"2+...+2+1) pron > 1;
(6) 24+2 — 1 =302 422 L 24 )R =2l 24 1) =

(2201 — 1) (2201 4 2203 4 ... 424 1) pron > 1
(7) (63=)26—-1=3-7-3.
Rovnost (2) muzeme pfepsat takto:
(2a) 2" =243 2 n > 1
(2b) 2(2" — 1) =" 21 n > 0.

Z (6) plyne, ze 22 —1 = 3(2¥ —1)m, m = 2274 2% 4223 4.. . 42542341 =
5(2% 4220 4 21T 4 213 4 99 4 25 4 2) + 1 =5-17(22 + 2B +2%) + 11 =
5-17-257-21345-17-324+11 = 2720(257-256+1) + 11 = 2720(2'6+257) +11 =
2720 - 65793 + 11 = 178956971. Tedy 2°® — 1 = 3 - 536870911 - 178956971 (=
288230376151711743). Je 2% —1 = 3-59-73-233-1103-2089-4153 (prvociselny
rozklad).

1.12.4 Piiklad. (i) Kazdé (prvo)écislo p lze pséat trividlné ve tvaru p = (p +
I)—lap=(p—1)+1, tedy ve tvaru a — b a ¢+ d, kde a, b, ¢, d jsou kladna
cela cisla.

(i) Kazdé liché (prvo)éislo p = 2k + 1 lze psat trividlné ve tvaru p =
(k+1)2—k?, tedy ve tvaru a®—b?, kde a, b jsou kladnd celd ¢isla (a = 1,b =0
pro k = 0). Na druhé strané, 2 # a® — b* pro vsechna a,b € Z (plyne snadno
z1.12.1(1)). Otézkou, kterd prvocisla p lze psat ve tvaru p = a®+b* se budeme
zabyvat pozdéji. Napiiklad 3 # a? + b? pro vSechna a,b € Z, 2 = 12 + 12,
5=1%+22

(iii) Z 1.12.1(2) (pro n = 3) snadno plyne, ze je-li p = a® —b? prvocislo pro
néjakd a,b € Ng, pakb>1,a =b+1ap = 3b>+3b+1. Pro b = 1 dostdvame
p=T,prob=2jep =19, prob=3jep =237, prob=4jep=~61a cisla
7,19,37,61 jsou vskutku prvoéisla. Ovsem 3-524+3-54+1 =91 = 7- 13 jiz
prvocislo neni. Zato vsak 362+ 3 -6+ 1 = 127 je opét prvocislo.

(iv) Necht a,b € Ny jsou takova ¢isla, ze p = a®+b? je prvocislo. Je ihned
patrné, ze a A0 #b. Je-lia =b, pak p=2a3, atedy a =1, p =2 = 13 + 13,
Predpoklddejme nyni, ze a > b. Je a® —ab+ b* = a(a — b) +b* > a + b* > 2
a z 1.12.1(4) (kde n = 1) plyne, ze a +b = 1, coz neni mozné. Takze
jediné prvoéislo p tvaru a® + b3, a,b € Ny je p = 2 = 13 + 13, Samoziejmé,
7 =234 (=1) (viz téz (iii)).

(v) Necht a,b € Z jsou takova ¢isla, ze p = a* — b* je prvocislo. Muzeme
piredpoklddat, ze a,b jsou kladnd &isla, a > b. Je p = (a — b)(a + b)(a® + b%),
ataka=b+1,a+b=2b+1>3, a®+b* > 5. Zavér je, ze p # a* — b* pro
vSechna prvocisla p, a,b € Z (napt. 2 — 11 =15=3.5).

(vi) 2 = 14414, 17 = 14424, 257 = 14 +44, 1207 = 14 +6*, 4097 = 14+ 8*

3
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(2, 17, 1297 jsou prvocisla a 4097 = 17-241). Dédle 17 = 21414, 97 = 24+ 3%
641 = 24 +5% 2417 = 24+ 74 6577 = 21494, 14657 = 24+ 11% jsou prvocisla.
Ovsem 2% + 13* = 28577 = 17 - 412.

(vii) 31 = 2° — 1° je prvocislo a 3 - 341 = 1023 = 4° — 1° je prvodislo.
211 = 3° — 25 je prvocislo.

(viii) Stejnym postupem jako v (iv) zjistime, ze jediné prvocislo p tvaru
p=a®+b° kde a,b € Ny, je p=2 =15+ 25 Ovsem, 31 = 2° + (—=1)° je
prvocislo (viz téz (vii)).

(ix) Z 1.12.1(7) plyne, Ze p # a® — b° pro vsechna prvocisla p, a,b € Z.

I.12.5 Z L 12 2(2) ihned plyne, ze:
(1) a™ —1=(a™ — 1) (@™ +gm"=2) 4 ... 4 g™ 4+ 1);
(2) a —1 = (a" —1)(a™™=V 4 q"m=2) ... 4+ ! 4+ 1) pro vSechna a € Z,
m,n € Npy.

Napiiklad pro m = 2, m = 5 dostaneme a'® — 1 = (a® — 1)(a® + a® + a* +
a>+1)(=(a+1)(a—1)(a®+a®+a*+a*+1)),a'®—1= (a®—1)(a®+1). Pro
a =4 mame 2?0 — 1 =3-69905 a 2%° — 1 = 1023 - 1025. Snadno nalezneme,
7e 220 —1=3-5%-11-31-41(= 1048575) je prvociselny rozklad.

1.12.6 7 1.12.2(4) ihned plyne, ze:
(1) a®™ ™ 41 = (a™ + 1)(a®™ —a®=V" 4 — g™+ 1), n>1, m > 0;
(2) gtmrtmtndl 41 = (g + 1)(a®™ — a®*™ 1 + ... — a + 1)(a*™m T —
gimntin=im=1 4 gdmntin=dm=2 _ - _ g2m+l 4 1) n >1 m > 0.
Rovnost (2) jsme odvodili z rovnosti (1), kde misto m se napise 2m + 1 a
rozlozi se vyraz a®™*! + 1. Viimnéme si, Ze ve vyrazu a2 =2m-1 je role
¢isel n a m symetricka.

Zvolme n = 1 = m. Z (2) plyne rozklad a® +1 = (a + 1)(a* — a +
1)(a® —a®+1). Jelia = 32 = 2° pak 2% + 1 = 33993 - 1073709057 =
33-11-19- 331 - 18837001 (jde o prvociselny rozklad).

Ated bud n=m=a=2. Pak2®+1=3-11- (220 -2+ 210254 1)

=3-11- (215(25 1) +2°(2°—-1)+1)
=3-11-((2°=1)(25 +2°) +1)
=3-11-(31 (215+25)+1)
=3-11-(31-32- (294 1)+ 1)
=3-11-(31-32-1025+1)
=3-11-10168001 = 3 - 11 - 251 - 4051 (prvociselny rozklad).
Je 33554433 = 11 - 101 - 30203 (opét prvociselny rozklad).

1.12.7 Nésledujici rovnosti jsou velmi podnétné:
(1) a*+4 = (a® + 2a + 2)(a? —2a+2)
(2) a* +4 = (a® + 2a™ + 2)(a®" — 2a™ + 2), n > 0;
(3) a™ + 4b'™ = (a®™ + 2a™b" + 20°")(a** — 2a"b" + 2b*™), n > 0;
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(4) a4n + 24n+2 (a2n + 2n+1a + 22n+1)( 2n+1an + 22n+1), n Z 0’

(5) a* + 64 = (a* + 4a + 8)(a? —4a+8)

(6) a®+ 1024 = (a* + 8a* + 32)(a* — 8a? + 32);

(7) 4a™ +1 = (2a®" + 2a™ + 1)(2a** — 2a™ + 1), n > 0;

(8) 24n+2 + 1 _ (22n+1 + 2n+1 + 1)(22n+1 _ 2n+1 + 1)’ n Z O,

(9) a4n+2 + (2 _ a)a2n+1 +1= (a2n+1 + an—l—l + 1)(a2n+1 _ 2n+1 + 1)’ n > 0’
(10) 34n+2 _ 32n+1 +1= (32n+1 +1= (32n+1 + 3n+1 + 1)(32n+1 _ 3n+1 + 1)’

n > 0.

Rovnost (7) plyne z (3) pro a = 1. Uvedme si nékolik prikladu. V (1)
bud a = 9. Tedy 3* +4 = 65-101 = 5-13 - 101(= 6565). Podobng,
33 + 1) +1 = 3% +4 =6725- 6401 = 52 - 269 - 6401 = 52 - 269 - 6401 =
52 - 37 - 173 - 269(= 43046725). V (4) volme a = 3 a n = 2. Pak 3% +
210 — (81 + 72+ 32)(81 — 72 +32) = 185 - 41 = 5- 37 - 41(= 7585). Podle
(10) je 313(3 — 1) +1 = 3% — 355 11 = (315 1 35 4 1)(315 — 35 + 1) =
14413469 - 14400347 = 7-13-19-173 - 337 - 3359 (prvociselny rozklad). Podle
(8) je 2% + 1 = (2% + 215 + 1)(2% — 21° 4+ 1) = 536903681 - 536838145 =
5107367629 - 536903681 (prvociselny rozklad).

(11) (3ab* — a®)? + (3a®b — 1*)% = (a® + 1*)3(= 3a®b* + 3a'b* + ab + b°);
2a% +2a)? + (2a + 1)* = (2a% + 2a + 1)?;

(8a* — 1Y — 1)? + (20)!? = ((8a* + 1)* — 1%

a? —b%)? + (2ab)? = (a® + V)%

8a® — 32a)* + (a* — 24a® + 16)? = (a® + 4)%;

a+b+c)3 =3(a+b)(a+c)(b+c)+a®+b+

9a%)3 + (9a® +1)3 = (9a* + 3a)® + 1(= 35a'? + 35a° + 3%°a® + 33a® + 1);
napt. 93+10% = 1729 = 123 +13 a 1443 4+ 733 = 160° + 13 = 12¢ + 733).

1.12.8 Pi#iklad. Necht a € Z, n > 0 jsou takova &isla, ze p = a*™ + 4 je
prvocislo. Je jisté a # 0 a muzeme predpokladat, ze a > 1. Pro a = 1
dostdvame p = 5. Pro n = 0 dostavame opét p = 5. Necht tedy a > 2 an >
1. Podle 1.12.7(2) je p = (a®" +2a" +2)(a** — 2a™ +2). Je a*" —2a"+2 > 10,
¢ili ¢ —2a" +2 =1, a* —2a"+ 1 =0, a"(a" — 2) = —1, coZ je ve sporu
s a > 2. Takze jediné prvocislo p tvaru p = a*" + 4 je p = 5.

1.12.9 A ted dalsi rovnosti.
(1) a® —a® +1=(a*—a®>+1)(a'® +a' —a'® — a® — ab +a? + 1);
2) a"(a"—1)—2=(a"—2)(a"+1)=a’" —a" —2,n > 0;
a® — 10— 9 = (gl0 — )(a10+1),
a"(a"+1)—2=(a"+2)(a" — 1) =a*" +a" —2,n > 0;
a® +a'% -2 =(a'"+2)(a' - 1);
((2a®+2a)*—1)%+((2a+1)? 1) ((2a*+2a)*+1)%; je-li b = 2a*+2a,
pak 2b = (2a + 1) — 1, (b* — 1)* + 40* = (b* + 1)%;

NN N N N
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(7) (a®+0*+c2)? = a*(3c® —a?—b?)?+b* (32 —a*—b*)? + 2 (2 —3a* —3b?)* =
a?(a®+b* — 3c?)? + b*(a® + b? — 3¢?)* + (3a® + 3b* — ¢?)? (tato rovnost
se nazyva Catalanova rovnost).

I1.12.10 Legendreova identita (¢i rovnost).
(1) (a®+b*)(c® + d?) = (ac+ bd)* + (ad — bc)?;
(2) (a® + nb?)(c* + nd?) = (ac + nbd)* + n(ad — be)? pro viechna n € Z.

1.12.11 Eulerova identita.

(1) (af+ai+a3+a?) (b3 +0b54+b540b3) = (a1by +agby+azbs+ashs)*+ (arby —
asbi+azbs—asbs)*+(a1bg—azb;+asbs—ashy)*+(a1bs—asby +asbs—azbs)?.
Roznésobime-li levou stranu rovnosti, ziskame soucet » a?b?, 1<i4,5 <
4, coz je soucet 16 scitancu. VsSechny tyto sc¢itance se objevi na strané pravé.
Mimo to vSak na pravé strané se vyskytuje 36 scitancu tvaru £2a,a,bib;, © <
J- k <. Upevnime-li na chvili indexy ¢, j a vytkneme-li vyraz £2a;a; pied
zavorku, dostaneme vyrazy +2ajas(bibs — boby — bsby + bybs), +2a1a3(b1bs +
bgb4 — bgbl — b4bg), i2a1a4(blb4 — bgbg + bng — b4bl), :|:2a2(13(b2173 — blb4 +
b1by —bsby), £2asa4(boby+b1bs —baby — b1b3), F2aza4(bsby — bybs —b1by+b1bs).

Ve vsech téchto pripadech ovsem ziskavame pouze ¢islo 0.

1.12.12 Degenova identita.

(1) (a3 4a3+ai+ai+a2+ai+a?+a?)(b3+03+b3+b3+b2+ b2+ b2+D2) =
(albl—agbg—agbg—a4b4—a5b5—a6b6—a7b7—agb8)2+(a1b2+a261+a3b4—
asbs+ asbg — aghs — azbs +asbr)? + (a1bs — asby + aszby 4 asby — asbr + aghs —
a7b5 — a8b6)2 + (a1b4 + azbg — Cl3b2 + a461 + (l5b8 — CLGb7 + a7b6 — a8b5)2 +
(alb5 — a2b6 — (13b7 — a4b8 + Cl5bl + a6b2 + a7b3 + Clgb4)2 + (a1b6 + agbg) —
agbg —l—a4b7 — CL5b2 +a6b1 — a7b4 + CLgbg)Z + (a1b7 +a2b8 + Clgb5 — CL4b6 — CL5b3 +
a6b4+a7b1 —a8b2)2+ (Cleg —a2b7+a3b6 +a4b5 —a5b4 —a6b3 +a7bz+agb1)2.

Tuto rovnost objevil ddnsky matematik Carl Ferdinand Degen (1766—
1825) okolo roku 1818. Neémecky matematik Adolf Hurwitz (1859-1919)
dokézal roku 1898, Ze podobné rovnosti neexistuji pro jiny pocet druhych
mocnin nezli 1, 2, 4 a 8 (a?b?* = (ab)?, 1.12.10(1), 1.12.11(1), 1.12.12(1)).
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Kapitola 11

Deélitelnost

II.1 Relace délitelnosti

IT.1.1 Pro celd ¢isla n, m piseme n | m prave tehdy kdyz n déli m, neboli m
je nasobkem ¢isla m, m = k-n pro néjaké k € Z. Timto zptusobem ziskavame
binarni relaci délitelnosti na mnoziné celych ¢isel. Jakozto binarni relace je
to vlastné mnozina piislusnych dvojic celych ¢isel. Tato relace ma fadu
vlastnosti.

Pro zdbavu a pouceni se presvédéime o tom, ze 29 | 4988, 29 = 4+9+48+8,
75 | 5700, 17 | 6171, 495 | 5940, 25 | 125, 5 | 25, 5 | 5, 33 | 99, 99 | 693,
99 | 9009, 11 | 1001, 22 | 2002, 33 | 3003, ..., 88 | 8008.

Na druhé strané 11 1 1010 (to jest, nedéli) a 751 570. Ovsem 11 | 1100 a
125 | 1125 (1125/125 = 9).

Je 1,2,4,7,8,53,56 | 5936, neb 5936 = 2* - 7-53. Ovsem 0,3,5,6,9,59 ¢
5936.

I1.1.2 Véta. Relace délitelnosti | je reflexivni a tranzitivni (tedy je to
kvaziusporadani).

Duikaz. Pro kazdé n € Z je n = 1n, ¢ili n | n. Déle, je-lin | m a m | k,
pak m =In, k =tm, atak k = (tl)n an | k. Tim jsme dokazali pozadované
vlastnosti reflexivity a tranzitivity. O

I1.1.3 Véta. (i) n | 0 pro kazdé n € Z
(ii) 1| na—1|nprokazdé n € Z

Dikaz. (i) 0=n-0.
(i)n=1-n=(-1)-(—n). O
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I1.1.4 Véta. (i) Je-li n € Z takové, ze 0 | n, pak n = 0.
(ii) Je-li n € Z takové, ze n | 1 anebo n | —1 pak n = +1.

Duikaz. (i) n=%k-0=0.
(i) Je nk = +1. O

I1.1.5 Véta. Necht n,m € Z. Potom n || m (t.j. n | m a m | n) pravée
tehdy kdyz n = m anebo n = —m (t.j. n = +m).

Dukaz. Nejdiive, je-li m = kn a n = Im, pak m = kin, (1 — kl)m = 0 a,
podobné, (1—kl)n = 0. Prom = 0 dostdvdme n = Im =1-0 =0 = m. Bud
tedy m # 0. Pak rovnost (1 — kl)m = 0 implikuje rovnost 1 = kl, a tak bud

k=1am=mn,anebo k= —1am = —n.
Nyni naopak. Je-li m = n, pak zjevné n || m. Je-li n = —m, pak
n=(—1)mam=(—1)n aopét n || m. O

I1.1.6 Relace délitelnost | na mnoziné Z neni antisymetricka. Je to
kvaziusporadédni, jehoz jadernou ekvivalenci je relace ||. Z ptedchozi véty
vidime, ze tato ekvivalence neni "velkd”. Bloky ekvivalence jsou mnoziny

{0} a {n,—n}, neN.

I1.1.7 Véta. Necht m,n, k,l € Z.
(i) Jestlize n | m, pak kn | km.
(ii) Jestlize n | m a k | [, pak nk | ml.
(iii) Jestlize nk | mk a k # 0, pak n | m.

Dikaz. (i) Je m = tn, a tedy km = ktn.

(ii) m = tn, | = uk a tedy nktu = ml.

(iii) Je mk = nkl pro néjaké | € Z. Je-li m = 0, pak n | m. Je-li m # 0,
pak mk # 0 a tedy n # 0 # [. Ovsem k(m —nl) =0, k # 0, takze m = nl a

n | m. O

I1.1.8 Jak vidime, relace délitelnosti | je stabilni (¢ili stdld) vaci operaci
nésobeni. Ekvivalence || je tedy kongruenci multiplikativni pologrupy oboru
Z. Ovsem, tyto relace nejsou stabilni vuci scitani. Napt. 1 |2al+1=2¢
3 =1+ 2. Nicméné jestlize n | mq,...,n | mg, k > 1, pak n | my + -+ 4+ my.
Necht n |mak |, n,meZ, kileNy Jem=nual=kv, uéelZ,
v € No. Nyni m* = n*uF a m! = m* = (nlu®)? = nk - ukv. Tedy n* | m!
v tomto pifpadé. Je-li véak v = 0, pak [ = 0 a m! = m® = 1. V tomto
pifpadé n* | m! = 1 prdvé kdyz bud'to k = 0 nebo n = 1 a nebo n = —1.

I1.1.9 Véta. Necht ny, na, ns, . . . je nekoneénd posloupnost celych éisel takova,
ze niy1 | n; pro kazdé i > 1. Potom existuje k > 1 tak, ze ny4; = £ny pro
vSechna j > 0. Tedy |nk| = [ngr1| = [ngse| = - ...
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Dukaz. Je n; = n;1t; pro vhodné ¢islo t; € Z. Pak ovsem |n;| = |n;11||ti],
¢ili [niqq| | |- Tedy bud to n; = 0, a nebo |n; 1| < |ng|. Jeli ng =0
pro néjaké k > 2, pak 0 | ng_1, a tak ng_; = 0. Indukci tak dostaneme
N = N1 = N_g = ... =n; = 0. Muzeme tedy predpokladat, ze r > 1 je
nejmensi kladné ¢islo takové, ze jsou vSechna ¢isla n,., n, 1, n,49, . .. nenulova.
Jak jsme si vSimli, potom je |n,| > |n,41| > |[np41| > ... 1. Mnozina kladnych
¢isel [n,4y], I > 0, ma nejmensi clen, a sice ¢islo |n;|. Pak ale |n;| = |n;l,
[>0. O

I1.1.10 Poznamka. Relace délitelnosti |, jsouc vztazena na mnozinu Ny
nezapornych celych ¢isel je jiz usporddanim této mnoziny. Zbyvajici vlastnost
antisymetrie jiz plyne z II.1.5.

Cislo 0 je nejvétsim prvkem a ¢&fslo 1 je nejmensim prvkem v tomto
usporadani. Navic, jestlize n | m, kde n,m € N, pak n < m. Ovsem,
k|0 a0 <k pro vsechna k € Nj.

Uspoiadani | neni linedrni. Napi. 213 a 3 1 2. Tedy ¢isla 2 a 3 jsou
nesrovnatelna v usporadani délitelnosti.

Prokazdén >2ai > 0jen’ | nt' an’ < n'*!. Tedy nekonetna posloup-
nost (1 =)n°, (n =)n',n? n3,... je ostie rostouci v obou usporddanich | a <.
7 toho vidime, ze v mnoziné Ny neexistuji zadné dualni atomy. To jest, ¢isla
maximalni v N = N\ 0. Na druhé strané, atomu (t.j., ¢isel minimélnich vzh-
ledem k délitelnosti v mnoziné {0,2,3,...} = Ng\ 1 existuje mnoho. Rikédme
jim prvocisla.

I1.1.11 Veéta. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro celé ¢islo g:

(i) Cisla £1 a ¢ jsou jedini (celoéiselni) délitelé éisla g.

(ii) Cislo ¢ mé nejvyse ctyfi celociselné délitele.

(iii) Bud'to ¢ = £1, a nebo absolutni hodnota |g| je atomem v mnoziné
Ny usporddané relaci délitelnost (viz I1.1.10).

(iv) ¢ # 0 a jestlize n,m € Z, jsou takovd &isla, Ze ¢ | nm, pak bud'to
q|n,ciql|m.

Dukaz. (i) implikuje (ii).Tato implikace je trividlni.

(ii) implikuje (iii). Bud n € Ny takové, ze n | q. Z (ii) plyne, ze bud'to
n =1 nebo n = |q|. To ale znamend, Ze bud'to |g| = 1, a nebo |g| je zminény
atom.

(iii) implikuje (iv). Zfejmé ¢ # 0. Uvazme nyni mnozinu A vsech
kladnych celych cisel tvaru aq+bn, a,b € Z. Ziejmé q € A, a tak mnozina A
je neprdzdna. Bud r = a1q + bin nejmensi ¢islo z mnoziny A. Podle 1.9.3 je
q=cr+d,kdec,de Za0<d<r. Potomd=q—cr=q—cayq—cbb=
(1 —ca1)q+ (—cby)n. Ovsem d ¢ A, a tedy nutné d = 0. Tim jsme dokazali,
ze v | q. Zcela obdobné zjistime, ze r | n. Odkud 1 < r < |q|, a tak ¢ | n
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v piipadé, ze r = |q|. Je-li r < |q|, pak » = 1 plyne z (iii) a muzeme psat
m = 1m = rm = (a1q + byn)m = aymq + bynm. Jelikoz ¢ | nm, tak ¢ | m.
(iv) implikuje (i). Necht t € Z, t | ¢. Potom ¢ = tk pro vhodné k € Z
a, ovsem, ¢ | tk. Jestlize q | t, t = aq, pak q = qak, q(1 —ak) =0, ak = 1
(nebot ¢ # 0), k = pml a t = +q. Jestlize gt t, tak q | k, k = bq, ¢ = qbt,
1=10tat==+l. ]

I1.1.12 Poznamka. Jestlize 0 | nm,kde n,m € Z, pak nm = 0, a tedy
budton=0a0]|n,céim=0a0]|m. Ztohoto divodu musime v podmince
I1.1.11(iv) predpoklddat, ze ¢ # 0.

I1.1.13 Definice. Celé ¢islo ¢ nazveme (multiplikativné) nerozlozitelné, neboli
ireducibilni, jestlize ¢ # +1 a ¢ splnuje ekvivalentni podminky I1.1.11.

Ztejmé cislo g je nerozlozitelné praveé kdyz —q je takové. Kladna nero-
zlozitelna cisla se nazyvaji prvocisla.

Multiplikativné neutralni c¢islo 1 a invertibilni ¢islo —1 nejsou dle nasi
definice nerozlozitelna ¢isla. Ve skutecnosti ale stejné nejdou rozlozit a maji
vlastnosti obdobné.

Cislo 2 = 1+ 1 je zfejmé nejmensi prvocislo. Je-li totiz 1 < n takové,
¢islo, ze n | 2, pak n < 2, a tedy budto n = 1, ¢i n = 2. Z tabulky Malé
Nésobilky (viz [.2.4) snadno nahlédneme, Ze ¢isla 3,5 a 7 jsou postupné dalsi
prvocisla. Cisla4=2-2,6=2-3,8=2-4a9 =33 prvoéisla nejsou.

Mnozinu vSech prvocisel oznac¢ime symbolem P. Tedy 2,3,5,7 € P a
0,1,4,6,8,9 ¢ P.

Aditivné neutralni ¢islo je ¢islo 0. Vsechna celd ¢isla jsou aditivné in-
vertibilni a zddné neni aditivné nerozlozitelné (aditivné ireducibilni). Pokud
se omezime na Cisla nezaporna (popiipadé kladnd), pak jedinym aditivné
nerozlozitelnym ¢islem bude ¢islo 1.

11.1.14 Cviceni. Je snadnym cvicenim ovéfit, ze ¢isla 2,3,5,7,11,13,17, 19,
93, 29.31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101 jsou pravé viechna
prvocisla mens{ (¢i rovna) ¢isla(u) 102. Je jich praveé 26(= 3% —1) a jejich pos-
tupné rozdily jsou ¢isla 1,2,2,4,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8, 4.

Uvedend prvocisla je dobré znat nazpameét, a to i pozpatku. Dalsi prvocisla
jsou 103,107,109, 113,127, .... Prvocisel mensich (¢i rovnych) ¢isla(u) 128 =
27 je tedy 31 = 2° — 1.

I1.1.15 Pi#iklad. Cisla 13,31, 17,71, 37,73,79,97,107,701, 109,907, 113, 311
jsou prvocisla. Stejné tak ¢isla 3,31, 331, 3331, 33331, 333331, 3333331, 3333331
jsou prvocisla, ale ¢islo 333333331 = 17 - 19607843 prvocislo neni.
Cislo 2221 je prvoéislo, piicemz ¢isla 21,221 a 22221 prvoéisla nejsou.
Cisla 991,99991 a 9999991 jsou prvoéisla.
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Cisla 2,3,5,7 jsou prvocisla a takovd jsou i ésla 2357 a 3257. Cisla
31621, 16213, 162133, 1621333, 16213333 jsou prvocisla.

Obdobné 229 je prvocislo a 1151 = 229 + 922 je opét prvocislo.

Cisla 1481,1483,1487,1489,1493 jsou prvoéisla. Cisla 1479, 1486, 1491
nejsou prvocisla.

Cisla 3,7,37,73,337,373, 733,773, 3373, 3733, 7333 jsou vesmés prvoéisla.

I1.1.16 Véta. Necht p je prvocislo a necht ny,...,ng, k > 1 jsou takova
celd ¢isla, ze p | ny - - - ng. Potom p | n; pro alespon jedno i, 1 <i < k.

Dikaz. Tvrzeni plyne snadnou indukef z I1.1.11(iv). O

I1.1.17 Piiklad. Necht k € Z, a = 36k + 14 a b = (12k +5)(18k + 7) =
216k + 174k + 35. Cislo a je sudé a ¢islo b je liché. Tedy a { b. Déle,
a+1=236k+15=3(12k+5),3|a+1ab=3(72k? + 58k + 11) + 2. Tedy
3fbaa+1410b Déle, a =218k +7), 18k +7 | a, 18k + 7 | b a nutné
18k +74b+ 1. Tedy atb+ 1. Podobné a+ 1 = 3(12k +5), 12k +5 | a + 1,
12k +5|banutne 12k +14b+ 1. Tedy a+14b+ 1.

Overili jsme, ze zadné z ¢isel a,a+ 1 nedéli zadné z ¢isel b, b+ 1. Nicméneé
a(a+1) = (36k+14)(36k+15) = 6(12k+5)(18k+7) = 6b, b+1 = 6(65k+1)
a tedy a(a + 1)(65k + 1) = 6b(65k + 1) = b(b+ 1). Takze a(a+1) | b(b+1).

Pro k = 0 dostaneme a = 14,b = 35,a+1=15,b+1=36. a(a+ 1) =
210,b(b + 1) = 1260 = 6 - 210. Pro k = 1 dostaneme a = 50,b = 425. Pro
k = —1 dostaneme a = —22,b = 77.

I1.1.18 Priklad. (i) Jen?—1 = (n—1)(n+1),atak n—1 | n®*~1,n+1 | n*—1
pro vSechna n € Z.

(ii) Jen*+1 =n(n—1)+(n+1) = n(n+1)—(n—1). Jestlizen—1 | n®+1,
pakn—1|n+1,n—1|2=(n+1)—(n—1),n—1==x1,+2an € {-1,0,2,3}
(a naopak).

Jestlizen+1|n?+ 1, pakn+1|n—-1,n+1]2=(Mn+1)—(n-1),
n+1==+1,42an € {-3,-2,0,1} (a naopak).

Samoziejmé, druhy vysledek plyne z prvniho, nebot n +1 = —(—n — 1)
an®’+1=(-n)’>+1.

(iii) Jen* —1=(n—1)(n* +n+1)an—1|n*>—1 pro kazdé n € Z.

Jen*+1=(mn+1)(n*—n+1)an+1|n*+1 prokazdé n € Z.

(iv) Jen* —1=(n®+1)—2. Takzen+1|n®—1 pravé kdyz n+1 | —2.
Tedy n € {—3,-2,0,1}.

(v) Jen®+1=(n*—1)+2. Takzen —1|n®+ 1 pravé kdyz n — 1| 2.
Tedy n € {—1,0,2,3}.
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II.2 Tabulka malych prvocisel

11.2.1 Tabulka. A zde uvidime tabulku malych prvoéisel. Prvnich 1236
, p(1236),

prvocisel v potadi, jak jdou za sebou. Jsou to prvocisla p(1),...
(napi.p(74) = 373).

11

13

17

19

23

29

31

37

41

43

47

93

59

61

67

71

73

79

83

89

97

101

103

107

109

113

127

131

137

139

149

151

157

163

167

173

179

181

191

193

197

199

211

223

227

229

233

239

241

251

257

263

269

271

277

281

283

293

307

311

313

317

331

337

347

349

353

359

367

373

379

383

389

397

401

409

419

421

431

433

439

443

449

457

461

463

467

479

487

491

499

203

209

521

923

541

047

257

963

569

571

577

o987

293

299

601

607

613

617

619

631

641

643

647

653

659

661

673

677

683

691

701

709

719

727

733

739

743

751

57

761

769

773

787

797

309

811

821

823

827

829

839

853

857

859

863

877

881

883

887

907

911

919

929

937

941

947

953

967

971

977

983

991

997

1009

1013

1019

1021

1031

1033

1039

1049

1051

1061

1063

1069

1087

1091

1093

1097

1103

1109

1117

1123

1129

1151

1153

1163

1171

1181

1187

1193

1201

1213

1217

1223

1229

1231

1237

1249

1259

1277

1279

1283

1289

1291

1297

1301

1303

1307

1319

1321

1327

1361

1367

1373

1381

1399

1409

1423

1427

1429

1433

1439

1447

1451

1453

1459

1471

1481

1483

1487

1489

1493

1499

1511

1523

1531

1543

1549

1553

1559

1567

1571

1579

1583

1597

1601

1607

1609

1613

1619

1621

1627

1637

1657

1663

1667

1669

1693

1697

1699

1709

1721

1723

1733

1741

1747

1753

1759

1777

1783

1787

1789

1801

1811

1823

1831

1847

1861

1867

1871

1873

1877

1879

1889

1901

1907

1913

1931

1933

1949

1951

1973

1979

1987

1993

1997

1999

2003

2011

2017

2027

2029

2039

2053

2063

2069

2081

2083

2087

2089

2099

2111

2113

2129

2131

2137

2141

2143

2153

2161

2179

2203

2207

2213

2221

2237

2239

2243

2251

2267

2269

2273

2281

2287

2293

2297

2309

2311

2333

2339

2341

2347

2351

2357

2371

2377

2381

2383

2389

2393

2399

2411

2417

2423

2437

2441

2447

2459

2467

2473

2477

2503

2521

2531

2539

2543

2549

2551

2557

2579

2591

2593

2609

2617

2621

2633

2647

2657

39




2659

2663

2671

2677

2683

2687

2689

2693

2699

2707

2711

2713

2719

2729

2731

2741

2749

2753

2767

2077

2789

2791

2797

2801

2803

2819

2833

2837

2843

2851

2857

2861

2879

2887

2897

2903

2909

2917

2927

2939

2953

2957

2963

2969

2971

2999

3001

3011

3019

3023

3037

3041

3049

3061

3067

3079

3083

3089

3109

3119

3121

3137

3163

3167

3169

3181

3187

3191

3203

3209

3217

3221

3229

3251

3253

3257

3259

3271

3299

3301

3307

3313

3319

3323

3329

3331

3343

3347

3359

3361

3371

3373

3389

3391

3407

3413

3433

3449

3457

3461

3463

3467

3469

3491

3499

3511

3517

3527

3529

3533

3539

3541

3547

3557

3559

3571

3581

3583

3593

3607

3613

3617

3623

3631

3637

3643

3659

3671

3673

3677

3691

3697

3701

3709

3719

3727

3733

3739

3761

3767

3769

3779

3793

3797

3803

3821

3823

3833

3847

3851

3853

3863

3877

3881

3889

3907

3911

3917

3919

3923

3929

3931

3943

3947

3967

3989

4001

4003

4007

4013

4019

4021

4027

4049

4051

4057

4073

4079

4091

4093

4099

4111

4127

4129

4133

4139

4153

4157

4159

4177

4201

4211

4217

4219

4229

4231

4241

4243

4253

4259

4261

4271

4273

4283

4289

4297

4327

4337

4339

4349

4357

4363

4373

4391

4397

4409

4421

4423

4441

4447

4451

4457

4463

4481

4483

4493

4507

4513

4517

4519

4523

4547

4549

4561

4567

4583

4591

4597

4603

4621

4637

4639

4643

4649

4651

4657

4663

4673

4679

4691

4703

4721

4723

4729

4733

4751

4759

4783

4787

4789

4793

4799

4801

4813

4817

4831

4861

4871

4877

4889

4903

4909

4919

4931

4933

4937

4943

4951

4957

4967

4969

4973

4987

4993

4999

2003

5009

5011

5021

5023

5039

5051

5059

5077

5081

5087

5099

5101

5107

5113

5119

0147

2153

2167

5171

2179

5189

5197

5209

5227

5231

5233

2237

5261

2273

2279

5281

9297

5303

5309

9323

9333

5347

5351

2381

5387

5393

2399

5407

0413

0417

5419

5431

o437

5441

5443

5449

5471

24T

5479

5483

2501

9503

2507

9519

5521

59527

5531

5557

2563

9569

5573

2581

9591

2623

9639

0641

o647

5651

5653

5657

9659

2669

2683

2689

2693

5701

o711

o717

o737

o741

5743

5749

5779

5783

5791

5801

5807

9813

5821

o827

5839

5843

5849

2851

2857

2861

2867

2869

2879

o881

o897

5903

5923

5927

5939

2953

2981

5987

6007

6011

6029

6037

6043

6047

6053

6067

6073

6079

6089

6091

6101

6113

6121

6131

6133

6143

6151

6163

6173

6197

6199

6203

6211

6217

6221

6229

6247

6257

6263

6269

6271

6277

6287

6299

6301

6311

6317

6323

6329

6337

6343

6353

6359

6361

6367

6373

6379

6389

6397

6421

6427

6449

6451

6469

6473

6481

6491

6521

6529

6547

6551

6553

6563

6569

6571

6577

6581
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6599

6607

6619

6637

6653

6659

6661

6673

6679

6689

6691

6701

6703

6709

6719

6733

6737

6761

6763

6779

6781

6791

6793

6803

6823

6827

6829

6833

6841

6857

6863

6869

6871

6883

6899

6907

6911

6917

6947

6949

6959

6961

6967

6971

6977

6983

6991

6997

7001

7013

7019

7027

7039

7043

7057

7069

7079

7103

7109

7121

7127

7129

7151

7159

17T

7187

7193

7207

7211

7213

7219

7229

7237

7243

7247

7253

7283

7297

7307

7309

7321

7331

7333

7349

7351

7369

7393

7411

7417

7433

7451

7457

7459

477

7481

T487

7489

7499

7507

7517

7523

7529

7537

7541

7547

7549

7559

7561

7573

YN

7583

7589

7591

7603

7607

7621

7639

7643

7649

7669

7673

7681

7687

7691

7699

7703

ey

7723

7027

7741

7753

7757

7759

7789

7793

7817

7823

7829

7841

7853

7867

7873

877

7879

7883

7901

7907

7919

7927

7933

7937

7949

7951

7963

7993

8009

8011

8017

8039

8053

8059

8069

8081

8087

8089

8093

8101

8111

8117

8123

8147

8161

8167

8171

8179

8191

8209

8219

8221

8231

8233

8237

8243

8263

8269

8273

8287

8291

8293

8297

8311

8317

8329

8353

8363

8369

8377

8387

8389

8419

8423

8429

8431

8443

8447

8461

8467

8501

8513

8521

8527

8537

8539

8543

8563

8573

8581

8597

8599

8609

8623

8627

8629

8641

8647

8663

8669

8677

8681

8689

8693

8699

8707

8713

8719

8731

8737

8741

8747

8753

8761

8779

8783

8803

8807

8819

8821

8831

8837

8839

8849

8861

8863

8867

8887

8893

8923

8929

8933

8941

8951

8963

8969

8971

8999

9001

9007

9011

9013

9029

9041

9043

9049

9059

9067

9091

9103

9109

9127

9133

9137

9151

9157

9161

9173

9181

9187

9199

9203

9209

9221

9227

9239

9241

9257

9277

9281

9283

9293

9311

9319

9323

9337

9341

9343

9349

9371

9377

9391

9397

9403

9413

9419

9421

9431

9433

9437

9439

9461

9463

9467

9473

9479

9491

9497

9511

9521

9533

9539

9547

9551

9587

9601

9613

9619

9623

9629

9631

9643

9649

9661

9677

9679

9689

9697

9719

9721

9733

9739

9743

9749

9767

9769

9781

9787

9791

9803

9811

9817

9829

9833

9839

9851

9857

9859

9871

9883

9887

9901

9907

9923

9929

9931

9941

9949

9967

9973

10007

10009

10037

10039

10061

10067

10069

Viimnéme si, ze p(1) = 2, p(10) = 29, p(100) = 541, p(1000) = 7919 a
dale p(10000) = 104729, p(100000) = 1299709 a p(1000000) = 15485863

Je tedy 14p(1) < p(10) < 15p(1), 18p(10) < p(100) < 19p(10), 14p(100) <
p(1000) < 15p(100).

Posloupnost p(i) — i, kde ¢ > 1, je ostfe rostouci a prvnich par ¢lenu
Prvni chybéjici ¢isla jsou

jsou é&fsla 1,2,3,6,7,10,11, 14,19, 20, 25,28, . . ..
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4,5,8,9,12,13,15,16, . ...

Je p(680) = 4831, p(681) = 4861, p(682) = 4871. Tedy 3 po sobé jdouci
prvocisla, jejichz dekadické zapisy konéi stejnou éislici. Je to prvni trojice
tohoto druhu (srovnej se ¢tverici 11,13,17,19).

Cisla 1117,2221, 3331, 4111, 4441, 5557, 7333, 8887 jsou prvocisla.

I1.2.2 Eratosthenovo sito. Cisla 2,3,5,7,11 pfredstavuji prvnich pét prvocisel.
Chceme-li najit dalsi prvocisla, mame jednu prastarou metodu (kterd neni
piilis rychld). Tuto metodu si osvétlime na jednoduchém piikladeé:

Chceme nalézt viechna prvocisla mensf nez ¢islo 150. Cisla do 150 véetné
si napiSme do tabulky a podtrhavejme vlastni nasobky prvocisel 2,3,5,7,11
(postupné). Dostéavame:

1234567 ][8]9]10

11|12 [ 13 [ 14|15 [ 16 | 17 | 18 [ 19 | 20
21 | 22 | 23 | 24 [ 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40

A1 |42 | 43 [ 44 [ 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

7L 72 |73 [ 74 [ 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80

81 82|83 |84 858687888990

91 [ 9293 | 94 95|96 | 97 | 98 | 99 | 100

101 [ 102 [ 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 [ 109 | 110
111 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120
121122 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 129 | 130
131 [ 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 133 | 139 | 140
141142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 149 | 150

Nejprve jsme podtrzenim oznacili nasobky 2 (¢ili sud4 ¢éisla). Mohli jsme
tedy rovnou vynechat kazdé druhé ¢islo. Potom vlastni nasobky 3, ¢ili jsme
mohli vynechat kazdé treti ¢islo. Ddale nasobky prvocisel 5,7,11. Zbyla nam
¢isla 1, 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149.

Je 122 = 144 < 150 < 169 = 132, Je-li nyni éislo n takové, ze 2 < n <
150, pak existuje alespon jedno prvocislo p tak, ze p | n. Jestlize n neni
prvocislo, pak p < n, ny =mn: p > 2 a opét existuje prvocislo ¢ tak, ze ¢ | n;.
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Tedy pq | n. Je-li t =min (p,q), pak > < n. Takze t < 12 a p nebo q lezl
v mnoziné {2,3,5,7,11}. Cislo n bylo tedy vskutku z tabulky vyskrnuto.
Zbyla ¢éisla jsou vskutku prvocisla, a to vSechna, kterd jsou mensi nez 150.
Popsanou metodu objevil fecky matematik Eratosthenes ( ~ 274 — 149
AC), ktery byl hlavnim knihovnikem v Alexandrijské knihovné.

I1.2.3 Cviceni. Ozna¢me A = {n*+q|n > 0,q € {0,1} UP}.

(i) Spoctéme si, ktera ¢isla m, m < 100, patii do A. Vsechna ¢isla z A
jsou nezdpornd a 0 = 02 + 0, 100 = 10%> + 0. Tedy 0,100 € A. Dale, je-li
n?+q < 100, pak n < 10, ¢ < 97. Dals{ pocty si vepiseme do nésledujicich 3
tabulek. Tyto jsou vymysleny tak, ze sloupce jsou ozaceny postupné ¢isly ¢,
q€{0,1}UP,q <97, a tadky ¢isly m = 0,1,...,99. V okénku nalézajicim
se na pruseciku radku oznaceného ¢islem m a sloupce oznaceného (nahote)
¢islem ¢ se objevi rozdil m — ¢ za predpokladu, ze tento rozdil je druhou
mocninou (pak totiz m € A). Neni-li tento rozdil druhou mocninou, pak ve
zminéném okénku neni nic.
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8

11

13

17

19

23

29

31

37

[en]
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16

16

16

16

16

16

25

25

25

16

25

16

25

25

16

16

36

25

36

36

25

36

16

36

25

36

16

36

16

25

49

36

49
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11

13

17

19

23

29

31

37

51

49

52

49

53

36

16

54

49

25

55

36

56

49

25

57

58

59

36

60

49

61

62

49

25

63

64

64

65

64

36

66

64

49

67

64

36

68

49

69

64

70

71

64

72

49

73

36

74

75

64

76

7

64

78

49

79

80

49

81

81

64

82

81

83

81

64

84

81

85

86

81

49

87

64

88

81

89

90

91

92

81

93

64

94

81

95

64

96

97

98

81
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41

43

47

53

59

61

67

71

73

79

83

89

97

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

16

58

59

16

60

61

62

63

16

64

65

66

25

67

68

25

69

16

70

71

72

25

73

74

75

16

76

7

36

16

78

25

79

36

80

81

82

83

36

16

84

25

85

86

25

87

16

88

89

36

16

90

49

91

92

49

25

93

94

95

36

16

96

49

25

97

36

98

25

99

16
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Je 100 = 10> + 0 = 92 + 19 ( jinych rozkladu ¢isla 100 nenf).

(ii) Prohlédneme-li peclivé predchozi tabulky, tu si uvédomime, ze v
Ffadcich oznacenych ¢isly 34, 58, 85 nic neni. Naopak, v ostatnich Fadcich
néco je. Takze {1,2,...,33,35,36,...,57,58,59,...,84,86,87,...,100} C
A, 34,58,85 ¢ A. Cislo 34 je nejmensi nezdporné celé ¢islo nepatiici do A a
¢islo 85 je nejmensi liché nezaporné celé ¢islo nepatiici do A.

Je (2:17 =)34 = 2542 = 3347, (229 =)58 = 33+3, (5-17 =)85 = 2°+53.
Je3+4=75+8=13=8+05.

(iii) Jestée oznacme B = {n? + pln > 1,p € P}. Z tabulek vidime, ze
{3,4,6,7,8,9,11,12,14,15,...,24,26,27,...,33,35,36,...,57,59,60,61, 62,
63, 65,66, ...,84,86,87,...,90,92,93,...,100} C Ba0,1,2,5,10,13,25, 34,
58,61,64,85,91 ¢ B. Zde 0,1,25,64 jsou druhé mocniny a 2,5,13,61 jsou
prvoéisla. Ovsem, 10 =2-5,34=2-17,58 =2-29, 85 =5-17,91 =7-13.

I1.2.4 Cviceni. Je0=0+0,1=0+1=240,2=0+2=2°+1=2'+0,
3=0+4+3=242=2'4+1,4=2°43=2240,5=0+5=2"+4=21 43 =
2241,6=2045=2242 7T=0+7=2'+5=224+3,8=204+7=23+0,
9=214+7=224+5=224+1,10=234+2,11=0+11 =22 +7 =23 + 3,
12=204+11,13=2'+11=224+7=23+514=2°+13, 15 =2 + 13 =
2 4+11=24+716=2'4+0,17T=0+17T=2"4+17=22+13 =21 +1,
18=20417=2+2,19=0+19=2"+11=23+11 =24 +3, 20 = 2° + 19,
21 =21419=224+17=284+13=2145 Ale22-0=2-11,22—1 =
3.7,22-2=4.522-4=2.922-8=2.7,22—16=2-3,22—32 = —2-5.

Oznaéfme-li nyni C' = {0}UPU{2"+¢ | k > 0,¢q € PU{0, 1}, pak snadno
vidime, ze 0,1,2,...,21 € C,22 ¢ C. (Je ovéem 22 = 3! + 19 = 32 + 13 =
Sl+17=111+1=17"+5=191 + 3.

Je 959 — 0 = 959 = 7-137,959 — 1 = 958 = 2-474,959 — 2 = 957 =
3-11-29,959 —4 =955=5-191,959 — 8 = 951 = 3- 317,959 — 16 = 943 =
23-41,959—-32 =927 =3-3-103,959—-64 = 895 = 5-179,959 — 128 = 831 =
3-277,959 — 256 = 703 = 19 - 37,959 — 512 = 447 = 3 - 149,959 — 1024 =
—65 = —5 - 13 (vesmés prvociselné rozklady). Tedy 959 ¢ C.

Dobrym cvicenim je presvédcit se o tom, ze 959 je nejmensi liché ¢éislo,
které nepatii do mnoziny C. Jesté si vSimnéme tohoto: pro kazdé liché
prvoéislo p a kazdé k > 0 je éislo 959 — p* sudé. Snadno usuzujeme, ze 959 #
p* + ¢ pro véechna p € P,k > 0,q € {0,1,} UP. Nicméne, 959 = 102 + 859,
kde 859 je jiz prvocislo. Je 9+5+9 = 23,243 =6,9-5-9 = 405,4+0+5 = 9.
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I11.3 Zakladni véta aritmetiky

I1.3.1 Véta. Necht n > 2. Potomn € {m | 2 < m,m | n} a, je-li p nejmens{
¢islo v této mnoziné ¢isel, potom p je prvocislo.

Dukaz. Je p > 2. Jestlize ¢ > 1 je takové ¢islo, ze ¢ | p, pak ¢ < p a q | n.
Tedy bud'to ¢ = 1, a nebo ¢ = p. To znamen4, 7e p € P. O

I1.3.2 Véta. Pro kazdé n € Z, n # +1, existuje alespon jedno prvocislo
p € P takové, ze p | n.

Dikaz. Je-lin =0, tak 2 | 0. Je-li n # 0, tak |n| > 2 a podle 11.3.1 existuje
p € P tak, ze p | |n|. Samoziejmé p | n. O

11.3.3 Véta. Mnozina P vSech prvocisel je nekonecné.

Dikaz. Je nutné a postacujici dokéazat, ze ke kazdému prvocislu p existuje
vetsi prvocislo. Mame 2 < 3 < 5 < 7 < 11, ¢ili tvrzeni plati pro prvni
¢tyfi prvocisla a my muzeme piedpoklddat, ze p > 7. Necht (2 = )p(1) <
(3 =)p2) < (5=)pB3) <--- <pn) =p, n>5 jeposloupnost vsech
prvocisel mensich ¢i rovnych nasemu prvocislu p.

Polozme m = (p(1)p(2)---p(n)) + 1. Jisté je m > 2 (ve skutecnosti je
m > 1609) a podle I1.3.2 existuje prvocislo g takové, ze ¢ | m. Ovsem, ¢ 11,
¢ili g+ m — p(1)p(2) ---p(n), procez q # p(i), pro vsechna i = 1,2,... n.
Pak ale ¢ > p.

Nepatrné obménény dukaz: Existuje prvocislo ¢ tak, ze ¢ | p!+ 1. Ziejmé
je q > p. O

I1.3.4 Véta. (Zdkladni véta aritmetiky) Necht n je celé ¢islo, n # 0, +1.
Potom existuji jednoznacné urcené cislo s > 1, jednoznaéné uréend mnozina
{p1,p2;-..,ps} obsahujici s vesmés ruznych prvocisel a jednoznacné urcené
exponenty ri, 7y, ...7s > 1 takové, ze n = £pi' ... ple.

Dikaz. Nejdiive dokazeme existenci prvociselného rozkladu ¢isla n.

Zrejmé muzeme predpokladat, ze n > 2. Priklad, kdy n je samo prvocislo
je ztejmy. Nicméné, podle I1.3.2 existuje prvocislo p a ¢islo m > 1 tak, ze
n =pm. Je-lim =1, je n = p a jsme hotovi. Je-lim # 1, pak 2 <m <n a
podle indukéniho predpokladu ma cislo m prvociselny rozklad. Pak ale totéz
plati i pro n = pm.

Nyni dokazeme jednoznacnost prvociselného rozkladu ¢isla n. Opét budeme
predpokladat n > 2.

Predpokladejme, ze pi' ...pls =n = ¢ ... ¢ jsou dva ruzné prvociselné
rozklady c¢isla n. Muzeme rovnéz predpokladat, ze p;1 < po < --- < p,s a
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G < @qo < - < q. Z11.1.16 plyne, ze pro kazdé i,1 < ¢ < s, existuje f(7)
tak, ze 1 < f(i) <wvap | qp). Je pi > 2 a gy je prvocislo, takze mame
rovnost p; = ). Jelikoz p; < p; pro i < j, tak qpu) < qr) a f(i) < f(J).
Obdobné, pro kazdé 4,1 < ¢ < v, existuje g(i) tak, Ze 1 < g(i) < s a ¢, = py(s).-
Nyni je jasné, ze s = v a f(i) = i pro kazdé i.

Mame pi'...pls =n =pi*...p%. Je-li r1 > uy, pak p; | py?...pY%, spor
s I1.1.16. Tedy m < wq, zcela obdobné uy < ry,r = wuy apy?...pls =n =
ps?...p% (pro s > 2). Nyni lze postupovat induked. H

I1.3.5 Dulezita definice. Necht p € P. Pro kazdé n € Z, n # 0, existuje
jednoznaéné uréené nezdporné celé ¢islo r takové, ze p” | n.ap™!  n. Budeme
psat r = cont,(n) a budeme toto ¢islo nazyvat p-obsah ¢isla n. Mame n =
p'ny,ng € Z,ptng.

Pro tplnost mizeme polozit cont,(0) = +oo.

I1.3.6 Véta. cont,(nm) = cont,(n)+ cont,(m) pro vSechna p € P an,m €
Z.

Diikaz. Muzeme piedpokladat n # 0 # m. Mame n = p® - ny, m = p’my,
nm = p° -k, kde a = cont,(n), b = cont,(m), ¢ = cont,(nm), p 1 ny,mq, k.
Odtud p¢ -k = nm = p**’nymy. Z IL.1.11(iv) plyne, Ze p ¥ nym; a tedy
a+b=c. O]

I1.3.7 Proposice. Necht p € P. Potom:
(i) cont,(1) = 0 = cont,(—1).
(ii) cont,(p*) = k = cont,(—p*) pro kazdé k > 0.
(ili) cont,(n) = cont,(—n) pro kazdé n € Z

Diikaz. Vse plyne piimo z definice 11.3.5. n

I1.3.8 Proposice. Necht s,7,...,7, jsou kladna celd éfsla a py, . .., ps jsou
po dvou ruznd prvocisla. Bud n = +pi'...p". Potom:

(i) cont,, (n) = r; pro kazdé 1 < i <s.

(ii) cont,(n) =0 pro kazdé p € P, p & {p1,...,ps}

Dukaz. (i) Jelikoz p;* | n, tak r < cont,,(n). Z I1.1.16 plyne, ze p; t n/p;* =
m; a tedy cont,, (m;) = 0. Podle I1.3.6 je cont,, (n) = cont,, (p;' )+ cont,, (m;) =
ri +0 = r; (pouzije se I11.3.7(ii)).

(i) Z 11.1.16 plyne, ze p 1 n. O

I1.3.9 Véta. Pro kazdé n € Z, n # 0, plati rovnost n = :I:Hpeppc‘mtp(”)
(cont,(n) # 0 jen pro konetné mnoho prvoéisel p).

Dikaz. Tvrzeni plyne snadnou kombinaci z 11.3.4 a 11.3.8 (viz téz 11.3.7). [

69



I1.3.10 Véta. Necht n,m € Z. Potom n | m prave kdyz cont,(n) < cont,(m)
pro kazdé p € P.

Dukaz. Jestlize n | m, pak nerovnost cont,(n) < cont,(m) plyne ihned
z 11.3.5. Jestlize r = cont,(n) < cont,(m) = s < 400, pak p" | p° | m. Je-li
s = 400, pak m =0 a n | m trividlné. Zbytek dukazu je jasny z 11.3.9 O

I1.3.11 Véta. Necht n,m € Z. Potom |n| = |m/| pravé kdyz cont,(n) = cont,(m)
pro kazdé p € P.

Dikaz. Tvrzeni plyne snadno z I1.3.10. O]

I1.3.12 Proposice. Necht p € Pan,m € Z, n # 0 # m, n # —m. Potom:
(i) cont,(n +m) > min( cont,(n), cont,(m)).
(ii) Je-li cont,(n) # cont,(m), pak cont,(n+m) = min( cont,(n), cont,(m)).
(iii) Je-li conty(n) = conty(m), pak conty(n + m) > conty(n).

Dukaz. Jen =p"-ny, m =p°-my, kde r,s € Ny, ptny, pf my. Muzeme
predpokladat, ze r > s. Potomn+m =p° -k, k=p""*ny +my. Je-lir > s,
pak ptk. Jellir=sap=2 pakp=2]|k. ]

I1.3.13 Proposice. Necht p € Pan,m € Z, n # 1 # m. Potom cont,(nm—
1) > max( cont,(n — 1), cont,(m — 1)).

Diitkaz. Bud n —1 = p®u, m — 1 = p*v, kde a,b € Ny, a > b, u,v € Z, pf u,
ptv. Mdme nm—1 = (n—1)m+(m—1) = prum~+p*v = p*(p*~t-um+v). O

I1.3.14 Proposice. Necht & > 1, ny,...,n, € Z, n; # £1. Potom pro
kazdé p € P plati conty,(ng - --ni — 1) > min( cont,(n; — 1) |1 <i < k).

Dikaz. Tvrzeni plati trivialné pro £ =1 a pro k = 2 je dokazano v 11.3.13.
Déle postupujeme snadno indukei dle & > 2. O

I1.3.15 Proposice. Necht n € Z, n # 0,1,—1. Potom cont,(n — 1) >
min( cont,(q —1),q € P,q | n).

Dikaz. Podle I1.3.4 je n = £p}'...ple, kde s,7; > 1, p; € P, p; vesmés
ruznd. Samoziejmeé p; # =1 a podle I1.3.14 mame cont,(n—1) > min( cont,(p;—
1)). O

I1.3.16 Poznamka. (i) Zakladni véta aritmetiky nds poucuje o tom, ze
multiplikativni pologrupa N'(+), kde N = {n | n > 2} je volnd komutativni
pologrupa nekoneéné spocetné hodnosti a mnozina P vSech prvocisel je (jedind)
mnozina volnych generdtoru této pologrupy. Multiplikativni pologrupa N(-)
je pak volny monoid.
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(ii) Sefadme vSechna prvocisla do posloupnosti tak, jak jsou za sebou:
(2 =)p(l) < (3 =)p(2) < .... Pro kazdé n € Z sestrojime nekonecnou
posloupnost a(n) = ( contpyy(n), contp)(n), contpey(n),...) Je-lin # 0,
pak a(n) je nekoneéna posloupnost nezédpornych celych ¢isel, kde ovsem jen
kone¢né mnoho ¢&isel je nenulovych. Napi. «o(l) = a(—1) = (0,0,0,...),
a(p(i)) = (0,0,...,0,1,0...), kde 1 se nachazi na i-tém miste, a(105) =
(0,1,1,1,0,0,...), atd. Je a(0) = (400, +00, +00, ... ).

Na mnoziné nekoneénych posloupnosti nezapornych celych ¢isel a sym-
bolu +oo definujme usporadani predpisem (ai,as,as,...) < (b1, b, bs,. ..
pravé kdyz a; < b; pro vSsechna ¢ = 1,2,.... Z I1.3.10 nyni plyne, Ze pro
n,m € Z plati n | m préavé tehdy kdyz a(n) < a(m) ve smyslu pravé defino-
vaného usporadani.

I1.3.17 Piiklad. (i) Cisla 599,601 a 607 jsou prvocisla. 600 = 23 -3 - 52,
Ovsem, 602 = 2-7-43, 603 = 3%2-67, 604 = 22.151, 605 = 5-11% a
606 =2-3-101. Zde 2,3,5,7,11,43,67,101 a 151 jsou prvocisla.

(i) Je 405 = 3*-.5,2-405 = 810 a ¢isla 809,811 jsou prvocisla. Je
4 - 405 = 1620 a ¢isla 1619, 1621 jsou prvocisla. Je 6 - 405 = 2430 a zadné
z Cisel 2429,2431 neni prvocislo. Je 8 - 405 = 3240 a zadné z cisel 3239,3241
neni prvocislo. Je 10 - 405 = 4050 a obé ¢isla 4049, 4051 jsou prvocisla. Je
12 - 405 = 4860, 4859 neni prvocislo a 4861 je prvocislo. Je 14 - 405 = 5670,
5669 je prvocislo a 5671 neni prvocislo. Je 16-405 = 6480, 6479 neni prvocislo
a 6481 je prvocislo.

(iii) Je 1375 = 5% 11,1376 = 25 - 43 a 1377 = 3* - 17.

(iv) 101, 1009, 10007 jsou prvoéisla. 11,211,311,811,911, 1511, 1811, 2011,
2111,2311,2411,2711, 3011 jsou také prvocisla.

I1.3.18 Hiicka. Je 9196 = 22-112-19. Je 9331 = 7-31-43,9-3-3-1 =81 =
7+31+43, 31-43 = 1333, 93 = 3-31, 9331 = 31-301. Je 432 = 2*.3% = 4.33.22

I1.3.19 Definice. Pro kazdé n € Z bud P(n) = {p € P |p|n}.

Ztejmé P(n) = P(—n), P(0) =P, P(1) = 0. Je-li [n| > 2, pak P(n) =
{p € P| conty(n) > 1} je neprazdnd koneénd mnozina prvocisel.

Ziejme je P(nm) = P(n)U P(m) pro vSechna n,m € Z.

I1.3.20 Piiklad. Je 14 =27 a 224 = 2° . 7. Tedy P(14) = P(224). Dale,
15 = 14+1, 225 = 22441, 15 = 3-5, 225 = 32.5% a P(15) = {3,5} = P(225).
Je 418 =2-11-19, P(418) = {2,11,19} a2+ 11 +19=32=4-1-8.

I1.3.21 Proposice. Necht n,m € Z. Nésledujici dvé podminky jsou ekvi-
valentni:

(i) P(n) = P(m).

(ii) Existuji k,! € N tak, ze n | mF a m | nl.
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Dikaz. Snadno nahlédneme, Ze se lze omezit na n > 2 a m > 2. Pak
n=p'...pram=q"...q4, kde s,v,r;,u; € N, p;,q; € P. p1 <--- < ps
aq < - < gy

Je-li P(n) = P(m), pak s = v, p; = ¢;, n | m* pro k > max(r;) a m | n'
pro [ > max(u;).

Naopak, jestlize n | m* = ¢ ... ¢", pak P(n) € P(m). A naopak,
pokud m | n', P(m) C P(n). O

11.3.22 Piiklad. (i) Je 1919 = 19 - 101, 1920 = 27 -3 -5, 1921 = 17 - 113
(prvociselné rozklady). Je 19 + 101 = 120 a 17 + 113 = 130.

(ii) 1933 [ 11...1 (21x).

(iii) Je 3833 = 17- 199 (prvociselny rozklad). Je také 3-3-8-3 =216 =
17 + 199.

(iv) Je 5561 = 67 - 83 (prvociselny rozklad) a 5-5-6-1 = 150 = 67 + 83.

(v) Je 6277 = 6277, 6278 = 2-43-73, 6279 = 3-7-13-23, 6280 = 2-2-2-5-157,
6281 = 11-571 (prvociselné rozklady) a 64+2+7+7=22,2444+3+7+3 =
19=34+7+14+3+2+3,2+24+2+5+1+5=24,1+1+5+7+1=15.

(vi) Je 1948 = 2-2- 487 (prvociselny rozklad), 1 +9+4+8 = 22,2+ 2+
A4+ 847=231-9-4.8=9288,2-2-4-8-7=896,24+8+8—18,4+8+7 —
19,8 +9+6 = 23.

I1.3.23 Proposice. Necht n € Z, n # 1. Bud ¢ nejmensi ¢islo takové, Ze
q > 2 aq|n. Potom g je prvocislo, ¢ < |n|. Navic, je-li ¢ # |n|, pak ¢* < |n].

Dikaz. Podle I1.3.2 existuje prvocislo p tak, ze p | ¢. Pak p | n a z minimality
¢isla ¢ plyne rovnost p = g. Tedy ¢ je prvocislo. Je-li ¢ < |n|, pak ¢ < |n/q|
a ¢’ <|n|-|n/q| = |n]. =

I1.3.24 Lemma. Nechf n,m € Z a k € N jsou takova &isla, ze n* | m*.

Potom n | m.

Diuikaz. Tvrzeni je ziejmé pro m = 0 a také pro n = 0,41. Necht tedy
m # 0 a |n| > 2. Pro kazdé p € P je k cont,(n) = cont,(n*) < cont,(m*) =
k cont,(m) a tedy cont,(n) < cont,(m). Podle I1.3.10 mame n | m. O

I1.3.25 Lemma. Necht n,m € Z a k,l € N jsou takova ¢isla, 7ze [ < k a
n® | m!. Bud t nejvétsi éfslo takové, ze tl < k. Je t > 1 a n' | m. Navic, je-li
m = ntu, pak nfF71 | ul, 0 <k —tl < L.

Ditkaz. Je 0 < k — tl <[, coz plyne z maximality &isla t. Déle, (n!)! = n' |
n® | ml an® | m dle 11.3.24. Nakonec, n* | m! = n' - u! a =% | !, O

I1.3.26 Lemma. Necht n > 1 a m € Z jsou takova &isla, ze m | p — 1 pro
kazdé p € P(n). Potom m | n — 1.
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Dikaz. Tvrzeni je ztejmé pro n = 1. Je-lin > 2, pak n = p;...p,, kde
s > lap; € P (prvocisla p; nemusi byt ruznd). Nyni, m | p;—1, m | p1ps—pe,
m | p2—1,m| (pip2 = p2) + (p2) =1 = pip2 — 1, m [ pipaps — p3, m [ ps — 1,
m | pipaps — 1, ..., m | pip2...ps — 1. H

I1.3.27 Lemma. Necht n > 2 a g € P. Potom cont,(n—1) > min( cont,(p—
1),p € P(n).

Diikaz. Pro kazdé p € P(n) je cont,(p — 1) = r(p) a ¢® | p — 1. Jeli
r =min(r(p);p € P(n)), pak ¢" | n — 1 podle I11.3.26. O

I1.3.28 Poznamka. Necht n > 2, n =pi*...p%, s,r; > 1, p; po dvou ruzna
prvocisla. Bud ¢ € P a s; = conty(p; + 1). Polozme r = ry + -+ +r,. Je-li
z =min(s;;1 <7 <), potom ¢* | n— (—1)". Jeli r sudé, tak ¢* [ n —1 a
conty(n — 1) > z. Je-li r liché, tak ¢* | n + 1 a cont,(n + 1) > 2.

I1.3.29 Sdéleni. Cislo n = pq,p, q¢ € P, se obéas nazyva poloprvocislo. Zde
muze byt p = ¢,¢i p # q. Ve druhém pripadé se n nazyva diskrétni poloprvocislo.
Posloupnost poloprvocisel zac¢ina takto: 4,6,9,10,14,15,21,22,25,... a

posloupnost diskrétnich poloprvocisel takto: 6,10, 14, 15,21, 22,26, 33,35, .. ..

73



1.4 Piiklady

I1.4.1 Piiklad. Je P(1) =0, P(2) =

) B0 = (o3}, U = (1 2480 = (01 20 ~
Je P(33) = {3,11}, P(34) = {2,17}, P(35) = {

33=3-11,34=2-17,35=5-7,36 =4-9.

Nyni si ukazeme, ze pro kazdé ¢islo n > 4,n # 7, aspon jedna z mnozin
P(n),P(n+1),P(n+2) méd aspon 2 prvky.

Miuzeme piedpokladat, ze n > 11. Necht naopak P(n) = {p:}, P(n+1) =
{p2} a P(n + 2) = {p3} jsou jednoprvkové mnoziny. Specielné¢ 6 { n,6 {
n+1,6tn+2atudizn=06k+10k>21<1<3.

Nejprve, necht [ = 1. Cislon+1 = 6k+2 jesudé a tak py = 2an+1 = 2°
prob > 4. Déle, n+2 =6k+3 tedy 3| n+2,p3=3an+2=3"proa > 3.
Nyni3% -2 =n+2—-n—1=1¢ili2"=3%-1.

Necht a = 2¢,¢ > 2, je sudé &islo. Je 3% — 1 = (3¢ — 1)(3¢ + 1) a tak
3F¥—1=2%a3+1-2" u>3,0>4 Pakale8§=2%|(3°+1)—(3—1) =2,
coz nelze. Nahlédli jsme, ze a > 3 je liché ¢islo. Pak ale 3* — 1 = (3 —
DE* P 4+392 4. +3+1) =2w, kde w =371 + 32 4 ... £ 34+ 1. A,
jelikoz 4 | 3% — 1, tak 2 | w. Jelikoz a je liché, tak w je souc¢tem lichého poctu
lichych cisel. Tedy w je liché, coz je spor.

Nyninechf [ = 2. Pakp; =2,n=2%a>4,n+1=6k+3,p, =3, n+1=
3% b > 3,22 = 3* — 1 a situace je stejnd jako pred chvili. Zde ovsem je také
n+2=20c>52=n+2—-—n=2°—2°=2%2%—1),2 = 2% = n, coz
také nejde.

Nakonec, necht n = 6k+3. Pakp; =3,n =3 0> 3 n+1=06k+4,p; =
9m+1=920a>4 Takiel =n+1—n—20—3" 113 =21 90 _1—3

Necht a = 2¢,¢ > 2, je sudé ¢fslo. Je 2¢ — 1 = (2¢ — 1)(QC + 1) a tak
20—-1=3%2°41=3"u>1,v>2 Pakale3|(2°+1)—(2°—1) =2, coz
nelze.

Nahlédli jsme, Ze a > 5 je liché ¢islo. Je 23 = 8 = 3-2 + 2. Je-li nyni
k > 3 takové ¢islo, ze 2% = 31 + 2, pak 2872 = 121 + 8 = 3(4l + 2) + 2. Z této
tivahy plyne, 7e 3" +1 =2* = 3m + 2. Pak ale 3|2 — 1 = 1, spor.

Alternativni dikaz

Alespon jedno ze zkoumanych ¢isel n,n+ 1,n+ 2 je sudé, a protoze musi
byt mocninou 2, je ve tvaru 2¢. Dalsi takové ¢islo, lisici se od néj o 2, jiz
mezi uvedenymi Cisly byt nemuze, takze n + 1 = 2% Dokazeme, ze, je-li a
sudé, pak n je délitelné 3 a soucasné neni mocninou 3; je-li a liché, pak n + 2
je délitelné 3 a neni mocninou 3.

(a) Je a = 2k a tedy n = 2% —1 = (2 —1)(2* +1). Cinitelé jsou lichymi
¢isly a lisi se 0 2 a tedy jeden z nich je délitelny 3 a druhy nikoli a tedy ani
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nemuze byt mocninou 3.

M) Jea=2k+1latedyn+2=2%"141-34+3=2%1_243=
2(2F—1)(28+1)+3. Opét bud (2 —1) nebo (28 +1) je délitelné 3 a tim i cely
vyraz. Necht je tedy n + 2 = 3% a 22%*1 = 3% — 1. Opét rozlisme 2 piipady:
a=2l,a=2l+1. V prvnim je 3 — 1 = (3" — 1)(3" + 1). 2 &initelé lisic{
se o 2 nemohou byt soucasné mocninou 2. Ve druhém ptipadé dostavame
37 —1=(3-1)(3%+3% 1 +...43+1), ale druhy ¢initel je souctem lichého
(20 + 1) poctu lichych séitancu a tedy nemuze byt mocninou 2.

Poznédmka: Tvrzeni, Ze ze tii po sobé jdoucich ¢isel je praveé jedno délitelné
3, je trividlni. Netrividlni ovem je, Ze v nasem pifpadé nenf 2% 41 mocninou
3.

Dokazali jsme zadané. Tedy: Je-li n > 4,n # 7, pak alespon jedno
z Cisel n,n + 1,n + 2 neni mocninou zadného prvocisla. Samoziejmé cisla
1,2,3,4,5,7,8,9 jsou mocninami prvocisel.

I1.4.2 Priklad. (i) Necht p € P an € N. Pro kazdé m,1 < m < np,
méame m = p®™ . b(m), kde a(m) = cont,(m) > 1, b(m) > 1, p t b(m).
Je-li a(m) > 1, pak 1 < b(m) < n. Déle je ziejmé, ze po dvou ruzna
cisla p,2p,...,np jsou pravé vSechna ta cisla m takova, ze 1 < m < np a
a(m) > 1. Téchto ¢isel je pravé n a ostatnich ¢isel mezi 1 a np vcetné je
pravée np —n =n(p — 1).

Necht nyni my,...,my, kde k > n(p — 1) + 1, jsou po dvou ruzn4 cisla
takova, ze 1 < m; < np pro kazdé i = 1,2,... k. Je 1 < b(m;) < np a
p 1 b(m;). Jak jsme si pfed chvili v§imli, tak pro ¢isla b(m;) mame nejvyse
(ve skutecnosti pravé) n(p — 1) moznosti. To znamend, ze existuji indexy
1 <t 1 < k takové, ze | # t a b(my) = b(my). Je-li my < my, pak nutné
my | m; a naopak.

(i) Bud p = 2 an € N. Vybereme-li n + 1 ruznych ¢isel mezi 1 a 2n
véetné, pak alespon jedno vybrané ¢islo déli néjaké jiné z vybranych cisel.
To znamena, ze tato vybrana ¢isla nejsou nesrovnatelna v usporadani daném
deélitelnosti v N (viz I1.1.10).

Na druhé strané, n + 1,n + 2,...,2n je n ruznych ¢isel (mezi 1 a 2n) a

zéddné z téchto c¢isel nedéli zadné druhé z nich.
I1.4.3 Hricka. Pro n > 1 budiz ¢, = 10" + 10" 2+ --- + 10 + 1. Tedy
¢ = 1,0 = 11,¢q3 = 111,q, = 1111, atd. Cislo ¢, je tedy liché a ma
v desitkové soustavé tvaru 11...1, kde cislice 1 se vyskytuje pravé n-krat.
Cislo ¢, bychom mohli nazvat "n-krat opakovana jednicka, ¢i kratseji opicka”
(samoziejmeé pii zdkladu 10).

(i) Zrejme je 9-¢,+1 = 10™ a ddle 5 1 g, (dekadicky zépis lichych ndsobku
5 konéi opét na 5). Specielng, ¢isla g, a 10 nemaji jiné spolecné délitele nezli
¢isla 1, —1.
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(ii) Je gne1 = 10"+¢q, = 10-¢u+1, ¢uim = 10™ ¢+ = 10" @+ G, >
1,m>1.

(iii) Oveérime, zZe g, | ¢m prave kdyz n | m.

Jestlize ¢, | gm, tak n < m (nebot ¢, < ¢,) a budeme postupovat
indukef podle m —n. Jelim—n =0, tak m =nan | m. Jelim > n,
tak ¢, = 10" - ¢_p + g, dle (ii), ¢ili ¢, | ¢m_n,n | m — n podle indukéniho
predpokladu, a tak n | m.

Nyni naopak, necht n | m, m = kn, k > 2. Pak ¢,, = 10
a opét indukei podle k dokézeme, ze ¢, | ¢m.

(iv) Je-li ¢islo g, prvocislo, tak z (iii) plyne, ze i n je prvocislo. Samoziejmé,
q¢2 = 11 je prvocislo a je znamo, ze i ¢isla qq9, 23, @317 @ q1031 jsou prvocisla.
Na druhé straneé, g3 =3-37,q4, = 11-101,¢q5 =41 -271,¢6 =3-7-11-13- 71,
qr = 239-4649, gz = 11-73-101-137, g9 = 32-37-333667, q1o = 11-41-271-9091
a g1 = 21649 - 513239 prvocisly nejsou (jsou uvedeny jejich prvoéiselné rozk-
lady).

Vsimnéme si, ze qg = 9 - 12345679.

(v) Necht a € Z, a | qu,a | gui1- Pak z (ii) plyne, ze a | 10", cili
a==42"-5b>0,c>0. Pak ale a = +1 (viz (i)).

(vi) Je 10" =1 =9-q,. Takze n | 10™ — 1 pravé kdyz bud'to n | g, nebo
n=3-n1,n1|q, anebon=9-ny,ny | g-

(vii) Nahlédneme, ze 3* | g3« pro kazdé k > 0.

Zajisté, 3" =1|1=¢q a3 =3 | 111 = 3-37 = ¢3. Déle pak gsrt1 = ggr-w
kde w = 10° + 103 + 1 = 1001001 = 3 - 333667 (prvociselny rozklad). Takze
351 | ggrnr (indukee).

(viii) Z (vii) a (iii) plyne, Ze gsr | g, - Specidlné, 111 delf 111...111
(stojedendct 1), coz je ovsem ihned vidét z toho, ze v dlouhém éisle se trojéisli
111 opakuje sedmatrticetkrat.

RO g+ Ge—1)n

11.4.4 Cviceni. (i) 124+ 22 =5, 22 + 3% = 13, 42 + 52 = 41, 52 + 6 = 61,
72482 = 113, 924+10% = 181, 1224132 = 313, 1424+15% = 421, 172+18% = 613,
192 + 20% = 761 jsou prvocisla.

Naproti tomu 02412 = 1, 32442 = 25, 62+7% = 85 = 5-17, 824+9% = 145 =
5.29, 1024112 = 221 = 1317, 1124122 = 265 = 5-5%, 1324142 = 365 = 5.73,
152 4+ 162 = 481 = 13-37, 162 +17? = 545 = 5-109, 1824192 = 685 = 5-137
prvocisla nejsou (uvadime prvociselné rozklady).

(i) Necht n > 1 je takové &islo, ze p = n? + (n+ 1)*(= 2n*> + 2n + 1) je
prvocislo. Potom p je liché a 2p = (2n + 1)? + 1.

(iii) Necht p je liché prvocislo takové, ze 2p = m? + 1 pro n&jaké p > 0.
Ziejmé, m > 3, m je liché, m =2n+1,n>1, p=n*+ (n+1)%

(iv) Necht dekadicky zépis ¢isla n > 1 koné{ (vpravo) na jednu z &islic
1,3,6,8. Potom zépis ¢isla n? konéi na 1,9,6,4, ¢islo (n + 1)? pak na 4,6,9.1 a
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¢isla t = n? + (n + 1) koné na 5. Cili 5 | ¢ a t nenf prvocislo.

(v) 22 + 3% = 13, 122 + 132 = 313, 222 + 23% = 1013, 322 + 33? =
2113,4224+43% = 3613 jsou vesmés prvocisla. Avsak 522+53% = 5513 = 37-149
(prvociselny rozklad) prvoéislem neni.

42 452 = 41,147 + 152 = 421,242 4 252 = 1201,342 + 352 = 2381 jsou
prvocisla. AvSak 442 +45? = 3961 = 17-233 (prvociselny rozklad) prvocislem
neni.

5% + 6% = 61 je prvocislo. Avsak 15% + 16% = 481 = 13 - 37 (prvociselny
rozklad) prvocislem neni.

72 + 82 =113, 172 + 18% = 613 jsou prvocisla. Avsak 272 + 28% = 1513 =
17 - 89 (prvociselny rozklad) prvocislem neni.

92 4102 = 181, 192 + 202 = 761, 292 + 302 = 1741, 392 + 402 = 3121 jsou
prvocisla. Avsak 49%+50? = 4901 = 13%-29 (prvociselny rozklad) prvocislem
neni.

Nakonec, 02 + 12 = 1,102 + 112 = 221 = 13- 17,202 + 212 = 841 = 29?
prvocisla nejsou. Avsak 30% 4 312 = 1861 jiz prvocislo je.

I1.4.5 Cvigeni. Je |P(n)| < 2 pro vechna 1 < n < 29 a |P(30)| = 3 nebot
30=2-3-5. Je 6423 =29.

Necht n > 7. Ovéifme, Ze existuje aspon jedno m takové, ze n < m < 23,
pticemz |P(m)| > 3. (n,n+1,...,n+ 23 je 24 po sobé jdoucich ¢isel.)

Vskutku. Bud k > 1. Pak 2,34 6k+1,6k+1 > T a tak |[P(6(6k+1))| > 3.

Zcela obdobneé, |P(6(6k+5))| > 3. Je 6(6k+ 1) = 36k +6 a 6(6k +5) =
6k + 30.

A ted! Je-li 7 < n < 30, lze volit m = 30. Bud tedy n > 31 a bud
r nejveétsi nezaporné cislo takové, ze 36r + 30 < n. Takze n < 36r + 66.
Je 36(r+1)+6 = 36r +42 < n+ 12 < n + 23 a muzeme polozit m =
36(r +1) +6(= 6(6(r+1)+1)), jeli n < 36r +42. V opacéném piipadeé,
jestlize 36r + 42 < n, pak je 36r 4+ 66 < n + 23 a polozime m = 36r + 66 =
36(r +1) 430 =6(6(r + 1) + 5). Jsme hotovi.

11.4.6 Piiklad. Necht p € P, p > 2F"1 .k, k > 2. Bud a = 2F, b = 2p.
Prvocislo p je liché a k > 2. Snadno vidime, ze a  b. Avsak a* = 282" a
b= (2p)% = 2% . p?. Jelikoz 2p > 2F - k, tak a® | b°.

I1.4.7 Piiklad. (i) Je02—3=—2,22 —3—1,32—3-2.3,32-3=2.3,
2-3=135-3=2.11,62—3=23-11, 72—3=2.23, 8 — 3 — 61,
92-3=2-3-13,10°-3 =97, 112-3 =2.59, 122 -3 = 3-47, 132 -3 = 2-83,
142 -3 =193,152-3=2-3-37,162-3=11-23, 17 -3 =2-11-13,
182 =3 =3-107, 192 -3 =2-197, 202 —3 = 397, 212 -3 = 2.3 - 73,
202 _3 —13.37, 232 —3 —2.263, 242 —3 — 3.191, 252 — 3 — 2. 311,
262 — 3 =673, 27> —3 =2 -3 - 112 (jedn4 se o prvociselné rozklady).
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Zjistili jsme, 7ze 27 je nejmensi nezdporné ¢islo n takové, ze p? | (n? — 3)
aspon pro jedno p € P (27 — 3 = 23 3).

(i) Je (27 +121-k)2 =272 4+2-27-112 - k +11* - k2. Jelikoz 112 | 27% — 3,
tak 112 | (27 + 121 - k)* — 3 pro kazdé k > 0.

(iii) Je 0? =2 =—-2,12-2=-1,22-2=222-2=23>-2=1T,
42 -2 =2-7,52-2=23,62—-2=2-17, 7" -2 =47, 8 -2 = 2. 31,
92 —-2=79102-2=2-7%

(iv) Je 0?2 =1=-1,12-1=0,22-1=3,32 -1 =23

(v)Je0?—5=—4,12-5=—2222-5=—1%232-5=2% Je4?>-7 =32
a 6% — 11 = 52

(vi) Je 0? +1=1,12+1=2,224+1=5,32+1=2,42+1=17,
5241=2-13,624+1=37,7+1=2-52,7+1=23

(vi)) Je 02 4+2=2,124+2=3,22+2=2-3,32+2=11,424+2=2.9,
52 +2 =35

(viii) Je 024+3=3,124+3=2%224+3=7,32+3=2%.3.

(ix) Je 0?+5 =5, 1245 =2.3,22+5 = 32a 1247 =23, Je 32+11 = 22.5,

(x) Je 11411 =2, 14 +2* =17, 2 +3* = 97, 14 +4* = 257, 2* + 5% = 641,
pricemz 2, 17, 97, 257 a 641 jsou prvocisla.

I1.4.8 Priklad. Je22=2-11,2+4+2=4=2+1+41,3718=2-3-3-3-7,
3+7+8=18=2+3+34+3+4+7,4937775 =3 -5-5-65837 (prvociselny
rozklad) 4 +94+3+7+7+7+5=42=34+5+5+6+5+8+3+7,
2954=2-2-3-13-19,2494+54+4=21=24+24+3+1+3+1+09.

Cisla tohoto typu jsou zndma jako Smithova é&isla (srovnej s 11.3.22 (iv),(v)).

11.4.9 Piiklad. Je 25662 =2-3-7-13-47a2-5-6-6-2=720=10-72 =
10-(24+3+7+13+447),1568=2-2-2-2-2-7-Tal-5-6-8 =240 =
10-24=10-(24+2+2+2424+7+7). Cisla tohoto typu jsou zndma jako
Rhondina ¢isla (pfi zakladu 10).

I1.4.10 Piiklad. (i) Nechf k > 1, n =2F -2 =2(2F1 — 1) a m = 2F(2F —
2) = 2kHI(2k=1 — 1), Ziejmé je P(n) = {2} U P2 - 1) = P(m). A
nyni jen+1=28~1Tam+1=2% -2 11 = (28 — 1)2. Tedy
P(n+1) = P(2F —1) = P(m + 1). Cisla n,m jsou sud4 a é&isla n+1, m+1
liché.

Prok=1ljen=0=m,n+1=1=m+1. Prok=2jen=2 m=38,
n+l1=3 m+1=9 Prok=3jen=6,m=48 n+1=7 m+1=49.
Prok=4jen =14, m =224, n+1 =15 m+ 1 = 225.

(ii) Bud n =75 = 3-5%2 am = 1215 = 3° . 5. Je tedy P(n) = {3,5} =
P(m). Ovéem, n+1=76=2%-19 am+ 1 = 1216 = 2° - 19. Tedy také
P(n+1)={2,19} = P(m+1). Zde jsou ¢isla n,m lichd a n+1, m+1 sudA.
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I1.4.11 Cviceni. (Srovnej s I1.2.3) Necht n > 1. Dokézeme si, ze (3n+2)? #
m? + p pro kazdé m € Z ap e PU{1}.

Necht naopak (3n+2)2 =m?+p, m € Z. Je 3n+2 > 5, takze m # 0 a
muzeme brat m > 1. Dale p= 3n+2)? —m? = 3n+2—m)(B3n+ 2 +m).
Samoziejmeé 3n+2 > m, takze 1 = 3n+2—map = 3n+2+m, p+1 = 6n+4,
p=6n+3=3(2n+ 1), spor.

Jel=02+1,22=4=12+3,32=9=22+5,42 =16 =32 + 7. Avsak
52 # m?+p. No, ale 6 = 36 = 52 +11, 7> =49 = 62+ 1. A opét 8 # m?+p.

Je 5777,5993 # m? + p pro véechnam € Na p € PU {1}.
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I1.5 Slozena cisla

11.5.1 Definice. Celé cislo, které neni nerozlozitelné ve smyslu 11.1.13 se
nazyvéa (multiplikativné) rozlozitelné. Nenulové rozlozitelné ¢islo se nazyva
slozené.

11.5.2 Véta. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro n € Z:

(i) Cislo n je slozené.

(ii) Existuji prvocisla p1, pe, ps (ne nutné ruznd) takovd, ze p1py | n, avsak
ps 1 n.

iii) n # 0 a existuji prvoéisla py, po (ne nutné ruznd) takova, ze p1ps | n.
iv)n#0,n#+1, n#+p, peP.

v) Existuje m € Z tak, ze 2 <m < |n| am | n.

vi) Pocet délitelu ¢isla n je koneény a vétsi nez 4.

vii) Pocet délitelu ¢isla n je koneény a a je alespon 6.

vill) n = £pi*...p%, 5,1 € N, p; € P (p; vesmés ruznd) a »_r; > 1.

ix) n =mning, kde 2 < |ny| a 2 < |nyl.

() Inl 2 2 a n| £ P.

AN AN N AN N TS

Dikaz. Staci uvazit 11.1.13, 11.3.4 a I1.5.1. O

I1.5.3 Piiklad. (i) Necht n > 2. Uvazme n po sobé jdoucich éisel (n+1)!4-2,
m+)!+3,...,(n+ 1)+ (n+1). Jeli2<m <n+1, pak m| (n+1),
m | matak m | (n+ 1) +m. OvSem, (n+ 1) +m > m > 2. Takze ¢islo
(n+1)! +m je slozené (viz 11.5.2). Tedy n po sobé jdoucich ¢isel (n+1)! + 2,
(m+1)!+3,...,(n+ 1)+ (n+ 1) jsou vesmés ¢isla slozend a zddné z nich
neni prvocislo.

Pro n = 2 dostavame ¢isla 8, 9 (10 je také slozené). Pro n = 3 ¢isla 26,
27, 28 (ovsem i ¢isla 24 a 25 jsou slozend). Pro n = 4 ¢isla 122,123,124,125
(ovsem slozend jsou i ¢isla 114, ... ,126 - tedy 13 po sobé jdoucich slozenych
Cisel).

Pro n =5 ¢isla 722, 723, 724, 725, 726 (720 a 721 jsou slozend a 719 a
727 jsou prvocisla).

(ii) Kazdé z 33 po sobé jdoucich ¢isel 1328,. .., 1360 je slozené (viz I11.2.1).

I1.5.4 Pouceni. Uvazujme nenulovd &isla n takova, ze p?|n kdykoliv p € PP,
pln (t.j., cont,(n) > 2 kdykoliv cont,(n) > 0). Témto ¢islum se nékdy rikd
mocnd, ¢i plnoc¢tvercova. Nam se vice zamlouva jim fikat vydatna.

(i) Samoziejmé, pro kazdé n # 0 a pro kazdé k > 2 je mocnina n* vydatné
¢islo.

(ii) Cisla 1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36, 49, 64, 72, 81, 100, 108, 121, 125,
128, 144, 169, 196, 200, 216, 225, 243, 256, 288, 289, 324, 343, 361, 392, 400,
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432, 441, 484, 500, 512, 529, 576, 625, 648, 675, 676, 729, T84, 800, 841, 864,
900, 961, 968, 972, 1000 jsou vSechna vydatna ¢isla n, 1 < n < 1000. Je to
54 cisel. Z nich pak ¢isla 72, 108, 200, 288, 392, 432, 500, 648, 675, 800, 864,
968, 972 nejsou mocninami (je to 13 ¢isel).

Postupné rozdily vyse uvedenych vydatnych ¢isel jsou 3, 4, 1, 7, 9, 2, 5,
413,15, 8,9, 19, 8, 13, 4, 3, 16, 25, 27, 4, 16, 9, 18, 13, 32, 1, 35, 19, 18,
31, 8, 32,9, 43, 16, 12, 17, 47, 49, 23, 27, 1, 53, 55, 16, 41, 23, 36, 61, 7, 4,
28. Seradime-li tyto rozdily podle velikosti, dostaneme posloupnost 1, 2, 3,
4,5, 7,8,9, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 23, 25, 27, 28, 31, 32, 35, 36, 41, 43, 47,
49. 53, 55, 61.

(iii) Vydatna ¢isla jsou ziejmé uzaviend na soudiny.

(iv) Necht n,m jsou takové ¢isla, ze soucin mn je také vydatné éislo,
ptricemz nsd(n,m) = 1. Ziejmé obé ¢isla n, m jsou vydatné.

(v) Piedchozi bod lze také zobecnit: Necht n,m jsou takova ¢isla, Ze
sou¢in mn i nejveétsi spoleény délitel nsd(n, m) jsou vydatna ¢isla. Pak obé
¢isla n, m jsou vydatna.

(vi) Necht n € Z je takové ¢islo, ze n(n + 1) = 2m, kde m je vydatné
¢islo. Je psd(n,n +1) = 1.

Je-li n sudé, pak ¢isla n/2 a n+ 1 jsou vydatnd. Jestlize navic 4|n, pak i
¢islo n je vydatné.

Je-li n liché, pak ¢isla n a (n 4+ 1)/2 jsou vydatna. Jestlize navic 4|n + 1
(n=43), paki c¢islo n 4+ 1 je vydatné.

V obou piipadech je (4n® 4+ 4n)(4n® +4n+1) =2-2n(n+1)(2n+1)* =
2-(2m(2n+1))?, kde (2m(2n+1))? je jisté vydatné a 4|4n?+4n. Samoziejme,
4n®+4n(=4n(n+1) = 8m) a 4n*+4n+1(= (2n*+1)?) jsou po sobé jdouci
vydatna cisla.

(vii) Je 1-2 = 2-1, kde 1 je vydatné. Z (vi) dostdvame postupné dvojice po
sobé jdoucich vydatnych ¢isel. 8(= 23), 9(= 3%), 288(= 25 - 3%), 289(= 17?),
332928(= 27 - 3% - 17?), 332929(= 577?), .... Dostdvame takto nekonecné
mnoho dvojic.

(viii) Je 49-50 = 2-352. T zde dostaneme nekoneéné mnoho dvojic po sobé
jdoucich vydatnych ¢isel. Prvni je 9800(= 23 - 57 - 7%), 9801 (= 992 - 3* - 11?).

(ix) 675(= 33 - 52), 676(= 262 = 22 - 132) a 12167(= 23?), 12168(= 23 - 32 -
13%) jsou dvojice po sobé jdoucich vydatnych &isel.

(x) Necht n € N, pficemz n i n + 2 jsou vydatna &isla, n # —1. Pak
n(n + 2) je vydatné ¢islo. Samoziejmé, (n + 1)? je vydatné ¢islo. Avsak
(n+1)2—n(n+2) =1. Tedy n(n+2) a (n+ 1) je dvojice po sobé jdoucich
vydatnych ¢isel. Napiiklad 25(= 52) a 27(= 3%) skytaji dvojici 675, 676.

(xi) Necht n € Z pficemz n i n + 4 jsou vydatnd ¢isla (je n # —4).
Samoziejmé, n(n+4) a (n+2)? jsou vydatnd ¢isla. Je (n+2)*—n(n+4) = 4.
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Napifklad, 4(= 2%), 8(= 23) skytaji vydatnd ¢isla 32(= 2°) a 36(= 6* =
23.32), 36 — 32 = 4. Dale pak 1152(= 27 - 32) a 1156(= 342 = 22 - 172).

Je také 125 — 121 = 4, kde 121 = 112 a 125 = 53.

(xii) Cisla 214369(= 463%) a 214375(= 5* - 7%) jsou vydatna a 214375 —
214369 = 6 (srovnej s 1.8.4 (i)).

(xiii) Neni zndmo, zda existuji t¥i po sobé jdouci vydatnd ¢isla n,n +
1,n+ 2.

(xiv) Je-li n sudé ¢islo, pak i n+ 2 je sudé a bud'to 4 f n a nebo 4 n+ 2.
Tedy alespon jedno z ¢isel n,n + 2 neni vydatné.

(xv) Z (xiv) plyne, ze neexistuji ¢tyti po sobé jdouci vydatna cisla.

(xvi) Je-li n liché cislo, pficemz n + 1 je vydatné ¢islo, pak n + 3 neni
vydatné.
I1.5.5 Proposice. Kladné celé ¢islo n je vydatné, prave tehdy kdyz n = a?b3

pro néjaka a,b € N.

Diikaz. Nejdifve, necht n je vydatné éislo. Lze piedpoklddat n > 4. Je

n = pi'...pk, kde s,r; > 1 a py,...,ps jsou ruzna prvocisla. Jelikoz n je
vydatné, tak r; > 2 pro kazdé i. Jsou-li viechna ¢&isla r; sudd, pak n = a?- 13,
kde a = pi/* ... pi/%. Jsouli viechna éfsla r; lichd, pak n = a? - b3, kde
a = p&”f?’w Lol h = p oo op,. Nenastavé-li ani jeden z téchto dvou
pripadu, pak s > 2 a existuje 1 < t < s tak, ze po vhodném precislovani
prvocisel pi,...,ps jsou ¢isla r1, ..., sudd a éisla r4yq,...,7rs lichd. Nyni
n=a2* kde a = p/? - pPplit IR L pl T A b = piy
Naopak, nechf n = a?b?, a,b € N. Cisla a?, b* jsou vydatnd a takovy je i
jejich soucin. O]

11.5.6 Poznamka. Kladné vydatné ¢islo, které neni druhou, ¢ vyssi moc-
ninou, je znamo jako Achillovo ¢islo.

Cisla 72 = 2332, 108 = 22 3% a 200 = 2° - 3? jsou nejmensf t¥i Achillova
cisla. Cislo 5000 = 235% je také Achillovo. Riké se, ze 5425069447 = 73412972
a 5425069448 = 23 - 260412 je nejmensi dvojice po sobé jdoucich Achillovych
cisel.

Nejmensi liché Achillovo &fslo je 675 = 3352, Pro kazdé p € P, p > 5 a
kazdé k > 3, k liché, jsou éisla 2% - p? a 3% - p? Achillova. To je nekonecné
mnoho ruznych ¢isel, sudych i lichych.

I1.5.7 Proposice. Necht n je slozené ¢islo. Potom existuje alespoii jedno
prvocislo p takové, Ze p | n, pricemz p? < |n|.

Dikaz. Viz 11.3.23. [l
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I11.6 Bezcétvercova cisla

I1.6.1 Cislo n nazveme bezctvercové, jestlize p? fn pro kazdé p € P.

Ztejmé 0 neni bezctvercové Cislo a n je bezctvercové pravé kdyz —n je
takové. Kazdé prvocislo je bezétvercové.

Cisla 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31,
33, 34, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 46, 47, 51, 53, 55, 57, 58, 59, 61, 62, 65,
66, 67, 69, 70, 71, 73, 74, 77, 78, 79, 82, 83, 85, 86, 87, 89, 91, 93, 94, 96, 97
je vSech 62 bezctvercovych kladnych ¢isel mensich nez 100. Zbyva 37 ¢cisel,
ktera nejsou bezétvercova a sice 4, 8, 9, 12, 16, 20, 24, 25, 27, 28, 32, 36, 40,
44, 45, 48, 49, 50, 52, 54, 56, 60, 63, 64, 68, 72, 75, 76, 80, 81, 84, 88, 90, 92,
95, 98 a 99. Cislo 100 také nenf bezétvercové.

Je-li n € Z, pak aspon jedno z ¢isel n, n + 1, n + 2 a n + 3 je délitelné
¢islem 4 a tak neni bezctvercové.

Cisla 1, 2, 3 jsou bezétvercova. Podobné 5, 6, 7 a 13, 14, 15, 33, 34, 35.
Je znamo, ze existuje nekonecné mnoho ¢isel k& > 1 takovych, ze 4k + 1,4k +
2,4k + 3 jsou bezétvercova (k = 1,3,4,5,7,8,9,10,14,16,...). Cisla 8, 9
nejsou bezétvercova a 48, 49, 50 je prvni trojice po sobé jdoucich kladnych
cisel, ktera nejsou bezctvercova.

Pozdéji (IV.6.2) si dokdzeme, ze pro kazdé m > 2 existuje n po sobé
jdoucich éisel takovych, ze zadné z nich neni bezétvercové (srovnej s 11.5.3).

Cisla n?> — 3 jsou vesmés bezétvercova pro —26 < 2 < 26 (27> — 3 =
2-3-112).

I1.6.2 Véta. Celé &islo n je bezétvercové, pravé kdyz bud'to n = £1 a nebo
n==p;...ps, kde s > 1 a pq,...,ps jsou po dvou ruzna prvocisla.

Diikaz. Cisla +1 jsou zfejmé bezétvercova. Je-li n > 2 bezétvercové, pak
prvociselny rozklad n = £p; ... ps je dusledkem I1.3.4.
Naopak, je-lin = £p; ... ps, pak ¢islo n je zjevné bezctvercové dle definice.

[]

I1.6.3 Véta. Necht n € Z, n # 0. Potom existuji jednozna¢né urcens ¢isla
m € Z a k € N takovd, ze n = mk?, pficemz ¢&islo m je bezétvercové.

Dikaz. Lze predpoklddat n > 1. Je-li n = 1, pak volime m = 1 = k. Bud
tedy n > 2. Podle I1.3.4 je n = pi* ---pls, kde s,7; > 1 a py,...,ps jsou po
dvou ruznd prvocisla.
Jsou-li vSechna ¢isla r; suda, pak volime m =1 a k = p?/Q X -p;s/z.
Jsou-li vSechna ¢isla r; lichd, pak volime m = p; - --p,ak = pg”_lm b2,
Nenastava-li ani jeden z predchozich pripadu, pak je s > 2 a existuje 1 <
t < s tak, ze po vhodném precislovani prvocisel pq,...p, jsou cisla ry,...r;
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suda a ryq,...,7s lichd. Nyni volime m = p;q---ps a k = p?/Z .- -p:t/z .
(e =/2 (D)2

Dokézali jsme existenci éisel m a k. Ted je potfeba dokézat jejich jed-
noznacnost. Budeme postupovat indukci podle n. Pripad pro n = 1,2 je
jasny. Bud n > 3 an = mik? = mok3, kde my,mo, ki, ko € N, my, my
bezétvercovd ¢isla. Je-li my = 1 = my, pak k? = k2 a ki = ky. Necht
my > 2. Pak existuje aspon jedno prvoéislo p tak, ze p|m;. Jestlize p|ma,
pak mski = myki, kde mz = mi/p a my = my/p. Cisla ms, my jsou
bezctvercova a pouzijeme indukéni predpoklad. Dostaneme mz = my a
k1 = ko. Pak ovSem také m; = my. Jestlize v8ak p f mq tak p | ko. Nyni,
1 + 2cont,(n) = 2cont,(k2), coz nelze.

Zbytek je jasny. O]

I1.6.4 Lemma. Necht n,m,t € Z a k € N jsou takova ¢isla, ze k > 2, t je
bezétvercové a n* = tmk. Potom n | m.

Diikaz. Lze predpoklddat, ze m # 0 a |n| > 2. Je rn* = tm”* pro r € Z,
r # 0. Jeli p € P, pak cont,(r) + k cont,(n) = cont,(t) + k cont,(m) <
1+ k cont,(m) a k( cont,(n)— cont,(m)) = cont,(t)— cont,(r) < 1. Odtud,
cont,(n)— cont,(m) < 0 a cont,(n) < cont,(m). Podle I1.3.10 je n | m. O

I1.6.5 Véta. Necht n € Z, n # 0. Potom existuji jednonacné uréend ¢isla
m € Z a w € N takova, ze n = muw, pricemz cislo m je bezctvercové a

P(m) N P(w) = 0.

Dikaz. Lze predpokladat, ze n > 1 a n neni vydatné. Pak n > 2 a piSeme
n = py---py-w, kde py,...,pp jsou ruznd prvocisla, w je vydatné cislo a
pi 1 w. Polozime m = py - - - py. 0

I1.6.6 Véta. Necht n € Z, n # 0,r > 2. Potom existuji jednozna¢né urcend
¢islam € Z a k € N takova, ze n = m- k", pricemz p” 1 m pro kazdé prvocislo
.

Dikaz. Lze predpokladat, ze n > 1. Mame n = pj'---p;*, kde t,s; € N a
p; jsou po dvou ruznd prvocisla. Mame s; = ru; + v;, kde 0 < v; < r. Nyni
staci polozit m = pi* ---p,* a k = p{* - - p*. H

11.6.7 Poznamka. Véta 11.6.3 snadno plyne z predchéazejici véty.

11.6.8 Uloha. Necht a,b,c € N, k > 2, jsou takova ¢isla, ze a + b = cF.
(i) Polozme r = nsd(a,b), r > 1. Méme a = raj, b = rby, a1,y € N,
nsd(ai,b1) = 1. Je r(a; +b1) = a+ b= c*,r?a,b, = ab.
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(ii) Jiste 1% | r a my si vezmeme nejvétsi kladné &islo s takové, ze s* | r.
Jer =ts® t > 1, cont,(t) < k —1 pro kazdé p € P. Ddle, (a; + by)ts® =
(a1 +b))r =a+b=cF ab(ts¥)* = ab.

(iii) Necht p € P. Je cont,(a; + by )+ cont,(t) + k cont,(s) = kcont,(c), z
¢ehoz plyne 0 < cont,(s) < cont,(c). Toto plati pro kazdé prvocislo p, takze
s|ec=wvs,v>1 Jepak (a; + b))ts® = & = v*s*, z cehoz dostdvame
(CL1 + bl)t == Uk.

A ted, cont,(a; +b1) + k —1 > cont,(ay + by)+ cont,(t) = k cont,(v).
Je-li cont,(v) > 1, potom cont,(a; + b1) > 1. Odtud, P(a; + b)) C P(v).
Samoziejmeé P(t) C P(v), takze P(t) C P(ay + by).

(iv) Necht p € P(a1), pricemz cont,(ab) je sudé ¢islo. Je cont,(b;) = 0,
takze cont,(ab) = cont,(a)+ cont,(b) = cont,(a;) + 2 cont,(ts*). Odtud
cont,(aq) je sudé ¢islo.

(v) Necht ab = d?,d > 1. Pak conty(a;) je sudé ¢islo pro kazdé p € P.
Tedy a; = a3 pro né&jaké ay > 1. Z duvodu symetrie je také by = b3 pro
néjaké by > 1. Celkové, d* = ab = r2a1ay = (rashy)?, rasbs = d.

(vi) Necht ¢ je bezétvercové ¢islo. Pak ¢ | vt | a; + by, v = wt,w > 1,¢ =
wts, ay + by = wkth! k=1,

(vii) Necht a; +b; je bezétvercové éislo. Pak ay+by | v,v = u(a;+by),u >
1. Dale, (a; + b))t = v* = uF(a; + b))k, t = u¥(a; + b)) a nutné u = 1
(nebot u* | t). Je tedy v = ay + by, t = (a; + b)* "L r = (a; + b)) 1s
(a1 +by)s,m = sct7 1 a = ai(ay +b1)* s = a;0F1s% b= bi(ay +b)* !
biv*1s* ab = a by (v 1sk)2

= Wwv

,C
Sk:

11.6.9 Uloha. Nechf a,b,c € N jsou takova &isla, ze a + b = ¢*. Navazme
na ptredchozi tlohu, kde zvolime k = 2 a pouzijeme stejné znaceni.

Pro k = 2 je t bezctvercové ¢islo a podle 11.6.8 (vi) je v = wt,c =
wts, a; + by = tw? = tv. Ddle r = ts* a = ts*ay, b = ts?by, ab = a by (ts?)%

A ted predpokladejme, ze ab = d?,d > 1. Z 11.6.8 (v) vime, Ze a; =
az, by = b3, d = raghy = ts’ashy. Je také a = t(saz)?, b = t(sby)?. Je
(saz)? + (sbe)? = s*(a3 + b3) = s*(a; + by). Je w?t’s* = A = a+b =
ts*(a; + by),w’t = a; + by = a3 + b3. Jelikoz t je bezctvercové, tak w je
nejvetsi ¢islo takové, ze w | a; + by (= a3 + b3). Rovnéz také, ws je nejvetsi
¢islo, jehoz druhd mocnina déli soucet (sas)? + (sbg)?.

I1.6.10 Uloha. Obrafme tvahy ¢inéné v predchozi dloze.

Zvolme x,y € N libovolné a bud z nejvétsi ¢islo takové, ze 22 | 2% + y2.
Je 22 + 4% = ¢22, kde q je bezétvercové &islo. Ted polozime a = g2, b = qy?.
Jea+b=q(x*+y?) = qz? a ab = qx’qy® = (qzy)>.

A ted se vratme k piedchozi tiloze. Piedné, ¢ = gz a d = gqxy. Bud g =
nsd(z,y), = g1,y = gy, nsd(xy,y1) = 1. Mdme ¢g* = nsd(a,b) = r,q =
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tg—sqz—c—wts—wqg,z—wg—ws Dale, a = t(sas)? = q(saz)* =
qr?, v = say a podobné y = sby. Je pakxl—az,yl—bg,xl—al, % b;.

I1.6.11 Priklad. Pro x = 1,y = 1 dostaneme a =2 =b. Prox =1,y = 2
dostaneme a = 5,0 = 20. Pro z = 1,y = 3 dostaneme a = 10,b = 90.
Pro z = 1,y = 4 dostaneme a = 17,b = 272. Pro x = 2,y = 2 dostaneme
a =8 =>b. Prox =2,y =3 dostaneme a = 52,b = 117. Prox =2,y =4
dostaneme a = 20,b = 80.

Namétkova kontrola: 17 + 272 = 289 = 172,17 - 272 = 4624 = 2* . 172 =
682.

Vsimnéme si, ze 4 +4 = 23,4-4 =4%16-16 = 25,16 - 16 = 162, atd. Je
také 9 + 27 = 62,9 - 27 = 3°.
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I1.7 Fermatuv rozklad

Rozlozit dané (kladné) celé ¢islo na soucin prvocisel je tuloha velmi nelehkd,
ano, ¢asto nad miru obtizna a ¢asové narocna. V nékterych pripadech vsak
situace nenf zoufala. Napi., je-li n = a®> —b?, pak n = (a—b)(a+b) a z tohoto
"predrozkladu” lze nékdy vyjit.

I1.7.1 Uvaha. Necht n > 1 je liché ¢fslo. n = ab, kde a > 1,b > 1, a > b,
obé c¢isla a, b jsou lichd a tak a +b = 2¢, a — b = 2d, ¢ > d > 0. Navic
4¢* —4d* = (a+b)? — (a — b)? = a® + 2ab + b* — a* + 2ab — b* = 4ab = 4n,
n=ab=c—-d=(c—d)(c+d),?=n+d*ad®=c*—n. Samoziejme,
2 >n.

Je-lib>5,tak n+1 > 4cpodle 1.3.3. Je-lia>7,b> 3, takn+1>4c
podle I.3.4. Je-lia=5,b=3,takn =15, c =4, n+1 =16 = 4c. Je-li
a =3=0>0takn=9c=3n+1=10 > 9 = 3c. Jelli b = 1, tak
n+1=a+1=2c Vidime, ze n + 1 > 2¢ v kazdém piipadé (pro n > 10 je
n+ 12> 4c).

Ptedchozi zjisténi lze tu a tam pouzit pro rozlozeni lichého ¢isla n na
sou¢in. Pfedné, necht m € N je nejmensi éislo takové, ze m? > n. Je-li
m? = n, jsme hotovi. Je-li m? > n, pak péatrdme, zda m*> —n = k2 pro
néjaké kg > 1, m > kg. Neni-li tomu tak, pak nas bude zajimat rovnice
(m+1)?—n==k} k > 1, m+1 > k;. Obecné pak rovnice (m+1)?—n = k7,
k; > 1, m+1 > k;. Tento postup konci! Pro n > 10 se staci zajimat pouze
o takova éisla [, ze 0 < [, 4l < n — 4m + 1 (viz ivaha vyse).

I1.7.2 Piiklad. Bud n = 21. Potom m = 5, 52 = 25, 25 —n = 4 = 22,
n=>5-22=5-2)6+2)=3-T7.

11.7.3 Piiklad. Bud n = 2263. Potom m = 48 a déle:

49% —n = 138
502 — n = 237
512 —n = 338

522 —p = 441 = 212,
Takze n = 522 — 212 = (52 — 21)(52 + 21) = 31 - 73.

11.7.4 Piiklad. Bud n = 6077. Potom m = 78, 782 = 6084, 6084 — n = 7,
792 = 6241, 6241 — n = 164, 802 = 6400, 6400 — n = 323, 812 = 6561,
6561 — m = 484 = 222,

Tedy 6077 = 812 — 222 = (81 — 22)(81 + 22) = 59 - 103.
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I1.7.5 Piiklad. Bud n = 2027651281. Je m = 45030, m? = 2027700900 a
2m = 90060. A nyni piSeme

m? —n = 2027700900 — 2027651281 = 49619
2m+1= 90061

(m+1)?2—n= m?—n+2m+1= 139680
2m+3 = 90063

(m+2)?*—n= (m+1)2—n+2m+3= 229743
2m+5 = 90065

(m+3)°—n= (m+22—n+2m+5= 319808
2m+ 7= 90067

(m+4)> —n= (m+3)>—n+2m+7= 40872
2m+9 = 90069

(m+5)*—n= (m+4)2—n+2m+9= 499944
2m + 11 = 90071

(m+6)?*—n= (m+52?—n+2m+11= 590015
2m+ 13 = 90073

(m+7)?-n= (m+6)?—-—n+2m+13= 680088
2m + 15 = 90075

(m+8)?°—n= (m+7?—n+2m+15= 770163
2m + 17 = 90077

(m+9?-—n= (m+8?—n+2m+17= 860240
2m + 19 = 90079
(m+1002—n=(m+9?—n+2m+19= 950319
2m +21 = 90081

(m+11)2—=n= (m+10)? —n+2m+21 = 1040400

coz je 10202.

Takze n = 450412 —1020% = (45041 —1020)(45041+1020) = 44021 -46061
(prvociselny rozklad).

Tento pifklad je poucny. Pfedné jsme pouzili vztahu (m +i+ 1) —n =
(m+i)?*—n+2m+2i+1proi=0,1,2,.... TakZe piicitdme pouze &isla
2m + 2i + 1 k piedchozimu rozdilu (m +4)? — n. Déle je vhodné si uvédomit,
ze druhé mocniny mohou mit v dekadickém zapise na konci pouze dvojcisli
00, 01, 04, 09, 16, 21, 24, 25, 29, 36, 41, 44, 49, 56, 61, 64, 69, 76, 81, 84, 89,
96 (viz 1.6.1).

Z toho plyne, Ze v nasem pifkladé zjistujeme pouze, zda cisla 499944
a 1040400 jsou druhymi mocninami. OvSem, 499944 = 8 - 62493. Je tedy
conty(499944) = 3 a 499944 nenf druhou mocninou. Oproti tomu, 1040400 =
24.32.52.17° = (22-3-5-17)% = 1020%,
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11.7.6 Poznamka. Priiklad sestavil samotny Fermat. Pierre de Fermat
(1601-1665) byl francouzsky matematik a pravnik pusobici v Toulouse. Ukazuje
se, ze Fermatuv rozklad funguje nejlépe pro ¢isla, ktera jsou souc¢inem dvou

priblizné stejné velkych ¢isel.

89



I1.8 Cviceni

11.8.1 Cviceni. Za ucelem rekreacniho cviceni si sestavme tabulku prvociselnych
rozklat éfsel n? — 1 pro 1 < n < 49. Neni to tak tézké, nebot n? — 1 =
(n4+1)(n—1) aje-li p takové prvocislo, ze p | (n—1) ap | (n+1), pak p = 2.
Navic se obcas prihodi, zZe aspon jedno z ¢isel n — 1, n + 1 je jiz prvocislo.

n 1 2 3 4 5 6 7
n?—1 0 3 8 15 24 35 48
p — 3 23 3-5 23.3 5-7 2%.3

n 8 9 10 11 12 13 14
n?—1 63 80 91 120 143 168 195
p 3.7 275 3211 2-3-5 11-13 22.3.7] 3.5-13

n 15 16 17 18 19 20 21
n?—1 224 255 288 323 360 399 440
IIp 2.7 3-5-17 25.32 17-19 ] 2%.3%.5 3-7-19] 23.5-11
ni 22 23 24 25 26 27 28
n?—1 483 528 575 624 675 728 783
Ip 3-7-23] 21311 52.2312%.3.13 32.52 22.7-13 3%3.29

n 29 30 31 32 33 34 35
n?—1 840 899 960 1023 1088 1155 1224
IOp || 22-3-5-7 29-31 26.3.5[3-11-31 26.1713-5-7-11 [ 2%-32.17

n 36 37 38 39 40 41 42
n?—1 1295 1368 1443 1520 1599 1680 1763
Ip 3-5-37[2%-32.19| 3-13-37[2%-5-11[3-13-41[2¥.3-5-7 41-43

n 43 44 45 46 47 48 49
n?—1 1848 1935 2024 2115 2208 2303 2400
Mp ||22-3-7-11| 32-5-43[23-11-23[32-5-47[2°-3-23 72.47| 2°.3.52

Je(n+1)2—-1=(n?*—-1)+(2n+1). Pron € Z je n* — 1 prvocislo pouze
pron =22apotomn?—1=3. Pronc€Zijen?—1=mFm>2k>2,
pouze pro n = %3 a potom n? — 1 = 8 = 23. Je-li p takové prvocislo, ze i
p+ 2 je prvocislo, pak (p+ 1) — 1 = p(p + 2) je prvociselny rozklad a é&islo
(p +1)% — 1 je bezctvercové. Cislo 172 — 1 = 2° - 32 je Achillovo (viz I11.5.6).
Prokazdé n € Zjen|n(n+2)=(n+1)%—1.

Je-li n sudé, pak n? — 1 je liché. Je-li n liché, pak n — 1,n + 1 jsou suda
¢isla a tak 4 | n? — 1. Jestlize navic 8 f n®> — 1, pak n — 1 =2k, n+ 1 = 2I,
kde k,[ jsou lichd cisla. Odtud, 2k +1=n=2[—-1,21 =2k + 2,1 =k + 1,1
je sudé, spor. Zjistili jsme, Ze 8 | n? — 1 pro n liché. Je také ziejmé, 3 | n?—1
prave kdyz 3 1 n.
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I1.8.2 Cviceni. A ted prvociselné rozklady ¢éisel n? +1 pro 1 < n < 49.

n 1 2 3 4 5 6 7
n?+1 2 5 10 17 26 37 50
Ip 2 5 2.5 17 2-13 37 252

n 8 9 10 11 12 13 14
n?+1 65 82 101 122 145 170 197
Ip 5-13 241 101 ] 2-61 5-29[2.5-17 197

n 15 16 17 18 19 20 21
n?+1 226 257 290 325 362 401 442
IIp 2.113 257 2-5-29[5%-13 2181 401 [ 2-13-17
ni 22 23 24 25 26 27 28
n?+1 485 530 577 626 677 730 785
Ip 5-97] 2-5-53 577 | 2-313 677 [2-5-73 5-157

n 29 30 31 32 33 34 35
n?+1 842 901 962 | 1025 1090 1157 1226
Ip 2421 17-53 [2-13-37 | 52-41 2.5-109 | 13-89 2.613

n 36 37 38 39 40 41 42
n?+1 1297 1370 1445 | 1522 1601 1682 1765
p 1297 [ 2-5-137 5-172 [ 2761 1601 | 2-292 5353

n 43 44 45 46 47 48 49
n?+1 1850 1937 2026 | 2117 2210 2305 2402
Op | 2-52-37] 13-149| 2-1013[29-73[2-5-13-17| 5-461 | 2-1201

Jellin =2k+1,k>0pak 2 | n?+1 =4k* +4k+2a 4t n®+ 1
Tedy pro liché n > 3 neni n? + 1 prvoéislem. Jestlize dekadicky zapis ¢isla
n koné¢i na nékterou z ¢islic 2,3,7,8, pak 5 | n? + 1 a tedy n® + 1 nenf
prvocislem pro n > 3. TakzZe, jestlize n? + 1 je prvocislo, pak budto n = 1,2
anebo n > 4 je sudé a dekadicky zapis ¢isla n konéi na 0,4 nebo 6 (naptiklad
n = 4,6,10, 14,16, 20, 24, 26, 36,40). Neni znamo, zda existuje nekonecné
mnoho prvoéisel tvaru n? + 1.

I1.8.3 Cviceni. (i) Vsimnéme si, ze ¢islo n? — 2 je prvocislem pro n =
2,3,5,7,13,15,19,21,27,29,....

(ii) Vsimnéme si, Ze ¢islo n? + 2 je prvocislem pro 0,1,3,9,15,21,. ..
iii) Vsimnéme si, Ze éfslo n? — 3 je prvoéislem pro 4,8, 10,14, 20, . . ..
(iii) , jep pro 4,8, 10, 14, 20,
(i) Vsimnéme si, ze ¢islo n? + 3 je prvocislem pro 2,4,8,10,14,22, . ...
(v) Je 233 +1=123-32-13% (a 23 + 1 = 3?).

11.8.4 Cviceni. Prvociselné rozklady ¢isel 2" —n pro 1 <n < 12:

n 1 2 3 4 5 6
2" —n 1 2 5 12 27 58
Op | — 2 5 22.3 33 2.29
n 7 8 9 10 11 12
n?—n | 121 248 | 413 1014 | 2037 4084
Op [ 1122331 [ 7-59[2-3-13%2|3-679 | 22-1021
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I1.8.5 Cviceni. Prvociselné rozklady cisel 2" +n pro 1 < n < 12
n 1 2| 3 4 5 6
2"+ n 3 6| 11 20 37 70
p 3 2.3] 11 22.5 37 2.5-7
n 7 8| 9 10 11 12
n?+n| 135 264 | 521 1034 | 2059 4108
Op |[3%-5[22-3-11 (521 2-11-47|29-71]22-13-79

11.8.6 Cvigen. (i) Je 100 = 10?
121 =11 =(10+ 1) =494+634+9=7"+3(3-7)+ 3% Je 4 = (-2)? =
1+ (=3)2=1-6+9=1>+2(1-(=3)) + (=3)>

(ii) Necht a,b € Z jsou takova ¢isla, ze (a + b+ 1)? = a® + 3ab + b?. Je
pak a? + 2ab + b* + 2a + 2b = a® + 3ab+ b*, 1 +2a + 2b = ab, a(b —2) =
W+1=20b-2)+5 (a—2)(b—2) =5 a—2b-2¢ {1,-1,5 -5} a

(a,b) = (3,7),(7,3),(1

= (743> =742(7

) _3>(_37 1)'
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I1.9 Zabavné nerovnosti

I1.9.1 Zabavka. Necht n > 1 a necht ay,...,a, jsou libovolné vybrani
celd ¢isla. Bud I libovolnd (prdzdnd ¢i neprazdnd) ¢dst intervalu {1,...,n}
kladnych ¢fsel (od 1 do n). Polozme o(I) = Y%, a? + 2, ;a; (oznaceni
jen pro tuto sekei). Je jiste a(l) = 37,4, a7 + 237, (af +2a;) = 320, af +
2% crlai+ 1) —|I|. Zajimejme se o to, kdy je ¢islo a(I) kladné, nulové ¢i
zaporné.

Polozme K; = {i | 1 < i < nya; # 0} aly = {i |i € [,a; # 0}.
Jisté je 1 = I'N K. Jelikoz 0?2 = 0 = 0% + 2 - 0, tak vidime, ze o(I) =
Yiek, @ + 25, G

Polozme L, = {Z | 1€ ]1,&1‘ = —2}, Ky = Kl\Ll,IQ = Il\Ll. Je Ky = {Z |
1<i<n,a; #0,—2neboa; =—-2,i ¢ I}, I ={i|I,a; #0,—2} a I, C Kj.
Jelikoz (—2)* +2(—2) = 0, tak vidime, ze a(f) = >, p, a7 +2>,, a;.

Polozme Ly ={i|i € [,a; = —1}, m = |Ls|, K3 = Ko\ Ly a I3 = 15\ Lo.
Je Kz={i|1<i<m,a;#0,—1,—2,neboa; = —1,i¢ I nebo a; = —2,i ¢
IV, ={ili€el,a #0,—1,-2} a I3 C Ks. Jelikoz (—1)* +2(—1) = —1,
tak vidime, ze (1) = —m + >, g a7 + 2D, @i

Bud i € I3. Je-li a; > 0, pak a? + 2a; > 3a; = 3la;| > |a;|. Je-li a; <0,
pak a; < —3 a a? + 2a; > |a;| (v posledn{ nerovnosti nastane rovnost pouze
pro a; = —3). Je tedy a(l) > —m + 7, k. |ai.

(i) Zjistili jsme, ze a(I) > 0 za predpokladu, ze ),y |a;| > m.

(ii) Snadno nahlédneme, ze Ly = {i | 1 <i < mn,a; > 1} C K3. Je jisté
Diers @i = yoiqai. Takze a(l) > —m + 3 p il > —m 437 ai =

ier, @i kde Ly = Lo U Ly (={i|1<i<mn,a;>1neboie€l,a=—1}).

(i) Zjistili jsme, ze a(I) > 0 za predpokladu, ze )., a; > 0.

(iv) Je zjevné, ze > ., ai > D i a;. Takze a(l) > 0 za predpokladu
> iy i 2 0.

(v) Predpokladejme, ze a(I) = —m + 3",k la;|. Jelikoz a7 + 2a; > 3|a;]
proi € I,a; > 1, tak je nutné a; < 0 pro kazdé i € I. Déle a? +2a; > |a;| pro
i€l,a; < —4. Tedya; € {0,-1,-2,-3} prokazdé i € I. Jepak ) ., (a7 +
2a;) = 3k, kde k = |{i | i € I,a; = =3}|. Odtud a(I) = —m + 3", a? +
2> e, @i = —mA3k+ 3 e af, Gl Y e fail = 3k+2 ik a?. Ovsem
Dicks @il = 3k + 3 g lail takze 7 e plail = D icrn g a?, z ¢ehoz plyne
a? = |a;| a a; € {—1,1} pro kazdé i € K3\ I. Celkové dostdvame a; €
{=1,0,1} pro kazdé i ¢ I, a; € {0,1, -1, -2, -3} pro kazdé i = 1,...,n.

(vi) Uvahu ¢inénou v (v) nynf obratme. Necht je tedy a; € {0,1, -1, -2, —3}
pro kazdé i € I a a; € {—1,0,1} pro kazdé i ¢ I. Je pak a(l) = —m + 3k +
u+v, kdeuw={i |1 ¢ la, =1} av={i |1 ¢ [,a; = =1} . Je
dale Y, p, lail = 3k +u+v. Tedy a(l) = —m + >y, la;|. Navic plati
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Yoriai=-—m—3k—2w—v—u, kdew = |{i i€l a=-2}. Jetedy
Yor i a; >0 prave kdyz u > m + 3k + 2w + v.

(vii) Z (v) a (vi) plyne, ze a(l) = —m + >, k. |a;| pravé kdyz a; €
{0,—1,—-2, -3} proi €l aa; € {1,0,—1} proi ¢ I.

(viii) V (ii) a (iv) jsme objevili, ze a(I) > —m+ >,y lai| > > 7icp, ai >
Yoy ai. Z (vil) nynf plyne, ze a(I) = >, a; pravée tehdy, kdyz jsou
splnény ekvivalentni podminky z (vi) a navic K3 = Ls. To jest, a; €
{0,—1,—2} proi € I aa; € {1,0} proi ¢ I. Jepak > " a; = —m—2w+u.

(ix) Z (viii) plyne, ze a(I) = Y i, a; pravé kdyz a; € {0,—1} proi € I
aa; € {1,0} proi ¢ I. Jepak > "  a;=u—m.

I1.9.2 Proposice. Nechf n > 1 a ay,...,a, jsou celd ¢isla. Bud I libovolna
¢ast celociselného intervalu {1,...,n}. Potom:

(1) oiiaf + 23 e 0 = 300 i

(ii) Rovnost plati pravé kdyz a; € {0,—1} pro ¢ € I a a; € {1,0} pro
g1
Diikaz. Ve je podrobné rozebréno v I11.9.1. Nicméné si uvedme velmi rychly
dukaz. Méme > " a?+2>. ;a,— > r a4, =u+v, kde u =3, ,(a? + a;),
v =3 4(af — a;). Pro kazdé a € Z je a® +a > 0, pficemz rovnost nastéva
pouze pro a = 0, —1. Pro kazdé a € Z je a*> —a > 0, piicemZ rovnost nastava
pouze pro a = 0, 1. Zbytek je zjevny. O

11.9.3 Piiklad. (i) Bud n=2, I = {1}, a1 = —1, a3, = 0. Je a1 + as = —1,
a? +2a; + a3 = —1.

(i) Budn=3,I={1,2},a1 = —2,as = —1,a3 = 1. Je aj+as+az = —2,
a? + 2a; + a3 + 2as + 2a3 = 0.

(iii) Bud n =4, I = {1,2,3,4}, ay = =3, as = —1, a3 = —1, ay = —1.
Je a; + as + az + ay = —6, a3 + 2a; + a3 + 2ay + a3 + 2a3 + a3 + 2a4 = 0.

(iv) Bud n = 2, I = {1,2}, a1 = =2, a, = 1. Je a; +ay = —1,
a? + 2a; + a2 + 2ay = 3.

I1.9.4 Proposice. Necht n > 1 a necht a4, ..., a, jsou takova celd éfsla, Ze
> lail > n. Oznaéme z pocet téch indexu 7, pro néz je a; = 0. Potom:

(i) >oimi(af — ai) > 2z.

(ii) Rovnost plati tehdy a jen tehdy, jestlize a; € {0,1,2} pro kazdé
i,1 <i<mnyady,. ,a=mn{otomz=1{i|1l<i<mnae=2}a
n—2z=\{i|1<i<n,a; =1}|).

Ditkaz. Je 370", af =3 1, a;—22 > 300 |ail* =300, |ag| =22 > 350 Jasf*—
250 ail+n—22 =371 (Jai|—1)2 =2z (je totiz n— -, |a;| < 0). Polozme
bi = |a;]—1prokazdéi. Je ) " b= " |la;|-n>0all|=2=—->,,b

el Vv
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a; = 0} Nynf 350 (af —a;) =22 > 3500, b;
OU.ZlJG se I11.2.9 (i)).
—a;) =2z. Potom Y ! (af —a;) —22=3 " b7+
2 b = Z?:lb = O Z 11.2.9 (ii) nyni plyne b; € {—1,0} proi € I a
b; € {0,1} pro i ¢ I. Jinak napséno, a; € {0,F1,F2}. Déle >." b =0
implikuje >0 Ja;] = n. Mdme ovSem Y i (a? —a;) — 2z > >.© (af —
la;]) =2z > 0. Tedy >0 ;a; = > i lail —n. Odtud a; > 0 pro kazdé
i. Takze a; € {0,1,2}. Naopak, je-li ¢; € {0,1,2} a > . a; = n, pak
Sriai =Yt a—22=4v+u—n—2z kdev = [{i € ¢ = 2} a
u=|{i € a; =1}|. Jelikoz n = u+ v+ 2, tak 4v +u —n — 2z = 3v — 3z.
Jelikozn =30 a; =2v4u,tak2v =n—u=v+z,v=za3v-32=0. O

MIVARE
f\ol/\
&[\QA

I1.9.5 Proposice. Necht n > 1 a necht ay,...,a,,b1,...,b, jsou takova
celd ¢isla, ze Y " ya; > na Yy . b > n. Oznatme z; (popf. z) pocet
téch indexu, pro néz a; = 0 (popi. b; = 0) a vezméme si libovolnou cast [
celociselného intervalu {1,...,n} (at prdzdnou ¢i neprazdnou). Bud jeste
= |I], 0 <m < n. Potom:
(1) 2>°00  (aZ+b2+ab)+4m > 33770 (ai+b)+2 >, (ai+b;) +221 422
S an+ b0) 25 (01 + B + ey (s + bi) 21+ 22)
55 s+ B) + 35 gyl +0) + 2 + )
Rovnost plati pravé kdyz
) 2@ =2 b,
) a;,b; € {0,1,2} pro kazdé i =1,... n,
) a; +b; € {2,3} pro kazdé i € I,
(d) a; + b; € {1,2} pro kazdé i ¢ I.

Dikaz. (i) Bud J ={1,...,n}\Tac¢; =a;+b;—2prokazdéi=1,...,n. Je
o= =2n+Y " a;+y.r b >0. Ated uz pocitejme. Je 23" (aZ +
b7+ aib) +4m =331 (a;+b;) =23, (a; +b;) — 221 — 220 = u+v+w kde
u=3 g af =3 =2z, v =30 b =3 b= 2maw =00 6 +
> b7 42 Zi:1 aibi +4m =230 i = 23700 b =23 a0 — 23, bi
=3 1(az—|—b 243" (ai+b)+4An+2 370 1(a +b;)—2", el(al+b) —4n+4m
=30 42y (atb)—4(n—m) = 37 42>, ¢, nebot n—m = | J|.
Nyni w > 0 podle I11.9.1 a v > 0,v > 0 podle 11.9.4.

(i) Z predchoziho vidime, Ze rovnost plati, prave kdyz je u = v = w = 0.
Nyni, podle I1.9.4 (ii), v = 0 = v tehdy a jen tehdy, jestlize Y ! ,a; = n =
Yow o biaa;,b; € {0,1,2}. Tedy préve kdyz je splnéno (ii a,b). Podle 11.9.2
(ii) je w = 0 prave kdyz a; + b; € {1,2} proi ¢ [ aa; +b; € {2,3} proi € [
a Y (a;+b)=2n. O
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Kapitola II1

Nejvétsi spoleény délitel a neymensi spoleény

ndasobek

III.1 Nejveétsi spolecny délitel

II1.1.1 Necht M je n&jakd mnozina celych ¢isel (kone¢nd ¢i nekonecné,
prazdnd ¢i neprazdnd). Oznaéme sd(M) mnozinu vSech spoleénych délitelu
¢isel z mnoziny M. To jest, n € sd(M) prave tehdy kdyz n € Z a n | m pro
kazdé m € M. Mnozina sd(M) je neprazdna, nebot 1 € sd(M) a —1 € sd(M)
v kazdém piipadeé.

Zrejmé je sd(0) = Z = sd({0}) a sd(Z) = {1,—1} = sd(N) = sd(Ny).
Déle, Sd(Ml U Mz) = sd(Ml)ﬂ Sd(MQ) a Sd(Ml)U Sd(MQ) Q Sd(Ml N MQ)
Je-li My C My, pak sd(Ms) C sd(M;).

Je-li p € P, pak sd({p} = {1, —1,p, —p} = sd({—p}).

Je-li £1 € M, pak sd(M) = {1, —1}.

Je-li n € sd(M), pak —n € sd(M).

I11.1.2 Proposice. Necht mnozina M obsahuje asponi jedno nenulové &fslo.
Potom mnozina sd(M) je kone¢na.

Dikaz. Bud m € M, m # 0. Je sd(M) C sd({m}) a n € sd({m}) prave
tehdy kdyz n | m. Pak ale |n| < |m|. Odtud nase tvrzeni. O

IT1.1.3 Dulezit4 definice. Necht mnozina M obsahuje alespoi jedno nenulové

¢islo. Podle II1.1.1 a I11.1.2 je mnozina sd(M ) nepréazdna a kone¢na. Oznacme

symbolem nsd(M) nejvétsi ¢islo z mnoziny sd(M). Toto &islo je kladné, je

jednoznac¢né urcené mnozinou M a nazyva se nejvétsi spolecny délitel mnoziny M.
Jestlize mnozina M = {my,...,my}, k > 1, je konecénd, pak mluvime

o nejvetsim spolecném déliteli ¢isel my, . .., my a piseme nsd(M) = nsd(my, ..., myg).
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Zbyvaji dva pifpady: M =0 a M = {0}. Pro uplnost polozime nsd(0)) =
0 = nsd({0}).

I11.1.4 Proposice. Necht m € Z. Potom nsd(m) = nsd({m}) = |m]|.

Dukaz. Muzeme predpokladat m # 0. Jestlizen € Z an | m, pak 1 < |n| <
im| an < |m|. OvSem, |m| | m. Zbytek je jasny. O

I11.1.5 Véta. Necht my,...,my € Z, k > 1, a necht r = nsd(my, ..., mg).
Potom:

(i) r = aymy + - - - + agmy, pro néjaka celd ¢isla ay, .. ., a.

(ii) n | r pro kazdé n € sd(my,...,my).
Dikaz. Je-li m; = --- = my = 0, pak obé tvrzeni jsou ziejmé, nebof
sd(0) = Z a r = 0. Predpoklddejme tudiz, ze aspon jedno z ¢isel my, ..., my

je nenulové. Tak r > 1 a mnozina A = {bymy + -+ + bpmy | b; € Z}
obsahuje aspon jedno kladné celé éislo. Bud nyni ¢ nejmensi kladné éislo
z mnoziny A. Specidlné, t = aym; + - -+ + aymy, pro vhodnd &isla a;. Bud
di = [myl;. Tedy 0 < d; < tam; = c¢t+d;, ¢ € Z (1.9.3, 1.9.4). Je
cit = c;aymy + - - -+ capmy, € A a, ovsem, m; € A. Snadno nahlédneme, ze i
di:mi—citeA.

Z minimality kladného éisla ¢ plynou rovnosti d; = 0. Tedy ¢ | m; pro

vSechna i a t € sd(my, ..., mg).

Bud nyni n € sd(my,...,my). Tedy n | m;, z ¢ehoz ihned plyne, ze n
deli kazdé ¢islo z mnoziny A. Specidlné, n |t ar | t. Ovsem, r > 1, ¢ilir < t.
7, maximality nejvétsiho spole¢ného délitele plyne rovnost r = t. O]

I11.1.6 Véta. Necht M je néjakd mnozina celych ¢isel a r = nsd(M). Potom:
(i) Je-li M # (0, pak existuji po dvou ruzna ¢isla myq,...,my, € M, k > 1,

a nenulova ¢isla aq, ..., ax takovd, ze r = aymy + -+ - + apmy = nsd(M) .
(i) n | r pro kazdé n € sd(M).

Dukaz. Je-li M =0 ¢i M = {0}, pak r = 0 a obé tvrzen{ jsou zfejmé.
Predpokladejme tedy, ze M obsahuje aspon jedno nenulové ¢islo, takze
r > 1, opét uvazime mnozinu A = {bymy+---+bmy |1 > 1,b; € Z,m; € M}
a vezmeme nejmensi kladné ¢éislo z A, budiz to t > 1. Je snadno vidéti, ze
lze psat t = aymy + -+ - + agmy, k; > 1, a; € Z \ {0}, m; po dvou ruzna ¢isla
z A. Dale, pro kazdé m € M existuji ¢isla ¢, d takova, ze m = ct +d, pricemz
0<d<t Potomd=m-—cte A cilid=0at]|m. Tim jsme oveérili, ze
t € sd(M). Je-lin € sd(M), pak n | m;, tedy n | t a, specielné, r | t. Pak ale
r =t. Rovnost r = nsd(my, ..., my) je nyni ziejma. O
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IT1.1.7 Poznamka. Necht M je néjakd mnozina celych ¢isel obsahujici ale-
spoii jedno nenulové celé ¢islo. Bud r = nsd(M). Je r > 1 a r je vskutku
nejveétsi spoleény délitel ¢isel z M a to ve smyslu obvyklého usporadani celych
¢isel. Z II1.1.6 (ii) ovSem plyne, Ze r je soucasné nejveétsi spolecny délitel
cisel z M a to ve smyslu usporadani nezapornych celych cisel daném relaci
délitelnosti — viz 11.1.10.

Je-li M = {0} éi M = 0, pak nsd(M) = 0, coz sice neni nejvétsi ¢islo
v mnoziné spole¢nych délitelu (a tou je celé Z v tomto pripadé) v obvyklém
usporadani, ale je to nejvétsi ¢islo z Ny v usporadani daném deélitelnosti.

IT1.1.8 Véta. Necht M je néjakd mnozina celych ¢&fsel obsahujici aspon
jedno nenulové ¢islo. Pro kazdé p € P bud a(p) = min{ cont,(m),m € M}.
Potom a(p) # 0 jen pro koneéné mnoho p € P a nsd(M) = Hp“(p) a
peP

cont,( nsd(M)) = a(p).

Diikaz. Je r = nsd(M) > 1. Polozme s = [[p*®. Je-li m € M, pak
a(p) < conty(m) = b(m), tedy p®™ | m. Je m = [[p*"), z éehoz plyne
s|m. Tedy s € sd(M) a s | r podle II.1.6 (ii).

Naopak, je-li p € P, pak existuje m,) € M takové ¢islo, Ze a(p) = conty(m,)).

Ovsem r | my,) a tak conty(r) < a(p). Odtud, r | s. O
IT1.1.9 Proposice. nsd(M; U Ms) = nsd( nsd(M;), nsd(My)) pro libovolné
podmnoziny M; a M, mnoziny vSech celych cisel.
Diukaz. Necht r = nsd(M;UM,), u = nsd(M;), v = nsd(M,) aw = nsd(u, v).
Je r € sd(M;)N sd(M,), ¢i-li v | w a r | v. Pak ale r | w. Naopak, w | u,
w | v, ¢i-li w € sd(My)N sd(Mz) = sd(My U My) aw |r. Takze r =w. O
IT1.1.10 Proposice. nsd(a, nsd(b, ¢)) = nsd(a,b,c) = nsd( nsd(a,b), c) pro
vSechna a, b, c € Z.

Dtkaz. Toto tvrzeni plyne snadno z I11.1.9. [
IT1.1.11 Proposice. nsd(aM) = a- nsd(M) pro kazdé a € N.

Dtikaz. Muzeme predpokladat, ze a # 0 a mnozina M obsahuje aspon jedno
nenulové celé ¢fslo. Bud r = nsd(M) a s = nsd(aM). Podle II1.1.6 (i) je
r=ami+---+amg, k>1,m; € M,a; € Z. Tedy ar = aaymi+- - -+aagmy
a s |ar. Odtud, s = ar. O

I11.1.12 Poznamka. Na mnoziné Ny muzeme definovat bindrni operaci A
predpisem a Ab = nsd(a, b). Z definice nejvétsiho spoleéného délitele (I11.1.3)
az [11.1.4 a II1.1.10 je vidét, ze tato operace je idempotentni, komutativni a
asociativni (t.j., aAa=a,aANb=bAa,aN(bAc)=(aNb)Ac. Tedy jeto
polosvaz. Navic, a(b A ¢) = (ab) A (ac) (II1.1.11).

98



II1.1.13 Véta. Necht M je neprazdnd mnozina celych ¢éisel a r = nsd(M).
Potom pro kazdé m € M existuje a(m) € Z tak, ze m = ra(m). Navic,
nsd({a(m),m € M}) =1 (a(0) =1).

Dukaz. Je r € sd(M), takze lze psét m = ra(m), kde pro m = 0 volime

a(0) = 1.
Je-li t € sd({a(m)}), pak rt € sd(M), rt | r, r = rts. Pror # 0
dostdvame [t| = 1. Pror =0 je M = {0} a opét || = 1. O

II1.1.14 Ukol. (i) Necht n,m € Z,k € Ny, = nsd(n,m). Mame za iikol
zjistit, ze nsd(n®, m*) = r* (nebo-li n* A m* = (n Am)* ).

Ptedné, rovnost je ziejma pro k& = 0, neb potom n* = 1 = mF a
r* = 1. Rovnost je také ziejmd pro & = 1. Bud tedy & = 2. Je-li
n = 0, pak r = |m| a v = |m|* = |m*| = nsd(0,m*). Podobng, je-

li m = 0. Necht je tedy m # 0 # n. Jiste, r* | n* % | m* a tedy
rk | s = nsd(n®*,m*). Bud p € P a a = conty(n), b = cont,(m). Je
tedy ka = cont,(n*), bk = cont,(mF), cont,(r) = min(a,b), cont,(r*) = k-
min(a,b) = min(ka, kb) = min( cont,(n¥), cont,(m*)) = k- min(a,b) =
min(ka, kb) = min( cont,(n*), cont,(m*)). Z I11.1.8 plyne rovnost s = r*.

(i) Je nsd(2,3) = 1 = nsd(3,2), avsak nsd(2-3,3-2) = 6. Tedy (2 A
BA2) =1%46=(2-3)A(3-2) (viz [IL1.12).
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II1.2 Nesoudélna cisla

I11.2.1 Definice. Mnozina M celych ¢isel se nazyva nesoudélnd, jestlize
nsd(M) = 1.

Je-li M nesoudélnd mnozina, pak M # () a M obsahuje alespon jedno
nenulové ¢islo (viz I11.1.3).

Je-li M = {m} jednoprvkovd mnozina, pak M je nesoudélnd préve kdyz
m = £1 (viz 111.1.4).

Mnozina M je nesoudélna, jestlize 1 € M ¢i —1 € M.

I11.2.2 Poznamka. Necht mq,...,my, k > 1, jsou celd ¢isla. Tato ¢isla
nazveme nesoudélnd, jestlize nesoudélnou je mnozina {my, ..., my}. To jest,
nsd(my,...,mg) = 1.

II1.2.3 Véta. M je nesoudélna prave kdyz existuji & > 1, my,...,mpy € M
aay,...,a, €7 tak, ze aymq + - - - + apmy = 1.

Duikaz. Je-li M nesoudélnd, pak M # () a naSe tvrzeni plyne z I11.1.6 (i).
Naopak, je-li r = nsd(M), pak r | m;, a tedy r | aymy + -+ + agmy, = 1.
Tedy r = 1. O]

IT11.2.4 Lemma. Necht n,m jsou nesoudélné kladnd ¢éfsla. Potom existuji
kladna cisla u, v tak, ze un —vm = 1.

Dikaz. Podle II1.2.3 je an + bm = 1 pro néjaké a,b € Z. Jisté existuje
¢ € N takové ¢islo, ze em > —a, ecn > b. Paku=cm+a >0, v=cn—0>0
aun—vm = (cm+a)n—(cn—b)m = cmn+an—cnb+bm = an+bm = 1. 0O

I11.2.5 Poznamka. (i) Necht n,m jsou nesoudélnd zdpornd ¢isla. Podle
[I1.2.4 je 1 = v(—m) — u(—n) = un — vm pro né&jaka u,v € N.

(ii) Necht n > 0 a m < 0, n,m nesoudélnd. Podle I11.2.4 je 1 = un —
v(—m) = un + vm pro néjakd u,v € N.

(iii) Jsou-li m, m nesoudélna celd ¢isla, pricemz m = 0, pak n = +1.

IT1.2.6 Proposice. Necht n,m jsou nesoudélnd kladnd ¢isla. Potom:
(i) Pro kazdé k > nm existuji kladnd ¢isla x, y tak, ze k = xn + ym.
(il) mm # xn + ym pro vechna kladna ¢isla z, y.

(iii) nm = mn + 0m = On + 0.

Diukaz. (i) Podle I11.2.4 je 1 = un—vm pro u,v € N. Pak také ukn—vkm =
k > nm, ukn > nm + vkm. Je uk > m a oznacme [ nejvétsi ¢islo takové,
ze uk > Ilm. Ziejmé [ > 1. Je-li vkm > Inm, pak ukn > nm + vkm >
nm + Inm = (I + 1)nm, uk > (I + 1)m, spor s maximalitou ¢isla [.Takze
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vkm < Inm, vk < In, v = uk —Im > 0, y = In — vk > 0. Nakonec,
xn +ym = ukn — Ilnm + Inm — vkm = k.

(ii) Je-li nm = zn + ym,pak an = (n —y)m, an + bm = 1 (I11.2.3),
x =axm+brm =a(n—y)m—+brm = (a(n—y)+bx)m. Tedy m | x, m < x
anm=xn-+ym > mn -+ ym > nm, Spor.

(ili) Ztejmé. O

I11.2.7 Proposice. Necht a, b, c jsou takovd celd ¢isla, ze a | be a ¢isla a, b
jsou nesoudélna. Potom a | c.

Diukaz. Je bc = da, d € Z. Jelikoz nsd(a,b) = 1, tak ea + fb = 1 pro
e, f € Z (111.2.3). Nyni, ¢ = cl = cea + c¢fb = cea + fda = a(ce + fd). Tedy
alc. O

II1.2.8 Proposice. Nechf M je neprdzdnid mnozina celych ¢isel takovd,
7ze 0 ¢ M. Necht r = nsd(M). Pro kazdé m € M existuje jednoznacné
urcené celé ¢islo a(m) tak, ze m = ra(m). Mnozina ¢isel {a(m),m € M} je
nesoudélna.

Dtkaz. Plyne z I11.1.13. [l

II1.2.9 Véta. Nech+t M je néjakd mnozina celych ¢isel. Potom M je ne-
soudélnd, jestlize pro kazdé prvocislo p existuje aspon jedno cislo m € M
takové, ze p t m (neboli Ny,eprP(m) = 0).

Dikaz. Je-li M nesoudélnd, tak nsd(M) = 1. To znamena, ze p ¢ sd(M) a
existuje m € M, p{m.

Nyn{ opak. Bud r = nsd(M). Je-li p € P, pak p nedéli aspon jedno &islo
z mnoziny M a, jelikoz r € sd(M), tak p { r. Cislo r neni délitelné zddnym
prvocislem. Takze r = 1. O

IT1.2.10 Pozndmka. I11.2.9 fikd, ze mnozin M celych ¢isel je soudélnd (t.j.,
nsd(M) > 1) prave tehdy kdyz existuje aspon jedno prvocislo p délici vSechna
¢isla z M.

I11.2.11 Piiklad. Necht n,m € Z a k = nsd(n + m,nm). Je-li n = 0, pak
k= |m|. Je-li m =0, pak k = |n|.

(i) Necht p € P(k). Pak p | nm a tedy p | n ¢i p | m. Ovsem také
p|ln+m. Tudiz p |n ap | m, neboli p € P(n) N P(m).

Nalezli jsme, ze P(k) = P(n)NP(m) = P(n)NP(n+m) = P(m)NP(n+
m).

(ii) Z (i) a [I1.2.9 plyne, ze ¢isla nm a n+ m jsou nesoudélna (t.j. k = 1)
tehdy a jen tehdy, jestlize cisla n, m jsou nesoudélna.
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(iii) Necht k > 2, p € P(k), r = cont,(k), s = cont,(n), t = cont,(m).
Ziejmé je cont,(nm) = s+t > r. Déle, cont,(n +m) > r > min(s, t).

Je-li s # ¢, tak r = min(s, t).

Je-li s =t, tak 2s > r > s.

(iv) Je-li n = m, pak k = |n| pro n liché a k = |2n| pro n sudé.

I11.2.12 Proposice. Necht n,m € Z. Potom nm | n +m praveé tehdy kdyz
budto n = —m nebon =1 = m nebon = —1 = m nebo n = 2 = m nebo
n=-2=m.

Diukaz. Je n(—n)=-n?|0=n+(-n),1-1=1[2=141, (-1)-(-1) =
1| —2=—1+(=1),2:2=4]4=2+2, (~2)-(=2) =4 | —4 = (=2) +(-2).

Nyn{ naopak. Necht nm | n +m. Je-li n = 0, pak m = 0 a naopak.
Muzeme tedy predpokladat n # 0 # m a n # —m.

Je-li [n| = 1, pak nm = tm deli n+m, m | n, m | 1 a |m| = 1.
Mame m = +1, n = £1. Zcela obdobné postupujeme, jestlize |m| = 1.
Predpokladejme tedy na konec, ze |n| > 2 a |m| > 2.

Jestlize nm | n + m, tak P(n) U P(m) = P(nm) C P(n + m). Navic,
lnm| > 4 a [nm| = nsd(nm,n+m). Z I11.2.11(i) plyne rovnost P(n) = P(m).

Necht p € P(n). Jelikoz nm | n+m an+m # 0, tak
cont,(n)+ cont,(m) = cont,(nm) < cont,(n +m). Mame n = p°® - ny, m =
p'-my, s = conty(n), t = cont,(m), ptniy, ptmy. Bud, pro urcitost s < t.
Potom n+m = p*(ny +p"~ % -my) = p* - w, w =ny +p"~ % -my. Jelit > s,
pak p{w, s = cont,(n+m) a s+t = cont,(nm) < s = cont,(n+m). Odtud
s=0=t.

Zjistili jsme, ze cont,(n) = cont,(m) pro kazdé p € P(n) = P(m). To ale
znamena, ze |n| = |m|. Predpokladali jsme v8ak, ze n # —m. Takze n = m,
nm=n?>n+m=2nn?|2nan=2=mcéin=-2=nm. O

I11.2.13 Proposice. Necht n,m € Z. Potom |nm| = |n + m| pravé kdyz
(n7 m) € {(07 O)a (27 2)7 (_27 _2)}

Dukaz. Je-li [nm| = |n+m|, pak nm | n +m a vSe snadno plyne z I11.2.12.
[l

I11.2.14 Proposice. Necht n,m € Z. Potom n + m | nm pravé kdyz
n =a(b+ c)b, m = a(b+ c)c pro néjaka a, b, c € Z.

Ditkaz. Predné, a(b+ )b+ a(b+ c)c = a(b+ ¢)? | a*be(b+ ¢)? = a(+bc)b -
a(b+c)c.

Nyn{ naopak. Necht n +m | nm a k = nsd(n,m). Jeli k = 0, pak
n =0 = m a lze volit a = 0, b, c libovolné. Predpoklddejme tedy, ze k > 1.
Méme n = kb, m = kc pro néjakd b,c € Z a dostavame n +m = k(b + c).
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Takze ¢islo k(b+c) déli &islo nm = k2be a, jelikoz k # 0, tak b+c | kbe. Aspori
jedno z ¢isel n,m je nenulové a tak nsd(b, c) =1 (viz I11.1.13). V II1.2.11 (ii)
jsme zjistili, ze nasledné je nsd(b+ ¢, be) = 1. Takze, z I111.2.7 plyne b+ ¢ | k,
k=a(b+c). Nyni, n =a(b+c)b am = a(b+c)c, co jsme chtéli dokdzat. [

I11.2.15 Poznamka. (i) Necht n,m € Z. Z I11.2.14 snadno plyne, ze
nsd(n,m) =1 an+m | nm tehdy a jen tehdy, jestlizem =1—n (n = 1—m)
anecbom=—-1-—n (n=-1—m).

(ii) Z II1.2.12 plyne, ze nsd(n,m) = 1 a nm | n + m tehdy a jen tehdy,
jestlize (n,m) € {(1,1),(—-1,-1),(1,—-1),(—1,1)}.

I11.2.16 Poznamka. V [.4.11 jsme zpozorovali, ze pro n,m € Ny je nm =
n™ pravé tehdy kdyz m = 1 nebon =0, m > 1, anebon =2 = m. Pro
uplnost, zkoumejme, kdy nm = n" pron € N7, m € N,.

Jisté je m > 1, nm < —1, z ¢ehoz plyne, ze m je liché. Potom (—n)m =
(=1)™-n™ = (—n)™, —n > 1. Z toho, co jiz vime, nyni plyne rovnost m = 1.

I11.2.17 Poznamka. V 1.4.12 jsme postiehli, ze pron,m € Ny je n+m = n™
pouze pro (n,m) = (1,0), ¢i (2,2). Pro tiplnost zkoumejme, kdy n+m = n™
pron € N7, m € Nj.

Jisté je m > 1. Pro m = 1 dostavame n + 1 = n, coz neni mozné. Takze
m>2. Jelin=—1 pakm—1=(=-1)", msudé, m—1=1, m=2. Bud
tedy n < —2. Je-li m sudé, pak n +m < n < (—n)™. Tedy m > 3 je liché a
n™ < —8. Odtud, 3 <m < -8 —n, n < —11. Ostatné, n+m >n > n".

Zjistili jsme, ze (n,m) = (—1,2).

I11.2.18 Poznamka. 7 I11.2.16 a I11.2.17 plyne, ze pron € Z a m € Ny je
n+m = nm = n"" pouze pron =2 =m.

I11.2.19 Veéta. Nésledujici podminky jsou ekvivalentni pro a,b € Z:
(i) Cisla a, b jsou nesoudélna.
(i) Existuje k > 1 tak, ze b | a* — 1.
(iii) Existuje [ > 1 tak, ze a | b' — 1.

Dukaz. (i) implikuje (i) Je-li b = 0, pak a = £1. Pak pro a = 1 volime
k=1 aproa = —1 volime k = 2. Necht je b # 0. Pro kazdé n > 1
existuji r(n), s(n) € Z tak, ze a™ — 1 = r(n)b+ s(n), 0 < s(n) < |b| (1.9.3).
Moznych ¢isel s(n) je jen konectné mnoho a tak se prihodi, ze s(n) = s(m),
kde 1 <n < m. Odkud, a*(a™™ —1)=a™—a" = (a™ —1) — (a" — 1) =
r(m)b+ s(m) — r(n)b — s(n) = (r(m) —r(n))b. Tedy b | a"(a™ ™ —1). Je
nsd(b,a) = 1 a tedy opakovanym vyuzitim I11.2.7 dostdvdme b | a* — 1, kde
k=m —n.

(ii) implikuje (i). Je-li p € P, piicemz p | b, pak p | a* — 1 a tak p t a*.
Odtud, p1a. Z I111.2.9 nyni plyne, ze nsd(a, b) = 1. O
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I11.2.20 Lemma. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro n € Nj:
(i) n = ab, kde a > 2, b > 2 a nsd(a,b) = 1.
(ii) n > 6 an # +p* pro viechna p € P a k > 1.

Dukaz. (i) implikuje (ii). Je n = ab > 4. Snadno vidime, ze n # 4,5, takze
n > 6. Necht p;,ps € P jsou takovéa prvocisla, ze p; | a a ps | b. Potom
pip2 | ab =n a p; # pe, neb nsd(a,b) = 1. Zbytek je jasny.

(ii) implikuje (i). Je |P(n)| > 2atakn =pi*...pls, kdes > 2, r; > 1l ap;
jsou po dvou ruzna prvocisla. Nyni lze rozlozit @ = pi* a b=py*...pls. O

II1.2.21 Lemma. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro n € Z:
(i) n = ab, kde |a|] > 2, |b| > 2 a nsd(a,b) = 1.
(ii) |n| > 6 a n # £p* pro véechnap € P a k > 1.

Dikaz. Tvrzeni snadno plyne z I11.2.20 ]

IT11.2.22 Lemma. Necht a,aq,...,a;, k > 1, jsou takova celd ¢isla, Ze
nsd(a, a;) = 1 pro vsechna i, 1 <1i < k. Potom nsd(a,a, - --ax) = 1.

Dukaz. Bud r = nsd(a,a;---ag). Je-li r > 2, pak p | r pro aspoi jedno
p € P. Potom p | a, p | a;---a, a tak p | a; pro aspon jedno i. Takze
p | nsd(a, a;) = 1, spor. O

I11.2.23 Lemma. Necht a,b,c € Z, nsd(a,b) = 1. Jestlize a | ¢, b | ¢, pak
ab | c.

Dukaz. Je ra = ¢ = sb a 1 = ua + vb (IIL.1.5(i)). Takze ¢ = cua + cvb =
sbua + ravb = ab(su + rv). O

I11.2.24 Lemma. Necht ay,...,ax, k > 1, a € Z jsou takové &isla, ze a; | a
pro kazdé i a ¢isla aq, . .., ax jsou po dvou nesoudélnd. Potom a; - - - ay, | a.

Dikaz. Tvrzeni je ziejmé pro k = 1 a je dokdzano v I11.2.23 pro k£ = 2.
Déle postupujeme indukci. Bud & > 2 a b = ay---ap_;. 7Z indukéniho
predpokladu vime, ze b | a. 7 111.2.22 vime, ze nsd(ax,b) = 1. Tedy
aj - -+ ap = bay | a podle 111.2.23. O

IT1.2.25 Cvicéeni. Necht n je sudé celé éislo.

(i) Necht n =4k, k > 2. Mdme n = (2k—1)+ (2k+1), kde 3 < 2k—1 <
2k+1ansd(2k —1,2k+1) = 1.

(i) Necht n = 4k +2, k > 2. Mdme n = (2k — 1) + (2k + 3), kde
3<2k—1<2k+3ansd(2k—1,2k+3)=1.

(iii) Necht n = 6k, k > 2. Mdme n = 2+ 3+ (6k —5), 6k —5 > T,
nsd(2,3) = nsd(2,6k — 5) = nsd(3,6k —5) = 1.
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(iv) Necht n = 6k + 2, k > 2. Mdme n = 3 +4 + (6k —5), 6k —5 > 7,
nsd(3,4) = nsd(3, 6k — 5) = nsd(4, 6k — 5) = 1.

(iv) Necht n = 6k +4, k > 1. Mdme n =2+ 3+ (6k — 1), 6k — 1 > 5,
nsd(2,3) = nsd(2,6k — 1) = nsd(3,6k — 1) = 1.

I11.2.26 Cviceni. Necht n je liché &islo.
(i) Necht n > 5. Mdme n =2+ (n —2), n —2 > 3, nsd(2,n — 2) = 1.
(i) Necht n = 12k + 1, k > 2. Mdme n = (6k — 7) + (6k — 1) + 9,

5 <6k—7 < 6k—1,nsd(6k—7,6k—1) =nsd(6k—7,9) = nsd(6k—1,9) =
(iii) Necht n = 12k + 3, k > 2. Mdme n = (6k — 1) + (6k + 1)

11 <6k—1 < 6k+1, nsd(6k—1,6k+1) =nsd(6k—1,3) = nsd(6k+1,3) =
(iv) Necht n = 12k +5, k > 2. Méme n = (6k — 5) + (6k + 1)

)
)

Y

7 < 6k—5< 6k+1, nsd(6k—5,6k+1) = nsd(6k —5,9) = nsd(6k+1,9
(v) Necht n = 12k +7, k > 1. Mame n = (6k — 1) + (6k + 5
5 <6k—1< 6k+5,nsd(6k—1,6k+5) =nsd(6k—1,3) = nsd(6k+5,3
(vi) Necht n = 12k + 9, k > 1. Mdme n = (6k — 1) + (6k + 1
5<6k—1<6k+1, nsd(6k—1,6k+1) = nsd(6k—1,9) = nsd(6k+1,9
(vii) Necht n = 12k + 11, kK > 1. Mdme n = (6k + 1) + (6k + 7)
7 <6k+1<6k+7,nsd(6k+1,6k+7) =nsd(6k+1,3) = nsd(6k+7,3

Y

)

1
+3
=1
+9
=1
+ 3,
=1
+9
=1
+3
=1

)
)
)
)
)

I11.2.27 Pouceni. (i) Z I11.2.25(i), (ii) a I11.2.26(i) plyne toto: Bud n > 5,
n # 6. Potom existuji a > 2, b > 2 tak, ze n = a + b, nsd(a, b) = 1.

Samoziejmé, 2 + 2 = 4, nsd(2,2) =2, 3+ 3 =6, nsd(3,3) = 3.

(i) Z TI1.2.25(iii) a II1.2.26(ii),. . .,(vii) plyne toto: Necht n > 10, n #
11,13,15,17. Potom existuji a > 2, b > 2, ¢ > 2tak, zen =a+b+ca
nsd(a, b) = nsd(a, c) = nsd(b, c) = 1.

Samoziejmé, 3+ 54 7 = 15, nsd(3,5) = nsd(3,7) = nsd(5,7) = 1.

(iii) Necht a > 2, b > 2, ¢ > 2 jsou po dvou nesoudélnd ¢isla. Muzeme
predpokladat, ze 2 < a < b <c. Tedy3<b,5<caa-+b+c>10. Jeli
soucet a + b + ¢ liché cislo, pak vSechna tii ¢isla a, b, ¢ jsou licha, 3 < a,
5<b 7<caa+b+c>15 Jelia=3, pak budto a + b+ c= 15 a nebo
a+b+c>19. Jelia > 5, paka+b+c > 21. Kazdopadné je a+b+c # 17.

(iv) Z (ii) a (iii) plyne toto: Necht n € Z. Potom existuji po dvou
nesoudélna ¢isla a, b, c takovd, ze a > 2,b> 2, ¢ >2an =a+ b+ c pravé
kdyzn > 10 an # 11,13,17.

(v) Je 17=2+3+ 547 (prvocisla 2,3,5,7 jsou po dvou nesoudélnd).

I11.2.28 Lemma. Nésledujici podminky jsou ekvivalentni pro kazdé n > 1:
(i) n? | n!.
(i) n| (n— 1)L
(iii) » # 4 a n neni prvocislo (¢ili budto n = 1 a nebo n > 6 je slozené
¢islo).
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Dikaz. n! = (n—1)!'n. Takze prvni dvé podminky jsou ziejmé ekvivalentni.
Jestlize p € P, pak p | (n — 1)! pravé kdyz p < n. Odtud snadno plyne, ze
(ii) implikuje (iii) (416 = 3!).

Ted bud n > 6, pfi¢emz n nenf mocnina zaddného prvoéisla. Podle 111.2.21
jen=ab,kdea >2,b>2ansd(a,b) =1. Jea<n—1,b<n—1,a| (n—1),
b|(n—1)!=uac, b|c (nebot nsd(a,b) = 1), a nakonec, n =ab | (n — 1)\.

Takze, bud n = p¥f, kde p € P, k > 2. Jelli k > 3, pak 1 < p <
prl<n—1¢clin=pt=p-p 1| (n—-1)" Jelik =2ap=3, pak
l<p<2p<n-—Tlaopétn=p*|2p*]|(n—1). O

I11.2.29 Véta. Necht p je prvocislo. Pro kazdé n € Z takové, ze p { n
existuje jednozna¢né urcené ¢islo m tak, ze p | nm—1 pricemz 1 < m < p—1.

Dukaz. Jelikoz p 1 n, tak nsd(p,n) = 1 a podle 11.2.3 existuji celd ¢isla a, b
s tim, ze ap+bn = 1. Tedy p | nb—1. Bud m = [b],. Je0 <m < pa
p|b—m. Odtud, p | (nb—nm)+ (1 —nb) =1 —nm. Ziejme, m # 0 a také
jednoznacnost ¢isla m je ziejma.

Lze ovsem uvazovat také takto: Bud 1 <n <p—1. Jeli1<i<j <
p—1, pficemz p | (nj—ni) = n(j—1i), pak p | j—1, ¢ili j = i. Tim zjistujeme,
ze cisla [nl],, [n2],,. .., [n(p — 1)], jsou po dvou ruznd. Je jich dohromady
p—1. Jsou to ¢isla 1,2,...,p — 1, tfebas i jinak sefazena. Musi existovat m
tak, ze 1 <m <p—1a [nm], =1.

I11.2.30 Uvaha. Necht n,m jsou nesoudélna kladna c¢isla. Polozme K =
Nn+Nma L = Ngn+Nom. Zregmé K C L, K+ K C K C N, L+L C L C Ny,
K+ L =K aNynUNym C L. Nejmensi ¢islo z mnoziny K jen+m a v
mnoziné L je nejmensi ¢islo 0. Nejmensi kladné ¢éislo z L je pak min(n,m).

(i) Je-lin = 1 (popt. m = 1), pak K = N+Nm = {m+1,m+2,m+3,...}
(popt. K =Nn+N={n+1,n+2,n+3,...})a L =N,

(i) Je-lim=n,pakn=1=ma K ={2,3,4,...}.

(iii) Necht I > (n — 1)(m — 1). Dokézeme, 7e [ € L.

Vskutku. Podle I11.2.4 existuji kladna ¢isla u, v tak, ze 1 = un — vm.
Podle 1.9.1 je lu = rm + s,7,s € Ng,0 < s <m. Bud t =rn—lv ( € Z).
Méame sn + tm = sn +rnm — lvom = l(un —vm) =1 > (m —1)(n — 1) =
nm—m—n+1. Odtud tm > n(m—s—1)—m+1a (t+1)m > n(m—s—1)+1.
Jelikoz s +1 < m, tak (t + 1)m > 1. A protoze m > 1, tak t > 0. Je
[ =sn+tm, kde s,t € Nyg. Neboli [ € L.

(vi) Dokazeme, ze (n —1)(m —1) —1 ¢ L.

Vskutku. Necht (n — 1)(m — 1) =1 = nm —n —m = an + bm pro
néjakd a,b € Z. Jelikoz nsd(n,m) = 1, tak n |b+1am | n—a— 1.
Tedy b+ 1 =cecn,m —a—1 = dm,c,d € Z. Odtud ndm = cnm. Je-li
c=0¢d=0,pakc=0=d, b=—-1=ua. Jelic+#0¢ d#0, pak
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c#0#d,c=d,b=cn—1,a=(1—c)m—1. Je-li navic ¢ > 1, pak a < —1.
Je-li vsak ¢ < 0, pak b < —1.

Zjistili jsme, ze bud'to a < 0 anebo b < 0. Takze (n—1)(m—1)—1¢ L.

(v) Oznacme [; nejmensi celé ¢islo takové, ze {ly,l1 + 1,11 +2,...} C L.
Z (iii) a (iv) plyne, ze 1 = (n —1)(m — 1) (=nm —n—m+1).

Napiiklad, pro n = 2,m = 9 je [y = 8. Zde mdme L = {0, 2, 4, 6, 8, 9,
10, 11,12, ... 1.

(vi) Je-li @ > m, pak an € K, neb an = (a —m)n + nm. Symetricky, je-li
b>n, pak bm € K.

(vii) Necht & > nm. Dokdzeme, ze k € K.

Vskutku. Podle (iii) je k € L. Tedy k = an + bm,a,b € Ny. Je-li
a<0<b pak ke K. Je-lib=0, pak am =k > nm,a > m,k € K podle
(vi). Podobné, je-li b = 0.

(viii) Necht a,b € Z jsou takova ¢isla, ze nm = an + bm. Potom (n —
1)(m—1)=(a—1)n+(b—1)m az (iv) plyne, ze budto a — 1 < 0,a < 0 ¢i
b—1<0,b<0. Tim jsme zjistili, ze nm ¢ K.

(ix) Ozna¢me k; nejmensi celé ¢islo takové, ze {ki, k1+1,k1+2,...} C K.
Z (vii) a (viii) plyne, ze ky = nm + 1.

Napiiklad, pro n = 2,m = 9 je ky = 19. Zde mame K = {11, 13, 15, 17,
19, 20, 21, ... }.

(x) Je ki =l =n+m.
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II1.3 Priklady, dklady a cviceni

111.3.1 Pozorovani. Necht n € Z. Potom

(1) nsd(n,n+1) =1,

(2) nsd(n +1,n) =nsd(n +1,n+2) = 1;

(3) Je-li n liché, pak nsd(n+2,n) = nsd(n+2,n+1) = nsd(n+2,n+3) = 1;

(4) Je-li n sudé, pak nsd(n+1,n) = nsd(n+1,n+2) = nsd(n+1,n+3) = 1;

(5) Je-li n liché, pak nsd(n + 2,n) = nsd(n + 2,7+ 1) = nsd(n + 2,n +
3) =nsd(n+2,n+4) =1,

(6) Je-li n sudé a 3 { n, pak nsd(n,n + 1) = nsd(n,n + 2) = nsd(n,n +
3) =nsd(n,n+4) =1,

(7) Je-li n liché a 3 | n, pak nsd(n + 1,n) = nsd(n + 1,n + 2) = nsd(n +

I,n+3)=nsd(n+1,n+4) =1,

IT1.3.2 Definice. Kladné ¢islo m nazveme japné (pouze pro mistni tcely),
jestlize plati: Pro kazdé n € Z existuje 0 < j < m—1 tak, ze nsd(n+j,n+i) =
1 pro vsechna 0 < ¢ < m —1, i # j. To jest, mame-li m po sobé jdoucich
celych cisel, pak alespon jedno z nich je nesoudélné s kazdym ze zbyvajicich
m — 1 ¢isel (vSimnéme si, ze pro m > 3 musi byt toto nesoudélné ¢islo vzdy

liché).
V II1.3.1 jsme zpozorovali, ze ¢isla 1,2,3,4,5 jsou japna. V literatuie se
lze doécist, byt i s obtiZemi, Ze japnd ¢isla jsou pravé jen &isla 1,2,3, ..., 16.

Zabyvejme se tim trochu.

111.3.3 Priklad. Ptresvédéme se o tom, ze 17 neni japné cislo.

Mdame tyto prvociselné rozklady: 2183 = 37 -59, 2184 = 23 .3 -7 - 13,
2185 = 5-19-23, 2186 = 2-1093, 2187 = 37, 2188 = 22.547, 2189 = 11-199,
2190 = 2-3-5-73, 2191 = 7-313, 2192 = 24.137,2193 = 3-17-43, 2194 = 2-1097,
2195 = 5-439, 2196 = 23-32.61, 2197 = 133, 2198 = 2-7-157, 2199 = 3-733,
2200 = 23 - 52 .11, 2201 = 31 - 71.

Cisla 2184, 2186, . .., 2200 jsou sudé. Déle pak 3 | 2184, 2187, 2190, 2193,
2196, 2199, 5 | 2185, 2190, 2195, 2200, 7 | 2184, 2191, 2198, 11 | 2189, 2200,
13| 2184, 2197, 17| 2197, 19 | 2185, 23 | 2185, 31 | 2201, 37 | 2183, 43 | 2193.
Prvocisla 29 a 41 nedéli zadné z 19 cisel 2183, ... ,2201.

2184, 2185, ...,2200 je pravé 17 po sobé jdoucich cisel. Navic
nsd(2185,2195) = 5, nsd(2187,2193) = 3, nsd(2189,2200) = 11, nsd(2191,2184) =
17, nsd(2197,2184) = 13, nsd(2199, 2187) = 3. Takze pro kazdé a, 2184 <
a < 2200 existuje alespon jedno b, b # a, 2184 < b < 2200, kdy nsd(a,b) > 1.
To znamend, ze ¢islo 17 neni japné.

Jesté si pripomenme, ze 13% — 37 = 2197 — 2187 = 10.

I11.3.4 Poéitani. A ted si spoctéme, Ze ¢islo 16 je japné.
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Postupujme sporem. Necht, pravé naopak, neni. Potom existuje n € Z
tak, ze pro kazdé 0 < i < 15 mame éisla a(i), 0 < «a(i) < 15,a(i) # 1,
nsd(n+i,n+a(i)) > 1. Pak ale existuje prvocislo 8(i) (aspon Jedno) takové,
ze B(i) | n+1a B(i) | n+ «ai) (tedy B(i) | ¢ — a(i)). Timto zpusobem
ziskdvame zobrazeni 3 : {0,1,...,15} — P.

() B:{0,1,...,15} — {2,3,5,7,11,13}.

Vskutku. Jelikoz (i) | n + i,n + «a(i), tak B(i) | i — a(i) , kde 1 <
i — a(i)| < 15.

(i) B(3), (1), B(11), 5(12) < 1

Vskutku. Méme £(3) | 3 —
Podobné i dalsi pripady.

i) A(5),5(6), A7) 5(8), 5(9). A

Vskutku. Mame £(5) | 5—a(5
i dalsi pripady.

(iv) B(i) # B(i+ 1) pro 0 <i < 14.

Vskutku. Bylo-li by 8(i) =p = p(i+1), tak by p | (n+i+1)—(n+i) =1,
spor.

(v) Necht 0 <i < j <15a (i) = 5(j). Potom B(i) | j — 1.

Vskutku. Je j —i= (n+j) — (n+1).

(vi) Oznacme p jadernou ekvivalenci zobrazeni 5. To jest, pro0 <i < j < 15
je (i,7) € pprave kdyz B(i) = B(j). ZFejmé mé ekvivalence p nejvyse 6 bloku.
(vii) Necht A je blok ekvivalence p a necht p = 5(A). Potom p-(|A|—1) < 15.

Vskutku. Je-li [A] = a > 2, A = {i1,i9,...,0},01 < -+ < i,, pak
i1+ p, < dgyis +p < dg,...,igo1 +p < i, podle (v). Tedy p-(a—1) <
i1+ (a—1)p <i, < 15.

(viii) Necht A je blok ekvivalence p. Je-li B(A) = 11,13, pak |A| = 1. Je-li
B(A) =7, pak |A| < 3. Je-li f(A) =5, pak |A] < 4. Jeli B(A) = 3, pak
|A] < 6. Je-li B(A) =2, pak |[A] < 8.

Vskutku. Vsechny nerovnosti snadno plynou z (vii).

(ix) Je-li n liché éislo, tak ¢isla 0, 1,2 lezi kazdé v jiném bloku ekvivalence
p. Je-li n sudé cislo, tak totéz plati pro cisla 1,2,3. Tedy ekvivalence p mé
alespon 3 a nejvyse 6 bloku.

(x) Bez tijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze «(i) =i 4+ 2 pro kazdé
0 < i < 13 takové, ze n + i je sudé. Je pak (i) = 2. Je-li n sudé, pak
lze klast a(14) = 2 a $(14) = 2. Je-li n liché, pak lze klast «(15) = 13 a
B(15) = 2. Toto vse tedy budeme predpokladat v dalsim.

(xi) Necht n je liché. Potom B(A) = 2, kde A = {1,3,5,7,9,11,13,15}
je osmiprvkovy blok ekvivalence p (viz (x)). Zbyvajicich 8 sudych ¢isel
{0,2,4,6,8,10,12,14} je rozdéleno do nejvyse 5 bloku.

Cisla 6, 8, 10 patif do ruznych bloka B, C, D. Tedy 6 € B,8 € C,10 € D.
Z (iii) vime, ze {5(b), 5(C), B(D)} ={3,5,7}. Zbyva rozdélit do bloku ¢isla

( )a3<|3—a(3) <12. Tedy 5(3) < 11.

10) <
)ab < |5 a(b)]. Tedy 5(5) < 7. Podobné
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0,2,4,12,14.

Necht 4 ¢ BUC U D. Z (ii) plyne, ze 3(4) = 11 a ihned vidime, ze {4}
je jednoprvkovy blok ekvivalence p. Je také 5(12) < 11, ¢ili (12) < 7 a
12€ BUCUD. Pak ale 12 € B, 3(6) = 5(12) = 3 a muzeme predpokladat,
ze téz (0) = 3. Takze B = {0,6,12}. Navic, {14} je téz jednoprvkovy blok
(14 —8 = 6,14 — 10 = 2,14 — 2 = 12). Nakonec, 2 ¢ C a 2 ¢ D. Takze
i {2} je jednoprvkovy blok. Celkem méme suda ¢isla rozdélena do 6 bloki,
coz neplati.

Zjistili jsme, ze 4 € BUC U D. Pak ale4 € D, 10 — 4 = 6, ¢ili (4) =
pf(10) =3 a D = {4,10}. Je B(3) = 5(6) =7, ¢ili nutné B = {6} a, podobné
C' = {8}. Tim jsme rozdélili ¢isla 4, 5, 8, 10 do ti{ bloku a zbyva rozdélit ¢isla
{0,2,12,14} do nejvyse dvou bloku. To ale nepujde. Zbyvaji totiz pouze
prvocisla 11 a 13 pro hodnoty f.

(xii) Necht n je sudé. Potom B3(A) = 2, kde a = {0,2,4,6,8,10,12, 14} je
osmiprvkovy blok (viz (x)). Zbyvajicich 8 lichych ¢isel 1,3,5,7,9,11,13,15
je rozdéleno nejvyse do 5 bloki.

Cisla 5,7, 9 patif do ruznych bloka B,C,D. Tedy 5 € B,7€ C,9€ D. Z
(iii) vime, ze {B(B),B(C),B(D)} = {3,5,7}. Zbyva rozdélit do bloku ¢isla
1,3,11,13,15.

Necht 3 ¢ BUC U D. Z (ii) plyne, ze 3(3) = 11 a ihned vidime, ze {3}
je jednoprvkovy blok. Je také g(11) < 11, ¢ili f(11) < 7,11 € BUC U D.
Pak ale 11 € B, 5(5) = f(11) = 3 a mdme B = {5, 11}.

Snadno nahlédneme, ze vSechny dalsi bloky jsou uz jednoprvkové. Predpoklad,
ze liché ¢isla mame rozdélena do 7 bloku, uz neplati.

Vidfme, ze 3 € BUC UD. Takie 3 € D,D = {3,9,15},3(D) = 3.
Zbyvaji ¢isla 1,5,7,11,13. Tato ¢isla vytvareji jednoprvkové bloky. Dohro-
mady mame lichd ¢isla rozdélena do 6 bloku, spor.

I11.3.5 Poéitani. Necht n > 1 je liché éfslo. Uvazme 10 po sobé jdoucich
lichych ¢isel pocinaje ¢islem n. Jsou to ¢isla n,n+2,n+4,...,n+ 18. Tedy
¢isla n + 20,0 < ¢ < 9. Predpokladejme, ze pro kazdé takové ¢ existuje
(aspoii jedno) &islo a(i) takové, ze 0 < (i) < 18, a(i) # 2i a nsd(n + 2i,n +
a(i)) > 2. Potom ovSem existuje (aspon jedno) prvocislo 5(i) takové, ze
B(i) | n+ 2i,6(i) | n+ «a(i). Timto zpusobem ziskdvame zobrazeni [ :
{0,1,...,9} = P.

(i) B:{0,1,...,9} — {3,5,7,11,13,17}.

Vskutku. Jelikoz £(i) deéli liché ¢islo n + 24, tak 5(i) je liché prvocislo.
Jelikoz (i) | (n +2i) — (n+ (i) = 20 — ai) a 1 < |2i — a(i)| < 18, tak
B(i) < 17. Odtud nase tvrzeni.

() 911).52),59) < 18. 5(3).5(6) < 11 5(8) 95) <

Vskutku. Médme £(1) | a(1) —2, =2 < a( ) —2 < 16. Podobné £(2) |
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a(2) —4, —4 < a(2) —4 < 14, B(3) | a(3) =6, =6 < a(3) — 6 < 12,
B4) | a(4) — 8, —8 < a(4) — 8 < 10, B(5) | a(5) — 10, —10 < a(5) — 10 < 8,
B(6) | a(6)—12, =12 < a(6)—12 <6, B(7) | a(7) —14, =14 < (7) — 14 < 4,
B(8) | a(8) — 16, —16 < a(8) — 16 < 2.

(iii) Na intervalu {0,1,...,9} uvazujme jadernou ekvivalenci p zobrazeni

f. Ta je definovéna tak, ze (i,j) € p pravé kdyz £(i) = £(j). Mnozina
obrazu zobrazeni  je podmnozinou v {3,5,7,11,13,17} a tudiz ekvivalence
p ma nejvyse 6 bloku. Na druhé strané ma ekvivalence p alespon 3 bloky.
To plyne z nésledujictho zjisténi: Je (n+10) —(n+8) =2 = (n+12) — (n+
10), (n + 12) — (n + 8) = 4. Cisla 2 a 4 jsou kladné mocniny prvoéisla 2 a
nejsou délena zadnym lichym prvocislem. Tedy prvocisla 5(4), B(5) a 5(6)
jsou ruzna cisla a ¢isla 4,5, 6 patii do ruznych bloku.

(vi) Necht A je blok ekvivalence p, pricemz |A| > 3. Potom 4 > |A| a
B(A) = {3},

Vskutku. Mame 4, j,k € A, kde 0 <1< j <k <9, 6(i)=p()) =0(k) =
p,p €P.3<p <17 Nyni, p|(n+2j)—(n+2i) =2(j—i),p|j—ii+p <.
Podobné, j+p < k, takze 6 < i+2p < k <9. Odtud 2p < 9 a p = 3. Jelikoz
9=0+3-3, tak |A] < 4.

(v) Necht A je takovy blok, ze |A| = 2. Potom $(A) € {3,5,7}.

Vskutku. Mame A = {i,j}, 0<i<7<9 (i =pU) =p 3<p<
i+p<j<9,p=3,5"T.

(vi) Ekvivalence p mé alespon 5 bloku. Z (iii) vime, ze p mé alespon 3
bloky. Z (vi) vime, ze kazdy blok obsahuje nejvyse 4 ¢isla, pficemz existuje
nejvyse jeden blok, ktery obsahuje 3 ¢i 4 ¢isla. Z (v) vime, Ze existuji nejvyse
3 bloky obsahujici prave 2 cisla.

Je-li A blok takovy, ze |A| > 3, pak 4 > |A| a B(A) = 3. Z (v) plyne,
ze existuji 2 dvouprvkové bloky. Tedy existuji aspon 2 jednoprvkové bloky.
Jestlize |A| < 2 pro kazdy blok A, pak z (v) plyne, Ze existuji aspon 4
jednoprvkové bloky. V kazdém piipadé mame alespon 2 jednoprvkové bloky.

(vii) Necht A = {i,7,k,1]0 < i < j < k <1 <9} je ctyiprvkovy blok. Z
(iv) jiz vime, ze S(A) = 3. Dédle i +9 <[ <9, takze i = 0,1 = 9. Ovsem,
i+6=6<ki+3=3<7,3]|43|kajenutnéj=3k=06. Zjistili jsme,
ze A=140,3,6,9}.

Dle (iii) a (vi) ma ekvivalence p 5 ¢ 6 bloku. Blok A uz mame vyfesen a
zbyvaji ¢isla 1,2,4,5,7,8, kterd mame rozdélit do 4 ¢ 5 bloku. To znamen4,
ze mame 1 ¢i 2 dvouprvkové bloky a 4 ¢i 2 jednoprvkové bloky. Kdyby
ovsem p méla 6 bloku, tak by zobrazeni S bylo na celou mnozinu prvocisel
{3,5,7,11,13,17} a tedy obrazem by bylo i prvocislo 17. Z (ii) by plynulo,
ze 17 = [(0) a nebo 17 = £(9). Ale my mame 0,9 € A, coz by vedlo ke
sporu. Takze p ma pravé 5 bloku a mé tak pravé 3 dvojprvkové bloky. A
sice B, C, kde B(B) =5 a B(C) =7 (plyne z (v)).
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Bud B = {u,v}, C = {w,z}, 1 <u<v <8 1<w< 2z <8 (nebot
0,9 € A). Jew+7< 2z <8 ¢liw=12=8,C = {1,8. Podobng,
u+5<w<7(nebot 8 C)au<2atedy u=2(nebot 1€C ), v="7T,
B ={2,7}.

Zbyvaji 2 jednoprvkové bloky a sice {4} a {5}. Z (ii) vime, ze f(4) <7
a B(5) < 7. Ale prvocisla 3,5, 7 jsou jiz obsazena. Dostali jsme spor.

(viii) V predchozim bodé jsme se presvedéili o tom, ze zadny ¢tyFprvovy
blok neni. Jelikoz 34+2+2 =7a 10—7 = 3, tak p musi mit jeden tiiprvkovy
blok A, 2 dvojprvkové bloky B a C' a 3 tiiprvkové bloky. Tedy p ma 6 bloki,
kazdé prvocislo 3,5,7,11, 13,17 je obrazem a z (ii) plyne, ze bud'to 3(0) = 17
¢i (9) = 17.

Z (iv) je zndmo, ze B(A) = 3. Je A ={i,j,k}, kde 0 <i < j <k <9,
317—1,3|k—j. Jsou tedy ctyii moznosti: A = {0,3,6}, A = {1,4,7},
A=1{2,5_8}, A={3,6,9}.

Déle, B = {u,v},5(B) =5,0<u<v<95|v—u, C ={w,z},5(C) =
7,0<w<2z<9 7] w-—=z Odtud, B = {0,5},{1,6},...,{4,9} a
C ={0,7},{1,8},{2,9}. Z (ii) plyne {4,5} C AU B UC. Rozeberme si
ruzné moznosti.

(viii 1) Necht A = {0,3,6}. Pak B = {2,7},{4,9} a C' = {1,8},{2,9}.
To je ale spor s tim, ze 5 € AUBUC.

(viii 2) Nechf A = {1,4,7}. Pak B = {0,5},{3,8} a C' = {2,9}. Dale

B(9) =7, ¢ili (0) =17 a B = {3,8}. To je ale spor s tim, ze 5 € AUBUC.
(viii 3) Necht A = {2,5,8}. Pak B = {1,6},{4,9} a C = {0,7}. Tedy
)=7,06(9)=17a B = {16} To je ale spor s tim, ze 4 € AUBUC.
(viii 4) Necht A = {3,6,9}. Pak B = {0,5},{2,7} a C = {0,7},{1,8}.
To je ale spor s tim, ze 4 € AUBUC.

(ix) Ve vsech bodech jsme dospéli ke sporu. Pocateéni predpoklady
naseho pocitani nemohou byt splnény. To znamend: Mame-li liché celé ¢islo
n a uvazime-li devatenédct po sobé jdoucich éisel n,n+1,n+2,...,n+ 18 (z
nichz je pravé deset ¢isel lichych), potom existuje mezi nimi alespon jedno
liché ¢islo takové, ze je nesoudélné se vSemi zbyvajicimi osmndcti ¢isly (z
intervalu n, ..., n + 18).

(x) Necht n je takové sudé ¢islo, ze pro kazdé a,n < a < 19, existuje
byn < b <19, a # b, nsd(a,b) > 1. Podle (ix) existuje liché ¢islo ¢ tak,
zen+1<c<n+19ansd(c,d) =1prokazdé d, n+1<d < n+ 19,
d # c. Dale, jakz jsme predpokladali, existuje e, n < e < n + 19, e # ¢,
nsd(e,c) > 1. Pak ale musi byt e = n. Tedy ¢isla n a ¢ jsou soudélné. Je
¢ =mn+i, kde 3 <1i <19, liché. Déle, existuje prvocislo p tak, ze p | n,p | ¢
Tedy p | i ape {3,5,7,11,13,17,19}.

(0
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I11.3.6 Poznamka. Z I11.3.4 vime, Ze 16 je japné ¢islo. A ted méjme
patnéact po sobé jdoucich cisel n,n 4+ 1,...,n + 14 takovych ze kazdé z nich
je soudélné s néjakym dalsim. Protoze ¢islo 16 je japné, tak ¢islo n — 1 je
nesoudélné se viemi Cisly n,n+1,...,n+14 a tedy n je sudé a 3,5,7,11,13 ¢
n — 1. Podobné, n + 15 je nesoudélné se vSemi ¢isly n,n + 1,...,n + 14,
3,51n, 7tn+1,114n+4, 13+t n+2. V podobnych tivahach lze pokracovat
jesté dlouho.

I11.3.7 Uloha. Necht p je liché prvocislo, p=2n+1. n>1,n = (p—1)/2.
Pro mistni ucely této ulohy si zavedeme nasledujici oznaceni: Pro kazdé
k,1 <k < p—1 necht a(k) je to jednoznatné urcené ¢islo takové, ze 1 <
ak)<p—1la p | k-a(k)—1, (viz 111.2.29)

Bud w = S04 (k+ a(k)), u = S04k + a(k))?, v = PR + a(k)?),
t=>"" iQk’a(k‘)

I11.3.7.1 Tabulka Uvedme si hodnoty ¢isel w,u, v,t pro mald p:

3| 5 7 11

6 | 20 | 42 | 110
20 | 118 | 348 | 1472
10| 60 | 182 | 770
10| 58 | 166 | 702

SIESER- RSk

Pokud bychom definovali obdobné ¢isla i pro p = 2, pak bychom dostali
w=2,u=4v=2t=2.

IT11.3.7.2 Lemma Zobrazeni « je involuce intervalu {1,2,...,p — 1}.

Dukaz. Staci ukdzat, ze zobrazeni « je prosté. Je-li viak a(k) = «a(l), pak
p| (ka(k) — 1) — (la(l) — 1) = (k- Dak), p | (k—1) a k=L .

I11.3.7.3 Lemma w = p(p — 1).

Diikaz. Vzhledem k IT1.7.2 je SP_ 1k = S0~  a(k) a tak w = 23 0" k =
p(p—1) (1.10.2). O

I11.3.7.4 Lemma v = (p — 1)p(p + 1).

Diikaz. Vzhledem k IT1.7.2 je S0 k% = S0  a(k)? atak v = 2> 01 k% =
(p—Dp(p+1) (1.10.4). 0

I11.3.7.5 Lemma v = v + t.
Dukaz. Je (k+ a(k))? = k* + a(k)? + 2ka(k). O
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I11.3.7.6 Lemma (i) p | w.

(i) p|t+2.

(iii) p| v prop > 5 (ptv pro p = 3).

(iv)plu+2prop>5 (pfu+2prop=3).
Dikaz. (i) Toto plyne ihned z I11.3.7.3.

(i) Pro kazdé k,1 <k <p—1jep|ka(k)—1, takze p | 2ka(k) — 2.

(iii) Toto plyne snadno z I11.3.7.4 (je v = 10 pro p = 3).

(iv) Je u+2 = v+t + 2 podle II11.3.7.5 a tvrzeni plyne z (ii ) a (iii) (je
u+2 =22 prop=3). m

I111.3.7.7 Pro kazdé k,1 < k < p — 1, existuje jednoznacné urcené cislo
B(k) takové, ze 1 < B(k) <p—1ap|k®— B(k).
Ziejmé je f(1) =1=p(p—1).

I11.3.7.8 Lemma Necht 1 < k < < p — 1. Potom S(k) = S(l) prave
tehdy, kdyz k+1l=p (pak 1 <k<n<n+1<I<p-1).

Diikaz. Jestlize 3(k) = B(1), pak p | ?—k? = (I+k)(I—k), 1 <I—k < p—2,
anutné p |+ k. Oviem 3 <[+ k<2p—3<p. Tedy k+1=p.
Naopak, je-li k+1 = p, pak p | I2—=k%, p | (I?—k?)+(k*—B(k))+(B(1)—1?)
B(l) — B(k). A tedy B(I) = B(k).
I11.3.7.9 Lemma Necht p < 5. Potom p | >°,_, B(k).

Dukaz. \T/L'l'me, zep | Yop_ (k* = B(k)) = S k2 =>0_ B(k) = pn(n
1)/6 = 5=y B(k) (1.10.4). Odtud p | 35, B(k).
I11.3.7.10 Lemma Necht p > 5. Potom p | >, _, a(k)?.

Dukaz. Nejdrive si ovérime, ze ¢isla fa(1), ..., fa(n) jsou po dvou ruzna.
Vskutku, je-li 1 < k < [ < n, pricemz fa(k) = fa(l), pak z 111.3.7.2 a
I11.3.7.8 plyne, ze a(k)+a(l) = p. Tedy p | ka(k)+ka(l), p | ka(k)+ka(l)—
ka(k)+1=ka(l)+1,p|ka(l)+1+1a(l) — 1 = ka(l) +la(l) = (k+ D)a(l),
kde2<k+1<2n—1<pal<al)<p, coz je spor.

Cisel fa(1), ..., Ba(n) je prave n. Z I11.3.7.8 snadno plyne, Ze tato &sla
jsou vlastné ¢isla B(1),...,6(n) i kdyz tfeba v jiném pofadi. Specidlné
Yo Bk) =, Balk) ap| > ,_, Ba(k) podle II1.3.7.9.

Vime, ze p | Yo, a(k)? — Ba(k) takze p | >,_ (a(k)? — Ba(k)) —

O

O+

Dot Balk) =325 a(k)”. O
I11.3.7.11 Tabulka Polozme z = Y",_, a(k)?.
pl3 5) 7 11

Z|[1[10(2-5)[42(2-5-7) | 143(11 - 13)

I11.3.7.12 Lemma Y0~ 8(k) =237, B(k).
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Dukaz. Je 2n = p—1. Z I11.3.7.8 plyne, ze ¢isla 5(1),. .., 5(n) jsou po dvou

ruznd. Je 14+2n =24+ 2n—-1)=---=n+ (n+1) = p. Z I11.3.7.8 nyni
plyne, ze ¢isla S(n+1),...,5(2n) jsou tataz jako 5(1),...,H(n) jen v jiném
poradi. Tedy vse je jasné. ]

I11.3.7.13 Lemma Nech p > 5. Potom p | 371 B(k).

Dikaz. Toto tvrzeni plyne ihned z I11.3.7.12 a II1.3.7.9. MuZeme ovSem
pouzit téz rovnost SP_1 k2 = (p — 1)p(2p — 1)/6. O

I11.3.7.14 Lemma Nechf p > 5. Potom p | Y71 a(k)>.

Diikaz. 7 I111.3.7.2 dostévame rovnost > 21 a(k) = SP_1 k2 = (p—1)p(2p—
1)/6 a vse je jasné. u

I11.3.7.15 Tabulka Polozme 21 = >2~| a(k)2.

p |3 5 7 11
21 5]130(2-3-5)91(7-13) [ 385(5-7-11)
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III.4 Nejmensi spoleény nasobek

I11.4.1 Necht M je néjakd mnozina celych &fsel. Oznacme sn(M) mnoZinu
vSech spoletnych nasobku ¢isel z mnoziny M. To jest, n € sn(M) pravée
tehdy kdyz n € Z a m | n pro kazdé m € M. Mnozina sn(M) je neprazdna,
nebot 0 € sn(M) v kazdém pripadé.

Ziejmé je sn(0) = Z = sn({1}) = sn({—1}) = sn({1,—1}) a sn({0}) =
{0}. Obecnéji, je-1i 0 € M paksn({M}) = {0}. Déle, sn(MUM,) =sn(M;)N
sn(Ms) a sn(M; N My) C sn(M;)U sn(My). Je-li My C Msy, pak sn(Ms) C
sn(M).

Je-li n € sn(M), pak —n € sn(M) a naopak.

Je nm € sn({n,m}) pro vsechna n,m € Z. Obecnéji, je ny---ny €
sn({n1,...,n}) pro vechna k > 1, ny,...,n; € Z.

IT11.4.2 Proposice. Necht M je néjaké nekoneénd mnozina celych éisel.
Potom sn(M) = {0}.

Dukaz. Necht, naopak, n € sn(M), n # 0. Potom —n € sn(M) a my
muzeme predpokladat, ze n > 1. Je-lim € M, pak m |n, ¢ili 1 < |m|<n a
tedy m € {-n,...,—1,0,1,...,n}. Tato mnozina je vsak kone¢n4. ]

I11.4.3 Proposice. Necht M = {my,--- ,,mi} k > 1 je konecnd mnozina
nenulovych celych ¢isel. Potom:

(i) Mnozina sn(M) je nekonecna.

(ii) Imq - - -my, € sn(M) pro kazdé [ € Z.

Dikaz. Vse je jasné. O

IT1.4.4 Dulezit4 definice. Nechf M je neprazdnd koneénsd mnozina celych
nenulovych ¢isel. 7 I11.4.3 plyne, ze mnozina sn(M) je neprazdnd, tedy ob-
sahuje aspon jedno kladné ¢islo. Symbolem nsn(M) znaé¢me nejmensi kladné
¢islo z mnoziny sn(M). Toto éislo je kladné, je jednozna¢né urcené a nazyva
se nejmensi spole¢ny nasobek mnoziny M.

Je-li M = {my,...,my}, k > 1, pak mluvime také o nejmensim spolecném
nasobku ¢isel my, ..., my a piseme nsn(M) = nsn(myq, ..., my).

Zbyvaji tii ptipady. Je-li M néjaka mnozina celych ¢isel, kterd je nekonecna
¢i kterd je konecnd, avsak 0 € M, pak nsn(M) = 0 (je totiz sn(M) = {0}).
Je-li M = 0, pak sn(M) = Z a nsn(M) = 1 (zde opét nejmensi kladné ¢islo
z sn(M)).

I11.4.5 Proposice. Necht m € Z. Potom nsn(m) = nsn({m}) = |m]|.

Dikaz. Je nsn(0) = 0. Je-li m # 0 a m | n, pak |m| < |n|. Jelikoz m | |m|,
dostdvame nsn(m) = |m]. O
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I11.4.6 Véta. Necht M je néjakd mnozina celych ¢isel. Potom nsn(M) | n
pro kazdé n € sn(M).

Dikaz. Je-li 0 € M, ¢ M je nekonectnd, pak nsn(M) = 0 a sn(M) = {0}
(viz 111.4.2). Je-li M = @, pak nsn(M) = 1 a sn(M) = Z. Necht, tedy,
M={my,....,mu}, k>1,m; #0, s=nsn(M) an € sn(M). Podle 1.9.3 je
n=as+b a€Z 0<b<s. Vime zem; | nam;|s Takze m;|b pro
i=1,...,k Odtud, b € sn(M) a b =0 vzhledem k minimalité ¢isla s. Tedy
s | n. O

I11.4.7 Proposice. Necht my,...,my € Z, k > 1. Potom nsn(my, ..., my) |
mMq - M.

Dikaz. Je my---my € sn(my,...my) a pouzije se 111.4.6. O

I11.4.8 Poznamka. Necht M je koneénd mnozina celych &fsel takova, ze
0 ¢ M. Bud s = nsn(M). Potom s > 1 a s je nejmensi kladny spolecny
nasobek ¢isel z M ve smyslu obvyklého usporadani celych cisel.

Z 111.4.6 plyne, Ze s je soucasné nejmensi kladny(nezdporny) spoleény
nasobek ¢isel z M a to ve smyslu usporddani nezapornych celych ¢isel daném
relaci délitelnosti - viz I1.1.10.

Je-li 0 € M ¢ M je nekoneénd mnozina, pak nsn(M) = 0 je jediny
spolecny nasobek cisel z M a tedy je také nejmensi v obou usporadanich.
Nakonec, je-li M = (), pak nsn(M) = 1 je opét nejmensi kladny spolecny
nasobek v obou usporddanich (nejmensi nezéporny v usporadani daném
délitelnosti).

IT11.4.9 Véta. Necht M je neprizdnd koneénd mnoZina nenulovych celych
¢isel. Pro kazdé p € P bud b(p) = max{ cont,(m)|m € M}. Potom:

(i) b(p) # 0 jen pro koneény pocet prvocisel p.

(i) nsn(M) = [],ep "

Dikaz. Bud P = {p € P|b(p) > 1}. Je-li p € P, pak existuje m € M tak,
ze p | matedy p € P(m). Je tak P = UP(m),m € M, z ¢ehoz plyne, ze
mnozina prvocisel P je konecna.

Polozme s = nsn(M) ar = [[ p"®). Je cont,(m) < b(p) pro viechna
m e M apeP. Oviem, m = Hpeppcontp(m), z ¢ehoz plyne m | r. Pak ale
r€sn(M) as|rpodle II1.4.6. Zbyva dokazat, ze r | s.

Pro kazdé p € P existuje m,, € M takové ¢islo, ze b(p) = cont,(m,). Tedy
p’® | m | s ab(p) < conty(s). Jelikoz s = []p®% ) je také r | s. O

IT1.4.10 Proposice. nsn(M;UM;) = nsn( nsn(M;), nsn(Ms)) pro libovolné
podmnoziny M; a M, mnoziny vSech celych cisel.
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Dukaz. Necht s = nsn(M;UMs;), u = nsn(M;), v =nsn(Ms) aw = nsn(u, v).
Je s € sn(My)N sn(My), ¢ili w | s a v | s plyne z [11.4.6. Pak ale w | s.
Naopak, u | wav | w, z ¢ehoz vidime, ze w € sn(M;)N sn(My) = sn(M;UM,).
Odtud, s | w. Takze s = w. O

IT1.4.11 Proposice. nsn(a, nsn(b, c)) = nsn(a, b, ¢) = nsn( nsn(a,b), c) pro
vSechna a, b, c € 7Z.

Dikaz. Toto tvrzeni plyne snadno z 111.4.10. [

I11.4.12 Proposice. Necht M # (). Potom nsn(aM) = a- nsn(M) pro kazdé
a € No.

Dukaz. Je-li a = 0, pak nsn(aM) = nsn(0) = 0 = 0- nsn(M). Je-li 0 € M,
pak 0 € aM a nsn(aM) = 0 = a-0 = a nsn(M). Jeli M nekonecna
mnozina, pak nsn(aM) = 0 = a- nsn(M) (pro a # 0 i pro a = 0). Muzeme
tedy pfedpoklddat, Zze mnozina M je koneéna, neprazdnd, a ze 0 € M. Bud
s =mnsn(M) ar = nsn(aM). Je as € sn(aM), ¢ili r | as podle 111.4.6. Je
treba dokézat, ze as | r. My ale rovnou dokézeme, ze r = as.

Podle 111.4.9 je r = Hpeppb(p), kde b(p) =max{ cont,(am)m € M}.
Ovsem, cont,(am) = cont,(a)+ cont,(m). Tedy b(p) = cont,(a) + a(p),
a(p) = max{ cont,(m)|m € M}. Tudiz r = [[p*® = []perte(@ . []p*®) =
as. [

I11.4.13 Pozndmka. Je a-0 = () pro kazdé a € Z. Takze nsn(a-0) = nsn(f) =
1 aa nsn(f) =a-1=a. Toznamend, ze nsn(a - ) = a- nsn(()) pouze pro
a =1 (srovnej s 111.4.12).

I11.4.14 Proposice. Necht my,...,my, k > 1, jsou nenulovd ¢isla. Potom
nsn(my,...,mg) = |mqy---myg|(= |mq|---|mg|) pravé kdyz myq, ..., my jsou
po dvou nesoudélna.

Dukaz. Je-li k = 1, pak neni co dokazovat (II1.4.5). Bud tedy k& > 2
s = nsn(my,...,my) am = |my---my|. Pro kazdé p € P je cont,(m) =
> cont,(m;) a cont,(s) = max{ cont,(m;)}. Samoziejme, s | m. Je-li nyni
s = m, pak pro kazdé p € P(m)(= UP(m;)) existuje pravé jeden index i(p),

1 <i(p) <k, tak, ze p | myyp). Odtud snadno plyne, ze ¢isla my, ..., my
jsou po dvou nesoudélna. Tuto tvahu muzeme snadno obratit a dikaz je
dokoncen. O]

111.4.15 Poznamka. Na mnoziné Ny muzeme definovat bindrni operaci V
predpisem a V b = nsn(a,b). Z 111.4.4, TI1.4.5 a 111.4.11 je vidét, ze tato
operace je idempotentni, komutativni a asociativni. Jde tedy o polosvaz.
Navic, a(bV ¢) = (ab) V (ac) podle 111.4.12.

118



I11.4.16 Piiklad. Necht s > 1, ny,...,ns € N, 2 < ny < nyg < --- < ng,

u=(my—1)---(ng—1),v=mnsn(ng —1,...,ny— 1) aw =ny...n,.

i) Jew>2° u>1,v>1v|u.

(ii) Jsou-li vSechna ¢isla ny, . .., ng lichd, pak 2° | u, 2 | v, w je liché, u { w,
vt w.

(iii) Je-li s > 2, aspon jedno z ¢isel n; je liché a aspon jedno je sudé, pak
w, v, w jsou vesmeés suda ¢fsla a tak ufw — 1, utw+ 1, vtw—1,viw+ 1.

(iv) Jsou-li véechna ¢isla ny, ..., ns sudé, pak 2% | w a u, v jsou licha ¢isla.

(v) Je-li s >3, ny =2, ng,...,n, lichd, pak 4 | u, 4w, ufw.

(vi) Necht s = 2. Potom w = u+n;+ny—1, w—1 = u+(n1—1)+(ny—1),
w4+ 1=u+ny+ ns.

(vii) Necht s =2 a v |w. Z (vi) plyne, ze ny — 1 | ny a, jelikoz ny < no,
tak ny € {ny,ny + 1}.

Je-li ny = my, tak v = ny — 1, w = n?, nsd(v,w) = 1. Takze, nyni,
v | w implikuje v = 1, ny = 2 = ny. Je-li ny + 1 = ny, tak w = ny(ng + 1),
v = nsn(ny; — 1,n1) = ni(ny — 1). Jelikoz v | w, tak ny — 1 | ny + 1,

2(n1 — 1) <my+1,np <3. Jelli ng = 2, pak ng = 3. Jeli ny = 3, pak
o =4.

Zjistili jsem, ze (n1,ng) = (2,2),(2,3),(3,4). A hle! Pro (n1,n2) = (2,2)
jeu =v =1, w=4. Pro (n;,ny) = (2,3) jeu =v =2, w = 6. Pro
(n1,m2) = (3,4) jeu=v="06, w=12.

(viii) Necht s =2 av | w— 1.

Z (vi) plyne, ze ng — 1 |ny — 1, ¢ling =ng,v=n1 -1, w—1=nt—1=
(ny — 1)(ny + 1). Zjistili jsme, ze ny = no.

(ix) Necht s=2av | w+ 1.

Z (vi) plyne, ze ng — 1 | ny + 1 a, jelikoz n; < ng, tak ny € {ny,ny +
1,711 +2}

Je-ling =ny, paknyi—1=v | w+1l =ni+1=(n1—1)2+2n;, n1—1| 2n,.
Tedy P(ny — 1) C P(2n1) = {2} U P(ny). Jelikoz P(ny — 1) N P(ny) = 0,
tak Pl —1) =2, m =28+ 1, k > 0, 28 [ 2641 12 = 2028 + 1), k = 0, 1,
ny = 2,3.

Je-lli my +1 = ny, pak v = nsn(ny — 1,n1) = ny(ng — 1) = n? — ny,
v]iw=ni(ni+1)+1=ni+n;+1, P(ny) C P(v) C P(w) = P(n?+n;+1),
n, = 1, spor.

Je-ling +2 = ny, pak v = nsn(ny — 1,ny +1), w = ny(ny +2) = ni +2n;4.
Je-li ng sudé, tak v =(ny — )(ny+1),v|w+1=(n+1)2% n —1]|n +1,
ny = 2, ny = 4. Je-ling liché, tak v = (ny—1)(n1+1)/2, v | w+1 = (ny+1)?
(nl—l)(nl—i—l) | 2(n1+1)2, n1—1 ’ 2(711-'-1), n1—1 = 2k, k > 1, 2k ‘ 2k+1+4,
k=1,2n, =3,5

Zjistili jsme, ze (n1,m2) = (2,2),(3,3),(2,4),(3,5),(5,7). A hle! Pro
(n1,m2) = (2,2) jeu=v =1, w=4. Pro (n;,ny) = (3,3) jeu =4, v =2,
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w=29. Pro (n1,n2) = (2,4) jeu =v =3, w =8. Pro (n1,n2) = (3,5) je
u=38v=4, w=15 Pro (n;,ny) = (57) jeu=v=12, w = 35.
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III.5 Nejveétsi spolecny délitel
a nejmensi spoleény nasobek spolecné

II1.5.1 Véta. Necht a,b € Z. Potom nsn(a,b)- nsd(a,b) = |ab| (= ab pro
a, be No.

Dukaz. Bud r = nsd(a,b) a s = nsn(a,b). Jelli a = 0 ¢ b = 0, pak
ab =0 = s =rs a tvrzeni je dokdzano. Muzeme predpokladat, ze obé cisla
jsou kladna. Tedy |ab| = ab.

Necht p € P. Potom cont,(r) = min{ cont,(a), cont,(b)} dle III.1.8,
cont,(s) = max{cont,(a), cont,(b)} dle II1.4.9 a, samoziejme,
cont,(ab) = cont,(a)+ cont,(b). Odtud, cont,(rs) = cont,(ab) a to pro kazdé
p € P. Tedy rs = ab. O]

I11.5.2 Poznamka. Umime-li spocitat nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b,
pak pomoci II1.5.1 nalezneme i nejmensi spolecny nasobek téchto ¢isel. Pro
tii (a vice) ¢isel pouzijeme I111.4.11 (a I11.4.10).

I11.5.3 Poznamka. (i) Necht ay,...,ax, k > 1, jsou celd ¢isla. Z dikazu
II1.5.1 je snadno videét, ze ¢islo w = nsd(ay, ..., ax) nsn(ay, ..., a;) déli éislo
lay - -+ ag|. OvSem rovnost téchto ¢isel obecné neplati. Napiiklad, pro ¢isla
2,4,6 jensd(2,4,6) =2 ansn(2,4,6) =12, w=24#48=2-4-6,

(ii) Necht a,b,c jsou kladnd celd ¢isla, r = nsd(a, b, c), s = nsn(a, b, c).
Jestlize cisla a, b, ¢ jsou po dvou nesoudélna, pak r = 1, s = abc a rovnost
r - s = abc plati trivialné.

Nyni si dokdzeme opak. Necht rs = abc. Bud p € P takové prvocislo,
ze p | a, p | ba conty(a) < conty(b). Je-li cont,(c) < cont,(a), pak
cont,(¢)+ cont,(b) = cont,(rs) = cont,(abc) = cont,(a)+ cont,(b)+ cont,(c),
takze cont,(a) = 0, spor. Tedy cont,(a) < cont,(c). Je-li
cont,(a) < cont,(c) < cont,(b), pak cont,(a)+ cont,(b) = cont,(rs) =
cont,(a)+ cont,(b)+ cont,(c), cont,(c) = 0, coz implikuje cont,(a) = 0, spor.
Tedy cont,(a) < cont,(b) < cont,(c). Pak cont,(a)+ cont,(c) = cont,(rs) =
cont,(a)+ cont,(b)+ cont,(c), cont,(b) = 0, spor.

Zjistili jsme, Ze a, b jsou nesoudélnd cisla. Zcela obdobné nam vyjde, ze i
c¢isla a, ¢ jsou nesoudélnd a ¢isla b, ¢ jsou také nesoudélna.

IT1.5.4 Lemma. Pro vSechna a,b € Z je nsd( nsn(a,b),a) = a = nsn( nsd(a, b), a).
Dukaz. Tvrzeni je ziejmé, nebot a | nsn(a, b) a nsd(a,b) | a. O

IT11.5.5 Lemma. Necht ay,..., a1, k> 1 jsou celd ¢isla. Potom
nsd(nsd(aq, ..., ax),ars1) = nsn(nsd(ay, agy1), - - . nsd(ag, agr1))-
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Dukaz. Pro k = 1 je rovnost zfejma. Bud k > 2, r = nsd(t,apy1),
t = nsn(ay,...,ar) a s =nsn( nsd(ay, @xs1), ..., nsd(ax, axs1)). Cheeme
nalézt rovnost r = s. Je-li a; = 0 pro néjaké j, 1 < j < k,pakt =0, r =
lak+1] = s (nebot nsd(a;, ax1) = nsd(0, agy1 = |ags1]). Je-li agyy = 0, pak
r =t = s. Predpokladejme tedy, ze vSechna ¢isla aq, ..., axy; jsou nenulova.
Potom r,t a s jsou kladnd ¢isla a je potieba ovérit, ze cont,(r) = cont,(s)
pro kazdé p € P.

Bud v > 1 takové ¢islo, ze p* | 7. Potom pv | axs1, p¥ | ¢, ¢ili p¥ | a; pro
aspon jedno j, 1 < j < k. Odtud, p¥ | nsd(a;, ax+1) a p* | s.

Nyni naopak. Necht p’ | s. Potom p¥ | nsd(a;,axs1) pro néjaké j,
1<j <k, cilip’|ags1, p¥ | aj, p¥ | t &, na konec, p* | . Jsme hotovi. ]

I11.5.6 Lemma. Necht ay,...,a5+1, k > 1, jsou celd ¢isla. Potom
nsn( nsd(ay, ..., ax), ag1) = nsd( nsn(ar, agy1), - . ., nsn(ag, ag1)).

Dikaz. Muzeme predpokladat, ze k > 2 a axy1 # 0. Oznaéme r = nsn(t, agi1),

t =nsd(ay,...,a;)as =nsd(nsn(ay, agsq),...,nsn(ax, axy1)). Podobneé jako
v dukazu II1.5.5 ovéfime snadno, ze cont,(r) = cont,(s) pro kazdé p € P.
Tedy r = s. O]

I11.5.7 Poznamka. Uvazme znovu mnozinu Ny nezapornych celych cisel
usporddanych délitelnosti (viz I11.1.10). Tedy, v tomto uspofadani je a ”mensi
¢i rovno” b pravé kdyz a déli b (a | b). ”Nejmensim” ¢islem je ¢islo 1 a
"nejveétsim” je ¢islo 0. Atomy jsou praveé prvocisla a dudlni atomy neexistuji.

Pro a,b € Ny jen nsd(a,b) = inf(a,b) = a A b pravé infimum (prusek)
téchto ¢isel. Podobné nsn(a,b) = sup(a,b) = a V b je supremum (spojeni).
7 111.5.4 pak plyne, ze délitelnosti usporadand mnozina Ny vSech nezapornych
cisel je svaz.

Odpovidajici algebraicky svaz je No(A, V). Navic, plati rovnosti
a(b A c) = (ab) A (ac), a(bV ¢) = (ab) V (ac), (a A b)(aV b) = ab pro vsechna
a,b,c € Ny (II1.1.11, 111.4.12, IT11.5.1). Dale plati (a Ab)Ve = (aVe)A(bVe),
(avVb)ANc=(aNc)V(bAc) (IIL5.5, T11.5.6). N&s svaz je distributivni.

Svaz je také iplny. Pro kazdou mnozinu N nezapornych cisel je
inf(N) = nsd(N) a sup(N) = nsn(NV).

Svaz muzeme reprezentovat pomoci nekoneénych posloupnosti nezapornych
celych éisel s koneéné mnoha nenulovymi ¢leny (a pfidanym nejvétsim prvkem)
~ viz 11.3.16(ii).
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II1.6 Eukliduv algoritmus

I11.6.1 Lemma. Bud'tez a, b, ¢, d € Z, pticemz a = be+d. Potom nsd(a,b) =
nsd(b, d) a nsd(a, c) = nsd(c, d).

Diukaz. Je-li n € Z takové éislo, ze n | a an | b, pak n | a — bc = d.
Naopak, jestlize n | b an | d, pak n | bc + d = a. Tedy sd(a,b) = sd(b,d) a
nsd(a, b) = nsd(b, d). Symetricky sd(a,c) = sd(c¢,d) a nsd(a,c) =

nsd(c, d). O

I11.6.2 Lemma. Necht a,b jsou nenulovd celd ¢isla. Potom nsd(a,b) =
nsd(b, [als) = nsd([b], [a]jy)-

Dukaz. Je a = rb+ [a]y, kde r € Z, 0 < [a], < [b] (1.9.4). Podle II1.6.1
je nsd(a, b) = nsd(b, [a]). Ovsem [a], = [a];y podle 1.9.5(iii) a nsd(b, [a]s) =
nsd(—b, [a]p). O

I11.6.3 Euklidtv algoritmus Piedchozi lemma nés vede k nasledujicimu
postupu pii vypoctu nejveétsiho spolecného délitele dvou cisel.

Necht a,b € Z a r = nsd(a,b). Piedné, je-li a = 0, pak r = |b]. Je-li
b =0, pak r = |a|. Muzeme tedy predpokladat, ze obé ¢isla a, b jsou kladna.
Je-lia=1¢ b=1, pak r = 1. Muzeme se tedy omezit na ¢isla a > 2 a
b > 2. Je-lia = b, pak r = a. Takze, celkové se muzeme omezit na 2 < b < a.

Je a = rmb+ sy, s1 = [aly, 0 < 51 < b (z dukazu veét 1.9.1, 1.9.3 a
z poznamky 1.9.2 je jasné, jak postupovat pii hledani ¢isel r; a s1). Podle
I11.6.2 je r = nsd(b, s1). Je-li sy =0, pak r = b. Je-lis; > 1, pak b = ros1+59,
Sg = [b]s, a r = nsd(sy, $2).

Opét, je-li s = 0, pak r = s1. Je-li s; > 1, pak dostavame nésledujici
schema:

a=5_1=118 + 81, So =0, 0 < 81 < 89
b:SOZT281+SQ,O<81<SQ

Sn—1 = Tn+15n 1 Sn+1, 0< Sp+1 < S2
Sp = T'n42Sn+1, Snt2 = 07

kde n > 1 (to proto ze posloupnost nezapornych celych ¢isel

b= sy > s > Sy > ... musi skoncit na nule). Nyni je nsd(a,b) =r = s,11.
Vsimnéme si, ze s, <b—n—1an <b—2 (to je ovsem velmi hruby
odhad).
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I11.6.4 Priklad. Bud a =561 ab=330. Jea=1-b+231,b=1-231+99,
231 = 2-99+33, 99 = 3-3340. Tedy nsd(a,b) = nsd(561,330) = 33. Z I11.5.1
nyni plyne 33- nsn(561,330) == 561 - 330 = 561 - 10 - 33, ¢ili nsn(561, 330) =
5610.

I11.6.5 Piiklad. Bud a = 2147483648 a b = 196608. Je a = 109220 +
131072, b = 1131072 + 65536, 131072 = 2 - 65536. Takze nsd(a,b) = 65536
(= 2'%) a nsn(a, b) = 6442450944.

I11.6.6 Piiklad. Bud a =55ab=34. Jea=1-b+21,b=1-21+ 13,
21=1-13+48,13=1-84+5,8=1-54+3,5=1-342,3=1-2+1 a,
nakonec, 2 = 2 - 1. Tedy nsd(55,34) = 1.

Zde mame s_1 = 55, so = 34, s1 = 21, s = 13, s3 =8, s4 = 5, s5 = 2,
ss=las;=0,r1=r9=r3=ry=r5=r¢g=r7;=1. V tom je také duvod,
proc¢ zde algoritmus bézel "pomalu”.

I11.6.7 Pokud se zamyslime nad rychlosti algoritmu, tak na zakladé prikladu
I11.6.6 vidime, ze nejvice kroku dostaneme vzdy, kdyz r; = 1 pro kazdé i.
Dochazi tak vzdy k nejmensimu moznému snizeni hodnoty souctu a + b.

Rekonstruujme tedy "nejpomalejsi” posloupnost postupné odzadu. s, =
1, sp = 2, s4-1 = 3, Sp_2 = 5, .... Vidime, ze pro ¢len s, musi platit
Sk = Sk+41 T Sk42-

Nejhorsi mozny piipad tak dostavame tehdy, kdyz a, b jsou dva po sobé
jdouci ¢lenové posloupnosti fo = fi=1a f, = fu_1 + fa_2 pron > 2. Tato
posloupnost je zndma pod nazvem Fibonacciho posloupnost.

Naopak, necht a > b a n je takové pfirozené &islo, e f,_1 < a < f,. Pak
Eukliduv algoritmus na nalezeni nsd(a, b) konéi nejpozdéji v n krocich.

II1.6.8 Eukliduv algoritmus je pojmenovéan po feckém matematikovi Euklidovi
(£ 325 pf. n. L. — £ 260 pf. n. 1). Euklid (téz Eukleidés ¢i Euklides) tento
algoritmus pravdépodobné sam nevymyslel, ale publikoval jej ve svém dile
Zaklady, kde se nam zachoval pro dalsi generace.

Eukliduv algoritmus je mozna nejstarsim dochovanym netrivialnim algo-
ritmem.
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II1.7 Rozsitreny Euklidiv algoritmus

I11.7.1 Rozsifeny Euklidav algoritmus. Nechf a,b € Z a r = nsd(a, b).
Chceeme nalézt ¢isla ¢, d € Z takovd, ze r = ca + db (viz I11.1.5(1)).

Predné, je-li a = 0, pak r = |b| a volime ¢ libovolné, d = 1 pro b > 0 a
d = —1 pro b < 0. Podobné, je-li b = 0. Necht tedy a # 0, b # 0.

Dale, je r = nsd(|al, |b]) a r = ca + bd znamena, ze r = (—c)(—a) + db =
ca + (—d)(=b) = (—c)(—a) + (—d)(—b). Muzeme se tedy omezit na piipad
kladnych cisel a, b.

Je-lia =1, pak r =1 = 1a + 0b. Podobné, je-li b = 1. Je-li a = b, pak
r =a = la+ 0b. Jestlize b | a, pak r = b = 0a + 1b. Podobné, jestlize a | b.
Muzeme se tedy omezit na piipad 2 < b < a, b1 a.

Bud s_; = a = riso + 51, S0 = b,0 < 81 < 50, Sg = b = 1951 + S,
0 <s9<sy,delisyg =0, pakr=s =a—rbc=1d= —ry. Jeli vSak
sy > 1, pak méame toto schema (viz I11.6.3):

a=5_1=r18)+ 51, So =0, 0 < 51 < 59,
b:SOZT’281+82,0<82<81,

Sn—1 = T'n+1Sn + Sn+1, 0< Sn+1 < Sn,
Sn = Tn425n+1, Sn42 = 07
r = Spi1,n > 1.

Nyni si vSimnéme, ze pro kazdé —1 <1 < n + 1 existuji celd ¢isla u;, v;
takova, ze s; = u;a + v;b. Je-li totiz ¢+ = —1, pak volime u_; = 1,v_1 = 0.
Je-li © = 0, pak volime ug = 0,vy = 1. Dale indukci podle i. Je-li 0 <17 < n,
pak si11 = 8j_1 — rif15; = Uj—1a + vi_1b — ripua — rigvb =

(Ui—l - Ti+1ui)@ + (%’—1 - 7’i+1vi)b- Tedy uip1 = ui—1 — rip1u; a

Vi41 = Vi—1 — T41Y;.

Tim je indukéni krok zavrSen a dostavame r = 7,11 = Up10 + Vpi10,

¢ = Upy1,d = v,y (Samoziejme, s, = 0 = 0a + 0b).

I11.7.2 Piiklad. Bud a = 110313 a b = 34709. Méme:
s_1=a=110313 = 104127 4+ 6186 = 3b + 6186 = 7159 + 1,

ry =3,81 = 6186 = a — 3b;

so = b = 34709 = 30930 + 3779 = 1381 + So,

ro = 5,89 = 3779 = 59 — r9s1 = b — 5(a — 3b) = —5a + 16b;

s1 = 6186 = 3779 + 2407 = r3s9 + S3,

ry = 1,83 = 2407 = 81 — r3se = (a — 3b) — (—ba + 16b) = 6a — 190b;
SS9 = 3779 = 2407 + 1372 = 7483 + S4,
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ry = 1,84 = 1372 = 53 — 1453 = (—Ha + 16b) — (6a — 19b) = —11a + 35b;
s3 = 2407 = 1372 + 1035 = r584 + S5,
rs = 1,85 = 1035 = s3 — r554 = (6a — 19b) — (—11a + 35b) = 17a — 54b;
S4 = 1372 = 1035 + 337 = ¢S5 + Sg,
re = 1,56 = 337 = s4 — rgs5 = (—1la + 35b) — (17a — 54b) = —28a + 89b;
s = 1035 = 1011 + 24 = 156 + S7,
re = 3,87 =24 = s5 — r7s¢ = (17a — 54b) — 3(—28a + 89b) = 101a — 321b;
s¢ = 337 =336 + 1 = rgsy + sg,
rg = 14,83 = 1 = sg—rgs7 = —(—28b+890)—14(101a—321b) = 1442a+4583b.
Zpétnou kontrolou dostaneme, ze 1442a = 159071346 a 4583b = 159071347.
Takze to vyslo dobte.
Vsimnéme si téz, ze u_; = 1L,ug = 0,u; = L,us = —5,ug = 6,uq4 =
—117U5 = 17, U = —28,U7 = ]_0]_,1,68 = —1442, V1 = O,UO = 1,’01 =
—3,’[)2 = ]_6, V3 = —19, Vyg = 35,’05 = —54, Ve — 89,?)7 = —321, Vg = 4583.

111.7.3 Zabavka. Pro chvile oddechu si zdbavné pocitejme.

Vezméme si ¢islo n > 2 a polozme z; = n. Naleznéme nejmensi ¢islo 2o
takové, ze zg > 2 an—1| z3. Naleznéme nejmensi ¢islo z3 takové, ze z3 > 2o
an—2|z;. A tak dale. Cely postup konéi na ¢isle z,; je ovsem z, = z,_1.

Pro 2 < n < 16 dostavame tyto posloupnosti:
2,2;3,4,4:4,6,6,6;5,8,9,10,10; 6,10,12,12,12,12;7,12, 15,16, 18, 18, 18;
8,14, 18,20, 20, 21, 22, 22;

9,16, 21, 24,25, 28, 30, 30, 30;

10,18, 24, 35, 36, 40, 40, 42, 42, 42;

11,20, 27, 32, 35, 36, 40, 40, 42, 42, 42;

12,22, 30, 36,40, 42,42, 45, 48, 48, 48, 48;

13,24, 33,40, 45,48, 49, 54, 55, 56, 57, 58, 58;

14, 26, 36, 44, 50, 54, 56, 56, 60, 60, 60, 60, 60, 60;
15,28, 39,48, 55, 60, 63, 64, 70,72, 75,76, 78,78, 78;
16, 30,42, 52, 60, 66, 70, 72,72, 77,78, 80, 80, 81, 82, 82.

Pro n > 2 si oznaéme z(n) posledni éislo z, piislusné posloupnosti.
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Dostaneme tuto tabulku:

nl 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9
nZ| 4] 9] 16| 25| 36| 49| 64| 81
2y || 2| 4| 6] 10| 12] 18| 22| 30
3z(n) | 6| 12| 18] 30| 36| 54| 66| 90
Az(n) | 8| 16| 24| 40| 48| 72| 88120
n] 10] 11] 12] 13] 14] 15] 16
n? (100 | 121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 256
Z(n) | 42| 42| 48] 58| 60| 78| 82
3z(n) | 126 | 126 | 144 | 174 | 180 | 234 | 246
4z(n) | 168 168 ] 192 [ 232 [ 240 | 312 | 328

Vidime, 7e 4z(n) > n? pro vsechna 2 < n < 16, n? = 3z(n) pron = 6,12
an? > 3z(n) pro n = 14,16. A jestlipak od ur¢itého n vyse neni vzdy
315z(n) > 100n? > 314z(n)?
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II1.8 n* =m!

II1.8.1 Véta. Necht n > 2,m > 2,k > 1,1 > 1. Nasledujici tfi podminky
jsou ekvivalentni:

(i) n* = m!.

(ii) Existuje (jednoznacné uréené) ¢islo w > 2 takové, ze n = w* am = w"
kdevqg = kauqg =1, ¢ =nsd(k,l) (potom nsd(u,v) = 1 a ku = lv =nsn(k,1)).

(iii) Existuji kladna ¢isla a, b, c takovd, ze n = a®,m = a° a kb = Ic

(potom b = du, c = dv,w = a,a > 2,d =nsd(b, c)).

Diikaz. (i) implikuje (ii). Je P(n) = P(n*) = P(m!) = P(m), ¢ili P(n) =
P(m)={p1,...,p:} kde t > 1 a p; jsou po dvou ruznd prvocisla (viz 11.3.19).
Zajisté, kr; = ls;, kde r; = cont,, (n), s; = cont,,(m), i = 1,...,t. Dale,
qur; = kry,ls; = qus;,vr; = us;, v | S, u | ry, s; = qv,r; = qu. Polozme
w = pf---pf. Je pak w* = p{" ... pi* = pi*---pi* = n a, podobne,
w? = m. Samoziejmé, nsn(k,l) = ku = vl.

(ii) implikuje (iii). Tato implikace je trividlni.

(iii) implikuje (i). Méme n* = (a®)* = a* = a¥ = (a®)! = m!. Déle
qub = kb = lc = quc, vb = uc,v | ¢, u | b,b = du,c = dv a w = a. Zbytek je
jasny. n

I11.8.2 Poznamka. Necht n,m € Z a k,l € Ny jsou takova éisla, ze n* = m!.

(i) Je-li |n| > 2 (popfi., |m| > 2), pak bud'to |m| > 2 (popi., |n| > 2) a
nebo n* =1=m' a k=0 (popi. [ =0).

(i) Necht n >2,m >2ak > 1. Potom [ > 1 a tento piipad je popsin v
II1.8.1.

(iii) Necht n > 2;m < —2 a k > 1. Potom [ > 2 je sudé &islo a
n* = (-=m)!, —m > 2. Podle II1.8.1 je n = a®,m = —a‘,a > 2,b > 1,¢ >
1,kb = le. Ziejmé m = (—a)® pravé kdyz conty(k) < conty(l). Podobné,
n = (—a)’,m = (—a)¢ pravé kdyz conty(k) < conty(l).

(iv) Necht n < —2,m > 2 a l > 1. Tento piipad je symetricky k
predchozimu.

(v) Necht n < —2,m < —2 a k,l > 1. Pak ¢isla k, [ majf stejnou paritu.
Samoziejme, (—n)* (—m)l. Tedy n = —a®,m = —a®, a > 2,b,c > 1,
kb =lc. Ted n = (—a)® a m = (—a)¢ pravé kdyz b, ¢ jsou licha ¢isla (potom
conty (k) = conty(l)).

Bud conty(k) = conty(l). Je pak conte(b) = 2z = conty(c), b = 27 - by,
c=2%-cy, by, e liché, kby = ley,n = ab,m = a$, ay = —a®.

(vi) Necht |n| > 2 (popt. |m| > 2) ak > 1 (popt. [ > 1 ). Potom
In| >2,im| >2,k>1,1>1.

(v11) Necht |n| >2,m| >2ak =0 (popt. | =0). Potom k =1 =
0,nfF =1=
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I11.8.3 Poznamka. Necht n,m € Z a k,l € N jsou takova ¢isla, ze n* = m!.
V II1.8.2 jsme probrali piipad |n| > 2, |m| > 2.

Ted bud n = 0, £1, piipad m = 0, &1 je symetricky.

(i) Necht n =0,k > 1. Pak n* =0 =m! ¢ilim = 0al > 1. Samozejmé
n=0",m=0"kl=lk.

(i) Necht n = 0,k = 0. Pak n* = 1 = m! a tedy bud'to [ = 0, nebo
m =1 anebom = —1 al je sudé.

(iii) Necht n = 1. Potom n* = 1 = m! (viz pfedchoz{ bod).

(iv) Necht n = —1 a k je sudé. Opét nF =1 =m'.

(v) Necht n = —1 a k je liché. Potom n* = —1 =m!, m = —1, [ je liché.
Samoziejme, n = (—1),m = (—1)k, kl = lk.

I11.8.4 Cviceni. Nechf n,m € Ny jsou takova ¢isla, Zze n™ = m™,n # m.
Zjistime, ze potom (n,m) = (2,4), (4,2) (je 2* = 16 = 4?).

Predevsim, velmi lehce nahlédneme, ze n > 2,m > 2. 7Z 1I1.8.1 plyne, ze
existuje w > 2 takové, ze n = w", m = w’, kde wqg = m a uqg = n. Potom
jeu <wva2<w Dileuw’=um =uvg =vn =vw", v=uw' " u|v
a u = 1, nebot nsd(u,v) = 1. Takie n = w = ¢ a vn = m = n*. Odtud
n=2=wv (L.411) a tak m = 4.

IT1.8.5 Poznamka. (i) Cislo tvaru n™ +m", n > 2,m > 2 je zndmo jako
Leylandovo c¢islo. Je-li to prvocislo, pak je to Leylandovo prvocislo.

Nejmensi Leylandovo &fslo je 8 = 22 + 22, Prvnich 10 Leylandovych
¢isel tvoif posloupnost 8,17,32,54,100,145,177,320,368,512. Cisla 17(= 23 +
32), 593(= 2% + 9?), 32993(= 2!° + 15?), 2097593(= 22! + 212) jsou prvni
4 Leylandova prvocisla. Také éfslo 5122673 + 67535122 je pry prvocislo (v
dekadickém zépisu m4 25050 éislic). Totéz se Tika o ¢islu 86562929 + 29298656
(30008 éislic).

(ii) Muzeme také uvazovat ¢isla tvaru n™ — m™. Napi. 1 = 3% — 23,
7T=25-5217=3"—43 79 =27 — 7% 1927 = 2! —112. Cisla 7,17, 79 jsou
prvocisla a 1927 = 41 - 47 prvocislo neni.

(iii) Cisla typu (i) a (ii) jsou prosluld tim, Ze vzdoruji riznym testim
prvociselnosti.
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II1.9 Procviceni

Vratime se k latce probirané v I11.2.11, 111.2.12, 111.2.13, 1I1.2.14 a I11.2.15.
Latku si doplnime o nové poznatky. Vyklad bude vhodny i pro ty, co chybéli.

I11.9.1 Cviceni. V I11.2.12 jsme spocetli, ze pro a,b € Z plati ab | a +b
pravé jen pro a = —b a navic pro dvojice (1,1),(2,2),(—1,—1), (-2, —2).
Postup pouzity v II1.2.12 1ze nezanedbatelné zjednodusit takto:

Je-li a + b = cab, pak b = a(cb — 1), a | b. Symetricky, b € a, ¢ili a = +b.
Je-lia+0b#0, pak a® | 2a, a | 2, a = =1, £2. Zbytek je ziejmy.

I11.9.2 Cviceni. A ted se zabyvejme tim, kdy a + b | ab, a,b € Z. Néco
jsme zjistili v 1I1.2.14, avSak zkusme jiny postup:

Bud r = nsd(a,b), a =rc, b=rd, ¢,d € Z, nsd(c,d) = 1.

(i) Dokazeme, Ze a + b | ab prave kdyz a + b | 2.

Zrejme r? | r’cd = ab, takze a + b | r? ihned implikuje a + b | ab. Je
tfeba dokdzat obrdcenou implikaci. Necht tedy a + b | ab. Je-li a = 0, pak
r=1blaa+b=">0]|b*=r? Podobng, je-li b = 0. Lze tedy predpokladat,
7ea#0#b. Potomr >1,¢c#0#d Mamea+b=r(c+d), ab=r’cd,
z ¢ehoz plyne ¢ +d | red, red = w(c +d),w € Z, ¢(rd — w) = wd. Jelikoz
nsd(c,d) = 1, tak ¢ | w,d | rd =1, d | w a ed | w. Tudiz w = ved, v € Z,
red = w(c+d) = ved(c+d), r = v(c+d). Celkove, r? = v(c+d)r = v(a+Db).

Muzeme postupovat ponékud komlikovanéji. Necht a + b | ab, a # 0 # b.
Je pak ab # 0, ¢ili a+ b # 0, r > 1. Navic, obé ¢isla a,b nemohou byt
soucsné lichd (jinak by totiz sudé ¢islo a + b délilo liché ¢islo ab). Vime, ze
a+b | (a+b)(a—b) =a*—b*aa+b| (a+b)? = a*+2ab+b*. Jelikoz a+b | ab,
tak a+b | a®+0?. Odtud a+b | nsd(a*—b%, a®*+b%) = s. Je a®*—b* = r?(2—d?),
a’+0? = r}(*+d?), atak s = r’t, kde t = nsd(c®*—d?, *+d?). Tedy a+b | r2t,
r’t = z(a+b),z € Z. Je z(a +b) = r(c+d), ¢li z(c+d) = rt. Jestlize
c+d|r paka+b=r(c+d) | r*a jsme hotovi. Postupujice sporem,
predpokléddejme, Ze p | ¢ +d a p | t pro n&jaké p € P. Potom p | ¢ — d?,
p |l A+d p| 22 p | 2d% Je viak nsd(c,d) = 1 ap | ¢+ d. Takze
pte,ptdanutne p =2 Cisla ¢ ,d jsou lichd. Vime, ze a + b | a® — b?,
a+0b|a®+b% takze a +b | 2a*,a + b | 26 a a + b | nsd(24%,20*) = 2r2.
Je 2r2 = (a + b)e = (c+d)er,e € Z, 2r = (c + d)e. Jelikoz ¢ +d { r, tak
e je liché ¢islo a conte(c + d) = 1+ conty(r). A ted si to shriime. Mame
a+b = r(c+ d)conty(a + b) = conte(r)+ conta(c + d) = 2conts(r) + 1,
ab = r?cd, ¢, d liché, conty(ab) = 2conty(r) < 2conts(r)+ 1 = conty(a+b) coz
je spor s tim, ze a + b | ab.

(ii) Jsou-li ¢isla a, b nesoudélnd, pak z (i) plyne to,ze a + b | ab pouze v
ptipadé, Ze a + b = £1. Jinak napsino, budto b=1—a anebo b= —1—a
(a=1-bd&a=—-1-0).
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Dostédvame dvojice (a,b) = ..., (—=4,5), (=3,4), (-2,3), (—1,2), (0,1),
(1,0), (2,-1), (3,—=2) a dvojice ..., (—4,3), (=3,2), (=2,1), (—=1,0), (0, —1),
(1,-2).

(iii) A ted si vSimnéme, Ze (i) (potazmo (ii)) snadno plyne z I11.2.14.
Vskutku. Je-lia = f(g+h)g, b= f(g+ h)h, f,9,h € Z, pak je f(¢9+h) | r
aa+b=f(g+h)*|r

IT11.9.3 Cviceni. Zabyvejme se dale uspordadanymi dvojicemi (a,b) celych
¢isel takovymi, ze a > b a a+ b | ab. Za tim dcelem (lokdlné) oznaéme
symbolem A mnozinu téchto dvojic.

(i) Pfedné si v8imnéme, ze (a,a) € A pravé kdyz a je sudé ¢éislo. Dale,
(a,—a) € A pouze pro a = 0. Déle, (a,a — 1) € A pouze pro a = 1. Dale,
(a,a —2) € A praveé pro a = 0,2.

(ii) Necht (a,b) € A, piicemz a > b, (a,b) # (2,0),(1,0),(0,—2). Z (i)
plyne, ze a — b > 3. Samoziejmé, (6,3) € Aa6—3=3.

(iii) Pro kazdé r > 0 bud a, = {(a,b) € A | nsd(a,b) = r}. Ziejmé je
A = UA,,r > 0, piicemz toto sjednoceni je disjunktni. Vime, ze a + b | r*
(I11.9.2).

Ihned vidime, ze Ay = {(0,0)}. Z II1.9.2 (ii) plyne, ze A; = {(a,1 —
a) | a > 1} U {(a —1—a) | a > 0}. Tedy v Ay jsou pravé dvojice
(1,0),(2,-1),(3,=2),... a (0,-1),(1,-2),(2,=3),. ...

(vi) Nechﬁ (a,b) € A,,,r >1. Paka+b=s#0,b=s—a,r|s|r%
Navic, r = nsd(a, s) = nsd(b, s).

(v) Prokazdér > 1as € Ztakové, zer | s | r?* bud A, s = {(a,s—a),a €
Z,nsd(a, s) = r,2a > s}. Je zajisté a > s—a. Dédle, a+(s—a) =s | %1 |a,
r|s—a,r*|a(s—a),a+ (s—a)|a(s—a)a tak (a,s —a) € A. Navic,
r |t =mnsd(a,s —a), t]|at]s, t|nsdla,s)=r. Tedyt=r. Jetudiz
(a,s —a) € A,.

Tim jsme ovérili, ze A, 5 C A,.

(vi) Necht » > 1. Z (iv) a (v) plyne, ze A, = UA, 5, s € Z, r | s | r%
Toto sjednocenti je disjunktni.

(vii) Prokazdé r > 2je (r’—r,r) € A,,2. Tedy (2,2) € Aay4, (6,3) € A3y,
(12, 4) S A4,15, (20, 5) S A5,25, e

(viii) Necht » > 1, s € Z, r | s | r*. Jelli a € Z takové &islo, ze
nsd(a,s) =r, pak a =ray, s =rsy, s1 |, s—a =r(sy—ay), nsd(ay, s;) = 1.
Je-li 2a > s, pak 2a; > s1.

(xi) Necht r > 1. Z (viii) snadno plyne, ze A, = Ug{rai,r(s; — ay) |
ai, s1 € Z,2a; > s1,81 | r, nsd(aq, s1) = 1}. Toto sjednocent je disjunktni.

(x) Bud r > 1. Oznacme A} = {(a,b) € A, | a > 1,b > 1}. Z (ix) plyne,
ze At = Uz {(ray,r(s1 —a1) | a1,81 € N,2a7 > 81 > aq, 81 | 1, nsd(aq, s1) =

1.
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(xi) Takze A =0, AJ = {(2,2)}, A (6,3)}, Al ={(4,4), (12,4)},
Az = {(15,10),(20,5)}, é {(6,6), (12 6),(3 ,6)},
A+ = {(28,21),(35,14), (42,7)},

), 7)
Ag ={(8,8), (24 '8), (40, 24), (36, 8)},
A5 = {(18,9), (45,36), (63, 15), (72,9)},
A = {(10,10), (30, 20).(40, 10), (70, 30), (90, 10)}.

Mame zde 25 dvojic (a,b) kladnych celych ¢isel takovych, ze a + b | ab.
Podily ab | (a + b) jsou postupné ¢isla 1, 2, 2,3,6, 4,3,4,5, 12, 10, 6, 4, 6 ,
15, 7, 6, 20, 14, 8,10, 12, 8,21, 9.

Je (132,12) € Af, a 13212 (132 + 12) = 11.

I11.9.4 Cviéeni. Necht a,b € Z,r = nsd(a, b). Dokdzeme, ze nasledujici tii
podminky jsou ekvivalentni:

(1) a+b]|a®+ 0>

(2) a+0b|2r%

(3) a+0b| 2ab.

Jisté a+b | (a+b)(a—b) = a®>—b%. Plati-li (1), pak a+b | a®> —b*+a?+b* =
262 aa+b| —a®+ b+ a*+b? = 20%. Takze a + b | nsd(2a?, 2b%) = 2r2.
Vidime, ze (1) implikuje (2). Zajisté 2r? | 2ab a (2) implikuje (3). Nakonec,
a+0b|(a+0b)?=a*+ b+ 2ab, cili (3) implikuje (1).

Jsou-li navic ¢isla a, b nesoudélnd, pak podminky (1),(2),(3) jsou ekviva-
lentni tomu, Ze a + b = +1, £2. Jako dusledek dostaneme, ze a + 1| a® + 1
pouze pro a = —3,—2,0, 1. Podobné, a—1 | a*+1 pouze proa = —1,—0,2, 3.
Specialng, a®> — 1 | a*> + 1 pouze pro a = 0. Oproti tomu a® + 1 | a® — 1 prave
pro a = 0, 1.

I11.9.5 Cviceni. Necht a,b € Z jsou takova ¢isla, ze a + b | 2ab, a + b 1 ab.

(i) Z I11.9.2(i) plyne, ze a+b { r?, kde r = nsd(a, b). Pak ale r > 1. Podle
111.9.4 je 2r? = z(a + b), z liché. Cili a + b je sudé éislo a ¢isla a, b maji
stejnou paritu.

(i) Bud a = 2%e,b = 2'f, e, f lich4 ¢isla, k > 1 > 1. Mame 2'z(2F e +
f) = z(a+b) = 2r?, 2712(2 e + f) = r% Jelikoz conty(r?) = 21, tak
conty(2¥ e + f) = k+1 > 2. Pak je nutné k = [ a conty(e + f) = k + 1.
Odtud, a + b= 2%(e + f) a conty(a + b) = 2k + 1 > 2k = conty(r?).

Napiiklad, volme a = 20,0 = 12. Je ted r = 4,a +b = 32 = 2°,
ab =240 = 21.3.5, 324240, 32| 2240 = 25-3-5. Navic, 2ab | (a+b) = 15
aa®+b =544 =2°-17T=17(a+b) = (a — b+ 9)(a + b) = 68(a — b),
a’? —b* =256 =28 = (a+b)(a —b).

(iii) A nynf necht a,b jsou lichd éisla. Je a = 2¢+ 1,0 = 2d + 1, 2z(c +
d+1)=z2(a+b) =2r% z(c+d+1) =7 z7r jsou lichd ¢isla, c +d + 1 je
liché a cisla ¢, d maji stejnou paritu. Déle, r | a — b = 2(c —d), r | ¢ —d,
rla+b=2c+d+1),r|c+d+1l, c—d=ur,c+d+1 =
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(utv)r =2c+1=a, (v—u)r =2d+1 = b, nsd(u+v,v—u) = nsd(u,v) = 1.
Cisla u4v, v —u jsou lich4 a tak ¢éisla u, v maji riznou paritu. Je a+b = 2uvr,
a—b=2ur, 2or =a+b|2r% v|r vijeliché, u je sudé. Cili4|a—ba
4Ya+b. Jezor=z(c+d+1)=r* zv=r a+b=2vr = 220%

Napiiklad, volme a = 15,b = 3. Je ted a+b =18 = 2-3% ab = 45 = 32.5,
18 145, 2ab = 90 = 2- 3% - 5, 18 | 90. Navic, 2ab = 5(a + b) a a® + b* =
234 =2-32-13=13(a+b) = (a—b+1)(a+Db), a—b=121234 = a® + 1?,
a? —b* =216 = (a+b)(a —b).

I11.9.6 Cviceni. Necht a,b € Z, r = nsd(a, b). DokdZeme, Ze nésledujici tii
podminky jsou ekvivalentni:

(1) 2(a +b) | a® +b%

(2) Obe ¢islé a,b jsta sudiju a a + b | 2.

(3) Obe ¢isla a,b jsou sudéd a a + b | ab;

Vskutku, plati-li (1), pak ¢&islo a® + b? je sudé a ¢isla a, b maji stejnou
paritu. Jsou-li obé ¢isla lichd, pak a = 2¢ + 1,0 = 2d + 1, 2(a + b) =
4c+d+1), a*> + b = 2(2¢% + 2¢ + 2d* + 2d + 1), conty(2(a + b)) > 2,
conty(a? + b?) = 1, spor. Vidime, 7e ¢isla a, b jsou obé suda, a = 2e,b = 2f,
4le+ f)=2(a+b) | a*+b*=4(e*+ f?), cilie+ f | e + f2. Podle I11.9.2(i)
mame e + f | 2s®, s = nsd(e, f), r = 2s, a+b=2(e+ f) | 45> = r?. Tim
jsme dokazali (2). Ovsem, (2) implikuje (3) okamzité a (3) implikuje (1) neb
2(a+0b)| (a+0b)?=a*+b*+ 2ab.

Je 642 =840 = 6% + 22, piicemz 2(6 + 2) = 16 1 40.

IT1.9.7 Cviéeni. (i) Necht k,1 € N. Resme rovnice a +b = 2, a — b = 2.
Je to snadné, neb 2a =a+b+a—b=2F4+2' a=2F142-1 p=2F —q =
2k=1 _ 9l=1 Regeni je tedy a = 2F + 2!, b= 2k—1 — 2I-1,

(ii) Nechf k € N. Resme rovnice a +b = 2F, a — b = 1(= 2°). Je to
snadné, nebb=2" —q, 1=a—-b=a—2"+a=2a — 2%, 2a = 2" + 1, coz
nelze. Rovnice nemaji feseni.

(iii) Necht [ € N. Resme rovnice a +b =1, a — b = 2'. Je to snadné, neb
b=1-a,2'=a—b=a—1+a=2a+ 1, coz nelze. Rovnice nemaji feseni.

(iv) Resme rovnice a +b = 1, a — b = 1. Je to snadné, neb b = 1 — a,
l=a—-b=a—-—1+a=2a—-1,2=2a,a=1,0=0.

(v) Nechf k,I € Ny. Zjistili jsme, 7Ze rovnice a + b = 2%, a — b = 2! maji
aspon jedno teseni tehdy a jen tehdy, jestlize k +1 # k,l a nebo k =0 = [.
V obou pripadech méa rovnice jediné feseni.

I11.9.8 Cviéeni. Nechf ¢t € Ny. Resme rovnici a® — b*> = 2! a sice pro
nezdpornd a,b. Nenf to té7ké, neb (a + b)(a — b) = a®> — V* = 28 > 1,
a+b>0,takze a >b>0. Je-lit=0, pak a+b=1=a—b, z cehoz plyne
a=1,b=0. Jelit=1paka+b=2,a—b=1, z ¢ehoz plyne 2a = 3 a
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74dné feseni neexistuje. Bud ¢t > 2. Jea+b = 28 a—b=2" kde k>1>0,
k+1=t. Prok=0¢ [ =0 nedostavame zadné feSeni. Pro k > 1,1 > 1 je
fesenfm a = 2871 2171 p = 2F=1 2071 (T11.9.7). Pro kazdy rozklad t = k+1,
k> 1,1 > 1 dostavame pravé jedno teseni.

Naptiklad, prot =2jek=1=10,a=2,b=0. Prot=3jek=2,1=1,
a=3,b=1 Prot=4jek=3,l=1,a=5,b=3. Prot=4jek =2,1 =2,
a=4,b=0. Prot=5jek=4,l=1,a=9,b=7. Prot=5jek =3,l =2,
a=6,b=2.

I11.9.9 Cviéeni. Nech! ¢t € Ny. Resme rovnici a® + b = 2! a sice pro
nezapornd a,b. Neni to tézké. Je-lit =0, pak a> + 0> =1, ¢lia=1,b=0
neboa=0,b=1. Jelit=1paka?+0*=2¢lia=10=1.

Bud ¢t > 2. Je-li b =0, pak a® = 2, t je sudé, a = 22, Je-li a = 0, pak
b = 212, Piedpokladejme tedy, ze a > 1,b > 1. Mame a = 2%¢, b = 2¥d, kde
u>0,v>0,c>1,d>1,cdlichd éfsla. Nyni 2! = a? + b? = 22¢c? + 2202,
Je-li u > v, pak 2t = 2°(27)¢? + d@?), kde 2“7 ¢? + d? > 5 je liché éislo,
coz nenf mozné. Takze u = v a 28 = 2%(2 + d?), > +d* > 2, t > 2u.
Cisla ¢,d jsou lichd, c =2e +1,d =2f+1,e>0,f >0, 2% = 2 + 4% =
4e? +de +4f? +4f +2. Jelikoz 412, take=0=f,c=1=d,a=2" =1,
t=2u+1,tliché, u=(t—1)/2, a =202 =

Nalezli jsme, Ze nase rovnice ma feseni pouze pro t = 0 (pak (a,b) =
(1,0),(0,1)), ¢ pro t > 1 liché (pak (a,b) = (2(—1)/2 2(=1/2)),
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