
Kapitola I

Celá č́ısla a co s nimi

I.1 Celá č́ısla – sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

I.1.1 Nezabývejme se t́ım, kde se vzalo, ale máme tu celé množstv́ı (rozuměj:
množinu) Z celých č́ısel, Z = {. . . ,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, . . . }. Množina
Z se rozpadne na disjunktńı sjednoceńı tř́ı podmnožin, Z = N−∪{0}∪N+, kde
N+ = {1, 2, 3, 4, . . . } jsou č́ısla kladná (v daľśım budeme použ́ıvat jednodušš́ı
zápis N+ = N) a N− = {. . . ,−4,−3,−2,−1} jsou pak č́ısla záporná. Č́ısla
z N0 = N∪{0} se nazývaj́ı nezáporná a č́ısla z N−0 = N−∪{0} sluj́ı nekladná.

I.1.2 Sč́ıtáńı. Na množině Z máme definovanou operaci sč́ıtáńı (a, b) →
a+ b. Tato operace je komutativńı, t.j. a+ b = b+a. Je také asociativńı, t.j.
a+ (b+ c) = (a+ b) + c. Operace sč́ıtáńı má neutrálńı prvek (č́ıslo). Je j́ım
č́ıslo 0, neb a + 0 = a. Neńı zde ovšem absorbuj́ıćı prvek. Jinak řečeno, pro
každé a ∈ Z existuje aspoň jedno b ∈ Z tak, že a+ b 6= a. Pro a 6= 0 lze volit
b = a a pro a = 0 lze volit b = 1. Všimněme si, že č́ıslo 0 je jediný aditivně
idempotentńı prvek. Tedy 0+0 = 0, avšak a+a 6= a pro každé a ∈ Z, a 6= 0.

Množiny N,N0,N−,N−0 jsou uzavřeny na sč́ıtáńı. To jest, a + b ∈ N pro
všechna a, b ∈ N, atd.

Poč́ıtejme! Je 2457 = 169 + 170 + 171 + 172 + 173 + 174 + 175 + 176 +
177 + 178 + 179 + 180 + 181 + 182 (čtrnáct sč́ıtanc̊u) a také 2457 = 183 +
184+185+186+187+188+189+190+191+192+193+194+195 (třináct
sč́ıtanc̊u). Podobně je 400 + 401 + · · ·+ 420 = 8610 = 421 + 422 + · · ·+ 440
(dvacetjeden sč́ıtanec a dvacet sč́ıtanc̊u).

A ted’: 7941 = 7777 + 9 + 44 + 111, 7942 = 7777 + 99 + 44 + 22, 7946 =
7777+99+4+66, 7496 = 777+44+9+6666, 7679 = 7+6666+7+999, 7672 =
777+6666+7+222, 8486 = 888+44+888+6666, 8664 = 888+6666+666+444.
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I.1.3 Odč́ıtáńı. Na množině Z je také definována operace odč́ıtáńı (a, b)→
a − b. Je 0 − 1 = −1 6= 1 = 1 − 0, 3 − (2 − 1) = 3 − 1 = 2 6= 0 =
1− 1 = (3− 2)− 1. Operace odč́ıtáńı neńı ani komutativńı, ani asociativńı.
Nicméně plat́ı následuj́ıćı rovnosti: a − (b − c) = c − (b − a), (a − b) − c =
(a−c)−b, a−(a−b) = b, a−a = b−b(= 0), a−0 = a,−a = 0−a,−(−a) = a.
Č́ıslo 0 je pravý neutrálńı prvek pro odč́ıtáńı, nikoli však levý neutrálńı prvek.

Žádná z množin N,N0,N−,N−0 neńı uzavřená na operaci odč́ıtáńı. Re-
strikce (čili zúžeńı) odč́ıtáńı na tyto množiny poskytuje pouze operace částečné
(neboli parciálńı).

I.1.4 Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı dohromady. Operace sč́ıtáńı a odč́ıtáńı spolu
souviśı rovnost́ı a+ (b− a) = b. Také máme a− b = a+ (−b) = a+ (0− b),
a+ b = a− (−b) = a− (0− b).

Množina Z je komutativńı (neboli Abelova) grupa v̊uči operaci sč́ıtáńı.
Množiny N,N0,N− a N−0 jsou komutativńı pologrupy v̊uči sč́ıtáńı.

Pro a, b ∈ Z je a + b = a − b právě když b = 0. Je a − b = b − a právě
když a = b. Je a− (b− c) = (a− b)− c právě když c = 0.

I.1.5 Malá Sč́ıtalka a Odč́ıtalka.
Nejdř́ıve Malá Sč́ıtalka:

n + m

+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Všimněme si hlavńı a vedleǰśı diagonály!
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A nyńı Malá Odč́ıtalka:

n−m

− 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0 −1 −2 −3 −4 −5 −6 −7 −8
2 1 0 −1 −2 −3 −4 −5 −6 −7
3 2 1 0 −1 −2 −3 −4 −5 −6
4 3 2 1 0 −1 −2 −3 −4 −5
5 4 3 2 1 0 −1 −2 −3 −4
6 5 4 3 2 1 0 −1 −2 −3
7 6 5 4 3 2 1 0 −1 −2
8 7 6 5 4 3 2 1 0 −1
9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Opět si všimněme obou diagonál.
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I.2 Celá č́ısla – násobeńı a děleńı

I.2.1 Násobeńı. Na množině Z celých č́ısel máme též definovánu operaci
násobeńı (a, b) → a · b (= ab = a × b). Opět jde o operaci komutativńı a
asociativńı (ab = ba, a(bc) = (ab)c). Tato operace má neutrálńı prvek, a
sice č́ıslo 1. Je a · 1 = a. Násobeńı má také absorbuj́ıćı prvek, a sice č́ıslo
0. Je a · 0 = 0. Všimněme si, že č́ıslo 1 a č́ıslo 0 jsou jediné multiplikativně
idempotentńı prvky.

Množiny N a N0 jsou uzavřeny na násobeńı a množiny N−,N−0 nikoliv.
Nicméně množina Z \ {0} = N ∪ N− je též uzavřena na násobeńı. Množiny
Z,N,N0 a N ∪ N− tvoř́ı komutativńı pologrupy vzhledem k násobeńı.

Bud’tež a, b ∈ Z taková č́ısla, že ab = 1. Pak bud’to a = 1 = b, nebo
a = −1 = b. Č́ısla 1,−1 jsou jediná taková, která maj́ı inversńı (opačný)
prvek vzhledem k násobeńı. Množina {1,−1} je tedy (dvouprvková) grupa
vzhledem k násobeńı.

Necht’ a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, že a + b = ab. Pak a(b − 1) = b,
b(a − 1) = a, z čehož snadno plyne, že ab = ab(a − 1)(b − 1). Je-li a = 0
popř. b = 0, pak a = 0 = b. Je-li však a 6= 0 6= b, pak (a− 1)(b− 1) = 1, čili
a− 1, b− 1 ∈ {1,−1} a a = 2 = b.

Nalezli jsme, že a+ b = ab pouze pro (a, b) = (0, 0), (2, 2).
Obdobně nalezneme, že a− b = ab pouze pro (a, b) = (0, 0), (−2, 2).
Poč́ıtejme! Je 3578·28 = 100100 a 3581·31 = 111011. Je 2·6819 = 13638,

2·6918 = 13836. Je 3·6819 = 20457 a 3·6918 = 20754 (zde nav́ıc levé a pravé
strany rovnosti nemaj́ı společnou č́ıslici). Je 9 ·1089 = 9801 a 9 ·1090 = 9810.
Je 2 · 6891 = 13782, 2 · 6981 = 13962, 96 − 78 = 18, 2 · 1896 = 3792,
2 · 1986 = 3972, 97− 79 = 18. Je 1679 = 23 · 73, kde 23 = 1 + 6 + 7 + 9. Je
21 · 6 = 126 a 41 · 35 = 1435. Je 742 = 3 · 247 + 1 a 793 = 2 · 397− 1.

Č́ıslo 2114 je zaj́ımavé t́ım, že 2 · 1 · 1 · 4 = 8 = 2 + 1 + 1 + 4. Je
142857 · 1 = 142857, 142857 · 2 = 285714, 142857 · 3 = 428571, 142857 · 4 =
571428, 142857 · 5 = 714285, 142857 · 6 = 857142, 142857 · 7 = 999999,
142857 · 8 = 1142856, 142857 · 9 = 1285713, 142857 · 10 = 1428570, 142857 ·
11 = 1571427. Jaké poučeńı z toho plyne? Je určitě dobře si povšimnout, že
1000000 = 142857 · 7 + 1.

I.2.2 Děleńı. Děleńı celých č́ısel je v oboru celých č́ısel pouze operace
částečná. Je c = a/b (= a

b
= a : b), jestliže b 6= 0 a a = cb. Např.

−2/2 = −1, 6/ − 3 = −2, 12/3 = 4, atd. Oproti tomu 1/2 neńı definováno
v celých č́ıslech, nebot’ 2a 6= 1 pro každé celé č́ıslo a. Otázkám dělitelnosti se
budeme věnovat velmi velice.

Necht’ a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, že a/b = ab. Pak ab2 = a a snadno
vid́ıme, že bud’to a = 0 a nebo b = ±1.
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Poč́ıtejme! Všechna celá č́ısla, co děĺı č́ıslo 125(= 53) jsou±1,±5,±25,±125.
Je 125/± 1 = ±125, 125/± 5 = ±25, 125/± 25 = ±5 a 125/± 125 = ±1. Je
4988/29 = 172, kde 29 = 4 + 9 + 8 + 8. Je 5700/75 = 1140/15 = 228/3 = 76.
Je 6171/17 = 363, 363/3 = 121, 121/11 = 11. Je 5940/495 = 12. Je
27 · 32 · 7 = 8064 = (1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9)/(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9).
Je 8959/31 = 289, 31 = 8 + 9 + 5 + 9. Je 1088/17 = 64, 17 = 1 + 0 + 8 + 8.
Je 510/15 = 34, 1 + 5 = 6, 3 + 4 = 7, 4 = 5 − 1. Je 10000000001/8779 =
11390819, 8+7+7+9 = 31, 1+1+3+9+0+8+1+9 = 32. Je 2100/12 = 175.

I.2.3 Sč́ıtáńı a násobeńı dohromady. Máme a(b + c) = ab + ac pro
všechna celá č́ısla a, b, c. Násobeńı je tedy distributivńı (neboli rozdělovaćı)
v̊uči sč́ıtáńı. Je však také a(b−c) = ab−ac, a(−b) = (−a)b = −ab, (−a)(−b) =
ab, a2 = (−a)2. Dále, (a + b)/c = a/c + b/c za předpokladu, že oba pod́ıly
a/c, b/c jsou definovány.

Poč́ıtejme! Je 2926 = 19 ·154 = (2 + 9 + 2 + 6) ·2 ·7 ·11, 2919 = 21 ·139 =
(2 + 9 + 1 + 9)(29 + 91 + 19). Je 3 · 9 + 1 = 28, 28/2 = 14, 14/2 = 7, 3 · 7 + 1 =
22, 22/2 = 11, 3 · 11 + 1 = 34, 34/2 = 17, 3 · 17 + 1 = 52, 52/2 = 26, 26/2 =
13, 3 · 13 + 1 = 40, 40/2 = 2, 20/2 = 10, 10/2 = 5, 3 · 5 + 1 = 16, 16/2 =
8, 8/2 = 4, 4/2 = 2 a konečně 2/2 = 1 (3 · 1 + 1 = 4, 4/2 = 2, 2/2 = 1). Je
3 · 15 + 1 = 46, 46/2 = 23, 3 · 23 + 1 = 70, 70/2 = 35, 3 · 35 + 1 = 106, 106/2 =
53, 3 · 53 + 1 = 160, 160/32 = 5, 3 · 19 + 1 = 58, 58/2 = 29, 3 · 29 + 1 =
88, 88/8 = 11. Je 18 = 2 · 9 = 2(1 + 8), 81 = 9 · 9 = (8 + 1)(8 + 1).

Je 10·11·12·13·14 = 16·3·5·7·11·13, 10+11+12+13+14 = 60 = 4·3·5.
10·1·12·13·14/(10+11+12+13+14) = 4·7·11·13 = 4004. Je 1·2·3·4·5 = 120,
1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15, 120/15 = 8. Je 1 · 2 · 3 = 6 = 1 + 2 + 3. Je
2100/12 = 175 = 7 · 25 = 5 · 35, 1 + 7 + 5 = 13 = 5 + 3 + 5, 7 + 2 + 5 = 14,
1 + 4 = 5.

I.2.4 Malá Násobilka (čili Množilka aneb Stoleček Pythagor̊uv).

n ·m
· 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27
4 4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81
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Všimněme si obou diagonál.

I.2.5 Faktoriál. Faktoriál n! nezáporného č́ısla n definujeme takto:
0! = 1 = 1! a n! = 1 · 2 · · ·n pro n ≥ 2. Je tedy (n+ 1)! = n! · (n+ 1) pro

každé n ≥ 0. Máme 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! =
40320, 9! = 362880 a 10! = 3628800. O faktoriálech si toho budeme hodně
pov́ıdat později.

Je 2204 = 4 · 19 · 29, kde 4 = 22 a 19, 29 jsou prvoč́ısla. A ted’ 2! + 2! +
0! + 4! = 2 + 2 + 1 + 24 = 29, přičemž 29 je největš́ı prvoč́ıslo, co děĺı 2204.
Nav́ıc, 22 + 22 + 02 + 42 = 4 + 4 + 0 + 16 = 24 = 4!, 23 + 23 + 03 + 43 =
8 + 8 + 0 + 64 = 80 = 10(2 + 2 + 0 + 4).

Je zábavné, že (6!−6)+(5!−5)+(7!−7)+(6!−6) = 714+115+5033+714 =
6576.

I.2.6 Poznámka. Je 1 + 2 + · · ·+n = n(n+ 1)/2 = (n+ 1)!/(n− 1)! · 2 pro
všechna n ≥ 1.

I.2.7 Př́ıklad. Je (1−1)!+1 = 2, (2−1)!+1 = 2, (3−1)!+1 = 3, (4−1)!+1 =
7, (5− 1)! + 1 = 25 = 52, (6− 1)! + 1 = 126 = 2 · 9 · 7.

Je-li n ≥ 6, pak n2 − 6n = n(n− 6) ≥ 0, n2 − 6n + 4 ≥ 4, (n− 1)! + 1 >
(n−1)! > 2(n−1)(n−2) = 2(n2−3n+2) = 2n2−6n+4 ≥ n2+4. Skutečně,
(n− 1)! + 1 6= n2.

Zjistili jsme, že n = 5 je jediné kladné č́ıslo n takové, že (n−1)!+1 = n2.
Je známo, že 132 děĺı č́ıslo (13 − 1)! + 1 a 5632 děĺı č́ıslo (563 − 1)! + 1.

S malými obt́ıžemi spočteme (13 − 1)! + 1 = 12! + 1 = 479001600 + 1 =
479001601, 132 = 169 a 479001601/169 = 36846277/13 = 2834329 (což už je
prvoč́ıslo). Tedy (13− 1)! + 1 = 132 · 2834329 (prvoč́ıselný rozklad).

I.2.8 Poč́ıtáńı. Necht’ m ≥ 2 a a1, . . . , am jsou po dvou r̊uzná kladná celá
č́ısla. Můžeme je seřadit podle velikosti, a tak existuje permutace σ intervalu
{1, . . . ,m} taková, že 1 ≤ aσ(1) ≤ · · · ≤ aσ(m). Snadnou indukćı nalezneme
aσ(i) ≥ i + 1 pro každé i = 1, . . . ,m. Tedy a = a1 · · · am ≥ m!. Je a = m!
právě když {a1, . . . , am} = {1, . . . ,m}.

I.2.9 Kráceńı. Součin nenulových celých č́ısel je opět nenulové celé č́ıslo.
Jinak řečeno, je-li ab = 0 pro a, b ∈ Z, pak 0 ∈ {a, b}. Jsou-li nyńı a, b, c ∈ Z
taková č́ısla, že ab = ac, pak a(b − c) = ab − ac = 0. Tedy bud’to a = 0 a
nebo b = c. To je vlastnost kráceńı nenulovým č́ıslem.

Množina Z tvoř́ı okruh vzhledem k operaćım sč́ıtáńı a násobeńı. Je to
komutativńı okruh s jednotkovým prvkem. Vzhledem ke kráceńı jde o obor
integrity (kratčeji obor). Množiny N a N0 jsou polookruhy (poloobory).

6



I.3 Uspořádáńı celých č́ısel

I.3.1 Na množině Z máme definováno uspořádáńı ≤ dané předpisem a ≤ b
právě když b−a ∈ N0 (nebo a−b ∈ N−0 ). To jest, b = a+c pro nějaké c ∈ N0.
Je to relace reflexivńı, tranzitivńı a antisymetrická. Nav́ıc plat́ı následuj́ıćı
implikace a ekvivalence:

(1) a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c;
(2) a ≤ 0⇔ a ∈ N−0 ;
(3) 0 ≤ a⇔ a ∈ N0;
(4) a ≤ b⇔ −b ≤ −a;
(5) a ≤ b, 0 ≤ c⇒ ac ≤ bc;
(6) a ≤ b, c ≤ 0⇒ bc ≤ ac;
(7) ac ≤ bc, 0 ≤ c⇒ a ≤ b.

Uspořádaná množina (Z,≤) nemá ani největš́ı ani nejmenš́ı prvek (č́ıslo).
Nicméně plat́ı následuj́ıćı velmi d̊uležitá vlastnost: Každá zdola (popř., shora)
omezená neprázdná množina celých č́ısel má nejmenš́ı (popř. největš́ı) prvek.
Tedy, je-li Z ⊆ Z, Z 6= ∅ a existuje-li a ∈ Z takové č́ıslo, že a ≤ b (popř.,
b ≤ a) pro všechna b ∈ Z, pak existuje a0 ∈ Z takové č́ıslo, že a0 ≤ b
(b ≤ a0).

Ostré uspořádáńı př́ıslušné k uspořádáńı ≤ označ́ıme symbolem <. Tedy
a < b právě když a ≤ b a a 6= b (neboli b−a ∈ N). Relace < je antireflexivńı,
antisymetrická a tranzitivńı.

Uspořádáńı ≤ je úplné (či lineárńı). To jest, pro všechna a, b ∈ Z plat́ı
právě jedna z následuj́ıćıch tř́ı možnost́ı: a < b, a = b, b < a.

Je-li a ∈ Z, pak a < a + 1 a pro všechna b ∈ Z, b 6= a, a + 1, je bud’to
b < a či a + 1 < b. Č́ıslo a + 1 je bezprostředńı následńık č́ısla a. Podobně,
č́ıslo a− 1 je bezprostředńı předch̊udce č́ısla a.

Č́ısla z N se nazývaj́ı kladná. Nejmenš́ı kladné č́ıslo je 1. Č́ısla z N0 jsou
nezáporná a nejmenš́ı takové č́ıslo je 0. Č́ısla z N− jsou záporná a největš́ı
z nich je −1. Č́ısla z N−0 jsou nekladná a největš́ı z nich je opět č́ıslo 0.

Necht’ a ≥ 3, b ≥ 2, a ≥ b. Je-li b = 2, pak ab = 2a > a + 2 = a + b.
Je-li b ≥ 3, pak ab = 2a + (b − 2)a ≥ 2a + a = 3a > a + a ≥ a + b. Takže
ab > a + b. Z učiněné úvahy plyne, že ab > a + b, kdykoliv a, b ∈ N, a ≥ 2,
b ≥ 2, a+ b ≥ 5. Samozřejmě, 2 · 2 = 4 = 2 + 2 a a · 1 = a < a+ 1.
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Plat́ı implikace:
(8) a < b⇒ a+ c < b+ c;
(9) a < b, 0 < c⇒ ac < bc;

(10) a < b, c < 0⇒ bc < ac;
(11) a 6= 0⇒ 0 < a2;
(12) 1 < a⇒ a < a2.
(13) a 6= 0, ±1⇒ a < a2.

I.3.2 Př́ıklad. (i) Je n + 1 < 2(n + 1) pro každé n ≥ 0. Pro n = −1 je
n+ 1 = 0 = 2 · 0 = 2(n+ 1). Pro n ≤ −2 je 2(n+ 1) < n+ 1.

(ii) Je 2n+ 1 < 2(n+ 1) pro každé n ∈ Z.
(iii) Je 2(n + 3) < 3n + 1 pro všechna n ≥ 6. Pro n = 5 je 2(n + 3) =

16 = 3n+ 1. Pro n ≤ 4 je 3n+ 1 < 2(n+ 3).
(iv) Je 2 · 1052 = 2104 < 2105.

I.3.3 Př́ıklad. Je 2(n+m) < nm+ 1 pro všechna n ≥ 4, m ≥ 4.
Vskutku. Předpokládejme m ≤ n a postupujme indukćı podle m. Je-li

m = 4, pak 2(n+m) = 2n+ 8 < 2n+ 9 ≤ 2n+ 2n+ 1 = 4n+ 1 = nm+ 1.
Je-li m ≥ 4, pak 2(n+m+ 1) = 2(n+m) +2 < 2(n+m) +4 < nm+ 1+n =
n(m+ 1) + 1 (využit indukčńı předpoklad).

Je 2(n + 3) < 3n + 1 právě když n ≥ 6. Je 2(n + 2) > 2n + 1 pro každé
n ∈ Z. Je 2(n+ 1) < n+ 1 právě když n ≤ −2. Je 2n < 1 právě když n ≤ 0.

I.3.4 Př́ıklad. (i) Necht’ 0 ≤ m ≤ n. Potom 2(n + m) < nm právě když
bud’to 3 ≤ m, 7 ≤ n anebo 4 ≤ m, 5 ≤ n.

Vskutku. Je-li 5 ≤ m, pak 2(n+m) = 2(n+(m−1))+2 < n(m−1)+3 =
nm+3−n ≤ nm−2 < nm dle I.3.3. Je-li m = 4, pak 2(n+m) = 2n+8 < 4n
právě když 5 ≤ n. Je-li m = 3, pak 2(n + m) = 2n + 6 < 3n právě když
7 ≤ n. Je-li m = 2, pak 2(n + m) = 2n + 4 > 2n. Je-li m = 1, pak
2(n + m) = 2n + 2 ≥ n. Je-li m = 0, pak 2(n + m) = 2n ≥ n (> n pro
n ≥ 1).

(ii) Necht’ 0 ≤ m ≤ n. Potom 2(n+m) = nm právě když bud’to n = 0 =
m nebo n = 4 = m anebo n = 6, m = 3.

Vskutku. Je-li n = m, pak 2(n+m) = 4n, nm = n2 a 4n = n2 právě pro
n = 0, 4. Necht’ tedy n > m a 2(n + m) = nm. Z (i) plyne, že m ≤ 3. Je-li
m = 3, pak 2(n + m) = 2n + 6, nm = 3n, a tak n = 6. Je-li m = 2, pak
2(n+m) = 2n+4, nm = 2n a to nejde. Je-li m = 1, pak 2(n+m) = 2m+2,
nm = n, nelze. Nakonec, je-li m = 0, pak 2(n + m) = 2n, nm = 0, opět
nelze.

(iii) Necht’ 0 ≤ m ≤ n. Potom 2(n + m) ≤ nm právě když bud’to
n = 0 = m nebo m ≥ 4 anebo n ≥ 6, m ≥ 3.

Toto tvrzeńı plyne snadnou kombinaćı (i) a (ii).
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(iv) Je 2(n + 3) > 3n pro n ≤ 5. Je 2(n + 2) > 2n pro všechna n. Je
2(n+ 1) > 2n pro všechna n. Je 2(n+ 0) > 0(= 0 · n) pro všechna n ≥ 1.

I.3.5 Absolutńı hodnota. Pro a ∈ N0 bud’ |a| = a. Pro a ∈ N− bud’

|a| = −a. Tedy |a| ∈ N0 a toto č́ıslo se nazývá absolutńı hodnota č́ısla a.
Plat́ı rovnost |ab| = |a| · |b| pro všechna a, b ∈ Z. Dále, |a| = | − a|.

I.3.6 Věta. (Trojúhelńıková nerovnost) Je |a+b| ≤ |a|+ |b| pro všechna
a, b ∈ Z.

Důkaz. Předpokládejme, že a ≤ b. Je-li 0 ≤ a, pak 0 ≤ b, 0 ≤ a + b,
|a + b| = a + b = |a| + |b|. Je-li b ≤ 0, pak a ≤ 0, a + b ≤ 0, |a + b| =
−(a+b) = (−a)+(−b) = |a|+ |b|. Bud’ tedy a < 0 < b. Pak |a|+ |b| = b−a.
Dále, a < −a, b + a < b − a. Je-li tedy a + b ≥ 0, pak |a + b| = a + b <
−a + b = |a| + |b|. Je-li však a + b < 0, pak |a + b| = −(a + b) = −a − b.
Ovšem, −b < b,−a− b < −a+ b. Tud́ıž |a+ b| = −a− b < −a+ b = |a|+ |b|
i v tomto př́ıpadě.

I.3.7 Poznámka. V d̊ukazu předchoźı věty jsme zjistili, že |a+ b| = |a|+ |b|
právě když obě č́ısla a, b jsou bud’to současně nezáporná anebo současně
nekladná. Tedy pro a < 0 < b je |a+ b| < |a|+ |b|.

I.3.8 Př́ıklad. Necht’ a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, že a/b = a + b (I.2.2). Je
tedy a = cb, b 6= 0, c = a/b = a + b = cb + b = b(c + 1). Rozebereme si
následuj́ıćı př́ıpady:

(a) Je-li a = 0, pak 0 = c = a+ b = b, spor.
(b) Je-li b = 1, pak a = c = a+ b = a+ 1, 0 = 1, opět spor.
(c) Je-li c = −1, pak −1 = c = b(c+ 1) = 0, spor.
(d) Z (a), (b) a (c) plyne a 6= 0, b 6= 1, c 6= −1.
(e) Necht’ a > 0, b > 0. Pak je 0 < c < c+ 1 ≤ b(c+ 1), spor.
(f) Necht’ a < 0, b < 0. Pak je b(c+ 1) < 0 < c < c+ 1, spor.
(g) Necht’ a < 0 < b. Je 2 < b, c < 0, c = b(c + 1) ≤ 2(c + 1) = 2c + 2,

0 < −c ≤ 2, c = −1,−2. Je-li c = −1, pak −1 = b ·0 = 0, spor. Je-li c = −2,
pak −2 = c = b(c+ 1) = −b, b = 2, a = −4.

(h) Necht’ b < 0 < a. Je 0 < c < c+1 < 0 (neb c ≤ −2), 0 < b(c+1) = c,
spor.

Zjistili jsme, že rovnosti a/b = a+ b vyhovuj́ı pouze č́ısla a = −4, b = 2.
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I.4 Mocniny celých č́ısel

I.4.1 Definice. Nezáporné mocniny celých č́ısel definujeme takto: n0 = 1 a
nk+1 = nk · n pro všechna n ∈ Z a k ≥ 0. Je tedy n1 = n, n2 = n · n, n3 =
n · n · n, . . . .

I.4.2 Lemma. Lemma nk · nl = nk+l pro všechna n ∈ Z a k, l ∈ N0.

Důkaz. Postupuje se indukćı podle k. Je-li k = 0, tak nk · nl = 1 · nl =
n0+l = nk+l. Je-li k ≥ 1, tak nk · nl = n · nk−1 · nl = n · nk+l−1 = nk+l podle
indukčńıho předpokladu a definice mocniny.

I.4.3 Lemma. nk ·mk = (nm)k pro všechna n,m ∈ Z a k ∈ N0.

Důkaz. Opět postupujeme indukćı podle k. Tvrzeńı je zřejmé pro k = 0.
Je-li k ≥ 1, tak nk ·mk = nk−1mk−1 · nm = (nm)k−1 · nm = (nm)k.

I.4.4 Lemma. (nk)l = nkl pro všechna n ∈ Z a k, l ∈ N0.

Důkaz. Indukćı podle l. Zřejmé pro l = 0. Je-li l ≥ 1, tak (nk)l = (nk)l−1 ·
nk = nk(l−1) · nk = nk(l−1)+k = nkl (použije se I.4.2).

I.4.5 Lemma. Necht’ n ≥ 2, pak n0(= 1) < n1(= n) < n2 < n3 < n4 < . . .
.

Důkaz. Plyne snadno z I.3.1(9).

I.4.6 Lemma. Necht’ n ≤ −2, pak · · · < n5 < n3 < n1(= n) < n0(= 1) <
n2 < n4 < n6 < . . . .

Důkaz. Plyne snadno z I.3.1(9) a (10).

I.4.7 Poznámka. Je 00 = 1, 0k = 0 pro všechna k ≥ 1. Je 1l = 1 pro
všechna l ≥ 0. Je (−1)u = 1 a (−1)v = −1 pro každé sudé u ≥ 0 a každé
liché v ≥ 1.

I.4.8 Lemma. Necht’ 0 ≤ n < m. Potom nk < mk pro všechna k ≥ 1.

Důkaz. Indukćı podle k. Je-li k = 1, pak nk < mk triviálně. Je-li k ≥ 2, tak
nk−1 < mk−1 podle indukčńıho předpokladu. Tedy nk = n ·nk−1 < n ·mk−1 <
m ·mk−1 = mk podle I.3.1(9).
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I.4.9 Poznámka. Je (nk)l = (nl)k pro všechna n ∈ Z a k, l ∈ N0. Podobně
(nk)l = (−nl)k, jestliže alespoň jedno z č́ısel k, l je sudé. Obecně, jsou-li
k, l, b, c ∈ N0 taková č́ısla, že kl = bc, pak (nk)l = (nb)c. Nav́ıc, je-li alespoň
jedno z č́ısel k, l, b, c sudé, pak (nk)l = (−nb)c.

Samozřejmě 0k = 0l pro všechna k, l ∈ N. Dále, n0 = 1k = (−1)l pro
všechna n ∈ Z, k, l ∈ N0, l sudé. Podobně (−1)l = (−1)k pro všechna lichá
k, l ∈ N.

Rovnost nk = ml si podrobně rozebereme později.

I.4.10 Na množině (polookruhu) N můžeme definovat binárńı operaci ∗
předpisem a∗ b = ab (označeńı ∗ se zavád́ı z technických d̊uvod̊u a pouze pro
účely tohoto odstavce). Všimněme si následuj́ıćıch rovnost́ı:

a ∗ 0 = 1, a ∗ 1 = a, 1 ∗ b = 1, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (bc) = (a ∗ c) ∗ b
(tato rovnost ř́ıká, že ∗ je zprava permutabilńı), (a ∗ b)(a ∗ c) = a ∗ (b + c),
(a ∗ c)(b ∗ c) = (ab) ∗ c. Nav́ıc 0 ∗ b = 0 pro b ≥ 1.

Je 2 ∗ (1 ∗ 2) = 2 < 4 = (2 ∗ 1) ∗ 2 a 2 ∗ 1 = 2 > 1 = 1 ∗ 2. Operace ∗ neńı
ani asociativńı, ani komutativńı.

Př́ıpadné inversńı operace k operaci ∗ budou jen částečné a zde se jimi
nebudeme zabývat (jde o odmocniny).

Na celé množině (okruhu) Z je už operace ∗ částečná a inversńı operace
jsou částečné a někdy i dvojznačné. Opět se touto problematikou nebudeme
zabývat.

Pro a, b ∈ N0 je a ∗ b = b ∗ a právě když bud’to a = b nebo (a, b) =
(2, 4), (4, 2).

I.4.11 Pozorováńı. Necht’ a ≥ 2, b ≥ 2, a+b ≥ 5. Indukćı podle b zjist́ıme,
že ab > ab.

Vskutku. Je-li b = 2, pak a ≥ 3, ab = a2 ≥ 3a > 2a = ab. Dále pro
a ≥ 2, b ≥ 2 máme ab ≥ 2b > b + 1, a2b > a(b + 1). Je-li nyńı ab > ab, pak
ab+1 > a2b > a(b+ 1), č́ımž je dokončen indukčńı krok.

Samozřejmě 22 = 4 = 2·2, a1 = a = a·1, a0 = 1 > 0 = a·0. Takže ab ≥ ab
pro všechna a ≥ 2, b ≥ 0, přičemž rovnost nastává pouze pro a = 2 = b a
nebo a ≥ 2, b = 1.

Je-li a = 1, b ≥ 2, pak ab = 1b = 1, ab = 1 · b = b. Tedy v tomto př́ıpadě
je ab > ab pro b = 0 a ab ≥ ab pouze pro b = 0, 1.

Je-li a = 0, pak ab = 0 = ab pro b ≥ 1. Nakonec, 00 = 1 ≥ 0 · 0.
Zjistili jsme, že ab > ab (popř́ıpadě ab ≥ ab) pro všechna a, b ∈ N0

s výjimkou dvojic (2, 2), (a, 1), a ≥ 2, (1, b), b ≥ 1 (popř., (1, b), b ≥ 2).
Speciálně, ab = ab pro a, b ∈ N0 právě když a = 2 = b nebo b = 1 a nebo
a = 0, b ≥ 1.

11



I.4.12 Pozorováńı. Předchoźı pozorováńı a I.3.1 nás poučuj́ı o tom, že
ab > a+ b pro všechna a ≥ 2, b ≥ 2, a+ b ≥ 5. Samozřejmě, 22 = 4 = 2 + 2
(= 2 · 2), 10 = 1 = 1 + 0 a 1b = 1 < 1 + b pro b ≥ 1. Dále, a1 = a < a+ 1 pro
a ≥ 0, 00 = 1 > 0 + 0, 10 = 1 = 1 + 0, a0 = 1 < a+ 0 pro a ≥ 2.

Zjistili jsme, že ab > a + b (popř., ab ≥ a + b) pro všechna a, b ∈ N0

s výjimkou dvojic (a, b) = (2, 2), (2, 1), (2, 0), (1, 0), (1, b), (0, b), b ≥ 1 (popř.,
(a, b) = (2, 1), (2, 0), (1, b), (0, b), b ≥ 1). Specielně, ab = a + b pro a, b ∈ N0

právě tehdy když bud’to a = 2 = b a nebo a = 1, b = 0.
Celkově, ab = ab = a+ b pouze pro a = 2 = b.

I.4.13 Malá Mocnilka.
nm

HH
HHHn

m
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
3 1 3 9 27 81 243 729 2187 6561 19683
4 1 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536 262144
5 1 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625 1953125
6 1 6 36 216 1296 7776 46656 279936 1679616 10077696

7 1 7 49 343 2401 16807 117649 823543 5764801 40353607

8 1 8 64 512 4096 32768 262144 2097152 16777216 134217728

9 1 9 81 729 6561 59049 531441 4782969 43046721 387420489

Malá Mocnilka nemá žádný d̊uležitý význam a neńı nezbytné ji umět naz-
pamět’. Nicméně si všimněme, že 9 = 4 · 2 + 1 a 99 = 4 · 96854947 + 1 =
49 · 1478 + 60957 = 49 · 1478 + 9 · 6773 = 49 · 2 · 739 + 9 · 13 · 521.

Malou Odmocnilku sestavovat nebudeme.

I.4.14 Cvičeńı. (i) Necht’ n,m ∈ Z, k, l ∈ N, n děĺı m a k děĺı l. Ověř́ıme,
že nk děĺı ml.

Vskutku. Je m = na, l = kb, a ∈ Z, b ∈ N. Nyńı, ml = (na)l = nl · al =
nkb · al = nk · (nk(b−1)al.

(ii) Je 1010 = 210 · 510 a 44 = 28. Takže 44 děĺı 1010, přičemž 4 neděĺı 10.
Dále, 44 děĺı 108, 4 děĺı 8, 22 děĺı 43, 2 neděĺı 3. Je 2121 = 321 · 721, 99 = 318,
99 děĺı 2121, 9 neděĺı 21.

I.4.15 Př́ıklad. (i) Je 169 = 132, 961 = 312, 169 · 961 = 4032 = 162409.
(ii) Je 1089 = 332, 9801 = 992, 9081 = 9 · 1089, 1089 · 9801 = 32672 =

10673289.
(iii) Je 25 · 92 = 2592 = 502 + 102 − 23 = 512 − 32.
(iv) Je 73 − 63 − 53 = 343− 216− 125 = 343− 341 = 2.
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(v) Je 63 − 53 − 43 = 27 = 33, 53 − 43 − 33 = 34, 43 − 33 − 23 = 29,
33− 23− 13 = 18, 23− 13− 03 = 7, 13− 03− (−1)3 = 2, 03− (−1)3− (−2)3 =
9 = 32, (−1)3 − (−2)3 − (−3)3 = 34.

(vi) Je 3 · 5 + 1 = 24, 1 · 5 + 3 = 23 = 1 · 3 + 5, 2 · 4 + 1 = 32.
(vii) Je 1n + 23 = 32 pro každé n ≥ 0. Je 25 + 72 = 34. Je 22 + 112 = 53.

Je 2 · 112 + 1 = 35.

I.4.16 Co se týká záporných mocnin, pak v oboru celých č́ısel si můžeme
dopřát pouze následuj́ıćı: Pro každé n ≥ 1 je 1−n = 1, dále (−1)−n = 1 pro
n sudé a (−1)−n = −1 pro n liché. To je vše.

I.4.17 Cvičeńı. Pro účely tohoto cvičeńı položme t(a, b) = 2a+ (a+ b)(a+
b+ 1) pro všechna a, b ∈ Z.

(i) Je t(a, b) = a2 + b2 + 2ab+ 3a+ b = (a+ b)2 + 3a+ b ≥ 3a+ b, přičemž
č́ıslo t(a, b) je vždy sudé.

(ii) Je t(a, 0) = a2 + 3a, t(0, b) = b2 + b.
(iii) Předpokládejme, že t(a, b) = t(c, d), přičemž c + d ≥ a + b. Je

také l = (c + d) − (a + b) ≥ 0. Dále, (a + b)2 + 3a + b = t(a, b) = t(c, d) =
(c+d)2+3c+d = (a+b)2+2(a+b)l+l2+3c+d, čili 3a+b = 2(a+b)l+l2+3c+d.
Odtud (2l − 3)a+ (2l − 1)b+ l2 + 3c+ d = 0. Jelikož c+ d = l + a+ b, tak
2(l − 1)a+ 2lb+ 2c+ l2 + l = 0.

Je l ≥ 0 a my tak dostáváme nerovnost 0 ≥ (l − 1)a + lb + c, přičemž
rovnost plat́ı pouze pro l = 0.

Je-li l = 0, pak a = c, b = d.
Je-li l = 1, pak 0 > b+ c a aspoň jedno z č́ısel b, c je záporné.
Je-li l ≥ 2, pak aspoň jedno z č́ısel a, b, c je záporné.
(iv) Necht’ t(a, b) = t(c, d). Pak bud’to a = c, b = d anebo aspoň jedno z

č́ısel a, b, c, d je záporné. Toto plyne z (iii) a symetrického př́ıpadu a + b ≥
c+ d.

(v) Je t(1, 1) = 8 = t(1,−4). Je t(1, 1) = 8 = t(−6, 1). Je t(−3, 0) = 0 =
t(0, 0) = t(0,−1).

I.4.18 Poučeńı. V předchoźım cvičeńı jsme zjistili, že zobrazeńı t : N0 ×
N0 → N0 definované předpisem t(a, b) = 2a+ (a+ b)(a+ b+ 1) je prosté (čili
injektivńı). Stejnou vlastnost má i zobrazeńı s, kde s(a, b) = t(a, b)/2.

(i)Je s(0, 0) = 0, s(0, 1) = 1, s(0, 2) = 3, s(0, 3) = 6, s(0, 4) = 10, s(0, 5) =
15, s(0, 6) = 21, s(0, 7) = 28, s(0, 8) = 36, s(0, 9) = 45, s(0, 10) = 55.

Je s(1, 0) = 2, s(2, 0) = 5, s(3, 0) = 9, s(4, 0) = 14, s(5, 0) = 20, s(6, 0) =
27, s(7, 0) = 35, s(8, 0) = 44, s(9, 0) = 54, s(10, 0) = 65.

Je s(1, 1) = 4, s(2, 2) = 12, . . . , s(1, 2) = 7, s(2, 1) = 8.
(ii) Je-li a+b = v, pak t(a, b) = 2a+v2+v. Pro a ≥ 0, b > 0 je v ≥ a ≥ 0.

Nyńı v2 + v < v2 + v + 2 < · · · < v2 + 3v jsou právě všechna sudá č́ısla mezi
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v2 + v a v2 + 3v (včetně). Č́ıslo (v + 1)2 + (v + 1) = v2 + 3v + 2 je nejbližš́ı
daľśı sudé č́ıslo. Snadno uhodneme, že funkce t nabývá všech nezáporných
sudých hodnot. Tedy funkce s nabývá všech nezáporných hodnot.

(iii) s : N0 × N0 → N0 je bijekce.
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I.5 Mocniny prvoč́ısel 2, 3, 5, 7, 11

I.5.1 Tabulka. Uved’me si trochu mocnin prvoč́ısla 2. 20 = 1. Dále
následuj́ı:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2n 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2n 2048 4096 8192 16384 32768 65536 131072 262144 524288 1048576

n 21 22 23 24 25
2n 2097152 4194304 8388608 16777216 33554432

n 26 27 28 29 30
2n 67108864 134217728 268435456 536870912 1073741824

n 31 32 33 34 35
2n 2147483648 4294967296 8589934592 17179869184 34359738368

n 36 37 38 39 40
2n 68719476736 137438953472 274877906944 549755813888 1099511627776

n 41 42 43 44
2n 2199023255552 4398046511104 8796093022208 17592186044416

n 45 46 47 48
2n 35184372088832 70368744177664 140737488355328 281474976710656

n 49 50 51 52
2n 562949953421312 1125899906842624 2251799813685248 4503599627370496

n 53 54 55
2n 9007199254740992 18014398509481984 36028797018963968

n 56 57 58
2n 72057594037927936 144115188075855872 288230376151711744

n 59 60 61
2n 576460752303423488 1152921504606846976 2305843009213693952

n 62 63 64
2n 4611686018427387904 9223372036854775808 18446744073709551616

n 65 66 67
2n 36893488147419103232 73786976294838206464 147573952589676412928

n 68 69 70
2n 295147905179352825856 590295810358705651712 1180591620717411303424
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n 71 72
2n 2361183241434822606848 4722366482869645213696

n 73 74
2n 9444732965739290427392 18889465931478580854784

2 75 76
2n 37778931862957161709568 75557863725914323419136

n 77 78
2n 151115727451828646838272 302231454903657293676544

n 79 80
2n 604462909807314587353088 1208925819614629174706176

n 81 82
2n 2417851639229258349412352 4835703278458516698824704

n 83 84
2n 9671406556917033397649408 19342813113834066795298816

n 85 86
2n 38685626227668133590597632 77371252455336267181195264

n 87 88
2n 154742504910672534362390528 309485009821345068724781056

n 89 90
2n 618970019642690137449562112 1237940039285380274899124224

A ted’ si vš́ımejme r̊uzných zaj́ımavost́ı:
Je 29 = 512 a 5 + 1 + 2 = 8 = 23, 3 | 9. Ciferný součet mocniny 236 je

64 = 26, 6 | 36. Ciferný součet mocniny 285 je 128 = 27, 7 - 85.
Prvńı mocninou, která obsahuje č́ıslici 0 ve svém deśıtkovém zápise je

210 = 1024.
Mocnina 286 = 77371252455336267181195264 nemá č́ıslici 0 ve svém

zápise, i když všechny ostatńı č́ıslice 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 jsou zastoupeny. Je
domněnka, že jde o největš́ı mocninu č́ısla 2, která nemá č́ıslici 0 ve svém
zápise v deśıtkové soustavě. Daľśı mocniny, které nemaj́ı ve svém zápise č́ıslici
0 jsou 2l pro l = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 24, 25, 27, 28, 31,
32, 33, 34, 35, 36, 37, 39, 49, 51, 67, 72, 76, 77, 81. Společně s č́ıslem 86 je to
dohromady 36 exponent̊u.

Prvńı dvě mocniny, které obsahuj́ı č́ıslici 1 jsou 20 = 1 a 24 = 15. Např.
mocnina 266 č́ıslici 1 neobsahuje a mocnina 273 také ne.

Prvńı dvě mocniny, které obsahuj́ı č́ıslici 2 jsou 21 a 25 = 32. Mocniny
264, 274, 283 neobsahuj́ı č́ıslici 2.

Mocnina 268 = 295147905179352825856 je prvńı mocninou č́ısla 2, která
obsahuje ve svém deśıtkovém zápise všechny č́ıslice 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (aspoň
jednou). Všimněme si, že 68 = 2 · 34 a 86 = 2 · 43.
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Mocnina 251 = 2251799813685248 je prvńı, která obsahuje ve svém zápise
všechny č́ıslice 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Je 225 + 1 = 33554433 = 3 · 111848111 = 3 · 11 · 251 · 4051 (prvoč́ıselný
rozklad).

Prvńı mocnina, v jej́ımž zápise je č́ıslice 7 je 215 = 32768, ostatńı č́ıslice
se vyskytuj́ı dř́ıve.

Č́ıslo 264−1 = 18446744073709551615 = 3 ·5 ·17 ·257 ·641 ·65537 ·6700417
je tzv. šachové č́ıslo.

Je 162 = 224 = 16777216 = 88, 241 = 2199023255552.
Je 8200 = 8 + 8192 = 23 + 213. Takže 10 · 820 + i = 820i = 213 + 0 + i pro

0 ≤ i ≤ 9 (zde 820i neńı součin, ale zápis v deśıtkové soustavě).
Je 20 = 1, 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 27 = 128, 210 = 1024, 211 = 2048 (a

2−∞ = 0).

I.5.2 Tabulka. A ted’ něco málo mocnin prvoč́ısla 3.

n 0 1 2 3 4 5 6 7
3n 1 3 9 27 81 243 729 2187

n 8 9 10 11 12 13 14 15
3n 6561 19683 59049 177147 531441 1594323 4782969 14348907

n 16 17 18
3n 43046721 129140163 387420489

n 19 20 21
3n 1162261467 3486784401 10460353203

n 22 23 24
3n 31381059609 94143178827 282429536481

n 25 26 27
3n 847288609443 2541865828329 7625597484987

n 28 29 30
3n 22876792454961 68630377364883 205891132094649

n 31 32 33
3n 617673396283947 1853020188851841 5559060566555523

n 34 35 36
3n 16677181699666569 50031545098999707 150094635296999121

n 37 38 39
3n 450283905890997363 1350851717672992089 4052555153018976267

Povšimněme si, že v zápise mocniny 334 chyb́ı č́ıslice 0 a v zápise mocniny
343 chyb́ı č́ıslice 1 (343 = 328256967394537067627).
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Je 316 = 43046721 a 4 + 3 + 0 + 4 + 6 + 7 + 2 + 1 = 27 = 33. Mezi námi
uvedenými mocninami prvoč́ısla 3 nalézáme 18 takových, že ciferný součet
jejich dekadického zápisu je opět mocninou č́ısla 3. Jedná se o mocniny pro
exponent l = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 13, 16, 17, 21, 27, 31, 35, 36 a 39.

Pro úplnost v následuj́ıćı tabulce uvád́ıme ciferné součty pro 3l pro ex-
ponent l = 0, . . . , 99:

exponent 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ciferný součet 1 3 9 9 9 9 18 18 18 27

exponent 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
ciferný součet 27 27 18 27 45 36 27 27 45 36

exponent 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

ciferný součet 45 27 45 54 54 63 63 81 72 72

exponent 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
ciferný součet 63 81 63 72 99 81 81 90 90 81

exponent 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
ciferný součet 90 99 90 108 90 99 108 126 117 108

exponent 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
ciferný součet 144 117 117 135 108 90 90 108 126 117

exponent 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
ciferný součet 99 135 153 153 144 135 117 162 153 153

exponent 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
ciferný součet 144 180 162 153 171 180 153 162 153 189

exponent 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
ciferný součet 153 189 198 198 162 162 171 189 198 189

exponent 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99
ciferný součet 216 171 171 198 198 180 198 216 225 207

Je 30+31 = 4, 30+31+32 = 13, 30+31+32+33 = 40, 30+31+32+33+34 =
121 = 112.
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I.5.3 Tabulka. Přejděme k mocninám prvoč́ısla 5.

n 0 1 2 3 4
5n 1 5 25 125 625

n 5 6 7 8 9
5n 3125 15625 78125 390625 1953125

n 10 11 12 13 14
5n 9765625 48828125 244140625 1220703125 6103515625

n 15 16 17 18 19
5n 30517578125 152587890625 762939453125 3814697265625 19073486328125

n 20 21 22
5n 95367431640625 476837158203125 2384185791015625

n 23 24 25
11920928955078125 59604644775390625 298023223876953125

n 26 27 28
5n 1490116119384765625 7450580596923828125 37252902984619140625

Je 58 = 390625 a 3 + 9 + 0 + 6 + 2 + 5 = 25 = 52.
Je 59 = 1953125 a 1 + 9 + 5 + 3 + 1 + 2 + 5 = 26 = 52 + 1.
Je 530 = 931322574615478515625, v zápise tohoto č́ısla nenacháźıme 0.

I.5.4 Tabulka. A nyńı mocniny prvoč́ısla 7.

n 0 1 2 3
7n 1 7 49 343

n 4 5 6 7
7n 2401 16807 117649 823543

n 8 9 10 11
7n 5764801 40353607 282475249 1977326743

n 12 13 14 15
7n 13841287201 96889010407 678223072849 4747561509943

n 16 17 18 19
5n 33232930569601 232630513987207 1628413597910449 11398895185373143

Je 74 = 2401 a 2 + 4 + 0 + 1 = 7.
Je 70 + 71 + 72 + 73 = 202.
Je 77 = 823543 a 8 + 2 + 3 + 5 + 4 + 3 = 25 = 52.
Je 711 = 1977326743 a 1 + 9 + 7 + 7 + 3 + 2 + 6 + 7 + 4 + 3 = 49 = 72.
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I.5.5 Tabulka. A na závěr něco mocnin prvoč́ısla 11.

n 0 1 2 3
11n 1 11 121 1331

n 4 5 6 7
11n 14641 161051 1771561 19487171
n 8 9 10 11

11n 214358881 2357947691 25937424601 285311670611

n 12 13 14 15
11n 3138428376721 34522712143931 379749833583241 4177248169415651

Je 114 = 14641 a 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16 = 24.

I.5.6 Věta. Necht’ n je takové kladné č́ıslo, že n 6= 2l pro každé l ≥ 0. Potom
existuje právě jedno k ≥ 1 tak, že n < 2k < 2n.

Důkaz. Existenci č́ısla k dokážeme indukćı podle n. Je-li n = 3, pak k = 2.
Bud’ tedy n > 3. Je-li n−1 = 2l pro nějaké l ≥ 0, pak n < 2n−2 = 2l+1 < 2n.
Je-li n−1 6= 2l pro každé l ≥ 0, pak existuje k ≥ 1 tak, že n−1 < 2k < 2n−2
a to podle indukčńıho předpokladu. Nyńı je n < 2k < 2n. T́ım je dokázaná
existence č́ısla k.

Jednoznačnost je zřejmá. Je-li totiž n < 2k < 2n, pak 2n < 2 · 2k =
2k+1.

I.5.7 Poznámka. Z I.5.6 ihned plyne, že pro každé n ≥ 1 existuje k ≥ 1 tak,
že n ≤ 2k ≤ 2n. Je-li n = 2l, pak 2l = 2l < 2l+1 = 2 · 2l a č́ıslo k(= l, l + 1)
neńı v tomto př́ıpadě určeno jednoznačně.
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I.6 Druhé mocniny

I.6.1 Tabulka. Vyrobme si tabulku druhých mocnin n2, 0 ≤ n ≤ 100. Je
(n+ 1)2 − n2 = 2n+ 1 pro každé n ∈ Z. To nám ř́ıká, že následuj́ıćı druhou
mocninu źıskáme z předchoźı přičteńım př́ıslušného lichého č́ısla. Začneme
od nuly (02 = 0) a budeme postupně přič́ıtat lichá č́ısla tak, jak jdou za
sebou.

12 22 32 42 52

0 + 1 = 1 1 + 3 = 4 4 + 5 = 9 9 + 7 = 16 16 + 9 = 25

62 72 82 92 102

25 + 11 = 36 36 + 13 = 49 49 + 15 = 64 64 + 17 = 81 81 + 19 = 100

Dále si uvedeme již jen druhé mocniny až po 1002:

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n2 121 144 169 196 225 256 289 324 361 400

n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
n2 441 484 529 576 625 676 729 784 841 900

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
n2 961 1024 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521 1600

n 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
n2 1681 1764 1849 1936 2025 2116 2209 2304 2401 2500

n 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
n2 2601 2704 2809 2916 3025 3136 3249 3364 3481 3600

n 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
n2 3721 3844 3969 4096 4225 4356 4489 4624 4761 4900

n 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
n2 5041 5184 5329 5476 5625 5776 5929 6084 6241 6400

n 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
n2 6561 6724 6889 7056 7225 7396 7569 7744 7921 8100

n 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
n2 8281 8464 8649 8836 9025 9216 9409 9604 9801 10000

Je-li n ∈ Z, pak n = 10m+k, m ∈ Z, 0 ≤ k ≤ 9 a n2 = 100m2+20mk+k2.
Z tabulky (č́ısla k2) vid́ıme, že dekadický zápis č́ısla n2 bude končit některou
z č́ıslic 0, 1, 4, 5, 6, 9 (chyb́ı č́ıslice 2, 3, 7, 8).

Uvažujme ještě trochu dále. Je-li n = ±(100a+10b+ c), kde 0 ≤ a, b, c ≤
9, pak dekadický zápis č́ısla n2 bude mı́t posledńı dvojč́ısĺı (napravo) stejné,
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jako dekadický zápis č́ısla (10b + c)2 = 100b2 + 20bc + c2 (a vlastně též
č́ısla 20bc + c2). Z tabulky vid́ıme, že přicháźı v úvahu pouze tato dvojč́ısĺı:
00, 01, 04, 09, 16, 21, 24, 25, 36, 41, 44, 49, 56, 61, 64, 69, 76, 81, 84, 89, 96, což je
21 dvojč́ısĺı ze 100 možných.

Obecně, je-li n ∈ N, pak lze psát n = m+ k, kde m, k ∈ N0, 1000 děĺı m
a 0 ≤ k ≤ 1000. Nyńı n2 = m2 + 2mk + k2, kde 1000 děĺı m2 a také 2mk.
Takže dekadický zápis č́ısla n2 konč́ı stejně stejně jako dekadický zápis č́ısla
k2. To je výše uvedených 21 dvojč́ısĺı.

Je 62 = 36 a 3 + 6 = 9 = 32. Je 92 = 81 a 8 + 1 = 9 = 32. Je 112 = 121
a 1 + 2 + 1 = 4 = 22. Je 122 = 144 a 1 + 4 + 4 = 9 = 32. Je 132 = 169 a
1 + 6 + 9 = 16 = 42. Je 142 = 196 a 1 + 9 + 6 = 16 = 42. Je 312 = 961 a
9 + 6 + 1 = 16 = 42. Je 672 = 4489 a 4 + 4 + 8 + 9 = 25 = 52.

Je 192 = 361, 1+9 = 10 = 3+6+1, 19 = (1·9)+(1+9), 3·6·1 = 18 = 2·9.
Je 9079 = 7 · 1297 a 90792 = 82428241 = 8242 · 103 + 8241. Je 692 = 4761

a 693 = 328509. Je 456242 = 2081549376. Je 662762 = 4392508176. Je
882 = 7744. Je 1492 = 22201. Je 9952 = 989025. Je 9962 = 992016. Je
4232 = 75686967. Je 1732 = 29929. Je 278892 = 777796321.

Je 5292 = 28 + 0 + 0 + 5264 a 52932 = 28005264. Je 1681 = 412, 16 =
42, 81 = 92. Je 2122 = 44944, 4 = 22, 9 = 32, 49 = 72. Je 3072 = 94249. Je
3672 = 134689. Je 2632 = 69169. Je 20012 = 4004001 a 20042 = 4016016.
Je 2810 = 2 · 5 · 281, kde 2, 5, 281 jsou prvoč́ısla a 25281 = 1592, 159 = 3 · 53.
Je 2642 = 69696 = 26 · 32 · 112. Je 32422 = 10510564, 64 + (42− 1) = 105 =
3 · 5 · 7, 64 = 82. Je 3249 = 572, 324 = 182, 49 = 72, 9 = 32, 4 = 22, 32 =
25, 24 = 3 · 23.

Je 2867 = 47 · 61, kde 47 a 61 jsou prvoč́ısla a 4761 = 692, 69 = 3 · 23, 3 +
2 + 3 = 8 = 23, 2867 = 2869− 2 = (4 · 7) · 102 + (61 + 6).

Je (8 + 1)2 = 92 = 81. Je 164 = 10 · 16 + 4 = 100 · 1 + 64, 16 = 42, 100 =
102, 1 = 12, 64 = 82.

Jak již jsme poznamenali, tak (n + 1)2 − n2 = 2n + 1 pro každé n ∈ Z.
Tedy každé liché č́ıslo je rozd́ılem dvou druhých mocnin. Je-li m = a2 − b2,
a, b ∈ Z, sudé č́ıslo, tak obě č́ısla a, b maj́ı stejnou paritu (jsou obě bud’to
sudá, nebo lichá). Tedy, bud’to a = 2k+ 1, b = 2l+ 1 a m = 4(k2 +k− l2− l)
a nebo a = 2k, b = 2l a m = 4(k2− l2. V obou př́ıpadech je č́ıslo m dělitelné
č́ıslem 4. Naopak, je-li m = 4t, tak m = (t+ 1)2 − (t− 1)2. Vid́ıme, že mezi
sudými č́ısly jsou to právě násobky č́ısla 4, které jsou rozd́ılem dvou druhých
mocnin. Takže, např., 2, 6 6= a2 − b2 pro všechna a, b ∈ Z.

V souvislosti si ještě všimněme těchto dvou rovnost́ı: (a2 + b2)(c2 + d2) =
(ac+ bd)2 +(ad− bc)2 a (a2− b2)(c2−d2) = (ac+ bd)2− (ad+ bc)2. K tomuto
se vrát́ıme později.

I.6.2 Hř́ıčka. Je 52 = 25, 62 = 36, 762 = 5776, 3762 = 141376, 12492 =
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1948441249, 8906252 = 793212890625. Č́ısla tohoto typu jsou známa jako
č́ısla automorfńı či okružńı (cirkulárńı). To vše při základu 10.

Je 4954752 = 245495475625.
Máme také 502 = 2500, 602 = 3600, 102 = 100, 1002 = 10000, 7992 =

9801, 9992 = 998001, 99992 = 99980001. (A jak je to dál?)

I.6.3 Tabulka. Udělejme si tabulku součt̊u dvou druhých mocnin n2 +m2,
kde 0 ≤ n,m ≤ 12.

n2 + m2

HHH
HHn
m

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144
1 1 2 5 10 17 26 37 50 65 82 101 122 145
2 4 5 8 13 20 29 40 53 68 85 104 125 148
3 9 10 13 18 25 34 45 58 73 90 109 130 153
4 16 17 20 25 32 41 52 65 80 97 116 137 160
5 25 26 29 34 41 50 61 74 89 106 125 146 169
6 36 37 40 45 52 61 72 85 100 117 136 157 180
7 49 50 53 58 65 74 85 98 113 130 149 170 193
8 64 65 68 73 80 89 100 113 128 145 164 185 208
9 81 82 85 90 97 106 117 130 145 162 181 202 225
10 100 101 104 109 116 125 136 149 164 181 200 221 244
11 121 122 125 130 137 146 157 170 185 202 221 242 265
12 144 145 148 153 160 169 180 193 208 225 244 265 288

A ted’ trochu rovnost́ı. Je (2n2 + 2n)2 + (2n + 1)2 = (2n2 + 2n + 1)2 pro
každé n ∈ Z. Např., 32 + 42 = 52, 52 + 122 = 132, 72 + 242 = 252.
Dále, (2n2m + 2nm)2 + (2nm + m)2 = (2n2m + 2nm + m)2 pro všechna
n,m ∈ Z. Např., 62 + 82 = 102, 92 + 122 = 152. Plat́ı také rovnost
(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad− bc)2.

Všimněme si, že a2 + b2 6= 3, 6, 7, 11, 12, 15, 19 a a2 + b2 + c2 6= 7, 15, 28
pro všechna a, b, c ∈ Z.

Je 02 + 52 = 25 = 32 + 42. Č́ıslo 25 (= 52) je nejmenš́ı č́ıslo, které
lze (aspoň) dvěma zp̊usoby napsat jako součet dvou druhých mocnin. Je
12 + 72 = 50 = 52 + 52. Č́ıslo 50 (= 2 · 52) je nejmenš́ı č́ıslo, které lze (aspoň)
dvěma zp̊usoby napsat jako součet dvou nenulových druhých mocnin.

Je 12 + 82 = 42 + 72 = 65 = 5 · 13, 22 + 112 = 52 + 102 = 125 = 53,
32 + 112 = 72 + 92 = 130 = 2 · 5 · 13, 42 + 332 = 92 + 322 = 122 + 312 =
232 + 242 = 1105 = 5 · 13 · 17.

Je 1192 + 1202 = 14161 + 14400 = 28561 = 1692 = 134, 222 + 23 =
507 = 3 · 132. Je 232 = 62 + 142, 233 = 82 + 132, 234 = 32 + 152. Je
5882 + 23532 = 345744 + 5536609 = 5882353 a 94122 + 23532 = 88585744 +
5536609 = 94122353. Také je 8833 = 7744 + 1089 + 882 + 332, 12 + 112 =
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1 + 121 = 122 = 2 · 61, 22 + 222 = 4 + 484 = 488 = 8 · 61, 32 + 332 =
9 + 1089 = 1098 = 2 · 9 · 61, 42 + 442 = 16 + 1936 = 1952 = 32 · 61 (je totiž
a2 + (11a)2 = a2(12 + 112) = 2 · 61 · a2).

I.6.4 Zábavka. Je 92 = 81, 9 = 1 + 8 a 2 · 9 = 18. Podobně, 332 = 1089
a 9801 = 297 · 33. Bud’ nyńı n takové kladné celé č́ıslo, že n2 je trojciferné
č́ıslo; zřejmě je 10 ≤ n ≤ 32. Necht’ n2 = 100a + 10b + c, 0 ≤ b, c ≤ 9,
1 ≤ a ≤ 9. Necht’ 100c + 10b + a = kn pro nějaké k ≥ 0. Potom n děĺı
rozd́ıl 100a+ 10b+ c− 100c− 10b− a = 99(a− c). Ovšem, |a− c| ≤ 9. Č́ısla
1, 3, 9, 11, 33, 99 jsou právě všichni kladńı dělitelé č́ısla 99. Z těchto dělitel̊u
připadá pro č́ıslo n pouze hodnota n = 11. A hle! 112 = 121 = 11 · 11.
Uváž́ıme-li nyńı dělitele č́ısla a − c, tak vid́ıme, že muśıme ještě prověřit
n = 12, 15, 18, 21, 22, 24, 27. Je však 122 = 144, 182 = 324, 242 = 576 a č́ısla
441, 423, 675 jsou lichá. Tudy cesta nevede. Dále, 152 = 225 a 5 neděĺı 522,
212 = 441 a 7 neděĺı 144, 272 = 729 a 927 = 9 · 103, 3 neděĺı 103. Nakonec,
222 = 484 = 22 · 22. Řešeńım naš́ı úlohy jsou č́ısla n = 11, 22. Všimněme si
ještě, že 992 = 9801 a 1089 = 11 · 99. Podobně, 662 = 4356 a 6534 = 99 · 66.

I.6.5 Hř́ıčka. Necht’ 1 ≤ a ≤ 9, 0 ≤ b ≤ 9. Chceme ověřit, že 10a + b 6=
a2 + b2.

Necht’, naopak, 10 + b = a2 + b2. Je 10a > 9a ≥ a2 a máme b(b − 1) =
b2 − b = 10a − a2 = (10 − a)a > 0. Snadno nahlédneme, že (10 − a)a ≥ 9.
Tedy b ≥ 4 a b(b − 1) ≥ 12. Pak ale 2 ≤ a ≤ 8, (10 − a)a ≥ 16, b ≥ 5,
b(b − 1) ≥ 20. Pak ale 3 ≤ a ≤ 7, (10 − a)a ≥ 21, b ≥ 6 a b(b − 1) ≥ 30.
Ovšem, (10− a)a ≤ 25, spor.

I.6.6 Zábavka. (i)Je 12+92 = 82, 82+22 = 68, 62+82 = 100, 12+02+02 = 1,
12 = 1. Podobně, 12 + 32 = 10, 12 + 02 = 1, 12 = 1. Podobně, 22 + 32 = 13,
12 + 32 = 10, 12 + 02 = 1, 12 = 1. Podobně, 62 + 82 = 100, 12 + 02 + 02 = 1,
12 = 1.

Č́ısla 19, 91, 13, 31, 23, 32, 68, 86 patř́ı mezi tzv. št’astná č́ısla.
(ii) Je 912 = 8281, 82 + 22 + 82 + 12 = 135, 12 + 32 + 52 = 35, 32 + 52 = 34,

32 + 42 = 25, 22 + 52 = 29, 22 + 92 = 85, 82 + 52 = 89, 82 + 92 = 145,
12 + 42 + 52 = 42, 42 + 22 = 20, 22 + 02 = 4, 42 = 16, 12 + 62 = 37,
32 + 72 = 56, 52 + 62 = 61, 62 + 12 = 37, 32 + 72 = 58, 52 + 82 = 89,
82 + 92 = 145, 12 + 42 + 52 = 42, 42 + 22 = 20, atd.

I.6.7 Př́ıklad. Necht’ a, b ∈ Z, ab 6= 0, c = a2 + b2(≥ 2). Bud’ d ∈ Z
takové č́ıslo, že d2 děĺı c. Je tedy c = ed2, e ≥ 1, a my položme f = a2e
a g = b2e. Nyńı, f + g = a2e + b2e = (a2 + b2)e = ce = d2e2 = (de)2 a
fg = a2eb2e = (abe)2.

Je-li d = 1, pak e = c, f = a4 + a2b2, g = b4 + a2b2, f + g = (a2 + b2)2,
fg = (a3b+ ab3)2.
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Je-li e = 1 (t.j., c = d2), pak f = a2, g = b2, f + g = a2 + b2 = d2,
fg = (ab)2.

Je-li a = 3, b = 6, pak c = 45 a lze určit d = 3. Potom e = 5, f = 45, g =
180, f + g = 225 = 152, fg = 8100 = 902.

I.6.8 Věta. Necht’ n ≥ 3, n 6= 4. Potom existuje aspoň jedno m ≥ 2 tak, že
n < m2 < 2n.

Důkaz. Zvolme k největš́ı č́ıslo takové, že k2 ≤ n. Jistě je k ≥ 1 a n <
(k + 1)2. Je-li (k + 1)2 < 2n, pak lze položit m = k + 1. Necht’ tedy
2n ≤ (k + 1)2 = k2 + 2k + 1. Ovšem, 2n ≥ 2k2, takže 2k2 ≤ k2 + 2k + 1,
(k − 1)2 − 2 = k2 − 2k − 1 ≤ 0, (k − 1)2 ≤ 2, |k − 1| ≤ 1, k = 1, 2,
2n ≤ (k + 1)2 ≤ 32 = 9, n ≤ 4. Je-li n = 3, pak lze volit k = 2.

I.6.9 Poznámka. (i) Máme 0 = 02 = 2 · 0, 1 = 12 < 2 · 1, 2 < 22 = 2 · 2,
4 = 22 < 2 ·4. Takže pro všechna n ≥ 0 existuje m ≥ 0 tak, že n ≤ m2 ≤ 2n.

Je 13 < 42 < 52 < 26 = 2 · 13, 35 < 62 < 72 < 82 < 70 = 2 · 35.
(ii) A ještě tato úvaha: Necht’ n ≥ 1 je takové č́ıslo, že pro nějaké k ≥ 1

existuj́ı a, b ∈ N tak, že nb2 ≤ a2 a ka2 ≤ (k + 4)nb2. Bud’ m nejmenš́ı č́ıslo
takové, že a ≤ mb. Zřejmě je m ≥ 1, (m−1)b < a, nb2 ≤ a2 ≤ m2b2, n ≤ m2.
Předpokládejme nyńı, že 2n < m2. Pak 2k(m−1)2b2 < 2ka2 ≤ (k+4)2nb2 <
(k + 4)m2b2, 2km2 − 4km + 2k = 2k(m − 1)2 < (k + 4)m2 = km2 + 4m2,
(k−4)m2 < 4km−2k < 4km, (k−4)m < 4k. Je-li k = 5, pak máme m ≤ 19
a n ≤ m2 ≤ 192 = 361. Pro k = 7 máme m ≤ 9 a n ≤ m2 ≤ 92 = 81. Pro
k = 8 máme m ≤ 7 a n ≤ m2 ≤ 72 = 49. Pro k = 9 máme m ≤ 7. Pro
k = 10 máme m ≤ 6 a n ≤ m2 ≤ 62 = 36. Pro k = 11 máme m ≤ 6. Pro
k = 12 máme m ≤ 5 a n ≤ m2 = 52 = 25. Pro k = 13 máme m ≤ 5. Pro
k = 14 máme m ≤ 5. Pro k = 16 máme m ≤ 5. Pro k = 17 máme m ≤ 5.
Pro k = 18 máme m ≤ 5. Pro k = 19 máme m ≤ 5. Pro k = 20 máme
m ≤ 4 a n ≤ m2 ≤ 42 = 16.

Takže, je-li n ≥ 17 a k = 20, pak n ≤ m2 ≤ 2n. V tomto př́ıpadě je však
20a2 ≤ 24nb2, takže 5a2 ≤ 6nb2 a naopak. Specielně, pro n = 17, k = 20 je
m = 5. Pro k = 15 máme m ≤ 5.
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I.7 Daľśı mocniny

I.7.1 Tabulka. Přicházej́ı na řadu třet́ı mocniny:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n3 1 8 27 64 125 216 343 512 729

n 10 11 12 13 14 15 16 17 18
n3 1000 1331 1728 2197 2744 3375 4096 4913 5832

n 19 20 21 22 23 24 25 26 27
n3 6859 8000 9261 10648 12167 13824 15625 17576 19683

n 28 29 30 31 32 33 34 35 36
n3 21952 24389 27000 29791 32768 35937 39304 42875 46656

Ihned vid́ıme, že 213 < 1002 < 223. Dále, 33 = 27, 2 + 7 = 32, 53 = 125,
1 + 2 + 5 = 23, 63 = 216, 2 + 1 + 6 = 32, 83 = 512, 5 + 1 + 2 = 23, 23 + 1 = 32,
52 + 2 = 33, 32 + 33 = 62, 22 + 112 = 53, 33 + 132 = 142, 32 + 63 = 152,
73 + 132 = 83, 102 + 203 = 902, 1812 + 7 = 323, 92 + 44 = 53, 93 = 729,
7 + 2 + 9 = 18, 113 = 1331, 1 + 3 + 3 + 1 = 23, 123 = 1728, 1 + 7 + 2 + 8 = 18,
143 = 2744, 2 + 7 + 4 + 7 = 17, 153 = 3375, 3 + 3 + 7 + 5 = 18, 163 = 4096,
4+0+9+6 = 19, 173 = 4913, 4+9+1+3 = 17, 183 = 5832, 5+8+3+2 = 18,
213 = 9261, 9+2+6+1 = 18, 243 = 13824, 1+3+8+2+4 = 18, 273 = 19683,
1 + 9 + 6 + 8 + 3 = 27, 303 = 27000, 2 + 7 + 0 + 0 + 0 = 9, 333 = 35937,
3 + 5 + 9 + 3 + 7 = 27, 363 = 46656, 4 + 6 + 6 + 5 + 6 = 27.

Je 250 = 2 · 125 = 2 · 53, 2 + 1 + 2 + 5 = 10 = 2 · 5. Je 22 · 99543 =
172993 + 254693. Je známo, že a3 + b3 6= c3 pro všechna a, b, c ∈ Z taková,
že abc 6= 0.

I.7.2 Pozorováńı. Je 13+123 = 1729 = 93+103. Č́ıslo 1729 lze tedy (aspoň)
dvěma zp̊usoby napsat jako součet dvou třet́ıch mocnin nezáporných celých
č́ısel. Je to nejmenš́ı kladné č́ıslo s touto vlastnost́ı a je známo jako Hardyho-
Ramanujanovo č́ıslo. Anglický matematik Godfrey Harold Hardy (1877–
1947) a indický matematik Srinivasa Ramanujan (1887–1920) se o tomto č́ısle
bavili v roce 1917. Všiml si ho také francouzský matematik Frénicle de Bessy
(1605–1675). Je 1729 = 7 ·13 ·19, 1+2+7+9 = 19, 7+13+19 = 39 = 3 ·13,
3 + 13 = 16 = 24, 1 + 6 = 7. Dále 33 + 43 = 91 = (−5)3 + 63. Opět, č́ıslo
91(= 7 ·13) je nejmenš́ı kladné č́ıslo, které lze (aspoň) dvěma zp̊usoby napsat
jako součet dvou třet́ıch mocnin. Je ovšem 03 + 03 = 0 = (−1)3 + 13. Dále,
7·19 = 133 = 23+53. Tedy, 19(33+43) = 19((−5)3+63) = 19·91 = 93+103 =
13 + 123 = 13(23 + 53). Samozřejmě, 7 = 23 + (−1)3, 19 = 33 + (−2)3.

Ted’ si uvědomme, že 13 6= a3 + b3 pro všechna a, b ∈ Z.
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Necht’, naopak, 13 = a3 + b3. Můžeme předpokládat, že a ≥ 1. Je
1 + 03 = 1, 1 + 13 = 2, 1 + 23 = 9, 1 + 33 = 28, 8 + 03 = 8, 8 + 13 = 9,
8 + 23 = 16. Tedy můžeme předpokládat, že b ≤ −1. Je 13 + (−b)3 = a3,
takže a ≥ 3, −b ≤ a−1, 13+(a−1)3 ≥ a3. Odtud, 4a+1 ≥ a2, 5 ≥ (a−2)2,
4 ≥ a ≥ 3. Ovšem, 13− 27 = −14 a 13− 64 = 51. Dosáhli jsme sporu.

Je 83 = 512 = (5 + 1 + 2)3. Je 2 · 999 = 1998 = 28 + 2 · 729 + 512 =
1 + 9 + 9 + 8 + 93 + 93 + 83 = 13 + 33 + 83 + 93 + 93. Je 35433 = 44474744007.

I.7.3 Hř́ıčka. Je 33 + 43 + 53 = 27 + 64 + 125 = 216 = 63. Je 73533 =
397551775977. Je 103 + 53 + 43 + 62 = 1225 = 103 + 63 + 23 + 13(12),
1225 = 52 · 72. Je 153 = 1 + 125 + 27 = 13 + 53 + 33, 370 = 27 + 343 + 0 =
33 + 73 + 03, 371 = 27 + 343 + 1 = 33 + 73 + 13 (srovnej s I.6.5). Je
135 = 1 + 9 + 125 = 11 + 32 + 53. Je 692 = 4761 a 693 = 328509. Je
312 = 961, 313 = 29791, 313 + 13 = 29792 = 32 · 931 = (31 + 1)(31 + 900).

I.7.4 Tabulka. Čtvrté mocniny

n 1 2 3 4 5 6 7
n4 1 16 81 256 625 1296 2401

n 8 9 10 11 12 13 14
n4 4096 6561 10000 14641 20736 28561 38416

n 15 16 17 18 19 20 21
n4 50625 65536 83521 104976 130321 160000 194481

n 22 23 24 25 26 27 28
n4 234256 279841 331776 390625 456976 531441 614656

n 2229 30 31 32 33 34 35
n4 707281 810000 923521 1048576 1185921 1336336 1500625

Všimněme si, že 94 < 1002 = 104. Dekadický zápis každé čtvrté mocniny
konč́ı na některou z č́ıslic 0, 1, 5, 6.

Je 44+64+84+94+144 = 256+1296+4096+6561+38416 = 50625 = 154.
Je 834 = 47458321, 93504 = 764269350625000. Je 34 + 43 = 92 + 43 =
12 + 122 = 145 = 5 · 29. Je 664 = 18974736 = 8712 · 2178.

Je 14 + 24 = 17, 24 + 34 = 97, 34 + 44 = 337, 45 + 54 = 881 a všechna
tato čtyři č́ısla jsou prvoč́ısla. Avšak, 54 + 64 = 1921 = 17 · 113 a 74 + 84 =
6497 = 73 · 89. Nicméně, 64 + 74 = 3697 je opět prvoč́ıslo.
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I.7.5 Tabulka. Páté mocniny:

n 1 2 3 4 5 6
n5 1 32 243 1024 3125 7776

n 7 8 9 10 11 12
n5 16807 32768 59049 100000 161051 248832

n 13 14 15 16 17 18
n5 371293 537824 759375 1048576 1419857 1889568

n 19 20 21 22 23 24
n5 2476099 3200000 4084101 5153632 6436343 7962624

n 25 26 27 28 29 30
n5 9765625 11881376 14348907 17210368 20511149 24300000

Je 65 < 1002 < 75. Je 45 + 55 + 65 + 75 + 95 + 115 = 1024 + 3125 + 7776 +
16807 + 59049 + 16051 = 248832 = 125. Je 3435 = 27 + 256 + 27 + 3125 =
33 + 44 + 33 + 55. Je 45 + 54 = 1639 = 382 + 142 + (−1)3, 1639 = 11 · 149,
149 = 72 + 102, 13 = 22 + 32. Je 25 + 72 = 34 a 35 + 114 = 1222.

I.7.6 Tabulka. Šesté mocniny:

n 1 2 3 4 5 6
n6 1 64 729 4096 15625 46656

n 7 8 9 10 11 12
n6 117649 262144 531441 1000000 1771561 2985984

n 13 14 15 16 17 18
n6 4826809 7529536 11390625 16777216 24137569 34012224

n 19 20 21 22 23 24
n6 47045881 64000000 85766121 113379904 148035889 191102976

n 25 26 27 28 29 30
n6 244140625 308915776 387420489 481890304 594823321 729000000

Je 46 < 1002 < 56. Dekadický zápis šesté mocniny konč́ı na č́ıslice
0, 1, 4, 5, 6, 9. Je 166 = 16777216. Je (31)6 = 729, 3 · 1 · 6 = 18 = 7 + 2 + 9,
316 = 4 · 79 = 22 · 79. Č́ıslě 613 a 631 jsta prvoč́ıslě. Ovšem, 361 = 192.
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I.7.7 Tabulka. Sedmé mocniny:

n 1 2 3 4 5
n7 1 128 2187 16384 78125

n 6 7 8 9 10
n7 279936 823543 2097152 4782969 10000000

n 11 12 13 14 15
n7 19487171 35831808 62748517 105413504 170859375

n 16 17 18 19 20
n7 268435456 410338673 612220032 893871739 1280000000

n 21 22 23 24 25
n7 1801088541 2494357888 3404825447 4586471424 6103515625

Je 37 < 1002 < 47. Dekadický zápis sedmé mocniny konč́ı na některou
z č́ıslic 0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Je 67 = 2779936, 2+7+7+9+9+3+6 = 36 = 62,
2 · 7 · 7 · 9 · 9 · 3 · 6 = 200492 = 22 · 36 · 7.

I.7.8 Tabulka. Osmé mocniny:

n 1 2 3 4
n8 1 256 6561 65536

n 5 6 7 8
n8 390625 1679616 5764801 16777216

n 9 10 11 12
n8 43046721 100000000 214358881 429981696

n 13 14 15 16
n8 815730721 1475789056 2562890625 4294967296

n 17 18 19 20
n8 6975757441 11019960576 16983563041 25600000000

n 21 22 23 24
n8 37822859361 54875873536 78310985281 110075314176

Je 38 < 1002 < 48. Dekadický zápis osmé mocniny konč́ı na některou z č́ıslic
0, 1, 5, 6. Je 22 + 28 + 38 = 4 + 512 + 6561 = 7077 = 7 · 1011 = 3 · 7 · 337.
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I.7.9 Tabulka. Deváté mocniny:

n 1 2 3 4
n9 1 512 19683 262144

n 5 6 7 8
n9 1953125 10077696 40353607 134217728

n 9 10 11 12
n9 387420489 1000000000 2357947691 5159780352

n 13 14 15 16
n9 10604499373 20661046784 38443359375 68719476736

n 17 18 19 20
n9 118587876497 198359290368 322687697779 512000000000

Je 29 < 1002 < 39. Rovněž tak 2k < 1002 < 3k pro 10 ≤ k ≤ 13. Ovšem,
1002 = 10000 < 16384 = 214. Je 29 = 132 + 73. Je 66 + 67 + 68 + 69 =
46656 + 279936 + 1679616 + 10077696 = 12083904, 6 · 7 · 8 · 9 = 3024 a
(66 + 67 + 68 + 69)/(6 · 7 · 8 · 9) = 3996.

I.7.10 Procvičováńı. Necht’ a ∈ Z, a 6= 0, b, c, d ∈ N0 jsou taková č́ısla,
že ab + ac = ad. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že b ≤ c. Pak
ab(1 + ac−b) = ad.

(i) Bud’ b ≥ d. Potom ab−d(1 + ac−b) = 1, 1 + ac−b = ±1, ab−d = ±1.
Je-li 1 + ac−b = 1, pak ac−b = 0, a = 0, spor. Je-li 1 + ac−b = −1, pak
ac−b = −2, a = −2, c − b = 1, c = b + 1, (−2)b−d = ab−d = ±1, b − d = 1,
d = b − 1, b ≥ 1. Máme tedy (−2)b + (−2)b+1 = ab + ac = ad = (−2)b−1.
Odtud, 2 · (−2)b−1 = (−2)b−1(−2 + 4) = (−2)b + (−2)b+1 = (−2)b−1, 2 = 1,
opět spor.

(ii) Bud’ b < d. Potom 1+ac−b = ad−b. Je-li a = 1, tak 1+ac−b = 2 6= 1 =
ad−b. Je-li a = −1, tak 1 + ac−b ∈ {0, 2}, ad−b ∈ {1,−1}. Vid́ıme, že a 6= ±1.
Je-li c > b, pak a děĺı 1, což nelze. Tedy c = b, 2 = 1 + a0 = 1 + ac−b = ad−b,
a = 2, d− b = 1, d = b+ 1.

(iii) Zjistili jsme, že a = 2, b = c, d = b+ 1. Samozřejmě, plat́ı i opak. Je
2b + 2b = 2 · 2b = 2b+1 pro každé b ≥ 0.

”
Opačná“ rovnost ba + ca = da dá mnohem v́ıce práce.

I.7.11 Procvičováńı. Necht’ a, b, c, d, e jsou taková kladná č́ısla, že ab+ac+
ad = ae. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že b ≤ c ≤ d < e. Také je
zřejmé, že a ≥ 2.

(i) Bud’ a = 2. Pak 1 + 2c−b + 2d−b = 2e−b. Tedy č́ıslo nalevo je sudé, a
tak c = b. Odtud, 2 + 2d−b = 2e−b, d > b, 1 + 2d−b−1 = 2e−b−1, d − b − 1 =
0, d = e + 1, e − b − 1 = 1, e = b + 2. Takže c = b, d = b + 1, e = b + 2.
A samozřejmě, 2b + 2b + 2b+1 = 2b+1 + 2b+1 = 2b+2.

30



(ii) Necht’ a ≥ 3. Je 1+ac−b+ad−b = ae−b, a neděĺı 1, c = b, 2+ad−b = ae−b,
a neděĺı 2, d = b, 3 = ae−b, a = 3, e = b+1. Zjistili jsme, že a = 3, b = c = d,
e = b+ 1. Samozřejmě, 3b + 3b + 3b = 3 · 3b = 3b+1.

(iii) Je 4b + 4b + 4b + 4b = 4 · 4b = 4b+1, 5b + 5b + 5b + 5b + 5b = 5b+1, atd.
Podobně, 3b + 3b + 3b + 3b+1 + 3b+1 = 3b+2, atd.

I.7.12 Věta. (Srovnej s I.6.8.) Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro
n ≥ 0:

(i) Existuje m ≥ 0 tak, že n < m3 < 2n.
(ii) n ≥ 33 a nebo n = 5, 6, 7, 14, 15, . . . , 25, 26.
(Tedy bud’to n ≥ 33, nebo 14 ≤ n ≤ 26 a nebo 5 ≤ n ≤ 7.)

Důkaz. Množinu nezáporných celých č́ısel splňuj́ıćıch podmı́nku (i) označme
A. Zřejmě 0, 1, 2, 3, 4, 8, . . . , 13 /∈ A, 5, 6, 7, 14, . . . , 26 ∈ A, 27, 28, 29, 30, 31, 32 /∈
A. Je-li 33 ≤ n ≤ 63, pak n ≤ 63 < 64 = 43 < 66 ≤ 2n, čili n ∈ A.

Necht’ n ≥ 64 a necht’ k je největš́ı č́ıslo takové, že k3 ≤ n; zřejmě je
k ≥ 4. Nyńı, n < (k + 1)3 a, je-li (k + 1)3 < 2n, pak lze položit m = k + 1
a dostáváme n ∈ A. Předpokládejme tedy, že 2n ≤ (k + 1)3. Odtud, 2k3 ≤
2n ≤ (k+ 1)3 = k3 + 3k2 + 3k+ 1, k3 ≤ 3k2 + 3k+ 1. Je-li k3 = 3k2 + 3k+ 1,
pak k děĺı 1 a k = 1, spor, neb v́ıme, že k ≥ 4. Tedy k3 ≤ 3k2 + 3k, z čehož
plyne k2 ≤ 3k + 3. Je-li k2 = 3k + i, i = 1, 2, 3, pak k děĺı i, spor s t́ım, že
k ≥ 4. Takže k2 ≤ 3k, k ≤ 3, posledńı spor.

I.7.13 Poznámka. Je 0 = 03 = 2 · 0, 1 = 13 < 2 · 1, 4 < 23 = 2 · 4,
8 = 23 < 2 · 8, 27 = 33 < 2 · 27, 32 < 43 = 2 · 32. Tedy pro každé n ≥ 0,
n 6= 2, 3, 9, 10, 11, 12, 13, 28, 29, 30, 31 existuje m ≥ 0 tak, že n ≤ m3 ≤ 2n.

I.7.14 Kolikerka. Pro každé k ≥ 0 označme symbolem ω(k) největš́ı celé
č́ıslo n takové, že pro m ∈ Z je bud’to mk ≤ n či 2n ≤ mk. Ihned vid́ıme,
že ω(0) neexistuje a ω(1) = 1. V I.6.8 jsme zjistili, že ω(2) = 4. V I.7.12
jsme zjistili, že ω(3) = 32. A kolik je ω(4)? Existuje v̊ubec? Možná že je
ω(4) = 648 (= 23 · 34). Anebo ne?
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I.8 Rozd́ıly a součty mocnin

I.8.1 Cvičeńı. S př́ıpadným použit́ım tabulek I.6.1, I.7.1, I.7.4, I.7.5, I.7.6,
I.7.7, I.7.8, I.7.9, si seřad́ıme mocniny nk, n ≥ 0, k ≥ 2, nk ≤ 10000, tak, jak
jdou za sebou. Dostaneme 125(= 53) č́ısel: 0, 1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36, 49,
64, 81, 100, 121, 125, 128, 144, 169, 196, 216, 225, 243, 256, 289, 324, 343,
361, 400, 441, 484, 512, 529, 576, 625, 676, 729, 784, 841, 900, 951, 1000,
1024, 1089, 1156, 1225, 1296, 1331, 1369, 1444, 1521, 1600, 1681, 1728, 1764,
1849, 1936, 2025, 2048, 2116, 2187, 2197, 2209, 2304, 2401, 2500, 2601, 2704,
2724, 2809, 2916, 3025, 3136, 3249, 3364, 3375, 3481, 3600, 3721, 3844, 3969,
4096, 4225, 4356, 4489, 4624, 4761, 4900, 4913, 5041, 5184, 5329, 5476, 5625,
5776, 5832, 5929, 6084, 6171, 6400, 6561, 6724, 6859, 6889, 7056, 7225, 7396,
7569, 7744, 7776, 7921, 8000, 8100, 8192, 8282, 8464, 8649, 8836, 9025, 9216,
9261, 9409, 9604, 9801, 10000.

A nyńı si postupně uděláme rozd́ıly po sobě jdoućıch mocnin a tyto rozd́ıly
seřad́ıme podle velikosti. Dostaneme posloupnost: 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 10, 11,
12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 33, 35, 36, 38,
39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 56, 57, 59, 61, 65, 67, 68, 69, 71, 75, 77,
79, 81, 85, 87, 89, 92, 95, 97, 99, 100, 101, 103, 106, 107, 109, 111, 113, 115,
119, 121, 123, 125, 127, 128, 129, 131, 133, 135, 137, 139, 143, 145, 147, 148,
149, 151, 155, 157, 159, 161, 163, 165, 167, 169, 171, 173, 175, 183, 185, 187,
189, 191, 195, 197, 199. Z lichých č́ısel (do 199) chyb́ı 29, 31, 37, 63, 73, 83,
91, 93, 105, 117, 141, 153, 177, 179, 181, 193 a ze sudých chyb́ı 6, 8, 14, 22,
26, 34, 40, 42, 44, 46, 48, 50, 52, 54, 58, 60, 62, 64, 66, 70, 72, 74, 76, 78,
80, 82, 84, 86, 88, 90, 94, 94, 98, 102, 104, 108, 110, 112, 114, 116, 118, 120,
122, 124, 126, 130, 132, 134, 136, 138, 140, 142, 144, 146, 150, 152, 154, 156,
158, 160, 162, 164, 166, 168, 170, 172, 174, 176, 178, 180, 182, 184, 186, 188,
190, 192, 194, 196, 198.

I.8.2 Poznámka. (i) 2n + 1 = (n + 1)2 − n2 pro každé n ∈ Z. Tedy každé
liché č́ıslo lze źıskat jako rozd́ıl dvou druhých mocnin.

(ii) 4n = (n + 1)2 − (n− 1)2. Tedy každé č́ıslo dělitelné 4 lze źıskat jako
rozd́ıl dvou druhých mocnin.

(iii) Je 2 = 27− 25 = 33 − 52.
(iv) Je (−1)3 + 1 = 02, 02 + 1 = 12, 23 + 1 = 32. Tedy 1 = 02 − (−1)3 =

12 − 02 = 32 − 23. Je známo, že pro a 6= −1, 0, 8 vždy aspoň jedno z č́ısel
a, a + 1 neńı druhou či vyšš́ı mocninou jakéhokoliv celého č́ısla. Bohužel,
elementárńı d̊ukaz tohoto zaj́ımavého faktu nemáme k dispozici.

(v) Pro každé a ∈ Z, a 6= −1, aspoň jedno z č́ısel a, a + 1, a + 2 neńı
druhou či vyšš́ı mocninou. Ani toto slabš́ı tvrzeńı zat́ım neumı́me dokázat
elementárně.
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I.8.3 Cvičeńı. (i) Necht’ a, b, c ∈ Z, n,m ∈ N, n ≥ 2,m ≥ 2, jsou taková
č́ısla, že a = bn a a + 2 = cm (např. a = 52, a + 2 = 33). Zajisté, č́ıslo a je
sudé právě když č́ıslo b je sudé a rovněž právě když č́ıslo c je sudé. V tomto
př́ıpadě však č́ıslo 4 děĺı obě č́ısla bn, cm a tedy 4 děĺı obě č́ısla a, a+2. Potom
4 děĺı i rozd́ıl a+2−a = 2, což neplat́ı. Nahĺıž́ıme, že č́ısla a, b, c jsou vesměs
lichá.

(ii) Necht’ a ∈ Z je sudé č́ıslo, a = bn, b ∈ Z, n ≥ 2. Z (i) plyne, že
a+ 2 6= cm pro všechna c ∈ Z a m ≥ 2.

(iii) Necht’ a ∈ Z je liché č́ıslo, a + 1 = bn, b ∈ Z, n ≥ 2. Č́ıslo a + 1 je
sudé, a proto a+ 3 6= cm pro všechna c ∈ Z a m ≥ 2 podle (ii).

(iv) Necht’ a ∈ Z. Z (ii) a (iii) plyne, že ze čtyř (po sobě jdoućıch) č́ısel
a, a+ 1, a+ 2, a+ 3 aspoň jedno neńı druhou či vyšš́ı mocninou celého č́ısla.

I.8.4 Úloha. (i) Která č́ısla n lze źıskat ve tvaru n = ak−bl, kde a, b, k, l ≥ 2,
ak ≥ bl?

Samozřejmě 0 = 22−22, 1 = 32−23, 2 = 33−52, 3 = 27−53, 4 = 23−22 =
53 − 112 = 62 − 25, 5 = 32 − 22 = 25 − 33, 7 = 24 − 32 = 25 − 52 = 27 − 112,
8 = 24 − 23, 9 = 52 − 24 = 62 − 33 = 152 − 63, 10 = 133 − 37. Tedy určitě
č́ısla 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10 (chyb́ı 6).

Je-li n ≥ 5 liché č́ıslo, pak (n−1)/2 ≥ 2 a n = ((n+1)/2)2− ((n−1)/2)2.
Je-li n ≥ 2 sudé, 4 děĺı n, pak (n−4)/4 ≥ 2 a n = ((n+4)/4)2−((n−4)/4)2.
Zbývaj́ı č́ısla n = 4k+2, k ≥ 0. Již jsme si všimli, že 2 = 33−52, 10 = 133−37.
Je také 18 = 192 − 73 = 35 − 152. A co č́ısla 6 a 14?

(ii) K č́ısl̊um z (i) přidejme ještě č́ısla tvaru ak− 1(= ak− 12), kde a ≥ 2,
k ≥ 2. Tedy č́ısla 3, 7, 8, 15, 26, 31, 63, 80, . . . .

Je-li a sudé č́ıslo, pak ak − 1 ≥ 3 je liché č́ıslo a je tedy typu (i). Je-li
a = 4l + 1, l ≥ 1, liché č́ıslo, pak 4 děĺı ak − 1 a tedy ak − 1 je opět typu (i).
Je-li a = 4l + 3, l ≥ 1, k sudé, pak opět 4 děĺı ak − 1 a tedy ak − 1 je typu
(i). Zbývaj́ı č́ısla (4l + 3)k − 1, kde l ≥ 1, k ≥ 3, k liché. Nejmenš́ı z nich je
73 − 1 = 342(= 2 · 32 · 19).

(iii) A ted’ č́ısla ak(= ak − 02), a ≥ 2, k ≥ 2. Tedy č́ısla 4, 8, 9, 16, 25,
27, 32, 49, 64, 81, . . . . Tato č́ısla jsou bud’ lichá ≥ 9 a nebo sudá a dělitelná
č́ıslem 4. Tedy jsou vesměs typu (i). Např. 9 = 52 − 42, 16 = 52 − 32.

I.8.5 Cvičeńı. (i) A ted’ zkusme sč́ıtat mocniny z I.8.1, od 4 výše a vždy
po dvou. Dostáváme č́ısla 4 + 4 = 8, 4 + 8 = 12, 4 + 9 = 13, 20, 29, 31,
36, 40, 53, 68, 85, 104, 1 25, 129, 131, 148, 173, 200, 220, 229, 247, 260,
293, . . . a daľśı. Dále, 8 + 8 = 16, 8 + 9 = 17, 8 + 16 = 24, 33, 35, 40, 44,
57, 72, 89, 108, 129, 133, 136, 152, 177, 204, 224, 233, 251, 264, 297, . . . a
daľśı. Dále, 9 + 9 = 18, 9 + 16 = 25, 9 + 25 = 34, 36, 41, 45, 58, 73, 90,
109, 130, 134, 137, 153, 178, 205, 22 5, 234, 252, 265, 298, . . . a daľśı. Dále,
16 + 16 = 32, 16 + 25 = 41, 16 + 27 = 43, 16 + 32 = 48, 16 + 36 = 52,
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16 + 49 = 65, 16 + 64 = 80, 16 + 81 = 97, 16 + 100 = 116, 16 + 121 = 137,
16+125 = 141, 16+128 = 144, 16+169 = 185, 16+196 = 212, 16+216 = 232,
16 + 225 = 241, 16 + 243 = 259, 16 + 256 = 272, 16 + 289 = 305, . . . a daľśı.
Dále, 25 + 25 = 50, 25 + 27 = 52, 25 + 32 = 57, 25 + 36 = 61, 25 + 49 = 74,
25 + 64 = 89, 25 + 81 = 106, 25 + 100 = 125, 25 + 121 = 146, 25 + 125 = 150,
25+128 = 153, 25+144 = 169, 25+169 = 194, 25+196 = 221, 25+225 = 250,
25 + 243 = 268, 25 + 268 = 293, 25 + 256 = 281, 25 + 289 = 314 a daľśı.
Dále, 27 + 27 = 54, 27 + 32 = 59, 27 + 36 = 63, 27 + 49 = 76, 27 + 64 = 91,
27+81 = 108, 27+100 = 127, 27+121 = 148, 27+125 = 152, 27+128 = 155,
27+144 = 171, 27+169 = 196, 27+196 = 223, 27+216 = 243, 27+225 = 252,
27+243 = 270, 27+256 = 283, 27+289 = 316, . . . a daľśı. Dále, 32+32 = 64,
32 + 36 = 68, 32 + 49 = 81, 32 + 64 = 96, 32 + 81 = 113, 32 + 100 = 132,
32+121 = 153, 32+125 = 157, 32+128 = 160, 32+144 = 176, 32+176 = 208,
32+169 = 201, 32+196 = 228, 32+216 = 248, 32+225 = 257, 32+243 = 275,
32 + 256 = 288, 32 + 289 = 321, . . . a daľśı. Dále, 36 + 36 = 72, 36 + 49 = 85,
36+64 = 100, 36+81 = 117, 36+100 = 136, 36+121 = 157, 36+125 = 161,
36+128 = 164, 36+144 = 180, 36+169 = 205, 36+216 = 252, 36+225 = 261,
36+243 = 279, 36+256 = 292, . . . a daľśı. Dále, 49+49 = 98, 49+64 = 113,
49+81 = 130, 49+100 = 149, 49+121 = 170, 49+125 = 174, 49+128 = 177,
49+144 = 193, 49+169 = 218, 49+196 = 245, 49+216 = 265, 49+225 = 274,
49+243 = 292, . . . a daľśı. Dále, 64+64 = 128, 64+81 = 145, 64+100 = 164,
64+121 = 185, 64+125 = 189, 64+128 = 192, 64+144 = 208, 64+169 = 233,
64 + 196 = 260, 64 + 216 = 280, 64 + 225 = 289, 64 + 243 = 307, . . . a
daľśı. Dále, 81 + 81 = 162, 81 + 100 = 181, 81 + 121 = 202, 81 + 125 = 206,
81+128 = 209, 81+144 = 225, 81+169 = 250, 81+196 = 277, 81+225 = 306,
. . . a daľśı. Dále, 100 + 100 = 200, 100 + 121 = 221, 100 + 125 = 225,
100 + 128 = 228, 100 + 144 = 244, 100 + 169 = 269, 100 + 196 = 296,
. . . a daľśı. Dále, 121 + 100 = 221, 121 + 125 = 246, 121 + 128 = 249,
121 + 144 = 265, 121 + 169 = 290, 121 + 196 = 317, . . . a daľśı. Dále
125 + 125 = 250, 125 + 128 = 253, 125 + 144 = 272, 125 + 169 = 294, . . . a
daľśı. Dále, 128 + 128 = 256, 128 + 144 = 272, 128 + 169 = 297, . . . a daľśı.
Dále 144 + 144 = 288, 144 + 169 = 313, . . . a daľśı. Dále, 169 + 169 = 338,
. . . a daľśı.

Źıskaná č́ısla, která jsme napsali, si seřad́ıme podle velikosti. Bude to
posloupnost (α): 8, 12, 13, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 23, 29, 31, 32, 33, 34,
35, 36, 40, 41, 43, 44, 45, 48, 50, 52, 53, 54, 57, 58, 59, 61, 63, 64, 65, 68,
72, 73, 74, 76, 80, 81, 85, 89, 90, 91, 96, 97, 98, 100, 104, 106, 108, 109, 113,
116, 117, 125, 127, 128, 129, 130, 132, 133, 134, 136, 137, 141, 144, 145, 146,
148, 149, 150, 152, 153, 155, 157, 160, 161, 162, 164, 169, 170, 171, 174, 176,
177, 178, 180, 181, 185, 189, 192, 193, 194, 196, 200, 201, 202, 204, 206, 209,
212, 218, 220, 221, 223, 224, 225, 228, 229, 232, 233, 234, 241, 242, 243, 244,
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245, 246, 247, 248, 249, 250, 251, 252, 253, 256, 257, 259, 260, 261, 264, 265,
268, 269, 270, 272, 274, 275, 277, 279, 280, 281, 283, 288, 289, 290, 292, 293,
294, 296, 297, 305, 306, 307, 313, 314, 316, 317, 321, 338.

(ii) Zbývaj́ıćı č́ısla v intervalu 1, . . . , 338 tvoř́ı posloupnost (β): 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 19, 25, 26, 27, 28, 30, 37, 38, 39, 42, 46, 47, 49, 51,
55, 56, 60, 62, 66, 67, 69, 70, 71, 75, 77, 78, 79, 83, 84, 86, 87, 88, 92, 93, 94,
95, 99, 101, 102, 103, 105, 107, 110, 111, 112, 114, 115, 118, 119, 120, 121,
122, 123, 124, 126, 131, 135, 138, 139, 140, 142, 143, 147, 151, 154, 156, 158,
159, 163, 165, 166, 167, 168, 172, 173, 175, 179, 182, 183, 184, 186, 187, 188,
190, 191, 195, 197, 198, 199, 203, 205, 207, 208, 210, 211, 213, 214, 215, 216,
217, 219, 222, 226, 227, 230, 231, 235, 236, 237, 238, 239, 240, 254, 255, 258,
262, 263, 266, 267, 271, 273, 276, 278, 282, 284, 285, 286, 287, 291, 295, 298,
299, 300, 301, 302, 303, 304, 308, 309, 310, 311, 312, 315, 318, 319, 320, 322,
323, 324, 325, 326, 327, 328, 329, 330, 331, 332, 333, 334, 335, 336, 337.

(iii) Ke každému č́ıslu z posloupnosti (α) přičteme č́ıslo 4 a uved’mě zde
posloupnost (γ) tvořenou źıskanými č́ısly, ale jen těmi, co nejsou v posloup-
nosti (α) obsažené: 21, 22, 28, 37, 38, 39, 47, 49, 56, 62, 67, 69, 77, 78, 84,
93, 94, 95, 101, 102, 110, 112, 120, 121, 131, 138, 140, 154, 156, 159, 165,
166, 168, 175, 182, 184, 197, 198, 210, 213, 216, 222, 227, 236, 237, 238, 254,
255, 263, 273, 276, 278, 284, 285, 287, 298, 300, 301, 309, 310, 311, 318, 320,
325, 342.

(iv) Vyhod’me z posloupnosti (β) č́ısla obsažená v posloupnosti (γ) a
źıskejme velmi levně posloupnost (δ): 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 19,
23, 26, 27, 29, 30, 42, 46, 51, 55, 60, 66, 70, 71, 75, 79, 82, 83, 86, 87, 88, 92,
96, 99, 103, 105, 107, 111, 114, 115, 118, 119, 122, 123, 124, 126, 135, 139,
142, 143, 147, 151, 158, 163, 167, 172, 179, 183, 186, 187, 188, 190, 191, 195,
199, 203, 205, 207, 210, 211, 214, 215, 217, 219, 226, 230, 231, 235, 239, 240,
255, 258, 262, 266, 267, 271, 282, 286, 291, 295, 299, 302, 303, 304, 308, 312,
315, 319, 322, 323, 324, 326, . . . , 337.

(v) Ke každému č́ıslu z posloupnosti (α) přičtěme č́ıslo 8 a źıskaná č́ısla
vyhod’me z posloupnosti (δ) – ovšem jen ta č́ısla, co se v (δ) vyskytuj́ı.
Źıskáme tak posloupnost (ε): 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 19, 23, 27,
29, 30, 46, 55, 70, 75, 79, 83, 86, 87, 92, 96, 103, 107, 111, 115, 118, 119, 122,
123, 126, 139, 143, 147, 151, 167, 183, 187, 190, 191, 195, 199, 203, 207, 211,
215, 219, 230, 235, 239, 262, 266, 271, 286, 295, 299, 303, 308, 312, 319, 323,
326, 327, 328, 330, . . . , 337.

(vi) Ke každému č́ıslu z posloupnosti (α) přičtěme č́ıslo 9 a źıskaná č́ısla
vyhod’me z posloupnosti (ε) – ovšem jen ta, co se v (ε) vyskytuj́ı. Źıskáme
tak posloupnost (φ): 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 19, 23, 30, 46, 55,
75, 79, 86, 87, 92, 96, 103, 111, 119, 123, 147, 151, 167, 191, 195, 199, 203,
207, 219, 235, 239, 271, 295, 308, 312, 319, 327, 328, 331, . . . , 337.
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(vii) Pokračujeme pilně dále. Ke každému č́ıslu z (α) přičtěme 16 a opět
źıskaná č́ısla vyhod’me z posloupnosti (φ). Vzniká nová posloupnost (ψ).
Z (φ) v tomto bodu vyřad́ıme č́ısla 75, 92, 96, 295, 308, 312, 332, 333, 337.

(viii) A nyńı přič́ıtejme 25 k posloupnosti (α). Z φ budeme vyřazovat
č́ısla 79, 86, 123, 195, 199, 203, 219, 308, 319, 331. A źıskáme posloupnost
ξ: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 19, 23, 30, 46, 55, 87, 103, 111, 119,
147, 151, 167, 191, 207, 235, 271, 327, 328, 334, 335, 336.

(ix) A přič́ıtáme 27. Z posloupnosti ξ vyřad́ıme č́ısla 103, 191, 207, 235,
271 a 334. Źıskáme novou posloupnost (ζ).

(x) A přič́ıtáme 36. Z posloupnosti (ζ) vyřad́ıme č́ısla 151, 328 a dostaneme
posloupnost (ρ).

(xi) A přič́ıtáme 49. Z posloupnosti (ρ) vyřad́ıme č́ıslo 147. Vznikla
posloupnost (λ): 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 19, 23, 30, 46, 55, 87,
111, 119, 327, 335, 336.

(xii) Z posloupnosti (λ) vyřad́ıme 336 = 272 + 64. Dále, 327 = 248 + 81.
Dále, 335 = 4 + 25 + 81 + 225. Dále, 167 = 4 + 8 + 27 + 128. Dále,
119 = 4+9+25+81. Dále, 111 = 4+8+9+9+81. Dále, 87 = 4+9+25+49.
Dále, 55 = 4+8+16+27. Dále, 46 = 4+8+9+25. Dále, 30 = 4+8+9+9.
A úplně nakonec je 9 = 32 a 4 = 22. Po vyřazeńı těchto č́ısel nám zbyde
posloupnost (κ): 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 19, 23, což je 12 č́ısel,
(23 + 1)/2 = 12.

I.8.6 Poučeńı. Označme A množinu všech součt̊u tvaru ak11 + · · · + aknn ,
kde n ≥ 1, ai ≥ 2, ki ≥ 2. Nejmenš́ı č́ıslo z množiny A je zřejmě 22 = 4,
a tak A ⊆ N \ {1, 2, 3}. Daľśı č́ısla z množiny A jsou zřejmě 22 + 22 = 4,
32 = 9, 22 + 22 + 22 = 12, 22 + 32 = 13, 42 = 22 + 22 + 22 + 22 = 16,
22+22+32 = 17, 32+32 = 18, 22+22+22+22+22 = 20, 22+22+22+32 = 21,
22 + 32 + 32 = 22. Takže A ⊆ N \ {1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 19}. Ovšem,
52 = 25 > 23, 23 − 42 = 23 − 16 = 7 /∈ A, 23 − 32 = 23 − 9 = 14 /∈ A,
23 − 22 = 23 − 4 = 19 /∈ A. Nahĺıž́ıme, že též 23 /∈ A. Na druhé straně,
24 = 42 + 23, 25 = 52, 26 = 23 + 32 + 32, 27 = 33. Tedy 24, 25, 26, 27 ∈ A.

Dokážeme si, že A = N \ {1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 19, 23} (takže 23 je
největš́ı kladné č́ıslo, které neńı obsaženo v množině A).

Necht’, naopak, m je nejmenš́ı takové č́ıslo, že m /∈ A a 24 ≤ m. Je potom
28 ≤ m, 24 ≤ m− 4 < m, m− 4 ∈ A a m = (m− 4) + 22 ∈ A, což je spor.
Důkaz je hotov.

Všimněme si, že 2 + 3 = 5 = 6 − 1, 6 = 2 · 3. Dále si všimněme, že
22 + 32 = 13, 23 + 33 = 35, 22 + 33 = 31, 23 + 32 = 17, přičemž 1 + 3 = 4,
3 + 5 = 8 = 1 + 7 a č́ısla 13, 17, 31, 53, 71 jsou prvoč́ısla. Ovšem, 35 = 5 · 7 a
5 + 7 = 12 = 3 · 22.
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I.8.7 Cvičeńı. Označme S množinu všech součt̊u a21 + · · ·+ a2n, n ≥ 1,
ai ∈ {2, 3}. Chceme ověřit, že S = {4, 8, 9, 12, 13, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 25,
26, 27, . . . } (tedy, že N \ S = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 19, 23}.

Zřejmě 4 je nejmenš́ı č́ıslo z S. Dále, 9 ∈ S, 8 = 4+4 ∈ S, 12 = 4+4+4 ∈
S, 13 = 4+9 ∈ S, 16 = 4+4+4+4 ∈ S, 17 = 4+4+9 ∈ S, 18 = 9+9 ∈ S,
20 = 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 ∈ S, 21 = 4 + 4 + 4 + 9 ∈ S, 22 = 4 + 9 + 9 ∈ S.
Tedy {4, 8, 9, 12, 13, 16, 17, 18, 20, 21, 22} ⊆ S.

Necht’ m ≥ 24, m = 4t+3, t ≥ 6, 0 ≤ r ≤ 3. Je-li r = 0, tak m = t ·4 ∈ S.
Je-li r = 1, tak m = (t−2)·4+9 ∈ S. Je-li r = 2, pak m = (t−4)·4+9+9 ∈ S.
Je-li r = 3, pak m = (t− 6) · 4 + 9 + 9 + 9 ∈ S. Zjistili jsme, že m ∈ S.

Na druhé straně, zřejmě S ⊆ A, kde A je množina definovaná v I.8.6.
Tedy {1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 14, 19, 23} = N \ A ⊆ N \ S a nyńı je jasné, že
S = A.

I.8.8 Př́ıklad. (i) Necht’ n ≥ 0, m ∈ Z, a = 1 +mn, b = ma(= m+mn+1).
Potom je an+bn = an+mnan = an(1+mn) = an+1. Tedy také an+1−bn = an.

Např., pro n = 0 je a = 2, b = 2m. Pro n = 1 je a = 1 +m, b = m+m2.
Pro m = 0 6= n je a = 1, b = 0 Pro m = 1 je a = 2 = b. Pro n = 2 = m je
a = 5, b = 10. Pro n = 2, m = 3 je a = 10, b = 30. Pro n = 3, m = 2 je
a = 9, b = 18. Pro n = 3 = m je a = 28, b = 84.

(ii) Necht’ n ≥ 2, m ∈ Z, a = (1 + mn)n−2, b = ma(= m(1 + mn)n−2).
Potom je an + bn = an + mnan = an(1 + mn) = (1 + mn)n−2n+1 = ((1 +
mn)n−1)n−1 = cn−1, c = (1 +mn)n−1. Tedy také cn−1 − an = bn.

Např., pro n = 2 je a = 1, b = m a c = 1 +m2. Pro n = 3 je a = 1 +m3,
b = m+m4 a c = 1 + 2m3 +m6. Pro n = 3, m = 2 je a = 9, b = 18 a c = 81.

I.8.9 Poč́ıtáńı. (i) Označme (jen mı́stně) A množinu všech součt̊u ak + bk,
kde a, b ∈ N, k ≥ 2. Je −9 = (−2)3 + (−1)3, −8 = (−2)3 + 03, −7 =
(−2)3 + 13, −2 = (−1)3 + (−1)3, −1 = (−1)3 + 03, 0 = 02 + 02 = (−1)3 + 13,
1 = 12 + 02, 2 = 12 + 12, 4 = 22 + 02, 5 = 22 + 12, 7 = 23 + (−1)3, 8 = 23 + 03,
9 = 32 + 02, 10 = 32 + 12.

Tedy −9,−8,−7,−2, 0, 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10 ∈ A. Je také 2 · 13 = 26 =
33 + (−1)3 ∈ A.

(ii) Necht’ n = ak + bk, kde a, b ∈ N, a > 0, b < 0, k ≥ 3, k liché. Položme
c = −b. Tud́ıž c > 0, n = ak − ck = (a − c)d, kde d = ak−1 + ak−2c + · · · +
ack−2 + ck−1 ≥ k.

Je-li d = k, pak a = 1 = c, b = −1, n = 0.
Je-li n > 0, pak a > c, z čehož plyne a ≥ 2 a d ≥ 2k−1+2k−2+· · ·+2+1 =

2k − 1 ≥ 7, n ≥ 7.
Je-li n = 7, pak k = 3, a = 2, c = 1, b = −1.
Je-li n = 0, pak a = c = −b.
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Je-li n < 0, pak a < c, z čehož plyne c ≥ 2 a d ≥ 7, n ≤ −7.
Je-li n = −7, pak k = 3, a = 1, c = 2, b = −2.
(iii) Pomoćı (ii) se neńı těžké přesvědčit o tom, že −10,−6,−3, 3, 6 /∈ A.
(iv) Je ovšem 3 = 27 + (−5)3, 5 = 25 + (−3)3, 13 = 28 + (−3)5, 15 =

26 + (−7)2, −3 = 53 + (−2)7.
(v) Je 6 6= ak + bl pro všechna a, b ∈ N0, k ≥ 2, l ≥ 2.

I.8.10 Poč́ıtáńı. (i) Označme (jen mı́stně) B množinu všech rozd́ıl̊u ak−bk,
kde a, b ∈ Z, k ≥ 2. Jak jsme si všimli v I.6.1, tak množina B obsahuje
všechna lichá č́ısla a také všechny násobky č́ısla 4 (nebot’ to jsou všechna
č́ısla, která jsou rozd́ılem druhých mocnin).

(ii) Je-li k = 2l, tedy sudé, pak ak − bk = (al)2 − (bl)2 (viz (i)).
(iii) Je-li k liché, pak ak − bk = ak + (−b)k ∈ A (I.8.9).
(iv) Z předchoźıho plyne, že 6,−6 /∈ A ∪B.
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I.9 Děleńı se zbytkem

V celých č́ıslech nejde neomezeně dělit, avšak:

I.9.1 Věta. Necht’ n,m jsou celá nezáporná č́ısla, n 6= 0. Potom existuj́ı
jednoznačně určená celá nezáporná č́ısla r, s tak, že m = rn + s, přičemž
0 ≤ s < n.

Důkaz. Nejdř́ıve dokážeme existenci č́ısel r a s. Budeme přitom postupovat
indukćı podle m ≥ 0. Je-li m = 0, voĺıme r = 0 = s. Je-li nyńı m ≥ 0 a
m = rn+ s, r ≥ 0, 0 ≤ s < n, pak m+ 1 = rn+ s+ 1, kde 1 ≤ s+ 1 ≤ n, a
jsme hotovi pro s+ 1 < n. Je-li však s+ 1 = n, pak s = n− 1, m = rn+ s =
(r + 1)n− 1 a m+ 1 = (r + 1)n. T́ım je indukčńı krok završen.

Nyńı ověř́ıme jednoznačnost č́ısel r a s. Necht’ r1n + s1 = m = r2n + s2,
kde r1, r2, s1, s2 ∈ N0, 0 ≤ s1 < n, 0 ≤ s2 < n. Bez újmy na obecnosti lze
předpokládat, že s1 ≥ s2. Pak je (r2 − r1)n = s1 − s2 ≥ 0, čili r2 ≥ r1.
Ovšem, 0 ≤ s1 − s2 < n − s2 ≤ n, čili n > s1 − s2. Je-li však r2 > r1, pak
s1 − s2 = (r2 − r1)n ≥ n ≥ n, což je nyńı spor. Tedy r2 = r1 a s1 = s2.

I.9.2 Poznamenáńı. V d̊ukazu předchoźı věty jsme mohli postupovat také
takto: Je-li m < n, voĺıme r = 0 a s = m. Je-li m = n, voĺıme r = 1 a
s = 0. Necht’ tedy n < m. Pak je n < 2n < 3n < . . . a existuje r ≥ 1 tak,
že rn ≤ m a m < (r + 1)n. Nyńı 0 ≤ s = m− rn < n.

I.9.3 Věta. Necht’ n,m jsou celá č́ısla, n 6= 0. Potom existuj́ı jednoznačně
určená celá č́ısla r a s tak, že m = rn+ s, přičemž 0 ≤ s < |n|.

Důkaz. Opět nejdř́ıve dokážeme existenci č́ısel r a s s danými vlastnostmi.
Nejprve předpokládejme, že n ≥ 1. Mezi č́ısly m − rn, r ∈ Z, jsou

jistě některá nezáporná a zvoĺıme r0 ∈ Z tak, aby č́ıslo s0 = m − r0n bylo
nejmenš́ı možné mezi těmi nezápornými. Tedy 0 ≤ s0. Je-li však n ≤ s0,
pak m− (r0− 1)n = s0−n je opět nezáporné č́ıslo a tak s0−n ≥ s0 a n ≤ 0,
což je spor. T́ım jsme dokázali, že 0 ≤ s0 < n = |n|.

Je-li nyńı n ≤ −1, pak podle předchoźıho zjǐstěńı existuj́ı č́ısla r1 a s1
tak, že m = r1(−n) + s1, kde 0 ≤ s1, kde 0 ≤ s1 < −n = |n|. Nyńı však
m = (−r1)n+ s1. Existence č́ısel r a s je dokázána.

A ted’ jednoznačnost. Je-li r2n + s2 = m = r3n + s3, kde 0 ≤ s2 < |n|,
0 ≤ s3 < |n|, s2 ≥ s3, pakj |n| děĺı s2−s3, s2−s3 ≥ 0. Odtud, bud’to s2 = s3
(a r2 = r3) a nebo |n| ≤ s2 − s3 < |n| − s3 ≤ |n|, což neńı možné.

I.9.4 Důležité značeńı. Necht’ n ∈ Z, n 6= 0. Je-li m ∈ Z a m = rn + s,
kde r, s ∈ Z, 0 ≤ s < |n| (viz I.9.3), pak ṕı̌seme s = [m]n. Tedy n děĺı
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m − [m]n a (nezáporné) č́ıslo [m]n je standartńı zbytek po děleńı č́ısla m
č́ıslem n. Č́ıslo n zde vystupuje jako tzv. modulus.

Zřejmě [m]n = 0 právě když n děĺı m.

I.9.5 Proposice. Necht’ n,m ∈ Z, n 6= 0. Potom:
(i) [0]n = 0.

(ii) n děĺı m právě když [m]n = 0.
(iii) [m]n = [m]−n = [m]|n|.
(iv) Jestliže n neděĺı m, pak [−m]n = |n|−[m]n (neboli [m]n+[−m]n = |n|).
(v) Je-li 0 ≤ m < |n|, pak [m]n = m.
(vi) Je-li |m| < |n|, m < 0, n - m, pak [m]n = |n|− |m| (neboli [m]n+ |m| =

|n|).

Důkaz. (i) Je 0 = 0 · n+ 0.
(ii) Toto je zřejmé.

(iii) Je m = (−r)(−n) + [m]n.
(iv) Vzhledem k (iii) lze předpokládat, že n ≥ 1. Pak n ≥ 2 (nebot’ n neděĺı

m) a −n = (−r − 1)n+ n− [m]n, kde 1 ≤ n− [m]n = n− [m]n.
(v) Toto je zřejmé (použije se (iii) pro n < 0).
(vi) Plyne z (v) a (iv).

I.9.6 Lemma. Necht’ n, a, b, c jsou taková č́ısla, že a ≥ 0, 0 ≤ c < |n|,
a = bn+ c. Potom:

(i) n 6= 0.
(ii) |b| ≤ |a|.

(iii) |b| = |a| právě když bud’to a = b = c = 0 nebo c = 0, n = ±1.

Důkaz. Předně, n 6= 0, nebot’ c < |n|. Dále, je-li a = 0, pak b = c = 0 plyne
z I.9.3 (jednoznačnost). Necht’ tedy a ≥ 1. Budeme postupovat indukćı
podle c ≥ 0.

Je-li c = 0, pak a = bn, čili a = |a| = |b| · |n| ≥ |b|. Nav́ıc, |a| = |b| právě
když |n| = 1 . Necht’ tedy c ≥ 1. Pak a− 1 = bn+ c− 1, kde 0 ≤ c− 1 < |n|.
Je-li a ≥ 2, potom |b| ≤ |a − 1| = a − 1 < a = |a| podle indukčńıho
předpokladu. Je-li však a = 1, pak |n| > c > c − 1 = |c − 1| = |b| · |n|, čili
b = 0 a |b| = 0 < 1 = a = |a|.

I.9.7 Lemma. Necht’ n, a, b, c jsou taková č́ısla, že a ≤ −1, 0 ≤ c < n,
a = bn+ c. Potom:

(i) n ≥ 1.
(ii) |b| ≤ |a|.

(iii) |b| = |a| právě když bud’to c = 0, n = 1 anebo a = b = −1, c = n− 1.
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Důkaz. Opět, n ≥ 1, neb c < n. Je-li c = 0, pak |a| = |b| · |n| a vše je jasné.
Dále indukćı podle c ≥ 1. Je a − 1 = bn + c − 1, kde 0 ≤ c − 1 < n, takže
|b| ≤ |a− 1| = |a|+ 1 podle indukčńıho předpokladu. Je-li |b| = |a|+ 1, pak
z indukčńıho předpokladu (a toho, že c ≥ 1) plyne a = b = −1, c−1 = n−1,
c = n, což je spor. Takže |b| ≤ |a|. Nakonec, je-li |a| = |b|, pak bud’to
a = an+ c a nebo a = −an+ c.

Ted’, necht’ a = an + c. Tud́ıž a(1 − n) = c, (n − 1) · |a| = |a(1 − n)| =
|c| = c < n, n · |a| < n + |a| a, jelikož n ≥ 2 (n > c ≥ 1), tak |a| = 1 (viz
I.3.1). Odtud, a = −1, −1 = −n+ c, c = n− 1.

A nyńı bud’ a = −an+c. Opět, c = a(1+n) < 0, což je posledńı spor.

I.9.8 Lemma. Necht’ n, a, b, c jsou taková celá č́ısla, že a ≤ −1, 0 ≤ c < −n,
a = bn+ c. Potom:

(i) n ≤ −1.
(ii) |b| ≤ |a|.

(iii) |b| = |a| právě když bud’to c = 0, n = −1 anebo a = −1, b = 1,
c = −n− 1.

Důkaz. Je a = (−b)(−n) + c a z I.9.7 plyne −n ≥ 1 (čili n ≤ −1) a
|b| = |−b| ≤ |a|. Je-li |a| = |b|, pak z I.9.7(iii) plyne, že bud’to c = 0, n = −1
a nebo a = −b = −1, c = −n− 1.

I.9.9 Proposice. Necht’ n, a, b, c jsou taková celá č́ısla, že a = bn+c, přičemž
0 ≤ c < |n|. Potom n 6= 0 a |b| ≤ |a|. Nav́ıc, rovnost |a| ≤ |b| nastává právě
když je splněna aspoň (a potom pouze) jedna z následuj́ıćıch pěti podmı́nek:

(1) a = b = c = 0;
(2) n = 1, c = 0, a = b 6= 0;
(3) n = −1, c = 0, a = −b 6= 0;
(4) n ≥ 2, c = n− 1, a = b = −1;
(5) n ≤ −2, c = −n− 1, a = −1, b = 1.

Důkaz. Stač́ı zkombinovat předchoźı tři lemmata.

I.9.10 Proposice. Necht’ n = 2k + 1, k ≥ 1. Potom pro každé m ≥ 0
existuj́ı jednoznačně určená celá č́ısla r a s taková, že m = rn + s, přičemž
r ≥ 0 a −k ≤ s ≤ k.

Důkaz. Podle I.9.1 existuj́ı nezáporná r1 a s1 tak, že m = r1n + s1, 0 ≤
s1 < n. Je-li k+ 1 ≤ s1, pak −k ≤ s1−n = s < 0 a m = (r1 + 1)n+ s. T́ım
je dokázána existence č́ısel r a s s danými vlastnostmi. Jednoznačnost č́ısel
r, s se snadno ověř́ı.

I.9.11 Proposice. Necht’ n = 2k + 1, k ≥ 1. Potom pro každé m ≤ 0
existuj́ı jednoznačně určená celá č́ısla r a s taková, že m = rn + s, přičemž
r ≤ 0 a −k ≤ s ≤ k.
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Důkaz. Tvrzeńı plyne snadno z I.9.10, kde uváž́ıme celé č́ıslo −m.

I.9.12 Poznámka. Necht’ n = 2k − 1, k ≤ −1. Potom pro každé m ∈ Z
existuj́ı jednoznačně určená č́ısla r a s taková, že m = rn + s, přičemž
k ≤ s ≤ −k. Pro m ≥ 0 je r ≤ 0 a pro m ≤ 0 je r ≥ 0. (Použije se I.9.10,
I.9.11, pro základ −n = 2(−k) + 1.)

I.9.13 Proposice. Necht’ n = 2k, k ≥ 1. Potom pro každé m ≥ 0 existuj́ı
jednoznačně určená celá č́ısla r a s taková, že m = rn + s, přičemž r ≥ 0 a
−k + 1 ≤ s ≤ k.

Důkaz. Podle I.9.1 existuj́ı nezáporná r1 a s1 tak, že m = r1n+s1, 0 ≤ s1 <
n. Je-li k + 1 ≤ s1, pak −k + 1 ≤ s1 − n = s < 0 a m = (r1 + 1)n+ s. T́ım
je pak dokázána existence č́ısel r a s s danými vlastnostmi. Jednoznačnost
č́ısel r, s se snadno ověř́ı.

I.9.14 Proposice. Necht’ n = 2k, k ≥ 1. Potom pro každé m ≤ 0 existuj́ı
jednoznačně určená č́ısla r a s taková, že m = rn + s, přičemž r ≤ 0 a
−k ≤ s ≤ k + 1.

Důkaz. Tvrzeńı plyne snadno z I.9.13, kde uváž́ıme č́ıslo −m.

I.9.15 Úloha. (i) Necht’ a, b, c, n ∈ Z, n ≥ 4. Nalezneme č́ıslo m takové, že
0 ≤ m < n, přičemž n neděĺı žádné z č́ısel a+m, b+m, c+m.

Necht’ r1 = [−a]n, r2 = [−b]n a r3 = [−c]n (I.9.4). Vı́me, že 0 ≤ ri ≤ n−1.
Jelikož 3 ≤ n − 1, tak existuje m, 0 ≤ m ≤ n − 1 a m 6= r1, r2, r3. Necht’ n
děĺı a+m. Potom n děĺı m− r1, nebot’ n děĺı −a− r1. Ovšem, 1 ≤ |m− r1|,
takže dostáváme spor. Tedy n neděĺı a + m a, symetricky, n neděĺı b + m,
n neděĺı c + m. Nav́ıc, je-li k ≥ 0, pak n neděĺı žádné z č́ısel a + m + kn,
b+m+ kn, c+m+ kn. Č́ısel m+ kn je nekonečně mnoho.

(ii) Pro každé m ∈ Z plat́ı, že 3 (popř. 2, 1) děĺı aspoň jedno z č́ısel 1+m,
2 +m, 3 +m.

(iii) Pro každé m ∈ Z plat́ı, že č́ıslo 4 děĺı aspoň jedno z č́ısel 1 +m, 2 +
m, 3 +m, 4 +m.

I.9.16 Úloha. (i)Necht’ m ≥ 2 a n ∈ Z. Dokážeme, že m děĺı právě jedno z
m po sobě jdoućıch č́ısel n, n+ 1, · · · , n+m− 1.

Je to tak. Položme si = [n + i]m pro každé i = 0, · · · ,m − 1 (viz I.9.4).
Je tedy 0 ≤ si ≤ m − 1. Bylo-li by si = sj, kde 0 ≤ i ≤ j ≤ m − 1, pak
by m|(n + j) − (n + i) = j − i, kde 0 ≤ si ≤ m − 1. Jelikož m ≥ 2, pak
j − i = 0, j = i. Nalezli jsme, že č́ısla s0, s1, · · · , sm−1 jsou vesměs r̊uzná.
Je to m r̊uzných č́ısel z intervalu 0, 1, . . . ,m− 1. Nebývá než to, že jedno z
nich je rovno 0.

(ii) Předchoźı tvrzeńı triviálně plat́ı pro m = 1.
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I.10 Trochu součtových vzorc̊u

I.10.1 Pouze pro účely této zde př́ıtomné sekce polož́ıme αk(n) =
∑n

i=1 i
k

(=
∑n

i=0 i
k) pro všechna k ≥ 1 a n ≥ 1. Pro úplnost ještě bud’ α0(n) =∑n

i=1 1 = n, αk(0) = 0 a α0(0) = 0.
Př́ımo z definice vid́ıme, že αk(n + 1) = αk(n) + (n + 1)k pro všechna

k ≥ 0, n ≥ 0. Je také αk(1) = 1.
Neńı těžké vyrobit tuto tabulku:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

α1(n) 1 3 6 10 15 21 28 36 45
α2(n) 1 5 14 30 55 91 140 204 285
α3(n) 1 9 36 100 225 441 784 1296 2025
α4(n) 1 17 98 354 979 2275 4676 8772 15333
α5(n) 1 33 276 1300 4425 12201 29008 61776 120825
α6(n) 1 65 794 4890 20515 67171 184820 446964 978405
α7(n) 1 129 2316 18700 96825 376761 1200304 3297456 8080425
α8(n) 1 257 6818 72354 462979 2142595 7907396 24684612 67731333

Všimněme si, že α1(8) = 36 = 62 = α1(3)2 = α3(3), α1(2) + α1(2) = 6 =
α1(3), α1(4) + α1(9) = 55 = α1(10) = α2(5), α1(5) + α1(14) = 120 = α1(15),
α2(24) = 4900 = 702.

Z tabulky též vid́ıme, že α3(n) = α1(n)2 pro všechna naše č́ısla 0 < n <
10.

I.10.2 Věta. α1(n) =
∑n

i=1 i = n(n + 1)/2 pro každé n ≥ 1(α1(0) = 0 =
0 · 1/2).

Důkaz. Aspoň jedno z č́ısel n, n+1 je sudé, takže 2 děĺı n(n+1) a n(n+1)/2
je celé č́ıslo. Náš vzorec plat́ı zcela zřejmě pro n = 0, 1 a dále postupujeme
indukćı podle n.

Je α1(n+ 1) = n+ 1 +α1(n) = (2(n+ 1) +n(n+ 1))/2 = (n+ 2)(n+ 1)/2
a je to!

I.10.3 Pozorováńı. Chceme objevit vzorec pro č́ısla α2(n). Čerpaj́ıce poučeńı
z I.10.2, hledejme tento vzorec ve tvaru dα2(n) = an3 + bn2 + cn, kde
a, b, c, d ∈ Z. Dosad́ıme-li n = 1, 2, 3, 4, pak dostaneme tyto čtyři rovnosti:
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d = a+ b+ c

5d = 8a+ 4b+ 2c

14d = 27a+ 9b+ 3c

30d = 64a+ 16b+ 4c

Postupným odeč́ıtáńım zjist́ıme:

4d = 7a+ 3b+ c

9d = 19a+ 5b+ c

16d = 37a+ 7b+ c

2d = 6a

d = 3a

Po dosazeńı 3a za d do prvńı čtyř rovnost́ı dostaneme:

2a = b+ c

7a = 4b+ 2c

15a = 9b+ 3c

26a = 16b+ c

A opět odeč́ıtáme:

5a = 3b+ c

8a = 5b+ c

11a = 7b+ c

3a = 2b

10b = 15a = 9b+ 3c

b = 3c

a = 2c

Takže d = 6c, a = 2c, b = 3c. Odtud, 6cα2(n) = 2cn3 + 3cn2 + cn. Pro c 6= 0
to znamená 6α2(n) = 2n3 + 3n2 + n = n(n+ 1)(2n+ 1).
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I.10.4 Věta. α2(n) =
∑n

i=1 i
2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6 pro každé n ≥ 1

(α2(0) = 0 = 0 · 1 · 1/6).

Důkaz. Předně, aspoň jedno č́ıslo z n, n + 1 je sudé. Jestliže 3 neděĺı n, 3
neděĺı n + 1, pak 3 děĺı n + 2, 3 děĺı 2(n + 2) − 3 = 2n + 1. Tedy 6 děĺı
n(n+ 1)(2n+ 1).

Vzorec jistě plat́ı pro n = 0, 1. Dále indukćı podle n. Je α2(n + 1) =
(n+1)2+α2(n) = (6(n+1)2+n(n+1)(2n+1))/6 = (n+1)(6n+6+2n2+n)/6 =
(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)/6 = (n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)/6 a je to!

I.10.5 Věta. α3(n) =
∑n

i=1 i
3 = n2(n + 1)2/4 = α1(n)2 pro každé n ≥ 1

(α3(0) = α1(0) = 0) .

Důkaz. Vzorec je inspirován tabulkou z I.10.1 a zřejmě plat́ı pro n = 0, 1.
Dále indukćı. Je α3(n+ 1) = (n+ 1)3 +α3(n) = (4(n+ 1)3 +n2(n+ 1)2)/4 =
(n+ 1)2(4n+ 4 + n2)/4 = (n+ 1)2(n+ 2)2/4. A je to!

I.10.6 Pro n ≥ 1 a k ≥ 1 bud’ βk(n) =
∑n

i=1(
∑i

j=1 j
k) =

∑n
i=1 αk(i)

(opět značeńı pouze lokálńı). Pro úplnost bud’ β0(n) = n(n+ 1)/2(= α1(n)),
n ≥ 1, βk(0) = 0 = β0(0), k ≥ 1).

I.10.7 Proposice. βk(n) =
∑n−1

i=0 (n− i)(i+ 1)k pro všechna n = 1 a k ≥ 0.

Důkaz. Je-li k = 0, pak β0(n) = n(n + 1)/2 =
∑n

i=1 i =
∑n−1

i=0 (n − i) =∑n−1
i=0 (n−i)(i+1)0 (I.10.2). Je-li n = 1, pak βk(n) = βk(1) = 1 =

∑0
i=0 1 ·1k.

Bud’ tedy n ≥ 2, k ≥ 1. Pak βk(n) =
∑n

i=1(1
k + 2k + · · ·+ ik) = n1k + (n−

1)2k + · · ·+ 2(n− 1)k + nk =
∑n−1

i=0 (n− i)(i+ 1)k.

I.10.8 Proposice. (n + 1)αk(n) = αk+1(n) + βk(n) pro všechna n ≥ 0 a
k ≥ 0.

Důkaz. Snadno se přesvědč́ıme, že uvedený vzorec plat́ı pro n = 0, 1. Necht’

je n ≥ 2. Podle I.10.7 je αk+1(n) + βk(n) =
∑n−1

i=0 (i+ 1)(i+ 1)k +
∑n−1

i=0 (n−
i)(i+ 1)k =

∑n−1
i=0 (n+ 1)(i+ 1)k = (n+ 1)

∑n
i=1 i

k = (n+ 1)αk(n).

I.10.9 Proposice. β1(n) = n(n+ 1)(n+ 2)/6 pro všechna n ≥ 0.

Důkaz. Vzorec plat́ı pro n = 0. Necht’ n ≥ 1. Je α1(n) = n(n + 1)/2 a
α2(n) = n(n+1)(2n+1)/6 podle I.10.2 a I.10.4. Z I.10.8 nyńı máme 6β1(n) =
3n(n+1)2−n(n+1)(2n+1) = n(n+1)(3n+3−2n−1) = n(n+1)(n+2).

I.10.10 Proposice. β2(n) = n(n + 1)2(n + 2)/12(= (n + 1)β1(n)/2) pro
každé n ≥ 0.
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Důkaz. Vzorec plat́ı pro n = 0. Necht’ n ≥ 1. Z I.10.8, I.10.4 a I.10.5 plyne
12β2(n) = 12(n + 1)α2(n) − 12α3(n) = 2n(n + 1)2(2n + 1) − 3n2(n + 1)2 =
n(n+ 1)2(4n+ 2− 3n) = n(n+ 1)2(n+ 2).

I.10.11 Poznámka. Č́ısla α1(n) jsou známá pod názvem trojúhelńıková
č́ısla (nebo triangulárńı č́ısla). Č́ısla β1(n) pak můžeme nazývat čtyřstěnná
(tetrahedrálńı).

Všimněme si, že β1(2) = 4 = 22, β1(48) = 19600 = 1402, α1(1) = 1 =
β(1), α1(4) = 10 = β1(3), α1(15) = 120 = β1(8), α1(55) = 1540 = β1(20),
α1(119) = 7140 = β1(34).

I.10.12 Cvičeńı. Necht’ n ≥ 2. Uvažme součet všech sudých č́ısel mezi 2 a n
(včetně). Je-li n sudé, pak tento součet je

∑n/2
i=1 2i = 2

∑n/2
i=1 i = 2α1(n/2) =

(n/2)((n/2) + 1) = n(n+ 2)/4 podle I.10.2. Je-li n liché, pak tento součet je∑(n−1)/2
i=1 2i = 2

∑(n−1)/2
i=1 i = 2α((n − 1)/2) = ((n − 1)/2)((n − 1)/2) + 1) =

(n− 1)(n+ 4)/4.

I.10.13 Cvičeńı. Necht’ n ≥ 1. Uvažme součet všech lichých č́ısel mezi 1 a
n (včetně). Je-li n liché, pak tento součet je

∑(n−1)/2
i=0 (2i+1) = 2

∑(n−1)/2
i=0 i+∑(n−1)/2

i=0 1 = 2α1((n−1)/2)+(n+1)/2 = ((n−1)/2)((n+1)/2)+(n+1)/2 =

(n+1)2/4. Je-li n sudé, pak tento součet je
∑(n−2)/2

i=0 (2i+1) = 2
∑(n−2)/2

i=0 i+∑(n−2)/2
i=0 1 = 2α((n− 2)/2) + n/2 = (n− 2)/2)(n/2) + (n/2) = n2/4.

I.10.14 Cvičeńı. Necht’ n ≥ 1. Součet prvńıch n kladných sudých č́ısel je∑n
i=1 2i = n(n+1). Součet prvńıch n kladných lichých č́ısel je

∑n−1
i=0 (2i+1) =

n2.

I.10.15 Lemma. Necht’ m ≥ 0. Pro každé n ∈ Z plat́ı:
(i) n− 1 děĺı nm+1 − 1.

(ii) Je-li n 6= 1, pak
∑m

i=0 n
i = (nm+1 − 1)/(n− 1).

(iii) Je-li n 6= 1, pak
∑m

i=1 n
i = (nm+1 − n)/(n− 1).

(iv) Je-li n = 1, pak
∑m

i=0 n
i = m+ 1 a

∑m
i=1 n

i = m.

Důkaz. Předně, nm+1− 1 = (n− 1)a, a = 1 + n+ · · ·+ nm. Je-li n 6= 1, tak
b = n− 1 6= 0, c = (nm+1 − 1)/b ∈ Z, bc = ba, c = a. Zbytek je jasný.

I.10.16 Cvičeńı. (i) Necht’ n ≥ 2. Uvažme součet všech druhých mocnin
sudých č́ısel mezi 2 a n (včetně).

Je-li n sudé, pak tento součet je
∑n/2

i=0(2i)
2 = 4

∑n/2
i=0 i

2 = 4α2(n/2) =
4(n/2)(((n+ 2)/2)(n+ 1))/6 = n(n+ 1)(n+ 1)/6.

Je-li n liché, pak je tento součet (n − 1)n(n + 2)/6 (což plyne snadno z
předchoźıho).

(ii) Necht’ n ≥ 1. Součet druhých mocnin prvńıch n kladných sudých
č́ısel je 2n(n+ 1)(2n+ 1)/3.
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I.10.17 Cvičeńı. (i) Necht’ n ≥ 1. Uvažme součet všech druhých mocnin
lichých č́ısel mezi 1 a n (včetně).

Je-li n liché, pak je tento součet (n(n+ 1)(2n+ 1)− (n− 1)n(n+ 1))/6 =
n(n+ 1)(n+ 2)/6.

Je-li n sudé, pak je tento součet (n− 1)n(n+ 1)/6.
(ii) Necht’ n ≥ 1. Součet druhých mocnin prvńıch n kladných lichých

č́ısel je n(2n− 1)(2n+ 1)/3.

I.10.18 Cvičeńı. (i) Necht’ n ≥ 2. Uvažme součet všech třet́ıch mocnin
sudých č́ısel mezi 2 a n (včetně).

Je-li n sudé, pak tento součet je
∑n/2

i=0(2i)
3 = 8

∑n/2
i=0 i

3 = 4α1(n/2)2 =
n2(n+ 2)2/8.

Je-li n liché, pak je tento součet je (n− 1)2(n+ 1)2/8.
(ii) Necht’ n ≥ 1. Součet třet́ıch mocnin prvńıch n kladných sudých č́ısel

je 2n2(n+ 1)2.

I.10.19 Cvičeńı. (i) Necht’ n ≥ 1. Uvažme součet všech třet́ıch mocnin
lichých č́ısel mezi 1 a n (včetně).

Je-li n liché, pak je tento součet n2(n + 1)2/4 − (n − 1)2(n + 1)2/8 =
(n+ 1)2(n2 + 2n− 1)/8.

Je-li n sudé, pak tento součet je n2(n2 − 2)/8.
(ii) Necht’ n ≥ 1. Součet třet́ıch mocnin prvńıch n kladných lichých č́ısel

je n2(2n2− 1) = 2n4−n2. Je však 2n4−n2 = 2n2(2n2− 1)/2 = α1(2n
2− 1),

což je trojúhelńıkové č́ıslo (I.10.11).

47



I.11 Jeden rozd́ılový vzorec

I.11.1 Pro účely této sekce definujme č́ısla αm(a, n), n,m ∈ N0, a ∈ Z.
A sice následuj́ıćım rekurentńım zp̊usobem: α0(a, n) = an a αm+1(a, n) =
αm(a+ 1, n)− αm(a, n) pro každé m ≥ 0.

Ihned vid́ıme, že α1(a, n) = (a+1)n−an, α2(a, n) = (a+2)n−2(a+1)n+an.

I.11.2 Lemma. αm+1(a, n+ 1) = (a+m+ 1)αm+1(a, n) + (m+ 1)αm(a, n).

Důkaz. Postupujeme indukćı podle m ≥ 0. Pro m = 0 je α1(a, n + 1) =
(a+1)n+1−an+1 = (a+1)n(a+1)−an(a+1)+an = (a+1)((a+1)n−an))+an =
(a+ 1)α1(a, n) +α0(a, n). Dále pak je αm+2(a, n+ 1) = αm+1(a+ 1, n+ 1)−
αm+1(a, n+ 1) = (a+m+ 2)αm+1(a+ 1, n) + (m+ 1)αm(a+ 1, n)− (a+m+
1)αm+1(a, n)− (m+ 1)αm(a, n) = (a+m+ 2)(αm+1(a+ 1, n)−αm+1(a, n))−
αm+1(a, n) + (m + 1)(αm(a + 1, n) − αm(a, n)) = (a + m + 2)αm+2(a, n) +
(m+ 2)αm+1(a, n).

Při tomto výpočtu jsme použili indukčńı krok a definici č́ısel αm(a, n).

I.11.3 Věta. Pro všechna n ∈ N0, a ∈ Z je αn(a, n) = n! a αn+1(a, n) = 0.

Důkaz. S použit́ım I.11.2 budeme postupovat indukćı podle n ≥ 0. Pro
n = 0 je zřejmě α0(a, 0) = a0 = 1 = 0! a α1(a, 0) = (a+ 1)0− a0 = 1− 1 = 0.
Dále pak αn+1(a, n+1) = (a+n+1)αn+1(a, n)+(n+1)αn(a, n) = (n+1)n! =
(n + 1)! podle I.11.2 a indukčńıho předpokladu. Podobně αn+2(a, n + 1) =
αn+1(a+ 1, n+ 1)− αn+1(a, n+ 1) = (n+ 1)!− (n+ 1)! = 0.

I.11.4 Lemma. Necht’ t, n ∈ N, a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, že t děĺı (a+i)n+b
pro všechna i = 0, 1, . . . , n. Potom t děĺı n!. Nav́ıc, je-li t prvoč́ıslo, pak t ≤ n.

Důkaz. Tvrzeńı je snadno nahlédnutelné pro n = 1, takže předpokládejme,
že n ≥ 2.

Nejdř́ıve si všimněme, že α1(a+ i, n) = (a+ i+ 1)n− (a+ i)n = ((a+ i+
1)n + b) − ((a + i)n + b), čili t děĺı α1(a + i, n) pro i = 0, 1, . . . , n − 1. Bud’

nyńı j takové, že 1 ≤ j < n a t děĺı αj(a+ i, n) pro i = 0, 1, . . . n− j. Opět,
αj+1(a+ i, n) = αj(a+ i+ 1, n)− αj(a+ i, n) pro 0 ≤ i ≤ n− j − 1. T́ımto
postupem se dostaneme až k j = n−1, a tak t děĺı αn(a, n) = n! (I.11.3).

I.11.5 Pozorováńı. Necht’ t, n ∈ N jsou taková č́ısla, že n ≥ 2 a t děĺı
všechna č́ısla 2n− 1, 3n− 1, . . . , (n+ 1)n− 1. Samozřejmě t děĺı 0 = 1n− 1 a
z I.11.4 plyne, že t děĺı n!. Je-li nav́ıc t prvoč́ıslo, pak t ≤ n. Ve skutečnosti
t < n, nebot’ p neděĺı 2p − 1 pro žádné prvoč́ıslo p.

Jako př́ıklad na tuto situaci zvolme t = p, p prvoč́ıslo, p ≥ 5, 2 ≤ n ≤ p−2.
Potom p � n, čili p neděĺı kn−1 pro aspoň jedno k, 2 ≤ k ≤ n+ 1(≤ p−1).
Kdybychom zvolili n = p−1, pak sice p � n, avšak ihned vid́ıme, že p neděĺı
kn−1 pro k = p = n+1. Ovšem p děĺı kp−1 = kn−1 pro 1 ≤ k ≤ p−1 = n.
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I.12 Rozmanité užitečné (algebraické) rovnosti

V této sekci shromážd́ıme bez ladu a skladu r̊uzné algebraické rovnosti platné
v oboru Z celých č́ısel. Všechny tyto rovnosti se ověř́ı snadným př́ımým
výpočtem.

I.12.1 Prvńı skupina rovnost́ı.
(1) a2 − b2 = (a− b)(a+ b);
(2) an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1), n ≥ 2;
(3) a2n − b2n = (an − bn)(an + bn), n ≥ 0;
(4) a2n+1 + b2n+1 = (a+ b)(a2n − a2n−1b+ . . .− ab2n−1 + b2n), n ≥ 1.

Kombinaćı rovnosti (2) a (3) dostaneme:
(5) a2n−b2n = (a−b)(an+bn)(an−1 +an−2b+ · · ·+abn−2 +bn−1) pro n ≥ 2.

Kombinaćı (5) a (4) dostaneme:
(6) a4n+2 − b4n+2 = (a− b)(a+ b)(a2n + a2n−1b+ · · ·+ ab2n−1 + b2n)(a2n −

a2n−1b+ . . .− ab2n−1 + b2n) pro n ≥ 1.
Zvoĺıme-li n = 1, pak z (6) plyne:

(7) a6 − b6 = (a− b)(a+ b)(a2 + ab+ b2)(a2 − ab+ b2).
Např. pro a = 101, b = 96 dostaneme rozklad 1016−966 = 5 ·197 ·29113 ·

9721(= 5 · 7 · 197 · 4159 · 9721, což je prvoč́ıselný rozklad); je 1016 − 966 =
278762360905. Pro a = 14, b = 11 dostaneme 146 − 116 = 3 · 25 · 471 · 163(=
32 · 52 · 157 · 163, což je prvoč́ıselný rozklad).

I.12.2 Druhá skupina rovnost́ı.
V rovnostech z I.12.1 položme b = 1. Dostaneme:

(1) a2 − 1 = (a− 1)(a+ 1);
(2) an − 1 = (a− 1)(an−1 + an−2 + · · ·+ a+ 1), n ≥ 2;
(3) a2n − 1 = (an − 1)(an + 1), n ≥ 0;
(4) a2n+1 + 1 = (a+ 1)(a2n − a2n−1 + . . .− a+ 1);
(5) a2n − 1 = (a− 1)(an + 1)(an−1 + an−2 + · · ·+ a+ 1), n ≥ 1;
(6) a4n+2−1 = (a−1)(a+1)(a2n+a2n−1+· · ·+a+1)(a2n−a2n−1+. . .−a+1)

pro n ≥ 1;
(7) a6 − 1 = (a− 1)(a+ 1)(a2 + a+ 1)(a2 − a+ 1).

Např́ıklad pro a = 101 dostaneme rozklad 1016 − 1 = 100 · 102 · 10303 ·
10101(= 23 · 33 · 52 · 7 · 13 · 17 · 37 · 10303, což je prvoč́ıselný rozklad). Je
1016 − 1 = 10161520150600.

I.12.3 Třet́ı skupina rovnost́ı. A nyńı budiž a = 2 a b = 1. Potom:
(1) 3 = 22 − 1 = (2− 1)(2 + 1);
(2) 2n − 1 = 2n−1 + 2n−2 + · · ·+ 2 + 1 =

∑n−1
i=0 2i pro n ≥ 1;

(3) 22n − 1 = (2n − 1)(2n + 1) pro n ≥ 0;
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(4) 22n+1+1 = 3(22n−22n−1+ · · ·+4−2+1) = 3(22n−1+22n−3+ · · ·+2+1)
pro n ≥ 0;

(5) 22n − 1 = (2n + 1)(2n−1 + 2n−2 + · · ·+ 2 + 1) pro n ≥ 1;
(6) 24n+2 − 1 = 3(22n + 22n−1 + · · · + 2 + 1)(22n − 22n−1 + . . . − 2 + 1) =

3(22n+1 − 1)(22n−1 + 22n−3 + · · ·+ 2 + 1) pro n ≥ 1;
(7) (63 =)26 − 1 = 3 · 7 · 3.

Rovnost (2) můžeme přepsat takto:
(2a) 2n = 2 +

∑n−1
i=1 2i, n ≥ 1;

(2b) 2(2n − 1) =
∑n

i=1 2i, n ≥ 0.
Z (6) plyne, že 258−1 = 3(229−1)m, m = 227+225+223+· · ·+25+23+1 =

5(225 + 221 + 217 + 213 + 29 + 25 + 2) + 1 = 5 · 17(221 + 213 + 25) + 11 =
5·17·257·213+5·17·32+11 = 2720(257·256+1)+11 = 2720(216+257)+11 =
2720 · 65793 + 11 = 178956971. Tedy 258 − 1 = 3 · 536870911 · 178956971(=
288230376151711743). Je 258−1 = 3·59·73·233·1103·2089·4153 (prvoč́ıselný
rozklad).

I.12.4 Př́ıklad. (i) Každé (prvo)č́ıslo p lze psát triviálně ve tvaru p = (p+
1)− 1 a p = (p− 1) + 1, tedy ve tvaru a− b a c+ d, kde a, b, c, d jsou kladná
celá č́ısla.

(ii) Každé liché (prvo)č́ıslo p = 2k + 1 lze psát triviálně ve tvaru p =
(k+1)2−k2, tedy ve tvaru a2−b2, kde a, b jsou kladná celá č́ısla (a = 1, b = 0
pro k = 0). Na druhé straně, 2 6= a2− b2 pro všechna a, b ∈ Z (plyne snadno
z I.12.1(1)). Otázkou, která prvoč́ısla p lze psát ve tvaru p = a2+b2 se budeme
zabývat později. Např́ıklad 3 6= a2 + b2 pro všechna a, b ∈ Z, 2 = 12 + 12,
5 = 12 + 22.

(iii) Z I.12.1(2) (pro n = 3) snadno plyne, že je-li p = a3−b3 prvoč́ıslo pro
nějaká a, b ∈ N0, pak b ≥ 1, a = b+1 a p = 3b2+3b+1. Pro b = 1 dostáváme
p = 7, pro b = 2 je p = 19, pro b = 3 je p = 37, pro b = 4 je p = 61 a č́ısla
7, 19, 37, 61 jsou vskutku prvoč́ısla. Ovšem 3 · 52 + 3 · 5 + 1 = 91 = 7 · 13 již
prvoč́ıslo neńı. Zato však 3 · 62 + 3 · 6 + 1 = 127 je opět prvoč́ıslo.

(iv) Necht’ a, b ∈ N0 jsou taková č́ısla, že p = a3 +b3 je prvoč́ıslo. Je ihned
patrné, že a 6= 0 6= b. Je-li a = b, pak p = 2a3, a tedy a = 1, p = 2 = 13 + 13.
Předpokládejme nyńı, že a > b. Je a2 − ab+ b2 = a(a− b) + b2 ≥ a+ b2 ≥ 2
a z I.12.1(4) (kde n = 1) plyne, že a + b = 1, což neńı možné. Takže
jediné prvoč́ıslo p tvaru a3 + b3, a, b ∈ N0 je p = 2 = 13 + 13. Samozřejmě,
7 = 23 + (−1)3 (viz též (iii)).

(v) Necht’ a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, že p = a4 − b4 je prvoč́ıslo. Můžeme
předpokládat, že a, b jsou kladná č́ısla, a > b. Je p = (a− b)(a+ b)(a2 + b2),
a tak a = b+ 1, a+ b = 2b+ 1 ≥ 3, a2 + b2 ≥ 5. Závěr je, že p 6= a4 − b4 pro
všechna prvoč́ısla p, a, b ∈ Z (např. 24 − 14 = 15 = 3 · 5).

(vi) 2 = 14+14, 17 = 14+24, 257 = 14+44, 1297 = 14+64, 4097 = 14+84
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(2, 17 , 1297 jsou prvoč́ısla a 4097 = 17 ·241). Dále 17 = 24+14, 97 = 24+34,
641 = 24+54, 2417 = 24+74, 6577 = 24+94, 14657 = 24+114 jsou prvoč́ısla.
Ovšem 24 + 134 = 28577 = 17 · 412.

(vii) 31 = 25 − 15 je prvoč́ıslo a 3 · 341 = 1023 = 45 − 15 je prvoč́ıslo.
211 = 35 − 25 je prvoč́ıslo.

(viii) Stejným postupem jako v (iv) zjist́ıme, že jediné prvoč́ıslo p tvaru
p = a5 + b5, kde a, b ∈ N0, je p = 2 = 15 + 25. Ovšem, 31 = 25 + (−1)5 je
prvoč́ıslo (viz též (vii)).

(ix) Z I.12.1(7) plyne, že p 6= a6 − b6 pro všechna prvoč́ısla p, a, b ∈ Z.

I.12.5 Z I.12.2(2) ihned plyne, že:
(1) amn − 1 = (am − 1)(am(n−1) + am(n−2) + · · ·+ am + 1);
(2) amn− 1 = (an− 1)(an(m−1) + an(m−2) + · · ·+ a1 + 1) pro všechna a ∈ Z,

m,n ∈ N0.
Např́ıklad pro m = 2, m = 5 dostaneme a10− 1 = (a2− 1)(a8 + a6 + a4 +

a2 +1)(= (a+1)(a−1)(a8 +a6 +a4 +a2 +1)), a10−1 = (a5−1)(a5 +1). Pro
a = 4 máme 220 − 1 = 3 · 69905 a 220 − 1 = 1023 · 1025. Snadno nalezneme,
že 220 − 1 = 3 · 52 · 11 · 31 · 41(= 1048575) je prvoč́ıselný rozklad.

I.12.6 Z I.12.2(4) ihned plyne, že:
(1) a2nm+m + 1 = (am + 1)(a2nm − a(2n−1)m + . . .− am + 1), n ≥ 1, m ≥ 0;
(2) a4mn+2m+2n+1 + 1 = (a + 1)(a2m − a2m−1 + . . . − a + 1)(a4mn+2n −

a4mn+2n−2m−1 + a4mn+2n−4m−2 − . . .− a2m+1 + 1), n ≥ 1, m ≥ 0.
Rovnost (2) jsme odvodili z rovnosti (1), kde mı́sto m se naṕı̌se 2m + 1 a
rozlož́ı se výraz a2m+1 + 1. Všimněme si, že ve výrazu a4nm+2n−2m−1 je role
č́ısel n a m symetrická.

Zvolme n = 1 = m. Z (2) plyne rozklad a9 + 1 = (a + 1)(a2 − a +
1)(a6 − a3 + 1). Je-li a = 32 = 25, pak 245 + 1 = 33 · 993 · 1073709057 =
33 · 11 · 19 · 331 · 18837001 (jde o prvoč́ıselný rozklad).

A ted’ bud’ n = m = a = 2. Pak 225 + 1 = 3 · 11 · (220− 215 + 210− 25 + 1)
= 3 · 11 · (215(25 − 1) + 25(25 − 1) + 1)
= 3 · 11 · ((25 − 1)(215 + 25) + 1)
= 3 · 11 · (31 · (215 + 25) + 1)
= 3 · 11 · (31 · 32 · (210 + 1) + 1)
= 3 · 11 · (31 · 32 · 1025 + 1)
= 3 · 11 · 10168001 = 3 · 11 · 251 · 4051 (prvoč́ıselný rozklad).
Je 33554433 = 11 · 101 · 30203 (opět prvoč́ıselný rozklad).

I.12.7 Následuj́ıćı rovnosti jsou velmi podnětné:
(1) a4 + 4 = (a2 + 2a+ 2)(a2 − 2a+ 2);
(2) a4n + 4 = (a2n + 2an + 2)(a2n − 2an + 2), n ≥ 0;
(3) a4n + 4b4n = (a2n + 2anbn + 2b2n)(a2n − 2anbn + 2b2n), n ≥ 0;
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(4) a4n + 24n+2 = (a2n + 2n+1an + 22n+1)(a2n − 2n+1an + 22n+1), n ≥ 0;
(5) a4 + 64 = (a2 + 4a+ 8)(a2 − 4a+ 8);
(6) a8 + 1024 = (a4 + 8a2 + 32)(a4 − 8a2 + 32);
(7) 4a4n + 1 = (2a2n + 2an + 1)(2a2n − 2an + 1), n ≥ 0;
(8) 24n+2 + 1 = (22n+1 + 2n+1 + 1)(22n+1 − 2n+1 + 1), n ≥ 0;
(9) a4n+2 + (2− a)a2n+1 + 1 = (a2n+1 + an+1 + 1)(a2n+1− 2n+1 + 1), n ≥ 0;

(10) 34n+2 − 32n+1 + 1 = (32n+1 + 1 = (32n+1 + 3n+1 + 1)(32n+1 − 3n+1 + 1),
n ≥ 0.

Rovnost (7) plyne z (3) pro a = 1. Uved’me si několik př́ıklad̊u. V (1)
bud’ a = 9. Tedy 38 + 4 = 65 · 101 = 5 · 13 · 101(= 6565). Podobně,
3(315 + 1) + 1 = 316 + 4 = 6725 · 6401 = 52 · 269 · 6401 = 52 · 269 · 6401 =
52 · 37 · 173 · 269(= 43046725). V (4) volme a = 3 a n = 2. Pak 38 +
210 = (81 + 72 + 32)(81 − 72 + 32) = 185 · 41 = 5 · 37 · 41(= 7585). Podle
(10) je 315(315 − 1) + 1 = 330 − 315 + 1 = (315 + 38 + 1)(315 − 38 + 1) =
14413469 · 14400347 = 7 · 13 · 19 · 173 · 337 · 3359 (prvoč́ıselný rozklad). Podle
(8) je 258 + 1 = (229 + 215 + 1)(229 − 215 + 1) = 536903681 · 536838145 =
5 · 107367629 · 536903681 (prvoč́ıselný rozklad).
(11) (3ab2 − a3)2 + (3a2b− b3)2 = (a2 + b2)3(= 3a2b4 + 3a4b2 + a6 + b6);
(12) (2a2 + 2a)2 + (2a+ 1)2 = (2a2 + 2a+ 1)2;
(13) ((8a4 − 1)2 − 1)2 + (2a)12 = ((8a4 + 1)2 − 1)2;
(14) (a2 − b2)2 + (2ab)2 = (a2 + b2)2;
(15) (8a3 − 32a)2 + (a4 − 24a2 + 16)2 = (a2 + 4)4;
(16) (a+ b+ c)3 = 3(a+ b)(a+ c)(b+ c) + a3 + b3 + c3;
(17) (9a4)3 + (9a3 + 1)3 = (9a4 + 3a)3 + 1(= 36a12 + 36a9 + 35a6 + 33a3 + 1);

např. 93 + 103 = 1729 = 123 + 13 a 1443 + 733 = 1603 + 13 = 126 + 733).

I.12.8 Př́ıklad. Necht’ a ∈ Z, n ≥ 0 jsou taková č́ısla, že p = a4n + 4 je
prvoč́ıslo. Je jistě a 6= 0 a můžeme předpokládat, že a ≥ 1. Pro a = 1
dostáváme p = 5. Pro n = 0 dostáváme opět p = 5. Necht’ tedy a ≥ 2 a n ≥
1. Podle I.12.7(2) je p = (a2n+2an+2)(a2n−2an+2). Je a2n−2an+2 ≥ 10,
čili a2n − 2an + 2 = 1, a2n − 2an + 1 = 0, an(an − 2) = −1, což je ve sporu
s a ≥ 2. Takže jediné prvoč́ıslo p tvaru p = a4n + 4 je p = 5.

I.12.9 A ted’ daľśı rovnosti.
(1) a20 − a10 + 1 = (a4 − a2 + 1)(a16 + a14 − a10 − a8 − a6 + a2 + 1);
(2) an(an − 1)− 2 = (an − 2)(an + 1) = a2n − an − 2, n ≥ 0;
(3) a20 − a10 − 2 = (a10 − 2)(a10 + 1);
(4) an(an + 1)− 2 = (an + 2)(an − 1) = a2n + an − 2, n ≥ 0;
(5) a20 + a10 − 2 = (a10 + 2)(a10 − 1);
(6) ((2a2+2a)2−1)2+((2a+1)2−1)2 = ((2a2+2a)2+1)2; je-li b = 2a2+2a,

pak 2b = (2a+ 1)2 − 1, (b2 − 1)2 + 4b2 = (b2 + 1)2;
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(7) (a2+b2+c2)3 = a2(3c2−a2−b2)2+b2(3c2−a2−b2)2+c2(c2−3a2−3b2)2 =
a2(a2 + b2− 3c2)2 + b2(a2 + b2− 3c2)2 + c2(3a2 + 3b2− c2)2 (tato rovnost
se nazývá Catalanova rovnost).

I.12.10 Legendreova identita (či rovnost).
(1) (a2 + b2)(c2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad− bc)2;
(2) (a2 + nb2)(c2 + nd2) = (ac+ nbd)2 + n(ad− bc)2 pro všechna n ∈ Z.

I.12.11 Eulerova identita.
(1) (a21+a22+a23+a24)(b

2
1+b22+b23+b24) = (a1b1+a2b2+a3b3+a4b4)

2+(a1b2−
a2b1+a3b4−a4b3)2+(a1b3−a3b1+a4b2−a2b4)2+(a1b4−a4b1+a2b3−a3b2)2.

Roznásob́ıme-li levou stranu rovnosti, źıskáme součet
∑
a2i b

2
j , 1 ≤ i, j ≤

4, což je součet 16 sč́ıtanc̊u. Všechny tyto sč́ıtance se objev́ı na straně pravé.
Mimo to však na pravé straně se vyskytuje 36 sč́ıtanc̊u tvaru ±2aiajbkbl, i <
j. k < l. Upevńıme-li na chv́ıli indexy i, j a vytkneme-li výraz ±2aiaj před
závorku, dostaneme výrazy ±2a1a2(b1b2 − b2b1 − b3b4 + b4b3), ±2a1a3(b1b3 +
b2b4 − b3b1 − b4b2), ±2a1a4(b1b4 − b2b3 + b3b2 − b4b1), ±2a2a3(b2b3 − b1b4 +
b1b4−b3b2), ±2a2a4(b2b4+b1b3−b2b4−b1b3), ±2a3a4(b3b4−b4b3−b1b2+b1b2).
Ve všech těchto př́ıpadech ovšem źıskáváme pouze č́ıslo 0.

I.12.12 Degenova identita.
(1) (a21+a22+a23+a24+a25+a26+a27+a28)(b

2
1+b22+b23+b24+b25+b26+b27+b28) =

(a1b1−a2b2−a3b3−a4b4−a5b5−a6b6−a7b7−a8b8)2+(a1b2+a2b1+a3b4−
a4b3+a5b6−a6b5−a7b8+a8b7)

2+(a1b3−a2b4+a3b1+a4b2−a5b7+a6b8−
a7b5− a8b6)2 + (a1b4 + a2b3− a3b2 + a4b1 + a5b8− a6b7 + a7b6− a8b5)2 +
(a1b5− a2b6− a3b7− a4b8 + a5b1 + a6b2 + a7b3 + a8b4)

2 + (a1b6 + a2b5−
a3b8+a4b7−a5b2+a6b1−a7b4+a8b3)

2+(a1b7+a2b8+a3b5−a4b6−a5b3+
a6b4+a7b1−a8b2)2+(a1b8−a2b7+a3b6+a4b5−a5b4−a6b3+a7b2+a8b1)

2.
Tuto rovnost objevil dánský matematik Carl Ferdinand Degen (1766–

1825) okolo roku 1818. Německý matematik Adolf Hurwitz (1859–1919)
dokázal roku 1898, že podobné rovnosti neexistuj́ı pro jiný počet druhých
mocnin nežli 1, 2, 4 a 8 (a2b2 = (ab)2, I.12.10(1), I.12.11(1), I.12.12(1)).
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Kapitola II

Dělitelnost

II.1 Relace dělitelnosti

II.1.1 Pro celá č́ısla n,m ṕı̌seme n | m právě tehdy když n děĺı m, neboli m
je násobkem č́ısla m, m = k ·n pro nějaké k ∈ Z. T́ımto zp̊usobem źıskáváme
binárńı relaci dělitelnosti na množině celých č́ısel. Jakožto binárńı relace je
to vlastně množina př́ıslušných dvojic celých č́ısel. Tato relace má řadu
vlastnost́ı.

Pro zábavu a poučeńı se přesvědč́ıme o tom, že 29 | 4988, 29 = 4+9+8+8,
75 | 5700, 17 | 6171, 495 | 5940, 25 | 125, 5 | 25, 5 | 5, 33 | 99, 99 | 693,
99 | 9009, 11 | 1001, 22 | 2002, 33 | 3003, ..., 88 | 8008.

Na druhé straně 11 - 1010 (to jest, neděĺı) a 75 - 570. Ovšem 11 | 1100 a
125 | 1125 (1125/125 = 9).

Je 1, 2, 4, 7, 8, 53, 56 | 5936, neb 5936 = 24 · 7 · 53. Ovšem 0, 3, 5, 6, 9, 59 -
5936.

II.1.2 Věta. Relace dělitelnosti | je reflexivńı a tranzitivńı (tedy je to
kvaziuspořádáńı).

Důkaz. Pro každé n ∈ Z je n = 1n, čili n | n. Dále, je-li n | m a m | k,
pak m = ln, k = tm, a tak k = (tl)n a n | k. T́ım jsme dokázali požadované
vlastnosti reflexivity a tranzitivity.

II.1.3 Věta. (i) n | 0 pro každé n ∈ Z
(ii) 1 | n a −1 | n pro každé n ∈ Z

Důkaz. (i) 0 = n · 0.
(ii) n = 1 · n = (−1) · (−n).
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II.1.4 Věta. (i) Je-li n ∈ Z takové, že 0 | n, pak n = 0.
(ii) Je-li n ∈ Z takové, že n | 1 anebo n | −1 pak n = ±1.

Důkaz. (i) n = k · 0 = 0.
(ii) Je nk = ±1.

II.1.5 Věta. Necht’ n,m ∈ Z. Potom n || m (t.j. n | m a m | n) právě
tehdy když n = m anebo n = −m (t.j. n = ±m).

Důkaz. Nejdř́ıve, je-li m = kn a n = lm, pak m = kln, (1 − kl)m = 0 a,
podobně, (1− kl)n = 0. Pro m = 0 dostáváme n = lm = l · 0 = 0 = m. Bud’

tedy m 6= 0. Pak rovnost (1− kl)m = 0 implikuje rovnost 1 = kl, a tak bud’

k = 1 a m = n, anebo k = −1 a m = −n.
Nyńı naopak. Je-li m = n, pak zjevně n || m. Je-li n = −m, pak

n = (−1)m a m = (−1)n a opět n || m.

II.1.6 Relace dělitelnost | na množině Z neńı antisymetrická. Je to
kvaziuspořádáńı, jehož jadernou ekvivalenćı je relace ||. Z předchoźı věty
vid́ıme, že tato ekvivalence neńı ”velká”. Bloky ekvivalence jsou množiny
{0} a {n,−n}, n ∈ N.

II.1.7 Věta. Necht’ m,n, k, l ∈ Z.
(i) Jestliže n | m, pak kn | km.
(ii) Jestliže n | m a k | l, pak nk | ml.
(iii) Jestliže nk | mk a k 6= 0, pak n | m.

Důkaz. (i) Je m = tn, a tedy km = ktn.
(ii) m = tn, l = uk a tedy nktu = ml.
(iii) Je mk = nkl pro nějaké l ∈ Z. Je-li m = 0, pak n | m. Je-li m 6= 0,

pak mk 6= 0 a tedy n 6= 0 6= l. Ovšem k(m− nl) = 0, k 6= 0, takže m = nl a
n | m.

II.1.8 Jak vid́ıme, relace dělitelnosti | je stabilńı (čili stálá) v̊uči operaci
násobeńı. Ekvivalence || je tedy kongruenćı multiplikativńı pologrupy oboru
Z. Ovšem, tyto relace nejsou stabilńı v̊uči sč́ıtáńı. Např. 1 | 2 a 1 + 1 = 2 -
3 = 1 + 2. Nicméně jestliže n | m1, . . . , n | mk, k ≥ 1, pak n | m1 + · · ·+mk.

Necht’ n | m a k | l, n,m ∈ Z, k, l ∈ N0. Je m = nu a l = kv, u ∈ Z,
v ∈ N0. Nyńı mk = nkuk a ml = mkv = (nluk)v = nkv · ukv. Tedy nk | ml

v tomto př́ıpadě. Je-li však v = 0, pak l = 0 a ml = m0 = 1. V tomto
př́ıpadě nk | ml = 1 právě když bud’to k = 0 nebo n = 1 a nebo n = −1.

II.1.9 Věta. Necht’ n1, n2, n3, . . . je nekonečná posloupnost celých č́ısel taková,
že ni+1 | ni pro každé i ≥ 1. Potom existuje k ≥ 1 tak, že nk+j = ±nk pro
všechna j ≥ 0. Tedy |nk| = |nk+1| = |nk+2| = . . . .
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Důkaz. Je ni = ni+1ti pro vhodné č́ıslo ti ∈ Z. Pak ovšem |ni| = |ni+1||ti|,
čili |ni+1| | |ni|. Tedy bud’ to ni = 0, a nebo |ni+1| ≤ |ni|. Je-li nk = 0
pro nějaké k ≥ 2, pak 0 | nk−1, a tak nk−1 = 0. Indukćı tak dostaneme
nk = nk−1 = nk−2 = . . . = n1 = 0. Můžeme tedy předpokládat, že r ≥ 1 je
nejmenš́ı kladné č́ıslo takové, že jsou všechna č́ısla nr, nr+1, nr+2, . . . nenulová.
Jak jsme si všimli, potom je |nr| ≥ |nr+1| ≥ |nr+1| ≥ . . . 1. Množina kladných
č́ısel |nr+l|, l ≥ 0, má nejmenš́ı člen, a sice č́ıslo |nj|. Pak ale |nj| = |nj+l|,
l ≥ 0.

II.1.10 Poznámka. Relace dělitelnosti |, jsouc vztažena na množinu N0

nezáporných celých č́ısel je již uspořádáńım této množiny. Zbývaj́ıćı vlastnost
antisymetrie již plyne z II.1.5.

Č́ıslo 0 je největš́ım prvkem a č́ıslo 1 je nejmenš́ım prvkem v tomto
uspořádáńı. Nav́ıc, jestliže n | m, kde n,m ∈ N, pak n ≤ m. Ovšem,
k | 0 a 0 ≤ k pro všechna k ∈ N0.

Uspořádáńı | neńı lineárńı. Např. 2 - 3 a 3 - 2. Tedy č́ısla 2 a 3 jsou
nesrovnatelná v uspořádáńı dělitelnosti.

Pro každé n ≥ 2 a i ≥ 0 je ni | ni+1 a ni < ni+1. Tedy nekonečná posloup-
nost (1 =)n0, (n =)n1, n2, n3, . . . je ostře rostoućı v obou uspořádáńıch | a ≤.
Z toho vid́ıme, že v množině N0 neexistuj́ı žádné duálńı atomy. To jest, č́ısla
maximálńı v N = N0\0. Na druhé straně, atomů (t.j., č́ısel minimálńıch vzh-
ledem k dělitelnosti v množině {0, 2, 3, . . . } = N0 \1 existuje mnoho. Ř́ıkáme
jim prvoč́ısla.

II.1.11 Věta. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro celé č́ıslo q:
(i) Č́ısla ±1 a ±q jsou jedińı (celoč́ıselńı) dělitelé č́ısla q.
(ii) Č́ıslo q má nejvýše čtyři celoč́ıselné dělitele.
(iii) Bud’to q = ±1, a nebo absolutńı hodnota |q| je atomem v množině

N0 uspořádané relaćı dělitelnost (viz II.1.10).
(iv) q 6= 0 a jestliže n,m ∈ Z, jsou taková č́ısla, že q | nm, pak bud’to

q | n, či q | m.

Důkaz. (i) implikuje (ii).Tato implikace je triviálńı.
(ii) implikuje (iii). Bud’ n ∈ N0 takové, že n | q. Z (ii) plyne, že bud’to

n = 1 nebo n = |q|. To ale znamená, že bud’to |q| = 1, a nebo |q| je zmı́něný
atom.

(iii) implikuje (iv). Zřejmě q 6= 0. Uvažme nyńı množinu A všech
kladných celých č́ısel tvaru aq+ bn, a, b ∈ Z. Zřejmě q ∈ A, a tak množina A
je neprázdná. Bud’ r = a1q + b1n nejmenš́ı č́ıslo z množiny A. Podle I.9.3 je
q = cr + d, kde c, d ∈ Z a 0 ≤ d < r. Potom d = q − cr = q − ca1q − cb1b =
(1− ca1)q+ (−cb1)n. Ovšem d /∈ A, a tedy nutně d = 0. T́ım jsme dokázali,
že r | q. Zcela obdobně zjist́ıme, že r | n. Odkud 1 ≤ r ≤ |q|, a tak q | n
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v př́ıpadě, že r = |q|. Je-li r < |q|, pak r = 1 plyne z (iii) a můžeme psát
m = 1m = rm = (a1q + b1n)m = a1mq + b1nm. Jelikož q | nm, tak q | m.

(iv) implikuje (i). Necht’ t ∈ Z, t | q. Potom q = tk pro vhodné k ∈ Z
a, ovšem, q | tk. Jestliže q | t, t = aq, pak q = qak, q(1 − ak) = 0, ak = 1
(nebot’ q 6= 0), k = pm1 a t = ±q. Jestliže q - t, tak q | k, k = bq, q = qbt,
1 = bt a t = ±1.

II.1.12 Poznámka. Jestliže 0 | nm,kde n,m ∈ Z, pak nm = 0, a tedy
bud’to n = 0 a 0 | n, či m = 0 a 0 | m. Z tohoto d̊uvodu muśıme v podmı́nce
II.1.11(iv) předpokládat, že q 6= 0.

II.1.13 Definice. Celé č́ıslo q nazveme (multiplikativně) nerozložitelné, neboli
ireducibilńı, jestliže q 6= ±1 a q splňuje ekvivalentńı podmı́nky II.1.11.

Zřejmě č́ıslo q je nerozložitelné právě když −q je takové. Kladná nero-
zložitelná č́ısla se nazývaj́ı prvoč́ısla.

Multiplikativně neutrálńı č́ıslo 1 a invertibilńı č́ıslo −1 nejsou dle naš́ı
definice nerozložitelná č́ısla. Ve skutečnosti ale stejně nejdou rozložit a maj́ı
vlastnosti obdobné.

Č́ıslo 2 = 1 + 1 je zřejmě nejmenš́ı prvoč́ıslo. Je-li totiž 1 ≤ n takové,
č́ıslo, že n | 2, pak n ≤ 2, a tedy bud’to n = 1, či n = 2. Z tabulky Malé
Násobilky (viz I.2.4) snadno nahlédneme, že č́ısla 3,5 a 7 jsou postupně daľśı
prvoč́ısla. Č́ısla 4 = 2 · 2, 6 = 2 · 3, 8 = 2 · 4 a 9 = 3 · 3 prvoč́ısla nejsou.

Množinu všech prvoč́ısel označ́ıme symbolem P. Tedy 2, 3, 5, 7 ∈ P a
0, 1, 4, 6, 8, 9 6∈ P.

Aditivně neutrálńı č́ıslo je č́ıslo 0. Všechna celá č́ısla jsou aditivně in-
vertibilńı a žádné neńı aditivně nerozložitelné (aditivně ireducibilńı). Pokud
se omeźıme na č́ısla nezáporná (popř́ıpadě kladná), pak jediným aditivně
nerozložitelným č́ıslem bude č́ıslo 1.

II.1.14 Cvičeńı. Je snadným cvičeńım ověřit, že č́ısla 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101 jsou právě všechna
prvoč́ısla menš́ı (či rovna) č́ısla(u) 102. Je jich právě 26(= 33−1) a jejich pos-
tupné rozd́ıly jsou č́ısla 1, 2, 2, 4, 2, 4, 2, 4, 6, 2, 6, 4, 2, 4, 6, 6, 2, 6, 4, 2, 6, 4, 6, 8, 4.

Uvedená prvoč́ısla je dobré znát nazpamět’, a to i pozpátku. Daľśı prvoč́ısla
jsou 103, 107, 109, 113, 127, . . . . Prvoč́ısel menš́ıch (či rovných) č́ısla(u) 128 =
27 je tedy 31 = 25 − 1.

II.1.15 Př́ıklad. Č́ısla 13, 31, 17, 71, 37, 73, 79, 97, 107, 701, 109, 907, 113, 311
jsou prvoč́ısla. Stejně tak č́ısla 3, 31, 331, 3331, 33331, 333331, 3333331, 3333331
jsou prvoč́ısla, ale č́ıslo 333333331 = 17 · 19607843 prvoč́ıslo neńı.

Č́ıslo 2221 je prvoč́ıslo, přičemž č́ısla 21, 221 a 22221 prvoč́ısla nejsou.
Č́ısla 991, 99991 a 9999991 jsou prvoč́ısla.
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Č́ısla 2, 3, 5, 7 jsou prvoč́ısla a taková jsou i č́ısla 2357 a 3257. Č́ısla
31621, 16213, 162133, 1621333, 16213333 jsou prvoč́ısla.

Obdobně 229 je prvoč́ıslo a 1151 = 229 + 922 je opět prvoč́ıslo.
Č́ısla 1481, 1483, 1487, 1489, 1493 jsou prvoč́ısla. Č́ısla 1479, 1486, 1491

nejsou prvoč́ısla.
Č́ısla 3, 7, 37, 73, 337, 373, 733, 773, 3373, 3733, 7333 jsou vesměs prvoč́ısla.

II.1.16 Věta. Necht’ p je prvoč́ıslo a necht’ n1, . . . , nk, k ≥ 1 jsou taková
celá č́ısla, že p | n1 · · ·nk. Potom p | ni pro alespoň jedno i, 1 ≤ i ≤ k.

Důkaz. Tvrzeńı plyne snadnou indukćı z II.1.11(iv).

II.1.17 Př́ıklad. Necht’ k ∈ Z, a = 36k + 14 a b = (12k + 5)(18k + 7) =
216k2 + 174k + 35. Č́ıslo a je sudé a č́ıslo b je liché. Tedy a - b. Dále,
a+ 1 = 36k + 15 = 3(12k + 5), 3 | a+ 1 a b = 3(72k2 + 58k + 11) + 2. Tedy
3 - b a a + 1 - b. Dále, a = 2(18k + 7), 18k + 7 | a, 18k + 7 | b a nutně
18k + 7 - b+ 1. Tedy a - b+ 1. Podobně a+ 1 = 3(12k + 5), 12k + 5 | a+ 1,
12k + 5 | b a nutně 12k + 1 - b+ 1. Tedy a+ 1 - b+ 1.

Ověřili jsme, že žádné z č́ısel a, a+1 neděĺı žádné z č́ısel b, b+1. Nicméně
a(a+1) = (36k+14)(36k+15) = 6(12k+5)(18k+7) = 6b, b+1 = 6(65k+1)
a tedy a(a+ 1)(65k + 1) = 6b(65k + 1) = b(b+ 1). Takže a(a+ 1) | b(b+ 1).

Pro k = 0 dostaneme a = 14, b = 35, a + 1 = 15, b + 1 = 36. a(a + 1) =
210, b(b + 1) = 1260 = 6 · 210. Pro k = 1 dostaneme a = 50, b = 425. Pro
k = −1 dostaneme a = −22, b = 77.

II.1.18 Př́ıklad. (i) Je n2−1 = (n−1)(n+1), a tak n−1 | n2−1, n+1 | n2−1
pro všechna n ∈ Z.

(ii) Je n2+1 = n(n−1)+(n+1) = n(n+1)−(n−1). Jestliže n−1 | n2+1,
pak n−1 | n+1, n−1 | 2 = (n+1)−(n−1), n−1 = ±1,±2 a n ∈ {−1, 0, 2, 3}
(a naopak).

Jestliže n + 1 | n2 + 1, pak n + 1 | n − 1, n + 1 | 2 = (n + 1) − (n − 1),
n+ 1 = ±1,±2 a n ∈ {−3,−2, 0, 1} (a naopak).

Samozřejmě, druhý výsledek plyne z prvńıho, nebot’ n + 1 = −(−n− 1)
a n2 + 1 = (−n)2 + 1.

(iii) Je n3 − 1 = (n− 1)(n2 + n+ 1) a n− 1 | n3 − 1 pro každé n ∈ Z.
Je n3 + 1 = (n+ 1)(n2 − n+ 1) a n+ 1 | n3 + 1 pro každé n ∈ Z.
(iv) Je n3− 1 = (n3 + 1)− 2. Takže n+ 1 | n3− 1 právě když n+ 1 | −2.

Tedy n ∈ {−3,−2, 0, 1}.
(v) Je n3 + 1 = (n3 − 1) + 2. Takže n− 1 | n3 + 1 právě když n− 1 | 2.

Tedy n ∈ {−1, 0, 2, 3}.

58



II.2 Tabulka malých prvoč́ısel

II.2.1 Tabulka. A zde uvid́ıme tabulku malých prvoč́ısel. Prvńıch 1236
prvoč́ısel v pořad́ı, jak jdou za sebou. Jsou to prvoč́ısla p(1), . . . ,p(1236),
(např.p(74) = 373).

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89
97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151
157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223
227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359
367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433
439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503
509 521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593
599 601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659
661 673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743
751 757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827
829 839 853 857 859 863 877 881 883 887 907 911
919 929 937 941 947 953 967 971 977 983 991 997
1009 1013 1019 1021 1031 1033 1039 1049 1051 1061 1063 1069
1087 1091 1093 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1151 1153 1163
1171 1181 1187 1193 1201 1213 1217 1223 1229 1231 1237 1249
1259 1277 1279 1283 1289 1291 1297 1301 1303 1307 1319 1321
1327 1361 1367 1373 1381 1399 1409 1423 1427 1429 1433 1439
1447 1451 1453 1459 1471 1481 1483 1487 1489 1493 1499 1511
1523 1531 1543 1549 1553 1559 1567 1571 1579 1583 1597 1601
1607 1609 1613 1619 1621 1627 1637 1657 1663 1667 1669 1693
1697 1699 1709 1721 1723 1733 1741 1747 1753 1759 1777 1783
1787 1789 1801 1811 1823 1831 1847 1861 1867 1871 1873 1877
1879 1889 1901 1907 1913 1931 1933 1949 1951 1973 1979 1987
1993 1997 1999 2003 2011 2017 2027 2029 2039 2053 2063 2069
2081 2083 2087 2089 2099 2111 2113 2129 2131 2137 2141 2143
2153 2161 2179 2203 2207 2213 2221 2237 2239 2243 2251 2267
2269 2273 2281 2287 2293 2297 2309 2311 2333 2339 2341 2347
2351 2357 2371 2377 2381 2383 2389 2393 2399 2411 2417 2423
2437 2441 2447 2459 2467 2473 2477 2503 2521 2531 2539 2543
2549 2551 2557 2579 2591 2593 2609 2617 2621 2633 2647 2657
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2659 2663 2671 2677 2683 2687 2689 2693 2699 2707 2711 2713
2719 2729 2731 2741 2749 2753 2767 2777 2789 2791 2797 2801
2803 2819 2833 2837 2843 2851 2857 2861 2879 2887 2897 2903
2909 2917 2927 2939 2953 2957 2963 2969 2971 2999 3001 3011
3019 3023 3037 3041 3049 3061 3067 3079 3083 3089 3109 3119
3121 3137 3163 3167 3169 3181 3187 3191 3203 3209 3217 3221
3229 3251 3253 3257 3259 3271 3299 3301 3307 3313 3319 3323
3329 3331 3343 3347 3359 3361 3371 3373 3389 3391 3407 3413
3433 3449 3457 3461 3463 3467 3469 3491 3499 3511 3517 3527
3529 3533 3539 3541 3547 3557 3559 3571 3581 3583 3593 3607
3613 3617 3623 3631 3637 3643 3659 3671 3673 3677 3691 3697
3701 3709 3719 3727 3733 3739 3761 3767 3769 3779 3793 3797
3803 3821 3823 3833 3847 3851 3853 3863 3877 3881 3889 3907
3911 3917 3919 3923 3929 3931 3943 3947 3967 3989 4001 4003
4007 4013 4019 4021 4027 4049 4051 4057 4073 4079 4091 4093
4099 4111 4127 4129 4133 4139 4153 4157 4159 4177 4201 4211
4217 4219 4229 4231 4241 4243 4253 4259 4261 4271 4273 4283
4289 4297 4327 4337 4339 4349 4357 4363 4373 4391 4397 4409
4421 4423 4441 4447 4451 4457 4463 4481 4483 4493 4507 4513
4517 4519 4523 4547 4549 4561 4567 4583 4591 4597 4603 4621
4637 4639 4643 4649 4651 4657 4663 4673 4679 4691 4703 4721
4723 4729 4733 4751 4759 4783 4787 4789 4793 4799 4801 4813
4817 4831 4861 4871 4877 4889 4903 4909 4919 4931 4933 4937
4943 4951 4957 4967 4969 4973 4987 4993 4999 5003 5009 5011
5021 5023 5039 5051 5059 5077 5081 5087 5099 5101 5107 5113
5119 5147 5153 5167 5171 5179 5189 5197 5209 5227 5231 5233
5237 5261 5273 5279 5281 5297 5303 5309 5323 5333 5347 5351
5381 5387 5393 5399 5407 5413 5417 5419 5431 5437 5441 5443
5449 5471 5477 5479 5483 5501 5503 5507 5519 5521 5527 5531
5557 5563 5569 5573 5581 5591 5623 5639 5641 5647 5651 5653
5657 5659 5669 5683 5689 5693 5701 5711 5717 5737 5741 5743
5749 5779 5783 5791 5801 5807 5813 5821 5827 5839 5843 5849
5851 5857 5861 5867 5869 5879 5881 5897 5903 5923 5927 5939
5953 5981 5987 6007 6011 6029 6037 6043 6047 6053 6067 6073
6079 6089 6091 6101 6113 6121 6131 6133 6143 6151 6163 6173
6197 6199 6203 6211 6217 6221 6229 6247 6257 6263 6269 6271
6277 6287 6299 6301 6311 6317 6323 6329 6337 6343 6353 6359
6361 6367 6373 6379 6389 6397 6421 6427 6449 6451 6469 6473
6481 6491 6521 6529 6547 6551 6553 6563 6569 6571 6577 6581
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6599 6607 6619 6637 6653 6659 6661 6673 6679 6689 6691 6701
6703 6709 6719 6733 6737 6761 6763 6779 6781 6791 6793 6803
6823 6827 6829 6833 6841 6857 6863 6869 6871 6883 6899 6907
6911 6917 6947 6949 6959 6961 6967 6971 6977 6983 6991 6997
7001 7013 7019 7027 7039 7043 7057 7069 7079 7103 7109 7121
7127 7129 7151 7159 7177 7187 7193 7207 7211 7213 7219 7229
7237 7243 7247 7253 7283 7297 7307 7309 7321 7331 7333 7349
7351 7369 7393 7411 7417 7433 7451 7457 7459 7477 7481 7487
7489 7499 7507 7517 7523 7529 7537 7541 7547 7549 7559 7561
7573 7577 7583 7589 7591 7603 7607 7621 7639 7643 7649 7669
7673 7681 7687 7691 7699 7703 7717 7723 7727 7741 7753 7757
7759 7789 7793 7817 7823 7829 7841 7853 7867 7873 7877 7879
7883 7901 7907 7919 7927 7933 7937 7949 7951 7963 7993 8009
8011 8017 8039 8053 8059 8069 8081 8087 8089 8093 8101 8111
8117 8123 8147 8161 8167 8171 8179 8191 8209 8219 8221 8231
8233 8237 8243 8263 8269 8273 8287 8291 8293 8297 8311 8317
8329 8353 8363 8369 8377 8387 8389 8419 8423 8429 8431 8443
8447 8461 8467 8501 8513 8521 8527 8537 8539 8543 8563 8573
8581 8597 8599 8609 8623 8627 8629 8641 8647 8663 8669 8677
8681 8689 8693 8699 8707 8713 8719 8731 8737 8741 8747 8753
8761 8779 8783 8803 8807 8819 8821 8831 8837 8839 8849 8861
8863 8867 8887 8893 8923 8929 8933 8941 8951 8963 8969 8971
8999 9001 9007 9011 9013 9029 9041 9043 9049 9059 9067 9091
9103 9109 9127 9133 9137 9151 9157 9161 9173 9181 9187 9199
9203 9209 9221 9227 9239 9241 9257 9277 9281 9283 9293 9311
9319 9323 9337 9341 9343 9349 9371 9377 9391 9397 9403 9413
9419 9421 9431 9433 9437 9439 9461 9463 9467 9473 9479 9491
9497 9511 9521 9533 9539 9547 9551 9587 9601 9613 9619 9623
9629 9631 9643 9649 9661 9677 9679 9689 9697 9719 9721 9733
9739 9743 9749 9767 9769 9781 9787 9791 9803 9811 9817 9829
9833 9839 9851 9857 9859 9871 9883 9887 9901 9907 9923 9929
9931 9941 9949 9967 9973 10007 10009 10037 10039 10061 10067 10069

Všimněme si, že p(1) = 2,p(10) = 29,p(100) = 541,p(1000) = 7919 a
dále p(10000) = 104729, p(100000) = 1299709 a p(1000000) = 15485863.

Je tedy 14p(1) < p(10) < 15p(1), 18p(10) < p(100) < 19p(10), 14p(100) <
p(1000) < 15p(100).

Posloupnost p(i) − i, kde i ≥ 1, je ostře rostoućı a prvńıch pár člen̊u
jsou č́ısla 1, 2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 19, 20, 25, 28, . . . . Prvńı chyběj́ıćı č́ısla jsou

61



4, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 16, . . . .
Je p(680) = 4831,p(681) = 4861,p(682) = 4871. Tedy 3 po sobě jdoućı

prvoč́ısla, jejichž dekadické zápisy konč́ı stejnou č́ıslićı. Je to prvńı trojice
tohoto druhu (srovnej se čtveřićı 11, 13, 17, 19).

Č́ısla 1117, 2221, 3331, 4111, 4441, 5557, 7333, 8887 jsou prvoč́ısla.

II.2.2 Eratosthenovo śıto. Č́ısla 2,3,5,7,11 představuj́ı prvńıch pět prvoč́ısel.
Chceme-li naj́ıt daľśı prvoč́ısla, máme jednu prastarou metodu (která neńı
př́ılǐs rychlá). Tuto metodu si osvětĺıme na jednoduchém př́ıkladě:

Chceme nalézt všechna prvoč́ısla menš́ı než č́ıslo 150. Č́ısla do 150 včetně
si napǐsme do tabulky a podtrhávejme vlastńı násobky prvoč́ısel 2,3,5,7,11
(postupně). Dostáváme:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110

111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

121 122 123 124 125 126 127 128 129 130

131 132 133 134 135 136 137 138 139 140

141 142 143 144 145 146 147 148 149 150

Nejprve jsme podtržeńım označili násobky 2 (čili sudá č́ısla). Mohli jsme
tedy rovnou vynechat každé druhé č́ıslo. Potom vlastńı násobky 3, čili jsme
mohli vynechat každé třet́ı č́ıslo. Dále násobky prvoč́ısel 5, 7, 11. Zbyla nám
č́ısla 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149.

Je 122 = 144 < 150 < 169 = 132. Je-li nyńı č́ıslo n takové, že 2 ≤ n ≤
150, pak existuje alespoň jedno prvoč́ıslo p tak, že p | n. Jestliže n neńı
prvoč́ıslo, pak p < n, n1 = n : p ≥ 2 a opět existuje prvoč́ıslo q tak, že q | n1.
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Tedy pq | n. Je-li t =min (p, q), pak t2 ≤ n. Takže t ≤ 12 a p nebo q lež́ı
v množině {2, 3, 5, 7, 11}. Č́ıslo n bylo tedy vskutku z tabulky vyškrnuto.

Zbylá č́ısla jsou vskutku prvoč́ısla, a to všechna, která jsou menš́ı než 150.
Popsanou metodu objevil řecký matematik Eratosthenes ( ≈ 274 – 149

AC), který byl hlavńım knihovńıkem v Alexandrijské knihovně.

II.2.3 Cvičeńı. Označme A = {n2 + q|n ≥ 0, q ∈ {0, 1} ∪ P}.
(i) Spočtěme si, která č́ısla m, m ≤ 100, patř́ı do A. Všechna č́ısla z A

jsou nezáporná a 0 = 02 + 0, 100 = 102 + 0. Tedy 0, 100 ∈ A. Dále, je-li
n2 + q ≤ 100, pak n ≤ 10, q ≤ 97. Daľśı počty si veṕı̌seme do následuj́ıćıch 3
tabulek. Tyto jsou vymyšleny tak, že sloupce jsou ozačeny postupně č́ısly q,
q ∈ {0, 1} ∪ P, q ≤ 97, a řádky č́ısly m = 0, 1, . . . , 99. V okénku nalézaj́ıćım
se na pr̊useč́ıku řádku označeného č́ıslem m a sloupce označeného (nahoře)
č́ıslem q se objev́ı rozd́ıl m − q za předpokladu, že tento rozd́ıl je druhou
mocninou (pak totiž m ∈ A). Neńı-li tento rozd́ıl druhou mocninou, pak ve
zmı́něném okénku neńı nic.
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m 0 1 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
0 0
1 1 0
2 1 0
3 1 0
4 4 1
5 4 0
6 4 1
7 4 0
8 1
9 9 4
10 9
11 9 4 0
12 9 1
13 0
14 9 1
15 4
16 16 9
17 16 4 0
18 16 1
19 16 0
20 9 1
21 16 4
22 9
23 16 4 0
24 1
25 25
26 25 9
27 25 16 4
28 25 9
29 16 0
30 25 1
31 0
32 25 9 1
33 16 4
34
35 16 4
36 36 25
37 36 0
38 36 25 9 1
39 36 16
40 9
41 36 4
42 25
43 36
44 25
45 16
46 9
47 36 16
48 25
49 49 36
50 49
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m 0 1 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
51 49
52 49
53 36 16
54 49 25
55 36
56 49 25
57
58
59 36
60 49
61
62 49 25
63
64 64
65 64 36
66 64 49
67 64 36
68 49
69 64
70
71 64
72 49
73 36
74
75 64
76
77 64
78 49
79
80 49
81 81 64
82 81
83 81 64
84 81
85
86 81 49
87 64
88 81
89
90
91
92 81
93 64
94 81
95 64
96
97
98 81
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m 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
41 0
42 1
43 0
44 1
45 4
46
47 4 0
48 1
49
50 9
51 4
52 9
53 0
54 1
55
56 9
57 16 4
58
59 16 0
60 1
61 0
62 9 1
63 16 4
64
65 4
66 25
67 0
68 25 9 1
69 16
70 9
71 4 0
72 25 1
73 0
74 1
75 16 4
76 9
77 36 16 4
78 25
79 36 0
80 9 1
81
82 9
83 36 16 4 0
84 25 1
85
86 25
87 16 4
88 9
89 36 16 0
90 49 1
91
92 49 25 9
93 4
94
95 36 16
96 49 25
97 36 0
98 25 9 1
99 16
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Je 100 = 102 + 0 = 92 + 19 ( jiných rozklad̊u č́ısla 100 neńı).
(ii) Prohlédneme-li pečlivě předchoźı tabulky, tu si uvědomı́me, že v

řádćıch označených č́ısly 34, 58, 85 nic neńı. Naopak, v ostatńıch řádćıch
něco je. Takže {1, 2, . . . , 33, 35, 36, . . . , 57, 58, 59, . . . , 84, 86, 87, . . . , 100} ⊆
A, 34, 58, 85 /∈ A. Č́ıslo 34 je nejmenš́ı nezáporné celé č́ıslo nepatř́ıćı do A a
č́ıslo 85 je nejmenš́ı liché nezáporné celé č́ıslo nepatř́ıćı do A.

Je (2·17 =)34 = 25+2 = 33+7, (2·29 =)58 = 33+3, (5·17 =)85 = 25+53.
Je 3 + 4 = 7, 5 + 8 = 13 = 8 + 5.

(iii) Ještě označme B = {n2 + p|n ≥ 1, p ∈ P}. Z tabulek vid́ıme, že
{3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 15, . . . , 24, 26, 27, . . . , 33, 35, 36, . . . , 57, 59, 60, 61, 62,
63, 65, 66, . . . , 84, 86, 87, . . . , 90, 92, 93, . . . , 100} ⊆ B a 0, 1, 2, 5, 10, 13, 25, 34,
58, 61, 64, 85, 91 6∈ B. Zde 0, 1, 25, 64 jsou druhé mocniny a 2, 5, 13, 61 jsou
prvoč́ısla. Ovšem, 10 = 2 · 5, 34 = 2 · 17, 58 = 2 · 29, 85 = 5 · 17, 91 = 7 · 13.

II.2.4 Cvičeńı. Je 0 = 0+0, 1 = 0+1 = 20 +0, 2 = 0+2 = 20 +1 = 21 +0,
3 = 0+3 = 20 +2 = 21 +1, 4 = 20 +3 = 22 +0, 5 = 0+5 = 20 +4 = 21 +3 =
22 + 1, 6 = 20 + 5 = 22 + 2, 7 = 0 + 7 = 21 + 5 = 22 + 3, 8 = 20 + 7 = 23 + 0,
9 = 21 + 7 = 22 + 5 = 23 + 1, 10 = 23 + 2, 11 = 0 + 11 = 22 + 7 = 23 + 3,
12 = 20 + 11, 13 = 21 + 11 = 22 + 7 = 23 + 5, 14 = 20 + 13, 15 = 21 + 13 =
22 + 11 = 23 + 7, 16 = 24 + 0, 17 = 0 + 17 = 21 + 17 = 22 + 13 = 24 + 1,
18 = 20 + 17 = 24 + 2, 19 = 0 + 19 = 21 + 11 = 23 + 11 = 24 + 3, 20 = 20 + 19,
21 = 21 + 19 = 22 + 17 = 23 + 13 = 24 + 5. Ale 22 − 0 = 2 · 11, 22 − 1 =
3 ·7, 22−2 = 4 ·5, 22−4 = 2 ·9, 22−8 = 2 ·7, 22−16 = 2 ·3, 22−32 = −2 ·5.

Označ́ıme-li nyńı C = {0}∪P∪{2k+q | k ≥ 0, q ∈ P∪{0, 1}, pak snadno
vid́ıme, že 0, 1, 2, . . . , 21 ∈ C, 22 /∈ C. (Je ovšem 22 = 31 + 19 = 32 + 13 =
51 + 17 = 111 + 1 = 171 + 5 = 191 + 3.)

Je 959 − 0 = 959 = 7 · 137, 959 − 1 = 958 = 2 · 474, 959 − 2 = 957 =
3 · 11 · 29, 959− 4 = 955 = 5 · 191, 959− 8 = 951 = 3 · 317, 959− 16 = 943 =
23 ·41, 959−32 = 927 = 3 ·3 ·103, 959−64 = 895 = 5 ·179, 959−128 = 831 =
3 · 277, 959 − 256 = 703 = 19 · 37, 959 − 512 = 447 = 3 · 149, 959 − 1024 =
−65 = −5 · 13 (vesměs prvoč́ıselné rozklady). Tedy 959 /∈ C.

Dobrým cvičeńım je přesvědčit se o tom, že 959 je nejmenš́ı liché č́ıslo,
které nepatř́ı do množiny C. Ještě si všimněme tohoto: pro každé liché
prvoč́ıslo p a každé k ≥ 0 je č́ıslo 959−pk sudé. Snadno usuzujeme, že 959 6=
pk + q pro všechna p ∈ P, k ≥ 0, q ∈ {0, 1, } ∪ P. Nicméně, 959 = 102 + 859,
kde 859 je již prvoč́ıslo. Je 9+5+9 = 23, 2+3 = 6, 9·5·9 = 405, 4+0+5 = 9.
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II.3 Základńı věta aritmetiky

II.3.1 Věta. Necht’ n ≥ 2. Potom n ∈ {m | 2 ≤ m,m | n} a, je-li p nejmenš́ı
č́ıslo v této množině č́ısel, potom p je prvoč́ıslo.

Důkaz. Je p ≥ 2. Jestliže q ≥ 1 je takové č́ıslo, že q | p, pak q ≤ p a q | n.
Tedy bud’to q = 1, a nebo q = p. To znamená, že p ∈ P.

II.3.2 Věta. Pro každé n ∈ Z, n 6= ±1, existuje alespoň jedno prvoč́ıslo
p ∈ P takové, že p | n.

Důkaz. Je-li n = 0, tak 2 | 0. Je-li n 6= 0, tak |n| ≥ 2 a podle II.3.1 existuje
p ∈ P tak, že p | |n|. Samozřejmě p | n.

II.3.3 Věta. Množina P všech prvoč́ısel je nekonečná.

Důkaz. Je nutné a postačuj́ıćı dokázat, že ke každému prvoč́ıslu p existuje
větš́ı prvoč́ıslo. Máme 2 < 3 < 5 < 7 < 11, čili tvrzeńı plat́ı pro prvńı
čtyři prvoč́ısla a my můžeme předpokládat, že p > 7. Necht’ (2 = )p(1) <
(3 = )p(2) < (5 =)p(3) < · · · < p(n) = p, n ≥ 5, je posloupnost všech
prvoč́ısel menš́ıch či rovných našemu prvoč́ıslu p.

Položme m = (p(1)p(2) · · ·p(n)) + 1. Jistě je m ≥ 2 (ve skutečnosti je
m > 1609) a podle II.3.2 existuje prvoč́ıslo q takové, že q | m. Ovšem, q - 1,
čili q - m − p(1)p(2) · · ·p(n), pročež q 6= p(i), pro všechna i = 1, 2, . . . , n.
Pak ale q > p.

Nepatrně obměněný d̊ukaz: Existuje prvoč́ıslo q tak, že q | p! + 1. Zřejmě
je q > p.

II.3.4 Věta. (Základńı věta aritmetiky) Necht’ n je celé č́ıslo, n 6= 0,±1.
Potom existuj́ı jednoznačně určené č́ıslo s ≥ 1, jednoznačně určená množina
{p1, p2, . . . , ps} obsahuj́ıćı s vesměs r̊uzných prvoč́ısel a jednoznačně určené
exponenty r1, r2, . . . rs ≥ 1 takové, že n = ±pr11 . . . prss .

Důkaz. Nejdř́ıve dokážeme existenci prvoč́ıselného rozkladu č́ısla n.
Zřejmě můžeme předpokládat, že n ≥ 2. Př́ıklad, kdy n je samo prvoč́ıslo

je zřejmý. Nicméně, podle II.3.2 existuje prvoč́ıslo p a č́ıslo m ≥ 1 tak, že
n = pm. Je-li m = 1, je n = p a jsme hotovi. Je-li m 6= 1, pak 2 ≤ m < n a
podle indukčńıho předpokladu má č́ıslo m prvoč́ıselný rozklad. Pak ale totéž
plat́ı i pro n = pm.

Nyńı dokážeme jednoznačnost prvoč́ıselného rozkladu č́ısla n. Opět budeme
předpokládat n ≥ 2.

Předpokládejme, že pr11 . . . p
rs
s = n = qu11 . . . quvv jsou dva r̊uzné prvoč́ıselné

rozklady č́ısla n. Můžeme rovněž předpokládat, že p1 < p2 < · · · < ps a
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q1 < q2 < · · · < qv. Z II.1.16 plyne, že pro každé i, 1 ≤ i ≤ s, existuje f(i)
tak, že 1 ≤ f(i) ≤ v a pi | qf(i). Je pi ≥ 2 a qf(i) je prvoč́ıslo, takže máme
rovnost pi = qf(i). Jelikož pi < pj pro i < j, tak qf(i) < qf(j) a f(i) < f(j).
Obdobně, pro každé i, 1 ≤ i ≤ v, existuje g(i) tak, že 1 ≤ g(i) ≤ s a qi = pg(i).
Nyńı je jasné, že s = v a f(i) = i pro každé i.

Máme pr11 . . . p
rs
s = n = pu11 . . . puss . Je-li r1 > u1, pak p1 | pu22 . . . puss , spor

s II.1.16. Tedy r1 ≤ u1, zcela obdobně u1 ≤ r1, r1 = u1 a pr22 . . . p
rs
s = n =

pu22 . . . puss (pro s ≥ 2). Nyńı lze postupovat indukćı.

II.3.5 Důležitá definice. Necht’ p ∈ P. Pro každé n ∈ Z, n 6= 0, existuje
jednoznačně určené nezáporné celé č́ıslo r takové, že pr | n a pr+1 - n. Budeme
psát r = contp(n) a budeme toto č́ıslo nazývat p-obsah č́ısla n. Máme n =
prn1, n1 ∈ Z, p - n1.

Pro úplnost můžeme položit contp(0) = +∞.

II.3.6 Věta. contp(nm) = contp(n)+ contp(m) pro všechna p ∈ P a n,m ∈
Z.

Důkaz. Můžeme předpokládat n 6= 0 6= m. Máme n = pa · n1, m = pbm1,
nm = pc · k, kde a = contp(n), b = contp(m), c = contp(nm), p - n1,m1, k.
Odtud pc · k = nm = pa+bn1m1. Z II.1.11(iv) plyne, že p - n1m1 a tedy
a+ b = c.

II.3.7 Proposice. Necht’ p ∈ P. Potom:
(i) contp(1) = 0 = contp(−1).
(ii) contp(p

k) = k = contp(−pk) pro každé k ≥ 0.
(iii) contp(n) = contp(−n) pro každé n ∈ Z

Důkaz. Vše plyne př́ımo z definice II.3.5.

II.3.8 Proposice. Necht’ s, r1, . . . , rs jsou kladná celá č́ısla a p1, . . . , ps jsou
po dvou r̊uzná prvoč́ısla. Bud’ n = ±pr11 . . . prss . Potom:

(i) contpi(n) = ri pro každé 1 ≤ i ≤ s.
(ii) contp(n) = 0 pro každé p ∈ P, p 6∈ {p1, . . . , ps}

Důkaz. (i) Jelikož prii | n, tak r ≤ contpi(n). Z II.1.16 plyne, že pi - n/prii =
mi a tedy contpi(mi) = 0. Podle II.3.6 je contpi(n) = contpi(p

ri
i )+ contpi(mi) =

ri + 0 = ri (použije se II.3.7(ii)).
(ii) Z II.1.16 plyne, že p - n.

II.3.9 Věta. Pro každé n ∈ Z, n 6= 0, plat́ı rovnost n = ±
∏

p∈P p
contp(n)

(contp(n) 6= 0 jen pro konečně mnoho prvoč́ısel p).

Důkaz. Tvrzeńı plyne snadnou kombinaćı z II.3.4 a II.3.8 (viz též II.3.7).
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II.3.10 Věta. Necht’ n,m ∈ Z. Potom n | m právě když contp(n) ≤ contp(m)
pro každé p ∈ P.

Důkaz. Jestliže n | m, pak nerovnost contp(n) ≤ contp(m) plyne ihned
z II.3.5. Jestliže r = contp(n) ≤ contp(m) = s ≤ +∞, pak pr | ps | m. Je-li
s = +∞, pak m = 0 a n | m triviálně. Zbytek d̊ukazu je jasný z II.3.9

II.3.11 Věta. Necht’ n,m ∈ Z. Potom |n| = |m| právě když contp(n) = contp(m)
pro každé p ∈ P.

Důkaz. Tvrzeńı plyne snadno z II.3.10.

II.3.12 Proposice. Necht’ p ∈ P a n,m ∈ Z, n 6= 0 6= m, n 6= −m. Potom:
(i) contp(n+m) ≥ min( contp(n), contp(m)).
(ii) Je-li contp(n) 6= contp(m), pak contp(n+m) = min( contp(n), contp(m)).
(iii) Je-li cont2(n) = cont2(m), pak cont2(n+m) > cont2(n).

Důkaz. Je n = pr · n1, m = ps ·m1, kde r, s ∈ N0 , p - n1, p - m1. Můžeme
předpokládat, že r ≥ s. Potom n+m = ps · k, k = pr−sn1 +m1. Je-li r > s,
pak p - k. Je-li r = s a p = 2, pak p = 2 | k.

II.3.13 Proposice. Necht’ p ∈ P a n,m ∈ Z, n 6= 1 6= m. Potom contp(nm−
1) ≥ max( contp(n− 1), contp(m− 1)).

Důkaz. Bud’ n− 1 = pau, m− 1 = pkv, kde a, b ∈ N0, a ≥ b, u, v ∈ Z, p - u,
p - v. Máme nm−1 = (n−1)m+(m−1) = paum+pbv = pb(pa−b·um+v).

II.3.14 Proposice. Necht’ k ≥ 1, n1, . . . , nk ∈ Z, ni 6= ±1. Potom pro
každé p ∈ P plat́ı contp(n1 · · ·nk − 1) ≥ min( contp(ni − 1) | 1 ≤ i ≤ k).

Důkaz. Tvrzeńı plat́ı triviálně pro k = 1 a pro k = 2 je dokázáno v II.3.13.
Dále postupujeme snadno indukćı dle k ≥ 2.

II.3.15 Proposice. Necht’ n ∈ Z, n 6= 0, 1,−1. Potom contp(n − 1) ≥
min( contp(q − 1), q ∈ P, q | n).

Důkaz. Podle II.3.4 je n = ±pr11 . . . prss , kde s, ri ≥ 1, pi ∈ P, pi vesměs
r̊uzná. Samozřejmě pi 6= ±1 a podle II.3.14 máme contp(n−1) ≥ min( contp(pi−
1)).

II.3.16 Poznámka. (i) Základńı věta aritmetiky nás poučuje o tom, že
multiplikativńı pologrupa N′(·), kde N′ = {n | n ≥ 2} je volná komutativńı
pologrupa nekonečné spočetné hodnosti a množina P všech prvoč́ısel je (jediná)
množina volných generátor̊u této pologrupy. Multiplikativńı pologrupa N(·)
je pak volný monoid.
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(ii) Seřad’me všechna prvoč́ısla do posloupnosti tak, jak jsou za sebou:
(2 =)p(1) < (3 =)p(2) < . . . . Pro každé n ∈ Z sestroj́ıme nekonečnou
posloupnost α(n) = ( contp(1)(n), contp(2)(n), contp(3)(n), . . . ) Je-li n 6= 0,
pak α(n) je nekonečná posloupnost nezáporných celých č́ısel, kde ovšem jen
konečně mnoho č́ısel je nenulových. Např. α(1) = α(−1) = (0, 0, 0, . . . ),
α(p(i)) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0 . . . ), kde 1 se nacháźı na i-tém mı́stě, α(105) =
(0, 1, 1, 1, 0, 0, . . . ), atd. Je α(0) = (+∞,+∞,+∞, . . . ).

Na množině nekonečných posloupnost́ı nezáporných celých č́ısel a sym-
bolu +∞ definujme uspořádáńı předpisem (a1, a2, a3, . . . ) ≤ (b1, b2, b3, . . .
právě když ai ≤ bi pro všechna i = 1, 2, . . . . Z II.3.10 nyńı plyne, že pro
n,m ∈ Z plat́ı n | m právě tehdy když α(n) ≤ α(m) ve smyslu právě defino-
vaného uspořádáńı.

II.3.17 Př́ıklad. (i) Č́ısla 599, 601 a 607 jsou prvoč́ısla. 600 = 23 · 3 · 52.
Ovšem, 602 = 2 · 7 · 43, 603 = 32 · 67, 604 = 22 · 151, 605 = 5 · 112 a
606 = 2 · 3 · 101. Zde 2, 3, 5, 7, 11, 43, 67, 101 a 151 jsou prvoč́ısla.

(ii) Je 405 = 34 · 5, 2 · 405 = 810 a č́ısla 809, 811 jsou prvoč́ısla. Je
4 · 405 = 1620 a č́ısla 1619, 1621 jsou prvoč́ısla. Je 6 · 405 = 2430 a žádné
z č́ısel 2429,2431 neńı prvoč́ıslo. Je 8 · 405 = 3240 a žádné z č́ısel 3239,3241
neńı prvoč́ıslo. Je 10 · 405 = 4050 a obě č́ısla 4049, 4051 jsou prvoč́ısla. Je
12 · 405 = 4860, 4859 neńı prvoč́ıslo a 4861 je prvoč́ıslo. Je 14 · 405 = 5670,
5669 je prvoč́ıslo a 5671 neńı prvoč́ıslo. Je 16·405 = 6480, 6479 neńı prvoč́ıslo
a 6481 je prvoč́ıslo.

(iii) Je 1375 = 53 · 11, 1376 = 25 · 43 a 1377 = 34 · 17.
(iv) 101, 1009, 10007 jsou prvoč́ısla. 11, 211, 311, 811, 911, 1511, 1811, 2011,

2111, 2311, 2411, 2711, 3011 jsou také prvoč́ısla.

II.3.18 Hř́ıčka. Je 9196 = 22 ·112 ·19. Je 9331 = 7 ·31 ·43, 9 ·3 ·3 ·1 = 81 =
7+31+43, 31·43 = 1333, 93 = 3·31, 9331 = 31·301. Je 432 = 24·33 = 4·33·22

II.3.19 Definice. Pro každé n ∈ Z bud’ P (n) = {p ∈ P | p | n}.
Zřejmě P (n) = P (−n), P (0) = P, P (1) = ∅. Je-li |n| ≥ 2, pak P (n) =

{p ∈ P | contp(n) ≥ 1} je neprázdná konečná množina prvoč́ısel.
Zřejmě je P (nm) = P (n) ∪ P (m) pro všechna n,m ∈ Z.

II.3.20 Př́ıklad. Je 14 = 2 · 7 a 224 = 25 · 7. Tedy P (14) = P (224). Dále,
15 = 14+1, 225 = 224+1, 15 = 3·5, 225 = 32 ·52 a P (15) = {3, 5} = P (225).

Je 418 = 2 · 11 · 19, P (418) = {2, 11, 19} a 2 + 11 + 19 = 32 = 4 · 1 · 8.

II.3.21 Proposice. Necht’ n,m ∈ Z. Následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvi-
valentńı:

(i) P (n) = P (m).
(ii) Existuj́ı k, l ∈ N tak, že n | mk a m | nl.
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Důkaz. Snadno nahlédneme, že se lze omezit na n ≥ 2 a m ≥ 2. Pak
n = pr11 . . . p

rs
s a m = qu11 . . . quvv , kde s, v, ri, uj ∈ N, pi, qi ∈ P. p1 < · · · < ps

a q1 < · · · < qv.
Je-li P (n) = P (m), pak s = v, pi = qi, n | mk pro k ≥ max(ri) a m | nl

pro l ≥ max(ui).
Naopak, jestliže n | mk = qku11 . . . qkuvv , pak P (n) ⊆ P (m). A naopak,

pokud m | nl, P (m) ⊆ P (n).

II.3.22 Př́ıklad. (i) Je 1919 = 19 · 101, 1920 = 27 · 3 · 5, 1921 = 17 · 113
(prvoč́ıselné rozklady). Je 19 + 101 = 120 a 17 + 113 = 130.

(ii) 1933 | 11 . . . 1 (21x).
(iii) Je 3833 = 17 · 199 (prvoč́ıselný rozklad). Je také 3 · 3 · 8 · 3 = 216 =

17 + 199.
(iv) Je 5561 = 67 · 83 (prvoč́ıselný rozklad) a 5 · 5 · 6 · 1 = 150 = 67 + 83.
(v) Je 6277 = 6277, 6278 = 2·43·73, 6279 = 3·7·13·23, 6280 = 2·2·2·5·157,

6281 = 11 ·571 (prvoč́ıselné rozklady) a 6 + 2 + 7 + 7 = 22, 2 + 4 + 3 + 7 + 3 =
19 = 3 + 7 + 1 + 3 + 2 + 3, 2 + 2 + 2 + 5 + 1 + 5 = 24, 1 + 1 + 5 + 7 + 1 = 15.

(vi) Je 1948 = 2 · 2 · 487 (prvoč́ıselný rozklad), 1 + 9 + 4 + 8 = 22, 2 + 2 +
4 + 8 + 7 = 23, 1 · 9 · 4 · 8 = 288, 2 · 2 · 4 · 8 · 7 = 896, 2 + 8 + 8 = 18, 4 + 8 + 7 =
19, 8 + 9 + 6 = 23.

II.3.23 Proposice. Necht’ n ∈ Z, n 6= ±1. Bud’ q nejmenš́ı č́ıslo takové, že
q ≥ 2 a q | n. Potom q je prvoč́ıslo, q < |n|. Nav́ıc, je-li q 6= |n|, pak q2 ≤ |n|.

Důkaz. Podle II.3.2 existuje prvoč́ıslo p tak, že p | q. Pak p | n a z minimality
č́ısla q plyne rovnost p = q. Tedy q je prvoč́ıslo. Je-li q < |n|, pak q ≤ |n/q|
a q2 ≤ |n| · |n/q| = |n|.

II.3.24 Lemma. Necht’ n,m ∈ Z a k ∈ N jsou taková č́ısla, že nk | mk.
Potom n | m.

Důkaz. Tvrzeńı je zřejmé pro m = 0 a také pro n = 0,±1. Necht’ tedy
m 6= 0 a |n| ≥ 2. Pro každé p ∈ P je k contp(n) = contp(n

k) ≤ contp(m
k) =

k contp(m) a tedy contp(n) ≤ contp(m). Podle II.3.10 máme n | m.

II.3.25 Lemma. Necht’ n,m ∈ Z a k, l ∈ N jsou taková č́ısla, že l ≤ k a
nk | ml. Bud’ t největš́ı č́ıslo takové, že tl ≤ k. Je t ≥ 1 a nt | m. Nav́ıc, je-li
m = ntu, pak nk−tl | ul, 0 ≤ k − tl < l.

Důkaz. Je 0 ≤ k − tl < l, což plyne z maximality č́ısla t. Dále, (nt)l = ntl |
nk | ml a nt | m dle II.3.24. Nakonec, nk | ml = ntl · ul a nk−tl | ul.

II.3.26 Lemma. Necht’ n ≥ 1 a m ∈ Z jsou taková č́ısla, že m | p − 1 pro
každé p ∈ P (n). Potom m | n− 1.
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Důkaz. Tvrzeńı je zřejmé pro n = 1. Je-li n ≥ 2, pak n = p1 . . . ps, kde
s ≥ 1 a pi ∈ P (prvoč́ısla pi nemuśı být r̊uzná). Nyńı, m | p1−1, m | p1p2−p2,
m | p2 − 1, m | (p1p2 − p2) + (p2)− 1 = p1p2 − 1, m | p1p2p3 − p3, m | p3 − 1,
m | p1p2p3 − 1, . . . , m | p1p2 . . . ps − 1.

II.3.27 Lemma. Necht’ n ≥ 2 a q ∈ P. Potom contq(n−1) ≥ min( contq(p−
1), p ∈ P (n).

Důkaz. Pro každé p ∈ P (n) je contq(p − 1) = r(p) a qr(p) | p − 1. Je-li
r = min(r(p); p ∈ P (n)), pak qr | n− 1 podle II.3.26.

II.3.28 Poznámka. Necht’ n ≥ 2, n = pr11 . . . p
rs
s , s, ri ≥ 1, pi po dvou r̊uzná

prvoč́ısla. Bud’ q ∈ P a si = contq(pi + 1). Položme r = r1 + · · · + rs. Je-li
z = min(si; 1 ≤ i ≤ s), potom qz | n − (−1)r. Je-li r sudé, tak qz | n − 1 a
contq(n− 1) ≥ z. Je-li r liché, tak qz | n+ 1 a contq(n+ 1) ≥ z.

II.3.29 Sděleńı. Č́ıslo n = pq, p, q ∈ P, se občas nazývá poloprvoč́ıslo. Zde
může být p = q,či p 6= q. Ve druhém př́ıpadě se n nazývá diskrétńı poloprvoč́ıslo.

Posloupnost poloprvoč́ısel zač́ıná takto: 4, 6, 9, 10, 14, 15, 21, 22, 25, . . . a
posloupnost diskrétńıch poloprvoč́ısel takto: 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 33, 35, . . . .
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II.4 Př́ıklady

II.4.1 Př́ıklad. Je P (1) = ∅, P (2) = {2}, P (3) = {3}, P (4) = {2}, P (5) =
{5}, P (6) = {2, 3}, P (7) = {7}, P (8) = {2}, P (9) = {3}, P (10) = {2, 5}.

Je P (33) = {3, 11}, P (34) = {2, 17}, P (35) = {5, 7}, P (36) = {2, 3},
33 = 3 · 11, 34 = 2 · 17, 35 = 5 · 7, 36 = 4 · 9.

Nyńı si ukážeme, že pro každé č́ıslo n ≥ 4, n 6= 7, aspoň jedna z množin
P (n), P (n+ 1), P (n+ 2) má aspoň 2 prvky.

Můžeme předpokládat, že n ≥ 11. Necht’ naopak P (n) = {p1}, P (n+1) =
{p2} a P (n + 2) = {p3} jsou jednoprvkové množiny. Specielně 6 - n, 6 -
n+ 1, 6 - n+ 2 a tud́ıž n = 6k + l, k ≥ 2, 1 ≤ l ≤ 3.

Nejprve, necht’ l = 1. Č́ıslo n+1 = 6k+2 je sudé a tak p2 = 2 a n+1 = 2b

pro b ≥ 4. Dále, n+ 2 = 6k+ 3 tedy 3 | n+ 2, p3 = 3 a n+ 2 = 3a pro a ≥ 3.
Nyńı 3a − 2b = n+ 2− n− 1 = 1 čili 2b = 3a − 1.

Necht’ a = 2c, c ≥ 2, je sudé č́ıslo. Je 3a − 1 = (3c − 1)(3c + 1) a tak
3c−1 = 2u a 3c+1−2v, u ≥ 3, v ≥ 4. Pak ale 8 = 23 | (3c+1)− (3c−1) = 2,
což nelze. Nahlédli jsme, že a ≥ 3 je liché č́ıslo. Pak ale 3a − 1 = (3 −
1)(3a−1 + 3a−2 + · · · + 3 + 1) = 2w, kde w = 3a−1 + 3a−2 + · · · + 3 + 1. A,
jelikož 4 | 3a− 1, tak 2 | w. Jelikož a je liché, tak w je součtem lichého počtu
lichých č́ısel. Tedy w je liché, což je spor.

Nyńı necht’ l = 2. Pak p1 = 2, n = 2a, a ≥ 4, n+1 = 6k+3, p2 = 3, n+1 =
3b, b ≥ 3, 22 = 3b − 1 a situace je stejná jako před chv́ıĺı. Zde ovšem je také
n + 2 = 2c, c ≥ 5, 2 = n + 2 − n = 2c − 2a = 2a(2c−a − 1), 2 = 2a = n, což
také nejde.

Nakonec, necht’ n = 6k+3. Pak p1 = 3, n = 3b, b ≥ 3, n+1 = 6k+4, p2 =
2, n+ 1 = 2a, a ≥ 4. Takže 1 = n+ 1− n = 2a − 3b, 1 + 3b = 2a, 2a − 1 = 3b.

Necht’ a = 2c, c ≥ 2, je sudé č́ıslo. Je 2a − 1 = (2c − 1)(2c + 1) a tak
2c − 1 = 3u, 2c + 1 = 3v, u ≥ 1, v ≥ 2. Pak ale 3 | (2c + 1)− (2c − 1) = 2, což
nelze.

Nahlédli jsme, že a ≥ 5 je liché č́ıslo. Je 23 = 8 = 3 · 2 + 2. Je-li nyńı
k ≥ 3 takové č́ıslo, že 2k = 3l+ 2, pak 2k+2 = 12l+ 8 = 3(4l+ 2) + 2. Z této
úvahy plyne, že 3b + 1 = 2a = 3m+ 2. Pak ale 3 | 2− 1 = 1, spor.

Alternativńı d̊ukaz
Alespoň jedno ze zkoumaných č́ısel n, n+ 1, n+ 2 je sudé, a protože muśı

být mocninou 2, je ve tvaru 2a. Daľśı takové č́ıslo, lǐśıćı se od něj o 2, již
mezi uvedenými č́ısly být nemůže, takže n + 1 = 2a. Dokážeme, že, je-li a
sudé, pak n je dělitelné 3 a současně neńı mocninou 3; je-li a liché, pak n+ 2
je dělitelné 3 a neńı mocninou 3.

(a) Je a = 2k a tedy n = 22k− 1 = (2k− 1)(2k + 1). Činitelé jsou lichými
č́ısly a lǐśı se o 2 a tedy jeden z nich je dělitelný 3 a druhý nikoli a tedy ani
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nemůže být mocninou 3.
(b) Je a = 2k + 1 a tedy n + 2 = 22k+1 + 1 − 3 + 3 = 22k+1 − 2 + 3 =

2(2k−1)(2k+1)+3. Opět bud’ (2k−1) nebo (2k+1) je dělitelné 3 a t́ım i celý
výraz. Necht’ je tedy n + 2 = 3a a 22k+1 = 3a − 1. Opět rozlǐsme 2 př́ıpady:
a = 2l, a = 2l + 1. V prvńım je 3a − 1 = (3l − 1)(3l + 1). 2 činitelé lǐśıćı
se o 2 nemohou být současně mocninou 2. Ve druhém př́ıpadě dostáváme
3a− 1 = (3− 1)(32l + 32l−1 + · · ·+ 3 + 1), ale druhý činitel je součtem lichého
(2l + 1) počtu lichých sč́ıtanc̊u a tedy nemůže být mocninou 2.

Poznámka: Tvrzeńı, že ze tř́ı po sobě jdoućıch č́ısel je právě jedno dělitelné
3, je triviálńı. Netriviálńı ovšem je, že v našem př́ıpadě neńı 2k±1 mocninou
3.

Dokázali jsme žádané. Tedy: Je-li n ≥ 4, n 6= 7, pak alespoň jedno
z č́ısel n, n + 1, n + 2 neńı mocninou žádného prvoč́ısla. Samozřejmě č́ısla
1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 jsou mocninami prvoč́ısel.

II.4.2 Př́ıklad. (i) Necht’ p ∈ P a n ∈ N. Pro každé m, 1 ≤ m ≤ np,
máme m = pa(m) · b(m), kde a(m) = contp(m) ≥ 1, b(m) ≥ 1, p - b(m).
Je-li a(m) ≥ 1, pak 1 ≤ b(m) ≤ n. Dále je zřejmé, že po dvou r̊uzná
č́ısla p, 2p, . . . , np jsou právě všechna ta č́ısla m taková, že 1 ≤ m ≤ np a
a(m) ≥ 1. Těchto č́ısel je právě n a ostatńıch č́ısel mezi 1 a np včetně je
právě np− n = n(p− 1).

Necht’ nyńı m1, . . . ,mk, kde k ≥ n(p − 1) + 1, jsou po dvou r̊uzná č́ısla
taková, že 1 ≤ mi ≤ np pro každé i = 1, 2, . . . , k. Je 1 ≤ b(mi) ≤ np a
p - b(mi). Jak jsme si před chv́ıĺı všimli, tak pro č́ısla b(mi) máme nejvýše
(ve skutečnosti právě) n(p − 1) možnost́ı. To znamená, že existuj́ı indexy
1 ≤ t, l ≤ k takové, že l 6= t a b(mt) = b(ml). Je-li mt < ml, pak nutně
mt | ml a naopak.

(ii) Bud’ p = 2 a n ∈ N. Vybereme-li n + 1 r̊uzných č́ısel mezi 1 a 2n
včetně, pak alespoň jedno vybrané č́ıslo děĺı nějaké jiné z vybraných č́ısel.
To znamená, že tato vybraná č́ısla nejsou nesrovnatelná v uspořádáńı daném
dělitelnost́ı v N (viz II.1.10).

Na druhé straně, n + 1, n + 2, . . . , 2n je n r̊uzných č́ısel (mezi 1 a 2n) a
žádné z těchto č́ısel neděĺı žádné druhé z nich.

II.4.3 Hř́ıčka. Pro n ≥ 1 budiž qn = 10n−1 + 10n−2 + · · · + 10 + 1. Tedy
q1 = 1, q2 = 11, q3 = 111, q4 = 1111, atd. Č́ıslo qn je tedy liché a má
v deśıtkové soustavě tvaru 11 . . . 1, kde č́ıslice 1 se vyskytuje právě n-krát.
Č́ıslo qn bychom mohli nazvat ”n-krát opakovaná jednička, či kratšeji opička”
(samozřejmě při základu 10).

(i) Zřejmě je 9 ·qn+1 = 10n a dále 5 - qn (dekadický zápis lichých násobk̊u
5 konč́ı opět na 5). Specielně, č́ısla qn a 10 nemaj́ı jiné společné dělitele nežli
č́ısla 1,−1.
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(ii) Je qn+1 = 10n+qn = 10·qn+1, qn+m = 10m ·qn+qm = 10n ·qm+qn, n ≥
1,m ≥ 1.

(iii) Ověř́ıme, že qn | qm právě když n | m.
Jestliže qn | qm, tak n ≤ m (nebot’ qn ≤ qm) a budeme postupovat

indukćı podle m − n. Je-li m − n = 0, tak m = n a n | m. Je-li m ≥ n,
tak qm = 10n · qm−n + qn dle (ii), čili qn | qm−n, n | m − n podle indukčńıho
předpokladu, a tak n | m.

Nyńı naopak, necht’ n | m, m = kn, k ≥ 2. Pak qm = 10(k−1)n ·qn+q(k−1)n
a opět indukćı podle k dokážeme, že qn | qm.

(iv) Je-li č́ıslo qn prvoč́ıslo, tak z (iii) plyne, že i n je prvoč́ıslo. Samozřejmě,
q2 = 11 je prvoč́ıslo a je známo, že i č́ısla q19, q23, q317 a q1031 jsou prvoč́ısla.
Na druhé straně, q3 = 3 · 37, q4 = 11 · 101, q5 = 41 · 271, q6 = 3 · 7 · 11 · 13 · 71,
q7 = 239·4649, q8 = 11·73·101·137, q9 = 32 ·37·333667, q10 = 11·41·271·9091
a q11 = 21649 · 513239 prvoč́ısly nejsou (jsou uvedeny jejich prvoč́ıselné rozk-
lady).

Všimněme si, že q9 = 9 · 12345679.
(v) Necht’ a ∈ Z, a | qn, a | qn+1. Pak z (ii) plyne, že a | 10n, čili

a = ±2b · 5c, b ≥ 0, c ≥ 0. Pak ale a = ±1 (viz (i)).
(vi) Je 10n − 1 = 9 · qn. Takže n | 10n − 1 právě když bud’to n | qn nebo

n = 3 · n1, n1 | qn anebo n = 9 · n2, n2 | qn.
(vii) Nahlédneme, že 3k | q3k pro každé k ≥ 0.
Zajisté, 30 = 1 | 1 = q1 a 31 = 3 | 111 = 3·37 = q3. Dále pak q3k+1 = q3k ·w

kde w = 106 + 103 + 1 = 1001001 = 3 · 333667 (prvoč́ıselný rozklad). Takže
3k+1 | q3k+1 (indukce).

(viii) Z (vii) a (iii) plyne, že q3k | qq3k . Speciálně, 111 děĺı 111 . . . 111
(stojedenáct 1), což je ovšem ihned vidět z toho, že v dlouhém č́ısle se trojč́ısĺı
111 opakuje sedmatřicetkrát.

II.4.4 Cvičeńı. (i) 12 + 22 = 5, 22 + 32 = 13, 42 + 52 = 41, 52 + 62 = 61,
72+82 = 113, 92+102 = 181, 122+132 = 313, 142+152 = 421, 172+182 = 613,
192 + 202 = 761 jsou prvoč́ısla.

Naproti tomu 02+12 = 1, 32+42 = 25, 62+72 = 85 = 5·17, 82+92 = 145 =
5·29, 102+112 = 221 = 13·17, 112+122 = 265 = 5·53, 132+142 = 365 = 5·73,
152 + 162 = 481 = 13 · 37, 162 + 172 = 545 = 5 · 109, 182 + 192 = 685 = 5 · 137
prvoč́ısla nejsou (uvád́ıme prvoč́ıselné rozklady).

(ii) Necht’ n ≥ 1 je takové č́ıslo, že p = n2 + (n + 1)2(= 2n2 + 2n + 1) je
prvoč́ıslo. Potom p je liché a 2p = (2n+ 1)2 + 1.

(iii) Necht’ p je liché prvoč́ıslo takové, že 2p = m2 + 1 pro nějaké p ≥ 0.
Zřejmě, m ≥ 3, m je liché, m = 2n+ 1, n ≥ 1, p = n2 + (n+ 1)2.

(iv) Necht’ dekadický zápis č́ısla n ≥ 1 konč́ı (vpravo) na jednu z č́ıslic
1,3,6,8. Potom zápis č́ısla n2 konč́ı na 1,9,6,4, č́ıslo (n+ 1)2 pak na 4,6,9,1 a
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č́ısla t = n2 + (n+ 1)2 konč́ı na 5. Čili 5 | t a t neńı prvoč́ıslo.
(v) 22 + 32 = 13, 122 + 132 = 313, 222 + 232 = 1013, 322 + 332 =

2113,422+432 = 3613 jsou vesměs prvoč́ısla. Avšak 522+532 = 5513 = 37·149
(prvoč́ıselný rozklad) prvoč́ıslem neńı.

42 + 52 = 41,142 + 152 = 421,242 + 252 = 1201,342 + 352 = 2381 jsou
prvoč́ısla. Avšak 442+452 = 3961 = 17 ·233 (prvoč́ıselný rozklad) prvoč́ıslem
neńı.

52 + 62 = 61 je prvoč́ıslo. Avšak 152 + 162 = 481 = 13 · 37 (prvoč́ıselný
rozklad) prvoč́ıslem neńı.

72 + 82 = 113, 172 + 182 = 613 jsou prvoč́ısla. Avšak 272 + 282 = 1513 =
17 · 89 (prvoč́ıselný rozklad) prvoč́ıslem neńı.

92 + 102 = 181, 192 + 202 = 761, 292 + 302 = 1741, 392 + 402 = 3121 jsou
prvoč́ısla. Avšak 492+502 = 4901 = 132 ·29 (prvoč́ıselný rozklad) prvoč́ıslem
neńı.

Nakonec, 02 + 12 = 1,102 + 112 = 221 = 13 · 17, 202 + 212 = 841 = 292

prvoč́ısla nejsou. Avšak 302 + 312 = 1861 již prvoč́ıslo je.

II.4.5 Cvičeńı. Je |P (n)| ≤ 2 pro všechna 1 ≤ n ≤ 29 a |P (30)| = 3 nebot’

30 = 2 · 3 · 5. Je 6 + 23 = 29.
Necht’ n ≥ 7. Ověř́ıme, že existuje aspoň jedno m takové, že n ≤ m ≤ 23,

přičemž |P (m)| ≥ 3. (n, n+ 1, . . . , n+ 23 je 24 po sobě jdoućıch č́ısel.)
Vskutku. Bud’ k ≥ 1. Pak 2, 3 - 6k+1, 6k+1 ≥ 7 a tak |P (6(6k+1))| ≥ 3.
Zcela obdobně, |P (6(6k + 5))| ≥ 3. Je 6(6k + 1) = 36k + 6 a 6(6k + 5) =

6k + 30.
A ted’! Je-li 7 ≤ n ≤ 30, lze volit m = 30. Bud’ tedy n ≥ 31 a bud’

r největš́ı nezáporné č́ıslo takové, že 36r + 30 < n. Takže n ≤ 36r + 66.
Je 36(r + 1) + 6 = 36r + 42 < n + 12 < n + 23 a můžeme položit m =
36(r + 1) + 6(= 6(6(r + 1) + 1)), je-li n ≤ 36r + 42. V opačném př́ıpadě,
jestliže 36r + 42 < n, pak je 36r + 66 ≤ n + 23 a polož́ıme m = 36r + 66 =
36(r + 1) + 30 = 6(6(r + 1) + 5). Jsme hotovi.

II.4.6 Př́ıklad. Necht’ p ∈ P, p ≥ 2k−1 · k, k ≥ 2. Bud’ a = 2k, b = 2p.
Prvoč́ıslo p je liché a k ≥ 2. Snadno vid́ıme, že a - b. Avšak aa = 2k·2

k
a

bb = (2p)2p = 22p · p2p. Jelikož 2p > 2k · k, tak aa | bb.

II.4.7 Př́ıklad. (i) Je 02 − 3 = −2, 22 − 3 = 1, 32 − 3 = 2 · 3, 32 − 3 = 2 · 3,
42 − 3 = 13, 52 − 3 = 2 · 11, 62 − 3 = 3 · 11, 72 − 3 = 2 · 23, 82 − 3 = 61,
92−3 = 2 ·3 ·13, 102−3 = 97, 112−3 = 2 ·59, 122−3 = 3 ·47, 132−3 = 2 ·83,
142 − 3 = 193, 152 − 3 = 2 · 3 · 37, 162 − 3 = 11 · 23, 172 − 3 = 2 · 11 · 13,
182 − 3 = 3 · 107, 192 − 3 = 2 · 197, 202 − 3 = 397, 212 − 3 = 2 · 3 · 73,
222 − 3 = 13 · 37, 232 − 3 = 2 · 263, 242 − 3 = 3 · 191, 252 − 3 = 2 · 311,
262 − 3 = 673, 272 − 3 = 2 · 3 · 112 (jedná se o prvoč́ıselné rozklady).
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Zjistili jsme, že 27 je nejmenš́ı nezáporné č́ıslo n takové, že p2 | (n2 − 3)
aspoň pro jedno p ∈ P (27− 3 = 23 · 3).

(ii) Je (27 + 121 · k)2 = 272 + 2 · 27 · 112 · k+ 114 · k2. Jelikož 112 | 272− 3,
tak 112 | (27 + 121 · k)2 − 3 pro každé k ≥ 0.

(iii) Je 02 − 2 = −2, 12 − 2 = −1, 22 − 2 = 2, 22 − 2 = 2, 32 − 2 = 7,
42 − 2 = 2 · 7, 52 − 2 = 23, 62 − 2 = 2 · 17, 72 − 2 = 47, 82 − 2 = 2 · 31,
92 − 2 = 79, 102 − 2 = 2 · 72.

(iv) Je 02 − 1 = −1, 12 − 1 = 0, 22 − 1 = 3, 32 − 1 = 23.
(v) Je 02−5 = −4, 12−5 = −22, 22−5 = −12, 32−5 = 22. Je 42−7 = 32

a 62 − 11 = 52.
(vi) Je 02 + 1 = 1, 12 + 1 = 2, 22 + 1 = 5, 32 + 1 = 2·, 42 + 1 = 17,

52 + 1 = 2 · 13, 62 + 1 = 37, 72 + 1 = 2 · 52, 7 + 1 = 23.
(vii) Je 02 + 2 = 2, 12 + 2 = 3, 22 + 2 = 2 · 3, 32 + 2 = 11, 42 + 2 = 2 · 9,

52 + 2 = 33.
(viii) Je 02 + 3 = 3, 12 + 3 = 22, 22 + 3 = 7, 32 + 3 = 22 · 3.
(ix) Je 02+5 = 5, 12+5 = 2·3, 22+5 = 32 a 12+7 = 23. Je 32+11 = 22 ·5.
(x) Je 14 +14 = 2, 14 +24 = 17, 24 +34 = 97, 14 +44 = 257, 24 +54 = 641,

přičemž 2, 17, 97, 257 a 641 jsou prvoč́ısla.

II.4.8 Př́ıklad. Je 22 = 2 · 11, 2 + 2 = 4 = 2 + 1 + 1, 378 = 2 · 3 · 3 · 3 · 7,
3 + 7 + 8 = 18 = 2 + 3 + 3 + 3 + 7, 4937775 = 3 · 5 · 5 · 65837 (prvoč́ıselný
rozklad) 4 + 9 + 3 + 7 + 7 + 7 + 5 = 42 = 3 + 5 + 5 + 6 + 5 + 8 + 3 + 7,
2954 = 2 · 2 · 3 · 13 · 19, 2 + 9 + 5 + 4 = 21 = 2 + 2 + 3 + 1 + 3 + 1 + 9.

Č́ısla tohoto typu jsou známa jako Smithova č́ısla (srovnej s II.3.22 (iv),(v)).

II.4.9 Př́ıklad. Je 25662 = 2 · 3 · 7 · 13 · 47 a 2 · 5 · 6 · 6 · 2 = 720 = 10 · 72 =
10 · (2 + 3 + 7 + 13 + 47), 1568 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 7 · 7 a 1 · 5 · 6 · 8 = 240 =
10 · 24 = 10 · (2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 7 + 7). Č́ısla tohoto typu jsou známa jako
Rhondina č́ısla (při základu 10).

II.4.10 Př́ıklad. (i) Necht’ k ≥ 1, n = 2k − 2 = 2(2k−1 − 1) a m = 2k(2k −
2) = 2k+1(2k−1 − 1). Zřejmě je P (n) = {2} ∪ P (2k−1 − 1) = P (m). A
nyńı je n + 1 = 2k − 1 a m + 1 = 22k − 2k+1 + 1 = (2k − 1)2. Tedy
P (n + 1) = P (2k − 1) = P (m + 1). Č́ısla n,m jsou sudá a č́ısla n+1, m+1
lichá.

Pro k = 1 je n = 0 = m, n+ 1 = 1 = m+ 1. Pro k = 2 je n = 2, m = 8,
n + 1 = 3, m + 1 = 9. Pro k = 3 je n = 6, m = 48, n + 1 = 7, m + 1 = 49.
Pro k = 4 je n = 14, m = 224, n+ 1 = 15, m+ 1 = 225.

(ii) Bud’ n = 75 = 3 · 52 a m = 1215 = 35 · 5. Je tedy P (n) = {3, 5} =
P (m). Ovšem, n + 1 = 76 = 22 · 19 a m + 1 = 1216 = 26 · 19. Tedy také
P (n+ 1) = {2, 19} = P (m+ 1). Zde jsou č́ısla n,m lichá a n+ 1,m+ 1 sudá.
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II.4.11 Cvičeńı. (Srovnej s II.2.3) Necht’ n ≥ 1. Dokážeme si, že (3n+2)2 6=
m2 + p pro každé m ∈ Z a p ∈ P ∪ {1}.

Necht’ naopak (3n+ 2)2 = m2 + p, m ∈ Z. Je 3n+ 2 ≥ 5, takže m 6= 0 a
můžeme brát m ≥ 1. Dále p = (3n+ 2)2 −m2 = (3n+ 2−m)(3n+ 2 +m).
Samozřejmě 3n+2 > m, takže 1 = 3n+2−m a p = 3n+2+m, p+1 = 6n+4,
p = 6n+ 3 = 3(2n+ 1), spor.

Je 1 = 02 + 1, 22 = 4 = 12 + 3, 32 = 9 = 22 + 5, 42 = 16 = 32 + 7. Avšak
52 6= m2+p. No, ale 62 = 36 = 52+11, 72 = 49 = 62+1. A opět 82 6= m2+p.

Je 5777, 5993 6= m2 + p pro všechna m ∈ N a p ∈ P ∪ {1}.
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II.5 Složená č́ısla

II.5.1 Definice. Celé č́ıslo, které neńı nerozložitelné ve smyslu II.1.13 se
nazývá (multiplikativně) rozložitelné. Nenulové rozložitelné č́ıslo se nazývá
složené.

II.5.2 Věta. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro n ∈ Z:
(i) Č́ıslo n je složené.
(ii) Existuj́ı prvoč́ısla p1, p2, p3 (ne nutně r̊uzná) taková, že p1p2 | n, avšak

p3 - n.
(iii) n 6= 0 a existuj́ı prvoč́ısla p1, p2 (ne nutně r̊uzná) taková, že p1p2 | n.
(iv) n 6= 0, n 6= ±1, n 6= ±p, p ∈ P.
(v) Existuje m ∈ Z tak, že 2 ≤ m < |n| a m | n.
(vi) Počet dělitel̊u č́ısla n je konečný a větš́ı než 4.
(vii) Počet dělitel̊u č́ısla n je konečný a a je alespoň 6.
(viii) n = ±pr11 . . . prss , s, ri ∈ N, pi ∈ P (pi vesměs r̊uzná) a

∑
ri > 1.

(ix) n = n1n2, kde 2 ≤ |n1| a 2 ≤ |n2|.
(x) |n| ≥ 2 a |n| 6∈ P.

Důkaz. Stač́ı uvážit II.1.13, II.3.4 a II.5.1.

II.5.3 Př́ıklad. (i) Necht’ n ≥ 2. Uvažme n po sobě jdoućıch č́ısel (n+1)!+2,
(n + 1)! + 3, . . . , (n + 1)! + (n + 1). Je-li 2 ≤ m ≤ n + 1, pak m | (n + 1)!,
m | m a tak m | (n + 1)! + m. Ovšem, (n + 1)! + m > m ≥ 2. Takže č́ıslo
(n+ 1)! +m je složené (viz II.5.2). Tedy n po sobě jdoućıch č́ısel (n+ 1)! + 2,
(n + 1)! + 3, . . . , (n + 1)! + (n + 1) jsou vesměs č́ısla složená a žádné z nich
neńı prvoč́ıslo.

Pro n = 2 dostáváme č́ısla 8, 9 (10 je také složené). Pro n = 3 č́ısla 26,
27, 28 (ovšem i č́ısla 24 a 25 jsou složená). Pro n = 4 č́ısla 122,123,124,125
(ovšem složená jsou i č́ısla 114, . . . ,126 - tedy 13 po sobě jdoućıch složených
č́ısel).

Pro n = 5 č́ısla 722, 723, 724, 725, 726 (720 a 721 jsou složená a 719 a
727 jsou prvoč́ısla).

(ii) Každé z 33 po sobě jdoućıch č́ısel 1328,. . . , 1360 je složené (viz II.2.1).

II.5.4 Poučeńı. Uvažujme nenulová č́ısla n taková, že p2|n kdykoliv p ∈ P,
p|n (t.j., contp(n) ≥ 2 kdykoliv contp(n) > 0). Těmto č́ısl̊um se někdy ř́ıká
mocná, či plnočtvercová. Nám se v́ıce zamlouvá jim ř́ıkat vydatná.

(i) Samozřejmě, pro každé n 6= 0 a pro každé k ≥ 2 je mocnina nk vydatné
č́ıslo.

(ii) Č́ısla 1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36, 49, 64, 72, 81, 100, 108, 121, 125,
128, 144, 169, 196, 200, 216, 225, 243, 256, 288, 289, 324, 343, 361, 392, 400,
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432, 441, 484, 500, 512, 529, 576, 625, 648, 675, 676, 729, 784, 800, 841, 864,
900, 961, 968, 972, 1000 jsou všechna vydatná č́ısla n, 1 ≤ n ≤ 1000. Je to
54 č́ısel. Z nich pak č́ısla 72, 108, 200, 288, 392, 432, 500, 648, 675, 800, 864,
968, 972 nejsou mocninami (je to 13 č́ısel).

Postupné rozd́ıly výše uvedených vydatných č́ısel jsou 3, 4, 1, 7, 9, 2, 5,
4, 13, 15, 8, 9, 19, 8, 13, 4, 3, 16, 25, 27, 4, 16, 9, 18, 13, 32, 1, 35, 19, 18,
31, 8, 32, 9, 43, 16, 12, 17, 47, 49, 23, 27, 1, 53, 55, 16, 41, 23, 36, 61, 7, 4,
28. Seřad́ıme-li tyto rozd́ıly podle velikosti, dostaneme posloupnost 1, 2, 3,
4, 5, 7, 8, 9, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 23, 25, 27, 28, 31, 32, 35, 36, 41, 43, 47,
49, 53, 55, 61.

(iii) Vydatná č́ısla jsou zřejmě uzavřená na součiny.
(iv) Necht’ n,m jsou taková č́ısla, že součin mn je také vydatné č́ıslo,

přičemž nsd(n,m) = 1. Zřejmě obě č́ısla n,m jsou vydatná.
(v) Předchoźı bod lze také zobecnit: Necht’ n,m jsou taková č́ısla, že

součin mn i největš́ı společný dělitel nsd(n,m) jsou vydatná č́ısla. Pak obě
č́ısla n,m jsou vydatná.

(vi) Necht’ n ∈ Z je takové č́ıslo, že n(n + 1) = 2m, kde m je vydatné
č́ıslo. Je psd(n, n+ 1) = 1.

Je-li n sudé, pak č́ısla n/2 a n+ 1 jsou vydatná. Jestliže nav́ıc 4|n, pak i
č́ıslo n je vydatné.

Je-li n liché, pak č́ısla n a (n+ 1)/2 jsou vydatná. Jestliže nav́ıc 4|n+ 1
( n ≡4 3 ), pak i č́ıslo n+ 1 je vydatné.

V obou př́ıpadech je (4n2 + 4n)(4n2 + 4n+ 1) = 2 · 2n(n+ 1)(2n+ 1)2 =
2·(2m(2n+1))2, kde (2m(2n+1))2 je jistě vydatné a 4|4n2+4n. Samozřejmě,
4n2 + 4n(= 4n(n+ 1) = 8m) a 4n2 + 4n+ 1(= (2n2 + 1)2) jsou po sobě jdoućı
vydatná č́ısla.

(vii) Je 1·2 = 2·1, kde 1 je vydatné. Z (vi) dostáváme postupně dvojice po
sobě jdoućıch vydatných č́ısel. 8(= 23), 9(= 32), 288(= 25 · 32), 289(= 172),
332928(= 27 · 32 · 172), 332929(= 5772), . . . . Dostáváme takto nekonečně
mnoho dvojic.

(viii) Je 49·50 = 2·352. I zde dostaneme nekonečně mnoho dvojic po sobě
jdoućıch vydatných č́ısel. Prvńı je 9800(= 23 · 57 · 72), 9801(= 992 · 34 · 112).

(ix) 675(= 33 · 52), 676(= 262 = 22 · 132) a 12167(= 232), 12168(= 23 · 32 ·
132) jsou dvojice po sobě jdoućıch vydatných č́ısel.

(x) Necht’ n ∈ N, přičemž n i n + 2 jsou vydatná č́ısla, n 6= −1. Pak
n(n + 2) je vydatné č́ıslo. Samozřejmě, (n + 1)2 je vydatné č́ıslo. Avšak
(n+ 1)2−n(n+ 2) = 1. Tedy n(n+ 2) a (n+ 1)2 je dvojice po sobě jdoućıch
vydatných č́ısel. Např́ıklad 25(= 52) a 27(= 33) skýtaj́ı dvojici 675, 676.

(xi) Necht’ n ∈ Z přičemž n i n + 4 jsou vydatná č́ısla (je n 6= −4).
Samozřejmě, n(n+4) a (n+2)2 jsou vydatná č́ısla. Je (n+2)2−n(n+4) = 4.
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Např́ıklad, 4(= 22), 8(= 23) skýtaj́ı vydatná č́ısla 32(= 25) a 36(= 62 =
23 · 32), 36− 32 = 4. Dále pak 1152(= 27 · 32) a 1156(= 342 = 22 · 172).

Je také 125− 121 = 4, kde 121 = 112 a 125 = 53.
(xii) Č́ısla 214369(= 4632) a 214375(= 54 · 73) jsou vydatná a 214375 −

214369 = 6 (srovnej s I.8.4 (i)).
(xiii) Neńı známo, zda existuj́ı tři po sobě jdoućı vydatná č́ısla n, n +

1, n+ 2.
(xiv) Je-li n sudé č́ıslo, pak i n+ 2 je sudé a bud’to 4 - n a nebo 4 - n+ 2.

Tedy alespoň jedno z č́ısel n, n+ 2 neńı vydatné.
(xv) Z (xiv) plyne, že neexistuj́ı čtyři po sobě jdoućı vydatná č́ısla.
(xvi) Je-li n liché č́ıslo, přičemž n + 1 je vydatné č́ıslo, pak n + 3 neńı

vydatné.

II.5.5 Proposice. Kladné celé č́ıslo n je vydatné, právě tehdy když n = a2b3

pro nějaká a, b ∈ N.

Důkaz. Nejdř́ıve, necht’ n je vydatné č́ıslo. Lze předpokládat n ≥ 4. Je
n = pr11 . . . p

rs
s , kde s, ri ≥ 1 a p1, . . . , ps jsou r̊uzná prvoč́ısla. Jelikož n je

vydatné, tak ri ≥ 2 pro každé i. Jsou-li všechna č́ısla ri sudá, pak n = a2 ·13,
kde a = p

r1/2
1 . . . p

rs/2
s . Jsou-li všechna č́ısla ri lichá, pak n = a2 · b3, kde

a = p
(r1−3)/2
1 . . . p

(rs−3)/2
s , b = p1 · · · ps. Nenastává-li ani jeden z těchto dvou

př́ıpad̊u, pak s ≥ 2 a existuje 1 ≤ t < s tak, že po vhodném přeč́ıslováńı
prvoč́ısel p1, . . . , ps jsou č́ısla r1, . . . , rt sudá a č́ısla rt+1, . . . , rs lichá. Nyńı

n = a2b3, kde a = p
r1/2
1 · · · prt/2t p

(rt+1−3)/2
t+1 . . . p

(rs−3)/2
s a b = pt+1 · · · ps.

Naopak, necht’ n = a2b3, a, b ∈ N. Č́ısla a2, b3 jsou vydatná a takový je i
jejich součin.

II.5.6 Poznámka. Kladné vydatné č́ıslo, které neńı druhou, či vyšš́ı moc-
ninou, je známo jako Achillovo č́ıslo.

Č́ısla 72 = 23 · 32, 108 = 22 · 33 a 200 = 23 · 32 jsou nejmenš́ı tři Achillova
č́ısla. Č́ıslo 5000 = 2354 je také Achillovo. Ř́ıká se, že 5425069447 = 73412972

a 5425069448 = 23 · 260412 je nejmenš́ı dvojice po sobě jdoućıch Achillových
č́ısel.

Nejmenš́ı liché Achillovo č́ıslo je 675 = 3352. Pro každé p ∈ P, p ≥ 5 a
každé k ≥ 3, k liché, jsou č́ısla 2k · p2 a 3k · p2 Achillova. To je nekonečně
mnoho r̊uzných č́ısel, sudých i lichých.

II.5.7 Proposice. Necht’ n je složené č́ıslo. Potom existuje alespoň jedno
prvoč́ıslo p takové, že p | n, přičemž p2 ≤ |n|.

Důkaz. Viz II.3.23.
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II.6 Bezčtvercová č́ısla

II.6.1 Č́ıslo n nazveme bezčtvercové, jestliže p2 - n pro každé p ∈ P.
Zřejmě 0 neńı bezčtvercové č́ıslo a n je bezčtvercové právě když −n je

takové. Každé prvoč́ıslo je bezčtvercové.
Č́ısla 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31,

33, 34, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 46, 47, 51, 53, 55, 57, 58, 59, 61, 62, 65,
66, 67, 69, 70, 71, 73, 74, 77, 78, 79, 82, 83, 85, 86, 87, 89, 91, 93, 94, 96, 97
je všech 62 bezčtvercových kladných č́ısel menš́ıch než 100. Zbývá 37 č́ısel,
která nejsou bezčtvercová a sice 4, 8, 9, 12, 16, 20, 24, 25, 27, 28, 32, 36, 40,
44, 45, 48, 49, 50, 52, 54, 56, 60, 63, 64, 68, 72, 75, 76, 80, 81, 84, 88, 90, 92,
95, 98 a 99. Č́ıslo 100 také neńı bezčtvercové.

Je-li n ∈ Z, pak aspoň jedno z č́ısel n, n + 1, n + 2 a n + 3 je dělitelné
č́ıslem 4 a tak neńı bezčtvercové.

Č́ısla 1, 2, 3 jsou bezčtvercová. Podobně 5, 6, 7 a 13, 14, 15, 33, 34, 35.
Je známo, že existuje nekonečně mnoho č́ısel k ≥ 1 takových, že 4k+ 1, 4k+
2, 4k + 3 jsou bezčtvercová (k = 1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 14, 16, . . . ). Č́ısla 8, 9
nejsou bezčtvercová a 48, 49, 50 je prvńı trojice po sobě jdoućıch kladných
č́ısel, která nejsou bezčtvercová.

Později (IV.6.2) si dokážeme, že pro každé n ≥ 2 existuje n po sobě
jdoućıch č́ısel takových, že žádné z nich neńı bezčtvercové (srovnej s II.5.3).

Č́ısla n2 − 3 jsou vesměs bezčtvercová pro −26 ≤ 2 ≤ 26 (272 − 3 =
2 · 3 · 112).

II.6.2 Věta. Celé č́ıslo n je bezčtvercové, právě když bud’to n = ±1 a nebo
n = ±p1 . . . ps, kde s ≥ 1 a p1, . . . , ps jsou po dvou r̊uzná prvoč́ısla.

Důkaz. Č́ısla ±1 jsou zřejmě bezčtvercová. Je-li n ≥ 2 bezčtvercové, pak
prvoč́ıselný rozklad n = ±p1 . . . ps je d̊usledkem II.3.4.

Naopak, je-li n = ±p1 . . . ps, pak č́ıslo n je zjevně bezčtvercové dle definice.

II.6.3 Věta. Necht’ n ∈ Z, n 6= 0. Potom existuj́ı jednoznačně určená č́ısla
m ∈ Z a k ∈ N taková, že n = mk2, přičemž č́ıslo m je bezčtvercové.

Důkaz. Lze předpokládat n ≥ 1. Je-li n = 1, pak voĺıme m = 1 = k. Bud’

tedy n ≥ 2. Podle II.3.4 je n = pr11 · · · prss , kde s, ri ≥ 1 a p1, . . . , ps jsou po
dvou r̊uzná prvoč́ısla.

Jsou-li všechna č́ısla ri sudá, pak voĺıme m = 1 a k = p
r1/2
1 · · · prs/2s .

Jsou-li všechna č́ısla ri lichá, pak voĺımem = p1 · · · ps a k = p
(r1−1)/2
1 · · · p(rs−1)/2s .

Nenastává-li ani jeden z předchoźıch př́ıpad̊u, pak je s ≥ 2 a existuje 1 ≤
t < s tak, že po vhodném přeč́ıslováńı prvoč́ısel p1, . . . ps jsou č́ısla r1, . . . rt
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sudá a rt+1, . . . , rs lichá. Nyńı voĺıme m = pt+1 · · · ps a k = p
r1/2
1 · · · prt/2t ·

p
(rt+1−1)/2
t+1 · · · p(rs−1)/2s .

Dokázali jsme existenci č́ısel m a k. Ted’ je potřeba dokázat jejich jed-
noznačnost. Budeme postupovat indukćı podle n. Př́ıpad pro n = 1, 2 je
jasný. Bud’ n ≥ 3 a n = m1k

2
1 = m2k

2
2, kde m1,m2, k1, k2 ∈ N, m1,m2

bezčtvercová č́ısla. Je-li m1 = 1 = m2, pak k21 = k22 a k1 = k2. Necht’

m1 ≥ 2. Pak existuje aspoň jedno prvoč́ıslo p tak, že p|m1. Jestliže p|m2,
pak m3k

2
1 = m4k

2
2, kde m3 = m1/p a m4 = m2/p. Č́ısla m3,m4 jsou

bezčtvercová a použijeme indukčńı předpoklad. Dostaneme m3 = m4 a
k1 = k2. Pak ovšem také m1 = m2. Jestliže však p - m2 tak p | k2. Nyńı,
1 + 2contp(n) = 2contp(k2), což nelze.

Zbytek je jasný.

II.6.4 Lemma. Necht’ n,m, t ∈ Z a k ∈ N jsou taková č́ısla, že k ≥ 2, t je
bezčtvercové a nk = tmk. Potom n | m.

Důkaz. Lze předpokládat, že m 6= 0 a |n| ≥ 2. Je rnk = tmk pro r ∈ Z,
r 6= 0. Je-li p ∈ P, pak contp(r) + k contp(n) = contp(t) + k contp(m) ≤
1 + k contp(m) a k( contp(n)− contp(m)) = contp(t)− contp(r) ≤ 1. Odtud,
contp(n)− contp(m) ≤ 0 a contp(n) ≤ contp(m). Podle II.3.10 je n | m.

II.6.5 Věta. Necht’ n ∈ Z, n 6= 0. Potom existuj́ı jednonačně určená č́ısla
m ∈ Z a w ∈ N taková, že n = mw, přičemž č́ıslo m je bezčtvercové a
P (m) ∩ P (w) = ∅.

Důkaz. Lze předpokládat, že n ≥ 1 a n neńı vydatné. Pak n ≥ 2 a ṕı̌seme
n = p1 · · · pk · w, kde p1, . . . , pk jsou r̊uzná prvoč́ısla, w je vydatné č́ıslo a
pi - w. Polož́ıme m = p1 · · · pk.

II.6.6 Věta. Necht’ n ∈ Z, n 6= 0, r ≥ 2. Potom existuj́ı jednoznačně určená
č́ısla m ∈ Z a k ∈ N taková, že n = m ·kr, přičemž pr - m pro každé prvoč́ıslo
p.

Důkaz. Lze předpokládat, že n ≥ 1. Máme n = ps11 · · · pstt , kde t, si ∈ N a
pi jsou po dvou r̊uzná prvoč́ısla. Máme si = rui + vi, kde 0 ≤ vi < r. Nyńı
stač́ı položit m = pv11 · · · pvtt a k = pu11 · · · putt .

II.6.7 Poznámka. Věta II.6.3 snadno plyne z předcházej́ıćı věty.

II.6.8 Úloha. Necht’ a, b, c ∈ N, k ≥ 2, jsou taková č́ısla, že a + b = ck.
(i) Položme r = nsd(a, b), r ≥ 1. Máme a = ra1, b = rb1, a1, b1 ∈ N,
nsd(a1, b1) = 1. Je r(a1 + b1) = a+ b = ck, r2a1b1 = ab.
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(ii) Jistě 1k | r a my si vezmeme největš́ı kladné č́ıslo s takové, že sk | r.
Je r = tsk, t ≥ 1, contp(t) ≤ k − 1 pro každé p ∈ P. Dále, (a1 + b1)ts

k =
(a1 + b1)r = a+ b = ck, a1b1(ts

k)2 = ab.
(iii) Necht’ p ∈ P. Je contp(a1 + b1)+ contp(t) + k contp(s) = kcontp(c), z

čehož plyne 0 ≤ contp(s) ≤ contp(c). Toto plat́ı pro každé prvoč́ıslo p, takže
s | c, c = vs, v ≥ 1. Je pak (a1 + b1)ts

k = ck = vksk, z cehož dostáváme
(a1 + b1)t = vk.

A ted’, contp(a1 + b1) + k − 1 ≥ contp(a1 + b1)+ contp(t) = k contp(v).
Je-li contp(v) ≥ 1, potom contp(a1 + b1) ≥ 1. Odtud, P (a1 + b1) ⊆ P (v).
Samozřejmě P (t) ⊆ P (v), takže P (t) ⊆ P (a1 + b1).

(iv) Necht’ p ∈ P (a1), přičemž contp(ab) je sudé č́ıslo. Je contp(b1) = 0,
takže contp(ab) = contp(a)+ contp(b) = contp(a1) + 2 contp(ts

k). Odtud
contp(a1) je sudé č́ıslo.

(v) Necht’ ab = d2, d ≥ 1. Pak contp(a1) je sudé č́ıslo pro každé p ∈ P.
Tedy a1 = a22 pro nějaké a2 ≥ 1. Z d̊uvodu symetrie je také b1 = b22 pro
nějaké b2 ≥ 1. Celkově, d2 = ab = r2a1a2 = (ra2b2)

2, ra2b2 = d.
(vi) Necht’ t je bezčtvercové č́ıslo. Pak t | v, t | a1 + b1, v = wt, w ≥ 1, c =

wts, a1 + b1 = wktk−1 = wvk−1.
(vii) Necht’ a1+b1 je bezčtvercové č́ıslo. Pak a1+b1 | v, v = u(a1+b1), u ≥

1. Dále, (a1 + b1)t = vk = uk(a1 + b1)
k, t = uk(a1 + b1)

k−1 a nutně u = 1
(nebot’ uk | t). Je tedy v = a1 + b1, t = (a1 + b1)

k−1, r = (a1 + b1)
k−1sk, c =

(a1 + b1)s, r = sck−1, a = a1(a1 + b1)
k−1sk = a1v

k−1sk, b = b1(a1 + b1)
k−1sk =

b1v
k−1sk, ab = a1b1(v

k−1sk)2.

II.6.9 Úloha. Necht’ a, b, c ∈ N jsou taková č́ısla, že a + b = c2. Navažme
na předchoźı úlohu, kde zvoĺıme k = 2 a použijeme stejné značeńı.

Pro k = 2 je t bezčtvercové č́ıslo a podle II.6.8 (vi) je v = wt, c =
wts, a1 + b1 = tw2 = tv. Dále r = ts2, a = ts2a1, b = ts2b1, ab = a1b1(ts

2)2.
A ted’ předpokládejme, že ab = d2, d ≥ 1. Z II.6.8 (v) v́ıme, že a1 =

a22, b1 = b22, d = ra2b2 = ts2a2b2. Je také a = t(sa2)
2, b = t(sb2)

2. Je
(sa2)

2 + (sb2)
2 = s2(a22 + b22) = s2(a1 + b1). Je w2t2s2 = c2 = a + b =

ts2(a1 + b1), w
2t = a1 + b1 = a22 + b22. Jelikož t je bezčtvercové, tak w je

největš́ı č́ıslo takové, že w | a1 + b1 (= a22 + b22). Rovněž také, ws je největš́ı
č́ıslo, jehož druhá mocnina děĺı součet (sa2)

2 + (sb2)
2.

II.6.10 Úloha. Obrat’me úvahy činěné v předchoźı úloze.
Zvolme x, y ∈ N libovolně a bud’ z největš́ı č́ıslo takové, že z2 | x2 + y2.

Je x2 + y2 = qz2, kde q je bezčtvercové č́ıslo. Ted’ polož́ıme a = qx2, b = qy2.
Je a+ b = q(x2 + y2) = qz2 a ab = qx2qy2 = (qxy)2.

A ted’ se vrat’me k předchoźı úloze. Předně, c = qz a d = qxy. Bud’ g =
nsd(x, y), x = gx1, y = gy1, nsd(x1, y1) = 1. Máme qg2 = nsd(a, b) = r, q =
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t, g = s, qz = c = wts = wqg, z = wg = ws. Dále, a = t(sa2)
2 = q(sa2)

2 =
qx2, x = sa2 a podobně y = sb2. Je pak x1 = a2, y1 = b2, x

2
1 = a1, y

2
1 = b1.

II.6.11 Př́ıklad. Pro x = 1, y = 1 dostaneme a = 2 = b. Pro x = 1, y = 2
dostaneme a = 5, b = 20. Pro x = 1, y = 3 dostaneme a = 10, b = 90.
Pro x = 1, y = 4 dostaneme a = 17, b = 272. Pro x = 2, y = 2 dostaneme
a = 8 = b. Pro x = 2, y = 3 dostaneme a = 52, b = 117. Pro x = 2, y = 4
dostaneme a = 20, b = 80.

Namátková kontrola: 17 + 272 = 289 = 172, 17 · 272 = 4624 = 24 · 172 =
682.

Všimněme si, že 4 + 4 = 23, 4 · 4 = 42, 16 · 16 = 25, 16 · 16 = 162, atd. Je
také 9 + 27 = 62, 9 · 27 = 35.
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II.7 Fermat̊uv rozklad

Rozložit dané (kladné) celé č́ıslo na součin prvoč́ısel je úloha velmi nelehká,
ano, často nad mı́ru obt́ıžná a časově náročná. V některých př́ıpadech však
situace neńı zoufalá. Např., je-li n = a2−b2, pak n = (a−b)(a+b) a z tohoto
”předrozkladu” lze někdy vyj́ıt.

II.7.1 Úvaha. Necht’ n ≥ 1 je liché č́ıslo. n = ab, kde a ≥ 1, b ≥ 1, a ≥ b,
obě č́ısla a, b jsou lichá a tak a + b = 2c, a − b = 2d, c ≥ d ≥ 0. Nav́ıc
4c2 − 4d2 = (a + b)2 − (a− b)2 = a2 + 2ab + b2 − a2 + 2ab− b2 = 4ab = 4n,
n = ab = c2 − d2 = (c − d)(c + d), c2 = n + d2 a d2 = c2 − n. Samozřejmě,
c2 ≥ n.

Je-li b ≥ 5, tak n+ 1 > 4c podle I.3.3. Je-li a ≥ 7, b ≥ 3, tak n+ 1 > 4c
podle I.3.4. Je-li a = 5, b = 3, tak n = 15, c = 4, n + 1 = 16 = 4c. Je-li
a = 3 = b, tak n = 9, c = 3, n + 1 = 10 > 9 = 3c. Je-li b = 1, tak
n+ 1 = a+ 1 = 2c. Vid́ıme, že n+ 1 ≥ 2c v každém př́ıpadě (pro n > 10 je
n+ 1 ≥ 4c).

Předchoźı zjǐstěńı lze tu a tam použ́ıt pro rozložeńı lichého č́ısla n na
součin. Předně, necht’ m ∈ N je nejmenš́ı č́ıslo takové, že m2 ≥ n. Je-li
m2 = n, jsme hotovi. Je-li m2 > n, pak pátráme, zda m2 − n = k20 pro
nějaké k0 ≥ 1, m > k0. Neńı-li tomu tak, pak nás bude zaj́ımat rovnice
(m+1)2−n = k21, k1 ≥ 1, m+1 > k1. Obecně pak rovnice (m+ l)2−n = k2l ,
kl ≥ 1, m + l > kl. Tento postup konč́ı! Pro n > 10 se stač́ı zaj́ımat pouze
o taková č́ısla l, že 0 ≤ l, 4l ≤ n− 4m+ 1 (viz úvaha výše).

II.7.2 Př́ıklad. Bud’ n = 21. Potom m = 5, 52 = 25, 25 − n = 4 = 22,
n = 52 − 22 = (5− 2)(5 + 2) = 3 · 7.

II.7.3 Př́ıklad. Bud’ n = 2263. Potom m = 48 a dále:
492 − n = 138
502 − n = 237
512 − n = 338
522 − n = 441 = 212.
Takže n = 522 − 212 = (52− 21)(52 + 21) = 31 · 73.

II.7.4 Př́ıklad. Bud’ n = 6077. Potom m = 78, 782 = 6084, 6084− n = 7,
792 = 6241, 6241 − n = 164, 802 = 6400, 6400 − n = 323, 812 = 6561,
6561−m = 484 = 222.

Tedy 6077 = 812 − 222 = (81− 22)(81 + 22) = 59 · 103.
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II.7.5 Př́ıklad. Bud’ n = 2027651281. Je m = 45030, m2 = 2027700900 a
2m = 90060. A nyńı ṕı̌seme

m2 − n = 2027700900− 2027651281 = 49619
2m+ 1 = 90061

(m+ 1)2 − n = m2 − n+ 2m+ 1 = 139680
2m+ 3 = 90063

(m+ 2)2 − n = (m+ 1)2 − n+ 2m+ 3 = 229743
2m+ 5 = 90065

(m+ 3)2 − n = (m+ 2)2 − n+ 2m+ 5 = 319808
2m+ 7 = 90067

(m+ 4)2 − n = (m+ 3)2 − n+ 2m+ 7 = 40872
2m+ 9 = 90069

(m+ 5)2 − n = (m+ 4)2 − n+ 2m+ 9 = 499944
2m+ 11 = 90071

(m+ 6)2 − n = (m+ 5)2 − n+ 2m+ 11 = 590015
2m+ 13 = 90073

(m+ 7)2 − n = (m+ 6)2 − n+ 2m+ 13 = 680088
2m+ 15 = 90075

(m+ 8)2 − n = (m+ 7)2 − n+ 2m+ 15 = 770163
2m+ 17 = 90077

(m+ 9)2 − n = (m+ 8)2 − n+ 2m+ 17 = 860240
2m+ 19 = 90079

(m+ 10)2 − n = (m+ 9)2 − n+ 2m+ 19 = 950319
2m+ 21 = 90081

(m+ 11)2 − n = (m+ 10)2 − n+ 2m+ 21 = 1040400

což je 10202.
Takže n = 450412−10202 = (45041−1020)(45041+1020) = 44021 ·46061

(prvoč́ıselný rozklad).
Tento př́ıklad je poučný. Předně jsme použili vztahu (m+ i+ 1)2 − n =

(m + i)2 − n + 2m + 2i + 1 pro i = 0, 1, 2, . . . . Takže přič́ıtáme pouze č́ısla
2m+ 2i+ 1 k předchoźımu rozd́ılu (m+ i)2−n. Dále je vhodné si uvědomit,
že druhé mocniny mohou mı́t v dekadickém zápise na konci pouze dvojč́ısĺı
00, 01, 04, 09, 16, 21, 24, 25, 29, 36, 41, 44, 49, 56, 61, 64, 69, 76, 81, 84, 89,
96 (viz I.6.1).

Z toho plyne, že v našem př́ıkladě zjǐst’ujeme pouze, zda č́ısla 499944
a 1040400 jsou druhými mocninami. Ovšem, 499944 = 8 · 62493. Je tedy
cont2(499944) = 3 a 499944 neńı druhou mocninou. Oproti tomu, 1040400 =
24 · 32 · 52 · 172 = (22 · 3 · 5 · 17)2 = 10202.
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II.7.6 Poznámka. Př́ıklad sestavil samotný Fermat. Pierre de Fermat
(1601-1665) byl francouzský matematik a právńık p̊usob́ıćı v Toulouse. Ukazuje
se, že Fermat̊uv rozklad funguje nejlépe pro č́ısla, která jsou součinem dvou
přibližně stejně velkých č́ısel.
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II.8 Cvičeńı

II.8.1 Cvičeńı. Za účelem rekreačńıho cvičeńı si sestavme tabulku prvoč́ıselných
rozklåu č́ısel n2 − 1 pro 1 ≤ n ≤ 49. Neńı to tak těžké, nebot’ n2 − 1 =
(n+ 1)(n−1) a je-li p takové prvoč́ıslo, že p | (n−1) a p | (n+ 1), pak p = 2.
Nav́ıc se občas přihod́ı, že aspoň jedno z č́ısel n− 1, n+ 1 je již prvoč́ıslo.

n 1 2 3 4 5 6 7
n2 − 1 0 3 8 15 24 35 48

Πp − 3 23 3 · 5 23 · 3 5 · 7 24 · 3
n 8 9 10 11 12 13 14

n2 − 1 63 80 91 120 143 168 195
Πp 32 · 7 24 · 5 32 · 11 2 · 3 · 5 11 · 13 23 · 3 · 7 3 · 5 · 13

n 15 16 17 18 19 20 21
n2 − 1 224 255 288 323 360 399 440

Πp 25 · 7 3 · 5 · 17 25 · 32 17 · 19 23 · 32 · 5 3 · 7 · 19 23 · 5 · 11

ni 22 23 24 25 26 27 28
n2 − 1 483 528 575 624 675 728 783

Πp 3 · 7 · 23 24 · 3 · 11 52 · 23 24 · 3 · 13 32 · 52 22 · 7 · 13 33 · 29

n 29 30 31 32 33 34 35
n2 − 1 840 899 960 1023 1088 1155 1224

Πp 23 · 3 · 5 · 7 29 · 31 26 · 3 · 5 3 · 11 · 31 26 · 17 3 · 5 · 7 · 11 23 · 32 · 17

n 36 37 38 39 40 41 42
n2 − 1 1295 1368 1443 1520 1599 1680 1763

Πp 3 · 5 · 37 23 · 32 · 19 3 · 13 · 37 24 · 5 · 11 3 · 13 · 41 24 · 3 · 5 · 7 41 · 43

n 43 44 45 46 47 48 49
n2 − 1 1848 1935 2024 2115 2208 2303 2400

Πp 23 · 3 · 7 · 11 32 · 5 · 43 23 · 11 · 23 32 · 5 · 47 25 · 3 · 23 72 · 47 25 · 3 · 52

Je (n + 1)2 − 1 = (n2 − 1) + (2n + 1). Pro n ∈ Z je n2 − 1 prvoč́ıslo pouze
pro n = ±2 a potom n2 − 1 = 3. Pro n ∈ Z je n2 − 1 = mk,m ≥ 2, k ≥ 2,
pouze pro n = ±3 a potom n2 − 1 = 8 = 23. Je-li p takové prvoč́ıslo, že i
p + 2 je prvoč́ıslo, pak (p + 1)2 − 1 = p(p + 2) je prvoč́ıselný rozklad a č́ıslo
(p+ 1)2 − 1 je bezčtvercové. Č́ıslo 172 − 1 = 25 · 32 je Achillovo (viz II.5.6).
Pro každé n ∈ Z je n | n(n+ 2) = (n+ 1)2 − 1.

Je-li n sudé, pak n2 − 1 je liché. Je-li n liché, pak n− 1, n+ 1 jsou sudá
č́ısla a tak 4 | n2 − 1. Jestliže nav́ıc 8 - n2 − 1, pak n − 1 = 2k, n + 1 = 2l,
kde k, l jsou lichá č́ısla. Odtud, 2k + 1 = n = 2l − 1, 2l = 2k + 2, l = k + 1, l
je sudé, spor. Zjistili jsme, že 8 | n2−1 pro n liché. Je také zřejmé, 3 | n2−1
právě když 3 - n.
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II.8.2 Cvičeńı. A ted’ prvoč́ıselné rozklady č́ısel n2 + 1 pro 1 ≤ n ≤ 49.

n 1 2 3 4 5 6 7
n2 + 1 2 5 10 17 26 37 50

Πp 2 5 2 · 5 17 2 · 13 37 2 · 52
n 8 9 10 11 12 13 14

n2 + 1 65 82 101 122 145 170 197
Πp 5 · 13 2 · 41 101 2 · 61 5 · 29 2 · 5 · 17 197

n 15 16 17 18 19 20 21
n2 + 1 226 257 290 325 362 401 442

Πp 2 · 113 257 2 · 5 · 29 52 · 13 2 · 181 401 2 · 13 · 17

ni 22 23 24 25 26 27 28
n2 + 1 485 530 577 626 677 730 785

Πp 5 · 97 2 · 5 · 53 577 2 · 313 677 2 · 5 · 73 5 · 157

n 29 30 31 32 33 34 35
n2 + 1 842 901 962 1025 1090 1157 1226

Πp 2 · 421 17 · 53 2 · 13 · 37 52 · 41 2 · 5 · 109 13 · 89 2 · 613

n 36 37 38 39 40 41 42
n2 + 1 1297 1370 1445 1522 1601 1682 1765

Πp 1297 2 · 5 · 137 5 · 172 2 · 761 1601 2 · 292 5 · 353

n 43 44 45 46 47 48 49
n2 + 1 1850 1937 2026 2117 2210 2305 2402

Πp 2 · 52 · 37 13 · 149 2 · 1013 29 · 73 2 · 5 · 13 · 17 5 · 461 2 · 1201

Je-li n = 2k + 1, k ≥ 0 pak 2 | n2 + 1 = 4k2 + 4k + 2 a 4 - n2 + 1.
Tedy pro liché n ≥ 3 neńı n2 + 1 prvoč́ıslem. Jestliže dekadický zápis č́ısla
n konč́ı na některou z č́ıslic 2, 3, 7, 8, pak 5 | n2 + 1 a tedy n2 + 1 neńı
prvoč́ıslem pro n ≥ 3. Takže, jestliže n2 + 1 je prvoč́ıslo, pak bud’to n = 1, 2
a nebo n ≥ 4 je sudé a dekadický zápis č́ısla n konč́ı na 0,4 nebo 6 (např́ıklad
n = 4, 6, 10, 14, 16, 20, 24, 26, 36, 40). Neńı známo, zda existuje nekonečně
mnoho prvoč́ısel tvaru n2 + 1.

II.8.3 Cvičeńı. (i) Všimněme si, že č́ıslo n2 − 2 je prvoč́ıslem pro n =
2, 3, 5, 7, 13, 15, 19, 21, 27, 29, . . . .

(ii) Všimněme si, že č́ıslo n2 + 2 je prvoč́ıslem pro 0, 1, 3, 9, 15, 21, . . .
(iii) Všimněme si, že č́ıslo n2 − 3 je prvoč́ıslem pro 4, 8, 10, 14, 20, . . . .
(ii) Všimněme si, že č́ıslo n2 + 3 je prvoč́ıslem pro 2, 4, 8, 10, 14, 22, . . . .
(v) Je 233 + 1 = 23 · 32 · 132 (a 23 + 1 = 32).

II.8.4 Cvičeńı. Prvoč́ıselné rozklady č́ısel 2n − n pro 1 ≤ n ≤ 12:

n 1 2 3 4 5 6
2n − n 1 2 5 12 27 58

Πp − 2 5 22 · 3 33 2 · 29

n 7 8 9 10 11 12
n2 − n 121 248 413 1014 2037 4084

Πp 112 23 · 31 7 · 59 2 · 3 · 132 3 · 679 22 · 1021
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II.8.5 Cvičeńı. Prvoč́ıselné rozklady č́ısel 2n + n pro 1 ≤ n ≤ 12:

n 1 2 3 4 5 6
2n + n 3 6 11 20 37 70

Πp 3 2 · 3 11 22 · 5 37 2 · 5 · 7
n 7 8 9 10 11 12

n2 + n 135 264 521 1034 2059 4108
Πp 33 · 5 22 · 3 · 11 521 2 · 11 · 47 29 · 71 22 · 13 · 79

II.8.6 Cvičeńı. (i) Je 100 = 102 = (7+3)2 = 72 +2(7 ·3)+32 = 49+42+9,
121 = 112 = (10 + 1)2 = 49 + 63 + 9 = 72 + 3(3 · 7) + 33, Je 4 = (−2)2 =
(1 + (−3))2 = 1− 6 + 9 = 12 + 2(1 · (−3)) + (−3)2.

(ii) Necht’ a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, že (a + b + 1)2 = a2 + 3ab + b2. Je
pak a2 + 2ab + b2 + 2a + 2b = a2 + 3ab + b2, 1 + 2a + 2b = ab, a(b − 2) =
2b + 1 = 2(b − 2) + 5, (a − 2)(b − 2) = 5, a − 2, b − 2 ∈ {1,−1, 5,−5} a
(a, b) = (3, 7), (7, 3), (1,−3)(−3, 1).
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II.9 Zábavné nerovnosti

II.9.1 Zábavka. Necht’ n ≥ 1 a necht’ a1, . . . , an jsou libovolně vybraná
celá č́ısla. Bud’ I libovolná (prázdná či neprázdná) část intervalu {1, . . . , n}
kladných č́ısel (od 1 do n). Položme α(I) =

∑n
i=1 a

2
i + 2

∑
i∈I ai (označeńı

jen pro tuto sekci). Je jistě α(I) =
∑

i/∈I a
2
i + 2

∑
i∈I(a

2
i + 2ai) =

∑
i/∈I a

2
i +

2
∑

i∈I(ai + 1)2 − |I|. Zaj́ımejme se o to, kdy je č́ıslo α(I) kladné, nulové či
záporné.

Položme K1 = {i | 1 ≤ i ≤ n, ai 6= 0} a I1 = {i | i ∈ I, ai 6= 0}.
Jistě je I1 = I ∩ K1. Jelikož 02 = 0 = 02 + 2 · 0, tak vid́ıme, že α(I) =∑

i∈K1
a2i + 2

∑
i∈I1 ai.

Položme L1 = {i | i ∈ I1, ai = −2}, K2 = K1\L1,I2 = I1\L1. JeK2 = {i |
1 ≤ i ≤ n, ai 6= 0,−2 nebo ai = −2, i /∈ I}, I2 = {i | I, ai 6= 0,−2} a I2 ⊆ K2.
Jelikož (−2)2 + 2(−2) = 0, tak vid́ıme, že α(I) =

∑
i∈K2

a2i + 2
∑

i∈I2 ai.
Položme L2 = {i | i ∈ I, ai = −1}, m = |L2|, K3 = K2 \L2 a I3 = I2 \L2.

Je K3 = {i | 1 ≤ i ≤ n, ai 6= 0,−1,−2, nebo ai = −1, i /∈ I nebo ai = −2, i /∈
I}, I3 = {i | i ∈ I, ai 6= 0,−1,−2} a I3 ⊆ K3. Jelikož (−1)2 + 2(−1) = −1,
tak vid́ıme, že α(I) = −m+

∑
i∈K3

a2i + 2
∑

i∈I3 ai.
Bud’ i ∈ I3. Je-li ai > 0, pak a2i + 2ai ≥ 3ai = 3|ai| > |ai|. Je-li ai ≤ 0,

pak ai ≤ −3 a a2i + 2ai ≥ |ai| (v posledńı nerovnosti nastane rovnost pouze
pro ai = −3). Je tedy α(I) ≥ −m+

∑
i∈K3
|ai|.

(i) Zjistili jsme, že α(I) ≥ 0 za předpokladu, že
∑

i∈K3
|ai| ≥ m.

(ii) Snadno nahlédneme, že L3 = {i | 1 ≤ i ≤ n, ai ≥ 1} ⊆ K3. Je jistě∑
i∈L3

ai ≥
∑n

i=1 ai. Takže α(I) ≥ −m +
∑

i∈K3
|ai| ≥ −m +

∑
i∈L3

ai =∑
i∈L4

ai, kde L4 = L2 ∪ L3 (= {i | 1 ≤ i ≤ n, ai ≥ 1 nebo i ∈ I, ai = −1} ).
(iii) Zjistili jsme, že α(I) ≥ 0 za předpokladu, že

∑
i∈L4

ai ≥ 0.
(iv) Je zjevné, že

∑
i∈L4

ai ≥
∑n

i=1 ai. Takže α(I) ≥ 0 za předpokladu∑n
i=1 ai ≥ 0.
(v) Předpokládejme, že α(I) = −m+

∑
i∈K3
|ai|. Jelikož a2i + 2ai ≥ 3|ai|

pro i ∈ I, ai ≥ 1, tak je nutně ai ≤ 0 pro každé i ∈ I. Dále a2i +2ai > |ai| pro
i ∈ I, ai ≤ −4. Tedy ai ∈ {0,−1,−2,−3} pro každé i ∈ I. Je pak

∑
i∈I3(a

2
i +

2ai) = 3k, kde k = |{i | i ∈ I, ai = −3}|. Odtud α(I) = −m +
∑

i∈K3
a2i +

2
∑

i∈I3 ai = −m+3k+
∑

i∈K3\I a
2
i , čili

∑
i∈K3
|ai| = 3k+

∑
i∈K3\I a

2
i . Ovšem∑

i∈K3
|ai| = 3k+

∑
i∈K3\I |ai| takže

∑
i∈K3\I |ai| =

∑
i∈K3\I a

2
i , z čehož plyne

a2i = |ai| a ai ∈ {−1, 1} pro každé i ∈ K3 \ I. Celkově dostáváme ai ∈
{−1, 0, 1} pro každé i /∈ I, ai ∈ {0, 1,−1,−2,−3} pro každé i = 1, . . . , n.

(vi) Úvahu činěnou v (v) nyńı obrat’me. Necht’ je tedy ai ∈ {0, 1,−1,−2,−3}
pro každé i ∈ I a ai ∈ {−1, 0, 1} pro každé i /∈ I. Je pak α(I) = −m+ 3k +
u + v, kde u = |{i | i /∈ I, ai = 1}| a v = |{i | i /∈ I, ai = −1}| . Je
dále

∑
i∈K3
|ai| = 3k + u + v. Tedy α(I) = −m +

∑
i∈K3
|ai|. Nav́ıc plat́ı
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∑n
i=1 ai = −m − 3k − 2w − v − u, kde w = |{i | i ∈ I, ai = −2}|. Je tedy∑n
i=1 ai ≥ 0 právě když u ≥ m+ 3k + 2w + v.
(vii) Z (v) a (vi) plyne, že α(I) = −m +

∑
i∈K3
|ai| právě když ai ∈

{0,−1,−2,−3} pro i ∈ I a ai ∈ {1, 0,−1} pro i /∈ I.
(viii) V (ii) a (iv) jsme objevili, že α(I) ≥ −m+

∑
i∈K3
|ai| ≥

∑
i∈L4

ai ≥∑n
i=1 ai. Z (vii) nyńı plyne, že α(I) =

∑
i∈L4

ai právě tehdy, když jsou
splněny ekvivalentńı podmı́nky z (vi) a nav́ıc K3 = L3. To jest, ai ∈
{0,−1,−2} pro i ∈ I a ai ∈ {1, 0} pro i /∈ I. Je pak

∑n
i=1 ai = −m−2w+u.

(ix) Z (viii) plyne, že α(I) =
∑n

i=1 ai právě když ai ∈ {0,−1} pro i ∈ I
a ai ∈ {1, 0} pro i /∈ I. Je pak

∑n
i=1 ai = u−m.

II.9.2 Proposice. Necht’ n ≥ 1 a a1, . . . , an jsou celá č́ısla. Bud’ I libovolná
část celoč́ıselného intervalu {1, . . . , n}. Potom:

(i)
∑n

i=1 a
2
i + 2

∑
i∈I ai ≥

∑n
i=1 ai.

(ii) Rovnost plat́ı právě když ai ∈ {0,−1} pro i ∈ I a ai ∈ {1, 0} pro
i /∈ I

Důkaz. Vše je podrobně rozebráno v II.9.1. Nicméně si uved’me velmi rychlý
d̊ukaz. Máme

∑n
i=1 a

2
i + 2

∑
i∈I ai−

∑n
i=1 ai = u+ v, kde u =

∑
i∈I(a

2
i + ai),

v =
∑

i/∈I(a
2
i − ai). Pro každé a ∈ Z je a2 + a ≥ 0, přičemž rovnost nastává

pouze pro a = 0,−1. Pro každé a ∈ Z je a2−a ≥ 0, přičemž rovnost nastává
pouze pro a = 0, 1. Zbytek je zjevný.

II.9.3 Př́ıklad. (i) Bud’ n = 2, I = {1}, a1 = −1, a2 = 0. Je a1 + a2 = −1,
a21 + 2a1 + a22 = −1.

(ii) Bud’ n = 3, I = {1, 2}, a1 = −2, a2 = −1, a3 = 1. Je a1+a2+a3 = −2,
a21 + 2a1 + a22 + 2a2 + 2a3 = 0.

(iii) Bud’ n = 4, I = {1, 2, 3, 4}, a1 = −3, a2 = −1, a3 = −1, a4 = −1.
Je a1 + a2 + a3 + a4 = −6, a21 + 2a1 + a22 + 2a2 + a23 + 2a3 + a24 + 2a4 = 0.

(iv) Bud’ n = 2, I = {1, 2}, a1 = −2, a2 = 1. Je a1 + a2 = −1,
a21 + 2a1 + a22 + 2a2 = 3.

II.9.4 Proposice. Necht’ n ≥ 1 a necht’ a1, . . . , an jsou taková celá č́ısla, že∑n
i=1 |ai| ≥ n. Označme z počet těch index̊u i, pro něž je ai = 0. Potom:
(i)

∑n
i=1(a

2
i − ai) ≥ 2z.

(ii) Rovnost plat́ı tehdy a jen tehdy, jestliže ai ∈ {0, 1, 2} pro každé
i, 1 ≤ i ≤ n, a

∑n
i=1 ai = n (potom z = |{i | 1 ≤ i ≤ n, ai = 2}| a

n− 2z = |{i | 1 ≤ i ≤ n, ai = 1}|).

Důkaz. Je
∑n

i=1 a
2
i−

∑n
i=1 ai−2z ≥

∑n
i=1 |ai|2−

∑n
i=1 |ai|−2z ≥

∑n
i=1 |ai|2−

2
∑n

i=1 |ai|+n−2z =
∑n

i=1(|ai|−1)2−2z (je totiž n−
∑n

i=1 |ai| ≤ 0). Položme
bi = |ai|−1 pro každé i. Je

∑n
i=1 bi =

∑n
i=1 |ai|−n ≥ 0 a |I| = z = −

∑
i∈I bi,
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kde I = {i ∈ 1 ≤ i ≤ n, ai = 0}. Nyńı
∑n

i=1(a
2
i − ai) − 2z ≥

∑n
i=1 b

2
i +

2
∑

i∈I bi ≥
∑n

i=1 bi ≥ 0 (použije se II.2.9 (i)).
A ted’, necht’

∑n
i=1(a

2
i − ai) = 2z. Potom

∑n
i=1(a

2
i − ai)− 2z =

∑n
i=1 b

2
i +

2
∑

i∈I bi =
∑n

i=1 bi = 0. Z II.2.9 (ii) nyńı plyne bi ∈ {−1, 0} pro i ∈ I a
bi ∈ {0, 1} pro i /∈ I. Jinak napsáno, ai ∈ {0,∓1,∓2}. Dále

∑n
i=1 bi = 0

implikuje
∑n

i=1 |ai| = n. Máme ovšem
∑n

i=1(a
2
i − ai) − 2z ≥

∑n
i=1(a

2
i −

|ai|) − 2z ≥ 0. Tedy
∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 |ai| − n. Odtud ai ≥ 0 pro každé
i. Takže ai ∈ {0, 1, 2}. Naopak, je-li ai ∈ {0, 1, 2} a

∑n
i=1 ai = n, pak∑n

i=1 a
2
i −

∑n
i=1 ai − 2z = 4v + u − n − 2z, kde v = |{i ∈ ai = 2}| a

u = |{i ∈ ai = 1}|. Jelikož n = u + v + z, tak 4v + u − n − 2z = 3v − 3z.
Jelikož n =

∑n
i=1 ai = 2v+u, tak 2v = n−u = v+z, v = z a 3v−3z = 0.

II.9.5 Proposice. Necht’ n ≥ 1 a necht’ a1, . . . , an, b1, . . . , bn jsou taková
celá č́ısla, že

∑n
i=1 ai ≥ n a

∑n
i=1 bi ≥ n. Označme z1 (popř. z2) počet

těch index̊u, pro něž ai = 0 (popř. bi = 0) a vezměme si libovolnou část I
celoč́ıselného intervalu {1, . . . , n} (at’ prázdnou či neprázdnou). Bud’ ještě
m = |I|, 0 ≤ m ≤ n. Potom:

(i) 2
∑n

i=1(a
2
i +b2i +aibi)+4m ≥ 3

∑n
i=1(ai+bi)+2

∑
i∈I(ai+bi)+2z1+2z2

=
∑n

i=1(ai + bi) + 2(
∑n

i=1(ai + bi) +
∑

i∈I(ai + bi) + z1 + z2)
= 5

∑
i∈I(ai + bi) + 3

∑
i/∈I(ai + bi) + 2(z1 + z2).

(ii) Rovnost plat́ı právě když
(a)

∑n
i=1 ai =

∑n
i=1 bi,

(b) ai, bi ∈ {0, 1, 2} pro každé i = 1, . . . , n,
(c) ai + bi ∈ {2, 3} pro každé i ∈ I,
(d) ai + bi ∈ {1, 2} pro každé i /∈ I.

Důkaz. (i) Bud’ J = {1, . . . , n}\I a ci = ai+bi−2 pro každé i = 1, . . . , n. Je∑n
i=1 ci = −2n+

∑n
i=1 ai +

∑n
i=1 bi ≥ 0. A ted’ už poč́ıtejme. Je 2

∑n
i=1(a

2
i +

b2i +aibi) + 4m− 3
∑n

i=1(ai + bi)− 2
∑

i∈I(ai + bi)− 2z1− 2z2 = u+ v+w kde
u =

∑n
i=1 a

2
i −

∑n
i=1 ai − 2z1, v =

∑n
i=1 b

2
i −

∑n
i=1 bi − 2z2 a w =

∑n
i=1 a

2
i +∑n

i=1 b
2
i + 2

∑n
i=1 aibi + 4m − 2

∑n
i=1 ai − 2

∑n
i=1 bi − 2

∑
i∈I ai − 2

∑
i∈I bi

=
∑n

i=1(ai+bi)
2−4

∑n
i=1(ai+bi)+4n+2

∑n
i=1(ai+bi)−2

∑
i∈I(ai+bi)−4n+4m

=
∑n

i=1 c
2
i+2

∑
i∈J(ai+bi)−4(n−m) =

∑n
i=1 c

2
i+2

∑
i∈J ci, nebot’ n−m = |J |.

Nyńı w ≥ 0 podle II.9.1 a u ≥ 0, v ≥ 0 podle II.9.4.
(ii) Z předchoźıho vid́ıme, že rovnost plat́ı, právě když je u = v = w = 0.

Nyńı, podle II.9.4 (ii), u = 0 = v tehdy a jen tehdy, jestliže
∑n

i=1 ai = n =∑n
i=1 bi a ai, bi ∈ {0, 1, 2}. Tedy právě když je splněno (ii a,b). Podle II.9.2

(ii) je w = 0 právě když ai + bi ∈ {1, 2} pro i /∈ I a ai + bi ∈ {2, 3} pro i ∈ I
a
∑n

i=1(ai + bi) = 2n.
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Kapitola III

Největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný

násobek

III.1 Největš́ı společný dělitel

III.1.1 Necht’ M je nějaká množina celých č́ısel (konečná či nekonečná,
prázdná či neprázdná). Označme sd(M) množinu všech společných dělitel̊u
č́ısel z množiny M . To jest, n ∈ sd(M) právě tehdy když n ∈ Z a n | m pro
každé m ∈M . Množina sd(M) je neprázdná, nebot’ 1 ∈ sd(M) a −1 ∈ sd(M)
v každém př́ıpadě.

Zřejmě je sd(∅) = Z = sd({0}) a sd(Z) = {1,−1} = sd(N) = sd(N0).
Dále, sd(M1 ∪M2) = sd(M1)∩ sd(M2) a sd(M1)∪ sd(M2) ⊆ sd(M1 ∩M2).
Je-li M1 ⊆M2, pak sd(M2) ⊆ sd(M1).

Je-li p ∈ P, pak sd({p} = {1,−1, p,−p} = sd({−p}).
Je-li ±1 ∈M , pak sd(M) = {1,−1}.
Je-li n ∈ sd(M), pak −n ∈ sd(M).

III.1.2 Proposice. Necht’ množina M obsahuje aspoň jedno nenulové č́ıslo.
Potom množina sd(M) je konečná.

Důkaz. Bud’ m ∈ M , m 6= 0. Je sd(M) ⊆ sd({m}) a n ∈ sd({m}) právě
tehdy když n | m. Pak ale |n| ≤ |m|. Odtud naše tvrzeńı.

III.1.3 Důležitá definice. Necht’ množinaM obsahuje alespoň jedno nenulové
č́ıslo. Podle III.1.1 a III.1.2 je množina sd(M) neprázdná a konečná. Označme
symbolem nsd(M) největš́ı č́ıslo z množiny sd(M). Toto č́ıslo je kladné, je
jednoznačně určené množinouM a nazývá se největš́ı společný dělitel množiny M .

Jestliže množina M = {m1, . . . ,mk}, k ≥ 1, je konečná, pak mluv́ıme
o největš́ım společném děliteli č́ıselm1, . . . ,mk a ṕı̌seme nsd(M) = nsd(m1, . . . ,mk).
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Zbývaj́ı dva př́ıpady: M = ∅ a M = {0}. Pro úplnost polož́ıme nsd(∅) =
0 = nsd({0}).

III.1.4 Proposice. Necht’ m ∈ Z. Potom nsd(m) = nsd({m}) = |m|.

Důkaz. Můžeme předpokládat m 6= 0. Jestliže n ∈ Z a n | m, pak 1 ≤ |n| ≤
|m| a n ≤ |m|. Ovšem, |m| | m. Zbytek je jasný.

III.1.5 Věta. Necht’ m1, . . . ,mk ∈ Z, k ≥ 1, a necht’ r = nsd(m1, . . . ,mk).
Potom:

(i) r = a1m1 + · · ·+ akmk pro nějaká celá č́ısla a1, . . . , ak.
(ii) n | r pro každé n ∈ sd(m1, . . . ,mk).

Důkaz. Je-li m1 = · · · = mk = 0, pak obě tvrzeńı jsou zřejmá, nebot’

sd(0) = Z a r = 0. Předpokládejme tud́ıž, že aspoň jedno z č́ısel m1, . . . ,mk

je nenulové. Tak r ≥ 1 a množina A = {b1m1 + · · · + bkmk | bi ∈ Z}
obsahuje aspoň jedno kladné celé č́ıslo. Bud’ nyńı t nejmenš́ı kladné č́ıslo
z množiny A. Speciálně, t = a1m1 + · · · + akmk pro vhodná č́ısla ai. Bud’

di = [mi]t. Tedy 0 ≤ di < t a mi = cit + di, ci ∈ Z (I.9.3, I.9.4). Je
cit = cia1m1 + · · ·+ ciakmk ∈ A a, ovšem, mi ∈ A. Snadno nahlédneme, že i
di = mi − cit ∈ A.

Z minimality kladného č́ısla t plynou rovnosti di = 0. Tedy t | mi pro
všechna i a t ∈ sd(m1, . . . ,mk).

Bud’ nyńı n ∈ sd(m1, . . . ,mk). Tedy n | mi, z čehož ihned plyne, že n
děĺı každé č́ıslo z množiny A. Speciálně, n | t a r | t. Ovšem, r ≥ 1, čili r ≤ t.
Z maximality největš́ıho společného dělitele plyne rovnost r = t.

III.1.6 Věta. Necht’M je nějaká množina celých č́ısel a r = nsd(M). Potom:
(i) Je-li M 6= ∅, pak existuj́ı po dvou r̊uzná č́ısla m1, . . . ,mk ∈M , k ≥ 1,

a nenulová č́ısla a1, . . . , ak taková, že r = a1m1 + · · ·+ akmk = nsd(M) .
(ii) n | r pro každé n ∈ sd(M).

Důkaz. Je-li M = ∅ či M = {0}, pak r = 0 a obě tvrzeńı jsou zřejmá.
Předpokládejme tedy, že M obsahuje aspoň jedno nenulové č́ıslo, takže

r ≥ 1, opět uváž́ıme množinu A = {b1m1+ · · ·+blml | l ≥ 1, bi ∈ Z,mi ∈M}
a vezmeme nejmenš́ı kladné č́ıslo z A, budiž to t ≥ 1. Je snadno viděti, že
lze psát t = a1m1 + · · ·+ akmk, ki ≥ 1, ai ∈ Z \ {0}, mi po dvou r̊uzná č́ısla
z A. Dále, pro každé m ∈M existuj́ı č́ısla c, d taková, že m = ct+d, přičemž
0 ≤ d < t. Potom d = m − ct ∈ A, čili d = 0 a t | m. T́ım jsme ověřili, že
t ∈ sd(M). Je-li n ∈ sd(M), pak n | mi, tedy n | t a, specielně, r | t. Pak ale
r = t. Rovnost r = nsd(m1, . . . ,mk) je nyńı zřejmá.
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III.1.7 Poznámka. Necht’ M je nějaká množina celých č́ısel obsahuj́ıćı ale-
spoň jedno nenulové celé č́ıslo. Bud’ r = nsd(M). Je r ≥ 1 a r je vskutku
největš́ı společný dělitel č́ısel zM a to ve smyslu obvyklého uspořádáńı celých
č́ısel. Z III.1.6 (ii) ovšem plyne, že r je současně největš́ı společný dělitel
č́ısel z M a to ve smyslu uspořádáńı nezáporných celých č́ısel daném relaćı
dělitelnosti – viz II.1.10.

Je-li M = {0} či M = ∅, pak nsd(M) = 0, což sice neńı největš́ı č́ıslo
v množině společných dělitel̊u (a tou je celé Z v tomto př́ıpadě) v obvyklém
uspořádáńı, ale je to největš́ı č́ıslo z N0 v uspořádáńı daném dělitelnost́ı.

III.1.8 Věta. Necht’ M je nějaká množina celých č́ısel obsahuj́ıćı aspoň
jedno nenulové č́ıslo. Pro každé p ∈ P bud’ a(p) = min{ contp(m),m ∈ M}.
Potom a(p) 6= 0 jen pro konečně mnoho p ∈ P a nsd(M) =

∏
p∈P

pa(p) a

contp( nsd(M)) = a(p).

Důkaz. Je r = nsd(M) ≥ 1. Položme s =
∏
pa(p). Je-li m ∈ M , pak

a(p) ≤ contp(m) = b(m), tedy pa(m) | m. Je m =
∏
pb(p), z čehož plyne

s | m. Tedy s ∈ sd(M) a s | r podle III.1.6 (ii).
Naopak, je-li p ∈ P, pak existujem(p) ∈M takové č́ıslo, že a(p) = contp(m(p)).

Ovšem r | m(p) a tak contp(r) ≤ a(p). Odtud, r | s.

III.1.9 Proposice. nsd(M1 ∪M2) = nsd( nsd(M1), nsd(M2)) pro libovolné
podmnožiny M1 a M2 množiny všech celých č́ısel.

Důkaz. Necht’ r = nsd(M1∪M2), u = nsd(M1), v = nsd(M2) a w = nsd(u, v).
Je r ∈ sd(M1)∩ sd(M2), či-li r | u a r | v. Pak ale r | w. Naopak, w | u,
w | v, či-li w ∈ sd(M1)∩ sd(M2) = sd(M1 ∪M2) a w | r. Takže r = w.

III.1.10 Proposice. nsd(a, nsd(b, c)) = nsd(a, b, c) = nsd( nsd(a, b), c) pro
všechna a, b, c ∈ Z.

Důkaz. Toto tvrzeńı plyne snadno z III.1.9.

III.1.11 Proposice. nsd(aM) = a· nsd(M) pro každé a ∈ N0.

Důkaz. Můžeme předpokládat, že a 6= 0 a množina M obsahuje aspoň jedno
nenulové celé č́ıslo. Bud’ r = nsd(M) a s = nsd(aM). Podle III.1.6 (i) je
r = a1m1+· · ·+akmk, k ≥ 1, mi ∈M , ai ∈ Z. Tedy ar = aa1m1+· · ·+aakmk

a s | ar. Odtud, s = ar.

III.1.12 Poznámka. Na množině N0 můžeme definovat binárńı operaci ∧
předpisem a∧b = nsd(a, b). Z definice největš́ıho společného dělitele (III.1.3)
a z III.1.4 a III.1.10 je vidět, že tato operace je idempotentńı, komutativńı a
asociativńı (t.j., a ∧ a = a, a ∧ b = b ∧ a, a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c. Tedy je to
polosvaz. Nav́ıc, a(b ∧ c) = (ab) ∧ (ac) (III.1.11).
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III.1.13 Věta. Necht’ M je neprázdná množina celých č́ısel a r = nsd(M).
Potom pro každé m ∈ M existuje a(m) ∈ Z tak, že m = ra(m). Nav́ıc,
nsd({a(m),m ∈M}) = 1 (a(0) = 1).

Důkaz. Je r ∈ sd(M), takže lze psát m = ra(m), kde pro m = 0 voĺıme
a(0) = 1.

Je-li t ∈ sd({a(m)}), pak rt ∈ sd(M), rt | r, r = rts. Pro r 6= 0
dostáváme |t| = 1. Pro r = 0 je M = {0} a opět |t| = 1.

III.1.14 Úkol. (i) Necht’ n,m ∈ Z, k ∈ N0, r = nsd(n,m). Máme za úkol
zjistit, že nsd(nk,mk) = rk (nebo-li nk ∧mk = (n ∧m)k ).

Předně, rovnost je zřejmá pro k = 0, neb potom nk = 1 = mk a
rk = 1. Rovnost je také zřejmá pro k = 1. Bud’ tedy k = 2. Je-li
n = 0, pak r = |m| a rk = |m|k = |mk| = nsd(0,mk). Podobně, je-
li m = 0. Necht’ je tedy m 6= 0 6= n. Jistě, rk | nk, rk | mk a tedy
rk | s = nsd(nk,mk). Bud’ p ∈ P a a = contp(n), b = contp(m). Je
tedy ka = contp(n

k), bk = contp(m
k), contp(r) = min(a, b), contp(r

k) = k·
min(a, b) = min(ka, kb) = min( contp(n

k), contp(m
k)) = k· min(a, b) =

min(ka, kb) = min( contp(n
k), contp(m

k)). Z III.1.8 plyne rovnost s = rk.
(ii) Je nsd(2, 3) = 1 = nsd(3, 2), avšak nsd(2 · 3, 3 · 2) = 6. Tedy (2 ∧

3)(3 ∧ 2) = 1 6= 6 = (2 · 3) ∧ (3 · 2) (viz III.1.12).
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III.2 Nesoudělná č́ısla

III.2.1 Definice. Množina M celých č́ısel se nazývá nesoudělná, jestliže
nsd(M) = 1.

Je-li M nesoudělná množina, pak M 6= ∅ a M obsahuje alespoň jedno
nenulové č́ıslo (viz III.1.3).

Je-li M = {m} jednoprvková množina, pak M je nesoudělná právě když
m = ±1 (viz III.1.4).

Množina M je nesoudělná, jestliže 1 ∈M či −1 ∈M .

III.2.2 Poznámka. Necht’ m1, . . . ,mk, k ≥ 1, jsou celá č́ısla. Tato č́ısla
nazveme nesoudělná, jestliže nesoudělnou je množina {m1, . . . ,mk}. To jest,
nsd(m1, . . . ,mk) = 1.

III.2.3 Věta. M je nesoudělná právě když existuj́ı k ≥ 1, m1, . . . ,mk ∈M
a a1, . . . , ak ∈ Z tak, že a1m1 + · · ·+ akmk = 1.

Důkaz. Je-li M nesoudělná, pak M 6= ∅ a naše tvrzeńı plyne z III.1.6 (i).
Naopak, je-li r = nsd(M), pak r | mi, a tedy r | a1m1 + · · · + akmk = 1.
Tedy r = 1.

III.2.4 Lemma. Necht’ n,m jsou nesoudělná kladná č́ısla. Potom existuj́ı
kladná č́ısla u, v tak, že un− vm = 1.

Důkaz. Podle III.2.3 je an + bm = 1 pro nějaké a, b ∈ Z. Jistě existuje
c ∈ N takové č́ıslo, že cm > −a, cn > b. Pak u = cm+ a > 0, v = cn− b > 0
a un−vm = (cm+a)n−(cn−b)m = cmn+an−cnb+bm = an+bm = 1.

III.2.5 Poznámka. (i) Necht’ n,m jsou nesoudělná záporná č́ısla. Podle
III.2.4 je 1 = v(−m)− u(−n) = un− vm pro nějaká u, v ∈ N.

(ii) Necht’ n > 0 a m < 0, n,m nesoudělná. Podle III.2.4 je 1 = un −
v(−m) = un+ vm pro nějaká u, v ∈ N.

(iii) Jsou-li n,m nesoudělná celá č́ısla, přičemž m = 0, pak n = ±1.

III.2.6 Proposice. Necht’ n,m jsou nesoudělná kladná č́ısla. Potom:
(i) Pro každé k > nm existuj́ı kladná č́ısla x, y tak, že k = xn+ ym.
(ii) nm 6= xn+ ym pro všechna kladná č́ısla x, y.
(iii) nm = mn+ 0m = 0n+ 0.

Důkaz. (i) Podle III.2.4 je 1 = un−vm pro u, v ∈ N. Pak také ukn−vkm =
k > nm, ukn > nm + vkm. Je uk > m a označme l největš́ı č́ıslo takové,
že uk > lm. Zřejmě l ≥ 1. Je-li vkm ≥ lnm, pak ukn > nm + vkm ≥
nm + lnm = (l + 1)nm, uk > (l + 1)m, spor s maximalitou č́ısla l.Takže
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vkm < lnm, vk < ln, x = uk − lm > 0, y = ln − vk > 0. Nakonec,
xn+ ym = ukn− lnm+ lnm− vkm = k.

(ii) Je-li nm = xn + ym,pak xn = (n − y)m, an + bm = 1 (III.2.3),
x = axm+ bxm = a(n− y)m+ bxm = (a(n− y) + bx)m. Tedy m | x, m ≤ x
a nm = xn+ ym ≥ mn+ ym > nm, spor.

(iii) Zřejmé.

III.2.7 Proposice. Necht’ a, b, c jsou taková celá č́ısla, že a | bc a č́ısla a, b
jsou nesoudělná. Potom a | c.

Důkaz. Je bc = da, d ∈ Z. Jelikož nsd(a, b) = 1, tak ea + fb = 1 pro
e, f ∈ Z (III.2.3). Nyńı, c = c1 = cea+ cfb = cea+ fda = a(ce+ fd). Tedy
a | c.

III.2.8 Proposice. Necht’ M je neprázdná množina celých č́ısel taková,
že 0 6∈ M . Necht’ r = nsd(M). Pro každé m ∈ M existuje jednoznačně
určené celé č́ıslo a(m) tak, že m = ra(m). Množina č́ısel {a(m),m ∈ M} je
nesoudělná.

Důkaz. Plyne z III.1.13.

III.2.9 Věta. Nech+t M je nějaká množina celých č́ısel. Potom M je ne-
soudělná, jestliže pro každé prvoč́ıslo p existuje aspoň jedno č́ıslo m ∈ M
takové, že p - m (neboli ∩m∈MP (m) = ∅).

Důkaz. Je-li M nesoudělná, tak nsd(M) = 1. To znamená, že p 6∈ sd(M) a
existuje m ∈M , p - m.

Nyńı opak. Bud’ r = nsd(M). Je-li p ∈ P, pak p neděĺı aspoň jedno č́ıslo
z množiny M a, jelikož r ∈ sd(M), tak p - r. Č́ıslo r neńı dělitelné žádným
prvoč́ıslem. Takže r = 1.

III.2.10 Poznámka. III.2.9 ř́ıká, že množin M celých č́ısel je soudělná (t.j.,
nsd(M) > 1) právě tehdy když existuje aspoň jedno prvoč́ıslo p děĺıćı všechna
č́ısla z M .

III.2.11 Př́ıklad. Necht’ n,m ∈ Z a k = nsd(n + m,nm). Je-li n = 0, pak
k = |m|. Je-li m = 0, pak k = |n|.

(i) Necht’ p ∈ P (k). Pak p | nm a tedy p | n či p | m. Ovšem také
p | n+m. Tud́ıž p | n a p | m, neboli p ∈ P (n) ∩ P (m).

Nalezli jsme, že P (k) = P (n)∩P (m) = P (n)∩P (n+m) = P (m)∩P (n+
m).

(ii) Z (i) a III.2.9 plyne, že č́ısla nm a n+m jsou nesoudělná (t.j. k = 1)
tehdy a jen tehdy, jestliže č́ısla n,m jsou nesoudělná.
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(iii) Necht’ k ≥ 2, p ∈ P (k), r = contp(k), s = contp(n), t = contp(m).
Zřejmě je contp(nm) = s+ t ≥ r. Dále, contp(n+m) ≥ r ≥ min(s, t).

Je-li s 6= t, tak r = min(s, t).
Je-li s = t, tak 2s ≥ r ≥ s.
(iv) Je-li n = m, pak k = |n| pro n liché a k = |2n| pro n sudé.

III.2.12 Proposice. Necht’ n,m ∈ Z. Potom nm | n+m právě tehdy když
bud’to n = −m nebo n = 1 = m nebo n = −1 = m nebo n = 2 = m nebo
n = −2 = m.

Důkaz. Je n(−n) = −n2 | 0 = n+ (−n), 1 · 1 = 1 | 2 = 1 + 1, (−1) · (−1) =
1 | −2 = −1+(−1), 2 ·2 = 4 | 4 = 2+2, (−2) · (−2) = 4 | −4 = (−2)+(−2).

Nyńı naopak. Necht’ nm | n + m. Je-li n = 0, pak m = 0 a naopak.
Můžeme tedy předpokládat n 6= 0 6= m a n 6= −m.

Je-li |n| = 1, pak nm = ±m děĺı n + m, m | n, m | 1 a |m| = 1.
Máme m = ±1, n = ±1. Zcela obdobně postupujeme, jestliže |m| = 1.
Předpokládejme tedy na konec, že |n| ≥ 2 a |m| ≥ 2.

Jestliže nm | n + m, tak P (n) ∪ P (m) = P (nm) ⊆ P (n + m). Nav́ıc,
|nm| ≥ 4 a |nm| = nsd(nm, n+m). Z III.2.11(i) plyne rovnost P (n) = P (m).

Necht’ p ∈ P (n). Jelikož nm | n+m a n+m 6= 0, tak
contp(n)+ contp(m) = contp(nm) ≤ contp(n + m). Máme n = ps · n1, m =
pt ·m1, s = contp(n), t = contp(m), p - n1, p - m1. Bud’, pro určitost s ≤ t.
Potom n + m = ps(n1 + pt−s ·m1) = ps · w, w = n1 + pt−s ·m1. Je-li t > s,
pak p - w, s = contp(n+m) a s+ t = contp(nm) ≤ s = contp(n+m). Odtud
s = 0 = t.

Zjistili jsme, že contp(n) = contp(m) pro každé p ∈ P (n) = P (m). To ale
znamená, že |n| = |m|. Předpokládali jsme však, že n 6= −m. Takže n = m,
nm = n2, n+m = 2n, n2 | 2n a n = 2 = m či n = −2 = m.

III.2.13 Proposice. Necht’ n,m ∈ Z. Potom |nm| = |n + m| právě když
(n,m) ∈ {(0, 0), (2, 2), (−2,−2)}.

Důkaz. Je-li |nm| = |n+m|, pak nm | n+m a vše snadno plyne z III.2.12.

III.2.14 Proposice. Necht’ n,m ∈ Z. Potom n + m | nm právě když
n = a(b+ c)b, m = a(b+ c)c pro nějaká a, b, c ∈ Z.

Důkaz. Předně, a(b + c)b + a(b + c)c = a(b + c)2 | a2bc(b + c)2 = a(+bc)b ·
a(b+ c)c.

Nyńı naopak. Necht’ n + m | nm a k = nsd(n,m). Je-li k = 0, pak
n = 0 = m a lze volit a = 0, b, c libovolně. Předpokládejme tedy, že k ≥ 1.
Máme n = kb, m = kc pro nějaká b, c ∈ Z a dostáváme n + m = k(b + c).
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Takže č́ıslo k(b+c) děĺı č́ıslo nm = k2bc a, jelikož k 6= 0, tak b+c | kbc. Aspoň
jedno z č́ısel n,m je nenulové a tak nsd(b, c) = 1 (viz III.1.13). V III.2.11 (ii)
jsme zjistili, že následně je nsd(b+ c, bc) = 1. Takže, z III.2.7 plyne b+ c | k,
k = a(b+ c). Nyńı, n = a(b+ c)b a m = a(b+ c)c, co jsme chtěli dokázat.

III.2.15 Poznámka. (i) Necht’ n,m ∈ Z. Z III.2.14 snadno plyne, že
nsd(n,m) = 1 a n+m | nm tehdy a jen tehdy, jestliže m = 1−n (n = 1−m)
a nebo m = −1− n (n = −1−m).

(ii) Z III.2.12 plyne, že nsd(n,m) = 1 a nm | n + m tehdy a jen tehdy,
jestliže (n,m) ∈ {(1, 1), (−1,−1), (1,−1), (−1, 1)}.

III.2.16 Poznámka. V I.4.11 jsme zpozorovali, že pro n,m ∈ N0 je nm =
nm právě tehdy když m = 1 nebo n = 0, m ≥ 1, a nebo n = 2 = m. Pro
úplnost, zkoumejme, kdy nm = nm pro n ∈ N−, m ∈ N0.

Jistě je m ≥ 1, nm ≤ −1, z čehož plyne, že m je liché. Potom (−n)m =
(−1)m ·nm = (−n)m, −n ≥ 1. Z toho, co již v́ıme, nyńı plyne rovnost m = 1.

III.2.17 Poznámka. V I.4.12 jsme postřehli, že pro n,m ∈ N0 je n+m = nm

pouze pro (n,m) = (1, 0), či (2, 2). Pro úplnost zkoumejme, kdy n+m = nm

pro n ∈ N−, m ∈ N0.
Jistě je m ≥ 1. Pro m = 1 dostáváme n+ 1 = n, což neńı možné. Takže

m ≥ 2. Je-li n = −1, pak m− 1 = (−1)m, m sudé, m− 1 = 1, m = 2. Bud’

tedy n ≤ −2. Je-li m sudé, pak n+m < n < (−n)m. Tedy m ≥ 3 je liché a
nm ≤ −8. Odtud, 3 ≤ m ≤ −8− n, n ≤ −11. Ostatně, n+m > n > nm.

Zjistili jsme, že (n,m) = (−1, 2).

III.2.18 Poznámka. Z III.2.16 a III.2.17 plyne, že pro n ∈ Z a m ∈ N0 je
n+m = nm = nm pouze pro n = 2 = m.

III.2.19 Věta. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro a, b ∈ Z:
(i) Č́ısla a, b jsou nesoudělná.
(ii) Existuje k ≥ 1 tak, že b | ak − 1.
(iii) Existuje l ≥ 1 tak, že a | bl − 1.

Důkaz. (i) implikuje (ii) Je-li b = 0, pak a = ±1. Pak pro a = 1 voĺıme
k = 1 a pro a = −1 voĺıme k = 2. Necht’ je b 6= 0. Pro každé n ≥ 1
existuj́ı r(n), s(n) ∈ Z tak, že an − 1 = r(n)b + s(n), 0 ≤ s(n) < |b| (I.9.3).
Možných č́ısel s(n) je jen konečně mnoho a tak se přihod́ı, že s(n) = s(m),
kde 1 ≤ n < m. Odkud, an(am−n − 1) = am − an = (am − 1) − (an − 1) =
r(m)b + s(m) − r(n)b − s(n) = (r(m) − r(n))b. Tedy b | an(am−n − 1). Je
nsd(b, a) = 1 a tedy opakovaným využit́ım III.2.7 dostáváme b | ak − 1, kde
k = m− n.

(ii) implikuje (i). Je-li p ∈ P, přičemž p | b, pak p | ak − 1 a tak p - ak.
Odtud, p - a. Z III.2.9 nyńı plyne, že nsd(a, b) = 1.
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III.2.20 Lemma. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro n ∈ N0:
(i) n = ab, kde a ≥ 2, b ≥ 2 a nsd(a, b) = 1.
(ii) n ≥ 6 a n 6= ±pk pro všechna p ∈ P a k ≥ 1.

Důkaz. (i) implikuje (ii). Je n = ab ≥ 4. Snadno vid́ıme, že n 6= 4, 5, takže
n ≥ 6. Necht’ p1, p2 ∈ P jsou taková prvoč́ısla, že p1 | a a p2 | b. Potom
p1p2 | ab = n a p1 6= p2, neb nsd(a, b) = 1. Zbytek je jasný.

(ii) implikuje (i). Je |P (n)| ≥ 2 a tak n = pr11 . . . p
rs
s , kde s ≥ 2, ri ≥ 1 a pi

jsou po dvou r̊uzná prvoč́ısla. Nyńı lze rozložit a = pr11 a b = pr22 . . . p
rs
s .

III.2.21 Lemma. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro n ∈ Z:
(i) n = ab, kde |a| ≥ 2, |b| ≥ 2 a nsd(a, b) = 1.
(ii) |n| ≥ 6 a n 6= ±pk pro všechna p ∈ P a k ≥ 1.

Důkaz. Tvrzeńı snadno plyne z III.2.20

III.2.22 Lemma. Necht’ a, a1, . . . , ak, k ≥ 1, jsou taková celá č́ısla, že
nsd(a, ai) = 1 pro všechna i, 1 ≤ i ≤ k. Potom nsd(a, a1 · · · ak) = 1.

Důkaz. Bud’ r = nsd(a, a1 · · · ak). Je-li r ≥ 2, pak p | r pro aspoň jedno
p ∈ P. Potom p | a, p | a1 · · · ak a tak p | ai pro aspoň jedno i. Takže
p | nsd(a, ai) = 1, spor.

III.2.23 Lemma. Necht’ a, b, c ∈ Z, nsd(a, b) = 1. Jestliže a | c, b | c, pak
ab | c.

Důkaz. Je ra = c = sb a 1 = ua + vb (III.1.5(i)). Takže c = cua + cvb =
sbua+ ravb = ab(su+ rv).

III.2.24 Lemma. Necht’ a1, . . . , ak, k ≥ 1, a ∈ Z jsou taková č́ısla, že ai | a
pro každé i a č́ısla a1, . . . , ak jsou po dvou nesoudělná. Potom a1 · · · ak | a.

Důkaz. Tvrzeńı je zřejmé pro k = 1 a je dokázáno v III.2.23 pro k = 2.
Dále postupujeme indukćı. Bud’ k ≥ 2 a b = a1 · · · ak−1. Z indukčńıho
předpokladu v́ıme, že b | a. Z III.2.22 v́ıme, že nsd(ak, b) = 1. Tedy
a1 · · · ak = bak | a podle III.2.23.

III.2.25 Cvičeńı. Necht’ n je sudé celé č́ıslo.
(i) Necht’ n = 4k, k ≥ 2. Máme n = (2k−1) + (2k+ 1), kde 3 ≤ 2k−1 <

2k + 1 a nsd(2k − 1, 2k + 1) = 1.
(ii) Necht’ n = 4k + 2, k ≥ 2. Máme n = (2k − 1) + (2k + 3), kde

3 ≤ 2k − 1 < 2k + 3 a nsd(2k − 1, 2k + 3) = 1.
(iii) Necht’ n = 6k, k ≥ 2. Máme n = 2 + 3 + (6k − 5), 6k − 5 ≥ 7,

nsd(2, 3) = nsd(2, 6k − 5) = nsd(3, 6k − 5) = 1.
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(iv) Necht’ n = 6k + 2, k ≥ 2. Máme n = 3 + 4 + (6k − 5), 6k − 5 ≥ 7,
nsd(3, 4) = nsd(3, 6k − 5) = nsd(4, 6k − 5) = 1.

(iv) Necht’ n = 6k + 4, k ≥ 1. Máme n = 2 + 3 + (6k − 1), 6k − 1 ≥ 5,
nsd(2, 3) = nsd(2, 6k − 1) = nsd(3, 6k − 1) = 1.

III.2.26 Cvičeńı. Necht’ n je liché č́ıslo.
(i) Necht’ n ≥ 5. Máme n = 2 + (n− 2), n− 2 ≥ 3, nsd(2, n− 2) = 1.
(ii) Necht’ n = 12k + 1, k ≥ 2. Máme n = (6k − 7) + (6k − 1) + 9,

5 ≤ 6k−7 < 6k−1, nsd(6k−7, 6k−1) = nsd(6k−7, 9) = nsd(6k−1, 9) = 1.
(iii) Necht’ n = 12k + 3, k ≥ 2. Máme n = (6k − 1) + (6k + 1) + 3,

11 ≤ 6k−1 < 6k+1, nsd(6k−1, 6k+1) = nsd(6k−1, 3) = nsd(6k+1, 3) = 1.
(iv) Necht’ n = 12k + 5, k ≥ 2. Máme n = (6k − 5) + (6k + 1) + 9,

7 ≤ 6k−5 < 6k+1, nsd(6k−5, 6k+1) = nsd(6k−5, 9) = nsd(6k+1, 9) = 1.
(v) Necht’ n = 12k + 7, k ≥ 1. Máme n = (6k − 1) + (6k + 5) + 3,

5 ≤ 6k−1 < 6k+5, nsd(6k−1, 6k+5) = nsd(6k−1, 3) = nsd(6k+5, 3) = 1.
(vi) Necht’ n = 12k + 9, k ≥ 1. Máme n = (6k − 1) + (6k + 1) + 9,

5 ≤ 6k−1 < 6k+1, nsd(6k−1, 6k+1) = nsd(6k−1, 9) = nsd(6k+1, 9) = 1.
(vii) Necht’ n = 12k + 11, k ≥ 1. Máme n = (6k + 1) + (6k + 7) + 3,

7 ≤ 6k+1 < 6k+7, nsd(6k+1, 6k+7) = nsd(6k+1, 3) = nsd(6k+7, 3) = 1.

III.2.27 Poučeńı. (i) Z III.2.25(i), (ii) a III.2.26(i) plyne toto: Bud’ n ≥ 5,
n 6= 6. Potom existuj́ı a ≥ 2, b ≥ 2 tak, že n = a+ b, nsd(a, b) = 1.

Samozřejmě, 2 + 2 = 4, nsd(2, 2) = 2, 3 + 3 = 6, nsd(3, 3) = 3.
(ii) Z III.2.25(iii) a III.2.26(ii),. . . ,(vii) plyne toto: Necht’ n ≥ 10, n 6=

11, 13, 15, 17. Potom existuj́ı a ≥ 2, b ≥ 2, c ≥ 2 tak, že n = a + b + c a
nsd(a, b) = nsd(a, c) = nsd(b, c) = 1.

Samozřejmě, 3 + 5 + 7 = 15, nsd(3, 5) = nsd(3, 7) = nsd(5, 7) = 1.
(iii) Necht’ a ≥ 2, b ≥ 2, c ≥ 2 jsou po dvou nesoudělná č́ısla. Můžeme

předpokládat, že 2 ≤ a < b < c. Tedy 3 ≤ b, 5 ≤ c a a + b + c ≥ 10. Je-li
součet a + b + c liché č́ıslo, pak všechna tři č́ısla a, b, c jsou lichá, 3 ≤ a,
5 ≤ b, 7 ≤ c a a + b + c ≥ 15. Je-li a = 3, pak bud’to a + b + c = 15 a nebo
a+ b+ c ≥ 19. Je-li a ≥ 5, pak a+ b+ c ≥ 21. Každopádně je a+ b+ c 6= 17.

(iv) Z (ii) a (iii) plyne toto: Necht’ n ∈ Z. Potom existuj́ı po dvou
nesoudělná č́ısla a, b, c taková, že a ≥ 2, b ≥ 2, c ≥ 2 a n = a + b + c právě
když n ≥ 10 a n 6= 11, 13, 17.

(v) Je 17 = 2 + 3 + 5 + 7 (prvoč́ısla 2, 3, 5, 7 jsou po dvou nesoudělná).

III.2.28 Lemma. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro každé n ≥ 1:
(i) n2 | n!.
(ii) n | (n− 1)!.
(iii) n 6= 4 a n neńı prvoč́ıslo (čili bud’to n = 1 a nebo n ≥ 6 je složené

č́ıslo).
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Důkaz. n! = (n−1)!·n. Takže prvńı dvě podmı́nky jsou zřejmě ekvivalentńı.
Jestliže p ∈ P, pak p | (n − 1)! právě když p < n. Odtud snadno plyne, že
(ii) implikuje (iii) (4 - 6 = 3!).

Ted’ bud’ n ≥ 6, přičemž n neńı mocnina žádného prvoč́ısla. Podle III.2.21
je n = ab, kde a ≥ 2, b ≥ 2 a nsd(a, b) = 1. Je a ≤ n−1, b ≤ n−1, a | (n−1)!,
b | (n− 1)! = ac, b | c (nebot’ nsd(a, b) = 1), a nakonec, n = ab | (n− 1)!.

Takže, bud’ n = pk, kde p ∈ P, k ≥ 2. Je-li k ≥ 3, pak 1 < p <
pk−1 ≤ n − 1, či-li n = pk = p · pk−1 | (n − 1)!. Je-li k = 2 a p = 3, pak
1 < p < 2p ≤ n− 1 a opět n = p2 | 2p2 | (n− 1)!.

III.2.29 Věta. Necht’ p je prvoč́ıslo. Pro každé n ∈ Z takové, že p - n
existuje jednoznačně určené č́ıslo m tak, že p | nm−1 přičemž 1 ≤ m ≤ p−1.

Důkaz. Jelikož p - n, tak nsd(p, n) = 1 a podle II.2.3 existuj́ı celá č́ısla a, b
s t́ım, že ap + bn = 1. Tedy p | nb − 1. Bud’ m = [b]p. Je 0 ≤ m ≤ p a
p | b−m. Odtud, p | (nb− nm) + (1− nb) = 1− nm. Zřejmě, m 6= 0 a také
jednoznačnost č́ısla m je zřejmá.

Lze ovšem uvažovat také takto: Bud’ 1 ≤ n ≤ p − 1. Je-li 1 ≤ i ≤ j ≤
p−1, přičemž p | (nj−ni) = n(j−i), pak p | j−i, čili j = i. T́ım zjǐst’ujeme,
že č́ısla [n1]p, [n2]p, . . . , [n(p − 1)]p jsou po dvou r̊uzná. Je jich dohromady
p− 1. Jsou to č́ısla 1, 2, . . . , p− 1, třebas i jinak seřazená. Muśı existovat m
tak, že 1 ≤ m ≤ p− 1 a [nm]p = 1.

III.2.30 Úvaha. Necht’ n,m jsou nesoudělná kladná č́ısla. Položme K =
Nn+Nm a L = N0n+N0m. ZřejměK ⊆ L, K+K ⊆ K ⊆ N, L+L ⊆ L ⊆ N0,
K + L = K a N0n ∪ N0m ⊆ L. Nejmenš́ı č́ıslo z množiny K je n + m a v
množině L je nejmenš́ı č́ıslo 0. Nejmenš́ı kladné č́ıslo z L je pak min(n,m).

(i) Je-li n = 1 (popř. m = 1), pak K = N+Nm = {m+1,m+2,m+3, . . . }
(popř. K = Nn+ N = {n+ 1, n+ 2, n+ 3, . . . }) a L = N0.

(ii) Je-li m = n, pak n = 1 = m a K = {2, 3, 4, ...}.
(iii) Necht’ l ≥ (n− 1)(m− 1). Dokážeme, že l ∈ L.
Vskutku. Podle III.2.4 existuj́ı kladná č́ısla u, v tak, že 1 = un − vm.

Podle I.9.1 je lu = rm + s, r, s ∈ N0, 0 ≤ s ≤ m. Bud’ t = rn − lv ( ∈ Z ).
Máme sn + tm = sn + rnm − lvm = l(un − vm) = l ≥ (m − 1)(n − 1) =
nm−m−n+1. Odtud tm ≥ n(m−s−1)−m+1 a (t+1)m ≥ n(m−s−1)+1.
Jelikož s + 1 ≤ m, tak (t + 1)m ≥ 1. A protože m ≥ 1, tak t ≥ 0. Je
l = sn+ tm, kde s, t ∈ N0. Neboli l ∈ L.

(vi) Dokážeme, že (n− 1)(m− 1)− 1 /∈ L.
Vskutku. Necht’ (n − 1)(m − 1) − 1 = nm − n − m = an + bm pro

nějaká a, b ∈ Z. Jelikož nsd(n,m) = 1, tak n | b + 1 a m | n − a − 1.
Tedy b + 1 = cn,m − a − 1 = dm, c, d ∈ Z. Odtud ndm = cnm. Je-li
c = 0 či d = 0, pak c = 0 = d, b = −1 = a. Je-li c 6= 0 či d 6= 0, pak
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c 6= 0 6= d, c = d, b = cn− 1, a = (1− c)m− 1. Je-li nav́ıc c ≥ 1, pak a ≤ −1.
Je-li však c < 0, pak b ≤ −1.

Zjistili jsme, že bud’to a < 0 a nebo b < 0. Takže (n− 1)(m− 1)− 1 /∈ L.
(v) Označme l1 nejmenš́ı celé č́ıslo takové, že {l1, l1 + 1, l1 + 2, . . . } ⊆ L.

Z (iii) a (iv) plyne, že l1 = (n− 1)(m− 1) (= nm− n−m+ 1).
Např́ıklad, pro n = 2,m = 9 je l1 = 8. Zde máme L = {0, 2, 4, 6, 8, 9,

10, 11, 12, . . . }.
(vi) Je-li a > m, pak an ∈ K, neb an = (a−m)n+nm. Symetricky, je-li

b > n, pak bm ∈ K.
(vii) Necht’ k > nm. Dokážeme, že k ∈ K.
Vskutku. Podle (iii) je k ∈ L. Tedy k = an + bm, a, b ∈ N0. Je-li

a ≤ 0 ≤ b, pak k ∈ K. Je-li b = 0, pak am = k > nm, a > m, k ∈ K podle
(vi). Podobně, je-li b = 0.

(viii) Necht’ a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, že nm = an + bm. Potom (n −
1)(m− 1) = (a− 1)n+ (b− 1)m a z (iv) plyne, že bud’to a− 1 < 0, a ≤ 0 či
b− 1 < 0, b ≤ 0. T́ım jsme zjistili, že nm /∈ K.

(ix) Označme k1 nejmenš́ı celé č́ıslo takové, že {k1, k1+1, k1+2, . . . } ⊆ K.
Z (vii) a (viii) plyne, že k1 = nm+ 1.

Např́ıklad, pro n = 2,m = 9 je k1 = 19. Zde máme K = {11, 13, 15, 17,
19, 20, 21, . . . }.

(x) Je k1 − l1 = n+m.
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III.3 Př́ıklady, úklady a cvičeńı

III.3.1 Pozorováńı. Necht’ n ∈ Z. Potom
(1) nsd(n, n+ 1) = 1;
(2) nsd(n+ 1, n) = nsd(n+ 1, n+ 2) = 1;
(3) Je-li n liché, pak nsd(n+2, n) = nsd(n+2, n+1) = nsd(n+2, n+3) = 1;
(4) Je-li n sudé, pak nsd(n+1, n) = nsd(n+1, n+2) = nsd(n+1, n+3) = 1;
(5) Je-li n liché, pak nsd(n + 2, n) = nsd(n + 2, n + 1) = nsd(n + 2, n +

3) = nsd(n+ 2, n+ 4) = 1;
(6) Je-li n sudé a 3 - n, pak nsd(n, n + 1) = nsd(n, n + 2) = nsd(n, n +

3) = nsd(n, n+ 4) = 1;
(7) Je-li n liché a 3 | n, pak nsd(n+ 1, n) = nsd(n+ 1, n+ 2) = nsd(n+

1, n+ 3) = nsd(n+ 1, n+ 4) = 1;

III.3.2 Definice. Kladné č́ıslo m nazveme japné (pouze pro mı́stńı účely),
jestliže plat́ı: Pro každé n ∈ Z existuje 0 ≤ j ≤ m−1 tak, že nsd(n+j, n+i) =
1 pro všechna 0 ≤ i ≤ m − 1, i 6= j. To jest, máme-li m po sobě jdoućıch
celých č́ısel, pak alespoň jedno z nich je nesoudělné s každým ze zbývaj́ıćıch
m− 1 č́ısel (všimněme si, že pro m ≥ 3 muśı být toto nesoudělné č́ıslo vždy
liché).

V III.3.1 jsme zpozorovali, že č́ısla 1, 2, 3, 4, 5 jsou japná. V literatuře se
lze doč́ıst, byt’ i s obt́ıžemi, že japná č́ısla jsou právě jen č́ısla 1, 2, 3, . . . , 16.
Zabývejme se t́ım trochu.

III.3.3 Př́ıklad. Přesvědčme se o tom, že 17 neńı japné č́ıslo.
Máme tyto prvoč́ıselné rozklady: 2183 = 37 · 59, 2184 = 23 · 3 · 7 · 13,

2185 = 5 · 19 · 23, 2186 = 2 · 1093, 2187 = 37, 2188 = 22 · 547, 2189 = 11 · 199,
2190 = 2·3·5·73, 2191 = 7·313, 2192 = 24·137,2193 = 3·17·43, 2194 = 2·1097,
2195 = 5 ·439, 2196 = 23 ·32 ·61, 2197 = 133, 2198 = 2 ·7 ·157, 2199 = 3 ·733,
2200 = 23 · 52 · 11, 2201 = 31 · 71.

Č́ısla 2184, 2186, . . . , 2200 jsou sudá. Dále pak 3 | 2184, 2187, 2190, 2193,
2196, 2199, 5 | 2185, 2190, 2195, 2200, 7 | 2184, 2191, 2198, 11 | 2189, 2200,
13 | 2184, 2197, 17 | 2197, 19 | 2185, 23 | 2185, 31 | 2201, 37 | 2183, 43 | 2193.
Prvoč́ısla 29 a 41 neděĺı žádné z 19 č́ısel 2183, . . . , 2201.

2184, 2185, . . . , 2200 je právě 17 po sobě jdoućıch č́ısel. Nav́ıc
nsd(2185, 2195) = 5, nsd(2187, 2193) = 3, nsd(2189, 2200) = 11, nsd(2191, 2184) =
17, nsd(2197, 2184) = 13, nsd(2199, 2187) = 3. Takže pro každé a, 2184 ≤
a ≤ 2200 existuje alespoň jedno b, b 6= a, 2184 ≤ b ≤ 2200, kdy nsd(a, b) > 1.
To znamená, že č́ıslo 17 neńı japné.

Ještě si připomeňme, že 133 − 37 = 2197− 2187 = 10.

III.3.4 Poč́ıtáńı. A ted’ si spočtěme, že č́ıslo 16 je japné.
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Postupujme sporem. Necht’, právě naopak, neńı. Potom existuje n ∈ Z
tak, že pro každé 0 ≤ i ≤ 15 máme č́ısla α(i), 0 ≤ α(i) ≤ 15, α(i) 6= i,
nsd(n+ i, n+α(i)) > 1. Pak ale existuje prvoč́ıslo β(i) (aspoň jedno) takové,
že β(i) | n + i a β(i) | n + α(i) (tedy β(i) | i − α(i)). T́ımto zp̊usobem
źıskáváme zobrazeńı β : {0, 1, . . . , 15} → P.
(i) β : {0, 1, . . . , 15} → {2, 3, 5, 7, 11, 13}.

Vskutku. Jelikož β(i) | n + i, n + α(i), tak β(i) | i − α(i) , kde 1 ≤
|i− α(i)| ≤ 15.
(ii) β(3), β(4), β(11), β(12) ≤ 11.

Vskutku. Máme β(3) | 3− α(3) a 3 ≤ |3− α(3)| ≤ 12. Tedy β(3) ≤ 11.
Podobně i daľśı př́ıpady.
(iii) β(5), β(6), β(7), β(8), β(9), β(10) ≤ 7.

Vskutku. Máme β(5) | 5−α(5) a 5 ≤ |5−α(5)|. Tedy β(5) ≤ 7. Podobně
i daľśı př́ıpady.
(iv) β(i) 6= β(i+ 1) pro 0 ≤ i ≤ 14.

Vskutku. Bylo-li by β(i) = p = β(i+1), tak by p | (n+i+1)−(n+i) = 1,
spor.
(v) Necht’ 0 ≤ i < j ≤ 15 a β(i) = β(j). Potom β(i) | j − i.

Vskutku. Je j − i = (n+ j)− (n+ i).
(vi) Označme ρ jadernou ekvivalenci zobrazeńı β. To jest, pro 0 ≤ i < j ≤ 15
je (i, j) ∈ ρ právě když β(i) = β(j). Zřejmě má ekvivalence ρ nejvýše 6 blok̊u.
(vii) Necht’ A je blok ekvivalence ρ a necht’ p = β(A). Potom p·(|A|−1) ≤ 15.

Vskutku. Je-li |A| = a ≥ 2, A = {i1, i2, . . . , ia}, i1 < · · · < ia, pak
i1 + p,≤ i2, i2 + p ≤ i3, . . . , ia−1 + p ≤ ia podle (v). Tedy p · (a − 1) ≤
i1 + (a− 1)p ≤ ia ≤ 15.
(viii) Necht’ A je blok ekvivalence ρ. Je-li β(A) = 11, 13, pak |A| = 1. Je-li
β(A) = 7, pak |A| ≤ 3. Je-li β(A) = 5, pak |A| ≤ 4. Je-li β(A) = 3, pak
|A| ≤ 6. Je-li β(A) = 2, pak |A| ≤ 8.

Vskutku. Všechny nerovnosti snadno plynou z (vii).
(ix) Je-li n liché č́ıslo, tak č́ısla 0, 1, 2 lež́ı každé v jiném bloku ekvivalence
ρ. Je-li n sudé č́ıslo, tak totéž plat́ı pro č́ısla 1, 2, 3. Tedy ekvivalence ρ má
alespoň 3 a nejvýše 6 blok̊u.
(x) Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že α(i) = i+ 2 pro každé
0 ≤ i ≤ 13 takové, že n + i je sudé. Je pak β(i) = 2. Je-li n sudé, pak
lze klást α(14) = 2 a β(14) = 2. Je-li n liché, pak lze klást α(15) = 13 a
β(15) = 2. Toto vše tedy budeme předpokládat v daľśım.
(xi) Necht’ n je liché. Potom β(A) = 2, kde A = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}
je osmiprvkový blok ekvivalence ρ (viz (x)). Zbývaj́ıćıch 8 sudých č́ısel
{0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} je rozděleno do nejvýše 5 blok̊u.

Č́ısla 6, 8, 10 patř́ı do r̊uzných blok̊u B,C,D. Tedy 6 ∈ B, 8 ∈ C, 10 ∈ D.
Z (iii) v́ıme, že {β(b), β(C), β(D)} = {3, 5, 7}. Zbývá rozdělit do blok̊u č́ısla
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0, 2, 4, 12, 14.
Necht’ 4 /∈ B ∪ C ∪D. Z (ii) plyne, že β(4) = 11 a ihned vid́ıme, že {4}

je jednoprvkový blok ekvivalence ρ. Je také β(12) ≤ 11, čili β(12) ≤ 7 a
12 ∈ B ∪C ∪D. Pak ale 12 ∈ B, β(6) = β(12) = 3 a můžeme předpokládat,
že též β(0) = 3. Takže B = {0, 6, 12}. Nav́ıc, {14} je též jednoprvkový blok
(14 − 8 = 6, 14 − 10 = 2, 14 − 2 = 12). Nakonec, 2 /∈ C a 2 /∈ D. Takže
i {2} je jednoprvkový blok. Celkem máme sudá č́ısla rozdělena do 6 blok̊u,
což neplat́ı.

Zjistili jsme, že 4 ∈ B ∪ C ∪ D. Pak ale 4 ∈ D, 10 − 4 = 6, čili β(4) =
β(10) = 3 a D = {4, 10}. Je β(3) = β(6) = 7, čili nutně B = {6} a, podobně
C = {8}. T́ım jsme rozdělili č́ısla 4, 5, 8, 10 do tř́ı blok̊u a zbývá rozdělit č́ısla
{0, 2, 12, 14} do nejvýše dvou blok̊u. To ale nep̊ujde. Zbývaj́ı totiž pouze
prvoč́ısla 11 a 13 pro hodnoty β.

(xii) Necht’ n je sudé. Potom β(A) = 2, kde a = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} je
osmiprvkový blok (viz (x)). Zbývaj́ıćıch 8 lichých č́ısel 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15
je rozděleno nejvýše do 5 blok̊u.

Č́ısla 5, 7, 9 patř́ı do r̊uzných blok̊u B,C,D. Tedy 5 ∈ B, 7 ∈ C, 9 ∈ D. Z
(iii) v́ıme, že {β(B), β(C), β(D)} = {3, 5, 7}. Zbývá rozdělit do blok̊u č́ısla
1, 3, 11, 13, 15.

Necht’ 3 /∈ B ∪ C ∪D. Z (ii) plyne, že β(3) = 11 a ihned vid́ıme, že {3}
je jednoprvkový blok. Je také β(11) ≤ 11, čili β(11) ≤ 7, 11 ∈ B ∪ C ∪ D.
Pak ale 11 ∈ B, β(5) = β(11) = 3 a máme B = {5, 11}.

Snadno nahlédneme, že všechny daľśı bloky jsou už jednoprvkové. Předpoklad,
že lichá č́ısla máme rozdělena do 7 blok̊u, už neplat́ı.

Vid́ıme, že 3 ∈ B ∪ C ∪ D. Takže 3 ∈ D,D = {3, 9, 15}, β(D) = 3.
Zbývaj́ı č́ısla 1, 5, 7, 11, 13. Tato č́ısla vytvářej́ı jednoprvkové bloky. Dohro-
mady máme lichá č́ısla rozdělena do 6 blok̊u, spor.

III.3.5 Poč́ıtáńı. Necht’ n ≥ 1 je liché č́ıslo. Uvažme 10 po sobě jdoućıch
lichých č́ısel poč́ınaje č́ıslem n. Jsou to č́ısla n, n+ 2, n+ 4, . . . , n+ 18. Tedy
č́ısla n + 2i, 0 ≤ i ≤ 9. Předpokládejme, že pro každé takové i existuje
(aspoň jedno) č́ıslo α(i) takové, že 0 ≤ α(i) ≤ 18, α(i) 6= 2i a nsd(n+ 2i, n+
α(i)) ≥ 2. Potom ovšem existuje (aspoň jedno) prvoč́ıslo β(i) takové, že
β(i) | n + 2i, β(i) | n + α(i). T́ımto zp̊usobem źıskáváme zobrazeńı β :
{0, 1, . . . , 9} → P.

(i) β : {0, 1, . . . , 9} → {3, 5, 7, 11, 13, 17}.
Vskutku. Jelikož β(i) děĺı liché č́ıslo n + 2i, tak β(i) je liché prvoč́ıslo.

Jelikož β(i) | (n + 2i) − (n + α(i)) = 2i − α(i) a 1 ≤ |2i − α(i)| ≤ 18, tak
β(i) ≤ 17. Odtud naše tvrzeńı.

(ii) β(1), β(2), β(8) ≤ 13, β(3), β(6) ≤ 11, β(4), β(5) ≤ 7.
Vskutku. Máme β(1) | α(1) − 2, −2 ≤ α(1) − 2 ≤ 16. Podobně β(2) |

110



α(2) − 4, −4 ≤ α(2) − 4 ≤ 14, β(3) | α(3) − 6, −6 ≤ α(3) − 6 ≤ 12,
β(4) | α(4)− 8, −8 ≤ α(4)− 8 ≤ 10, β(5) | α(5)− 10, −10 ≤ α(5)− 10 ≤ 8,
β(6) | α(6)−12, −12 ≤ α(6)−12 ≤ 6, β(7) | α(7)−14, −14 ≤ α(7)−14 ≤ 4,
β(8) | α(8)− 16, −16 ≤ α(8)− 16 ≤ 2.

(iii) Na intervalu {0, 1, . . . , 9} uvažujme jadernou ekvivalenci ρ zobrazeńı
β. Ta je definována tak, že (i, j) ∈ ρ právě když β(i) = β(j). Množina
obraz̊u zobrazeńı β je podmnožinou v {3, 5, 7, 11, 13, 17} a tud́ıž ekvivalence
ρ má nejvýše 6 blok̊u. Na druhé straně má ekvivalence ρ alespoň 3 bloky.
To plyne z následuj́ıćıho zjǐstěńı: Je (n+ 10)− (n+ 8) = 2 = (n+ 12)− (n+
10), (n + 12) − (n + 8) = 4. Č́ısla 2 a 4 jsou kladné mocniny prvoč́ısla 2 a
nejsou dělena žádným lichým prvoč́ıslem. Tedy prvoč́ısla β(4), β(5) a β(6)
jsou r̊uzná č́ısla a č́ısla 4, 5, 6 patř́ı do r̊uzných blok̊u.

(vi) Necht’ A je blok ekvivalence ρ, přičemž |A| ≥ 3. Potom 4 ≥ |A| a
β(A) = {3}.

Vskutku. Máme i, j, k ∈ A, kde 0 ≤ i < j < k ≤ 9, β(i) = β(j) = β(k) =
p, p ∈ P, 3 ≤ p ≤ 17. Nyńı, p | (n+2j)−(n+2i) = 2(j−i), p | j−i, i+p ≤ j.
Podobně, j+p ≤ k, takže 6 ≤ i+2p ≤ k ≤ 9. Odtud 2p ≤ 9 a p = 3. Jelikož
9 = 0 + 3 · 3, tak |A| ≤ 4.

(v) Necht’ A je takový blok, že |A| = 2. Potom β(A) ∈ {3, 5, 7}.
Vskutku. Máme A = {i, j}, 0 < i < j ≤ 9, β(i = β(j) = p, 3 ≤ p ≤

i+ p ≤ j ≤ 9, p = 3, 5, 7.
(vi) Ekvivalence ρ má alespoň 5 blok̊u. Z (iii) v́ıme, že ρ má alespoň 3

bloky. Z (vi) v́ıme, že každý blok obsahuje nejvýše 4 č́ısla, přičemž existuje
nejvýše jeden blok, který obsahuje 3 či 4 č́ısla. Z (v) v́ıme, že existuj́ı nejvýše
3 bloky obsahuj́ıćı právě 2 č́ısla.

Je-li A blok takový, že |A| ≥ 3, pak 4 ≥ |A| a β(A) = 3. Z (v) plyne,
že existuj́ı 2 dvouprvkové bloky. Tedy existuj́ı aspoň 2 jednoprvkové bloky.
Jestliže |A| ≤ 2 pro každý blok A, pak z (v) plyne, že existuj́ı aspoň 4
jednoprvkové bloky. V každém př́ıpadě máme alespoň 2 jednoprvkové bloky.

(vii) Necht’ A = {i, j, k, l|0 ≤ i < j < k < l ≤ 9} je čtyřprvkový blok. Z
(iv) již v́ıme, že β(A) = 3. Dále i + 9 ≤ l ≤ 9, takže i = 0, l = 9. Ovšem,
i+ 6 = 6 ≤ k, i+ 3 = 3 ≤ j, 3 | j, 3 | k a je nutně j = 3, k = 6. Zjistili jsme,
že A = {0, 3, 6, 9}.

Dle (iii) a (vi) má ekvivalence ρ 5 či 6 blok̊u. Blok A už máme vyřešen a
zbývaj́ı č́ısla 1, 2, 4, 5, 7, 8, která máme rozdělit do 4 či 5 blok̊u. To znamená,
že máme 1 či 2 dvouprvkové bloky a 4 či 2 jednoprvkové bloky. Kdyby
ovšem ρ měla 6 blok̊u, tak by zobrazeńı β bylo na celou množinu prvoč́ısel
{3, 5, 7, 11, 13, 17} a tedy obrazem by bylo i prvoč́ıslo 17. Z (ii) by plynulo,
že 17 = β(0) a nebo 17 = β(9). Ale my máme 0, 9 ∈ A, což by vedlo ke
sporu. Takže ρ má právě 5 blok̊u a má tak právě 3 dvojprvkové bloky. A
sice B, C, kde β(B) = 5 a β(C) = 7 (plyne z (v)).
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Bud’ B = {u, v}, C = {w, z}, 1 ≤ u < v ≤ 8, 1 ≤ w < z ≤ 8 (nebot’

0, 9 ∈ A). Je w + 7 ≤ z ≤ 8, čili w = 1, z = 8, C = {1, 8}. Podobně,
u + 5 ≤ w ≤ 7 (nebot’ 8 ∈ C) a u ≤ 2 a tedy u = 2 (nebot’ 1 ∈ C ), v = 7,
B = {2, 7}.

Zbývaj́ı 2 jednoprvkové bloky a sice {4} a {5}. Z (ii) v́ıme, že β(4) ≤ 7
a β(5) ≤ 7. Ale prvoč́ısla 3, 5, 7 jsou již obsazena. Dostali jsme spor.

(viii) V předchoźım bodě jsme se přesvědčili o tom, že žádný čtyřprvový
blok neńı. Jelikož 3+2+2 = 7 a 10−7 = 3, tak ρ muśı mı́t jeden tř́ıprvkový
blok A, 2 dvojprvkové bloky B a C a 3 tř́ıprvkové bloky. Tedy ρ má 6 blok̊u,
každé prvoč́ıslo 3, 5, 7, 11, 13, 17 je obrazem a z (ii) plyne, že bud’to β(0) = 17
či β(9) = 17.

Z (iv) je známo, že β(A) = 3. Je A = {i, j, k}, kde 0 ≤ i < j < k ≤ 9,
3 | j − i, 3 | k − j. Jsou tedy čtyři možnosti: A = {0, 3, 6}, A = {1, 4, 7},
A = {2, 5, 8}, A = {3, 6, 9}.

Dále, B = {u, v}, β(B) = 5, 0 ≤ u < v ≤ 9, 5 | v−u, C = {w, z}, β(C) =
7, 0 ≤ w < z ≤ 9, 7 | w − z. Odtud, B = {0, 5}, {1, 6}, . . . , {4, 9} a
C = {0, 7}, {1, 8}, {2, 9}. Z (ii) plyne {4, 5} ⊆ A ∪ B ∪ C. Rozeberme si
r̊uzné možnosti.

(viii 1) Necht’ A = {0, 3, 6}. Pak B = {2, 7}, {4, 9} a C = {1, 8}, {2, 9}.
To je ale spor s t́ım, že 5 ∈ A ∪B ∪ C.

(viii 2) Necht’ A = {1, 4, 7}. Pak B = {0, 5}, {3, 8} a C = {2, 9}. Dále
β(9) = 7, čili β(0) = 17 a B = {3, 8}. To je ale spor s t́ım, že 5 ∈ A∪B ∪C.

(viii 3) Necht’ A = {2, 5, 8}. Pak B = {1, 6}, {4, 9} a C = {0, 7}. Tedy
β(0) = 7, β(9) = 17 a B = {1, 6}. To je ale spor s t́ım, že 4 ∈ A ∪B ∪ C.

(viii 4) Necht’ A = {3, 6, 9}. Pak B = {0, 5}, {2, 7} a C = {0, 7}, {1, 8}.
To je ale spor s t́ım, že 4 ∈ A ∪B ∪ C.

(ix) Ve všech bodech jsme dospěli ke sporu. Počátečńı předpoklady
našeho poč́ıtáńı nemohou být splněny. To znamená: Máme-li liché celé č́ıslo
n a uváž́ıme-li devatenáct po sobě jdoućıch č́ısel n, n+ 1, n+ 2, . . . , n+ 18 (z
nichž je právě deset č́ısel lichých), potom existuje mezi nimi alespoň jedno
liché č́ıslo takové, že je nesoudělné se všemi zbývaj́ıćımi osmnácti č́ısly (z
intervalu n, . . . , n+ 18).

(x) Necht’ n je takové sudé č́ıslo, že pro každé a, n ≤ a ≤ 19, existuje
b, n ≤ b ≤ 19, a 6= b, nsd(a, b) > 1. Podle (ix) existuje liché č́ıslo c tak,
že n + 1 ≤ c ≤ n + 19 a nsd(c, d) = 1 pro každé d, n + 1 ≤ d ≤ n + 19,
d 6= c. Dále, jakž jsme předpokládali, existuje e, n ≤ e ≤ n + 19, e 6= c,
nsd(e, c) > 1. Pak ale muśı být e = n. Tedy č́ısla n a c jsou soudělná. Je
c = n+ i, kde 3 ≤ i ≤ 19, i liché. Dále, existuje prvoč́ıslo p tak, že p | n, p | c.
Tedy p | i a p ∈ {3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}.
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III.3.6 Poznámka. Z III.3.4 v́ıme, že 16 je japné č́ıslo. A ted’ mějme
patnáct po sobě jdoućıch č́ısel n, n + 1, . . . , n + 14 takových že každé z nich
je soudělné s nějakým daľśım. Protože č́ıslo 16 je japné, tak č́ıslo n − 1 je
nesoudělné se všemi č́ısly n, n+1, . . . , n+14 a tedy n je sudé a 3, 5, 7, 11, 13 -
n − 1. Podobně, n + 15 je nesoudělné se všemi č́ısly n, n + 1, . . . , n + 14,
3, 5 - n, 7 - n+ 1, 11 - n+ 4, 13 - n+ 2. V podobných úvahách lze pokračovat
ještě dlouho.

III.3.7 Úloha. Necht’ p je liché prvoč́ıslo, p = 2n+ 1. n ≥ 1, n = (p− 1)/2.
Pro mı́stńı účely této úlohy si zavedeme následuj́ıćı označeńı: Pro každé
k, 1 ≤ k ≤ p − 1 necht’ α(k) je to jednoznačně určené č́ıslo takové, že 1 ≤
α(k) ≤ p− 1 a p | k · α(k)− 1, (viz III.2.29)

Bud’ w =
∑p−1

k=1(k + α(k)), u =
∑p−1

k=1(k + α(k))2, v =
∑p−1

k=1(k
2 + α(k)2),

t =
∑p−1

k=1 2kα(k).

III.3.7.1 Tabulka Uved’me si hodnoty č́ısel w, u, v, t pro malá p:

p 3 5 7 11
w 6 20 42 110
u 20 118 348 1472
v 10 60 182 770
t 10 58 166 702

Pokud bychom definovali obdobná č́ısla i pro p = 2, pak bychom dostali
w = 2, u = 4, v = 2, t = 2.

III.3.7.2 Lemma Zobrazeńı α je involuce intervalu {1, 2, . . . , p− 1}.

Důkaz. Stač́ı ukázat, že zobrazeńı α je prosté. Je-li však α(k) = α(l), pak
p | (kα(k)− 1)− (lα(l)− 1) = (k − l)α(k), p | (k − l) a k = l.

III.3.7.3 Lemma w = p(p− 1).

Důkaz. Vzhledem k III.7.2 je
∑p−1

k=1 k =
∑p−1

k=1 α(k) a tak w = 2
∑p−1

k=1 k =
p(p− 1) (I.10.2).

III.3.7.4 Lemma v = (p− 1)p(p+ 1).

Důkaz. Vzhledem k III.7.2 je
∑p−1

k=1 k
2 =

∑p−1
k=1 α(k)2 a tak v = 2

∑p−1
k=1 k

2 =
(p− 1)p(p+ 1) (I.10.4).

III.3.7.5 Lemma u = v + t.

Důkaz. Je (k + α(k))2 = k2 + α(k)2 + 2kα(k).
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III.3.7.6 Lemma (i) p | w.
(ii) p | t+ 2.
(iii) p | v pro p ≥ 5 (p - v pro p = 3).
(iv) p | u+ 2 pro p ≥ 5 (p - u+ 2 pro p = 3).

Důkaz. (i) Toto plyne ihned z III.3.7.3.
(ii) Pro každé k, 1 ≤ k ≤ p− 1 je p | kα(k)− 1, takže p | 2kα(k)− 2.
(iii) Toto plyne snadno z III.3.7.4 (je v = 10 pro p = 3).
(iv) Je u + 2 = v + t + 2 podle III.3.7.5 a tvrzeńı plyne z (ii ) a (iii) (je

u+ 2 = 22 pro p = 3).

III.3.7.7 Pro každé k, 1 ≤ k ≤ p − 1, existuje jednoznačně určené č́ıslo
β(k) takové, že 1 ≤ β(k) ≤ p− 1 a p | k2 − β(k).

Zřejmě je β(1) = 1 = β(p− 1).

III.3.7.8 Lemma Necht’ 1 ≤ k < l ≤ p − 1. Potom β(k) = β(l) právě
tehdy, když k + l = p (pak 1 ≤ k ≤ n < n+ 1 ≤ l ≤ p− 1).

Důkaz. Jestliže β(k) = β(l), pak p | l2−k2 = (l+k)(l−k), 1 ≤ l−k ≤ p−2,
a nutně p | l + k. Ovšem 3 ≤ l + k ≤ 2p− 3 < p. Tedy k + l = p.

Naopak, je-li k+l = p, pak p | l2−k2, p | (l2−k2)+(k2−β(k))+(β(l)−l2) =
β(l)− β(k). A tedy β(l) = β(k).

III.3.7.9 Lemma Necht’ p ≤ 5. Potom p |
∑n

k=1 β(k).

Důkaz. Vı́me, že p |
∑n

k=1(k
2 − β(k)) =

∑n
k=1 k

2 −
∑n

k=1 β(k) = pn(n +
1)/6−

∑n
k=1 β(k) (I.10.4). Odtud p |

∑n
k=1 β(k).

III.3.7.10 Lemma Necht’ p ≥ 5. Potom p |
∑n

k=1 α(k)2.

Důkaz. Nejdř́ıve si ověř́ıme, že č́ısla βα(1), . . . , βα(n) jsou po dvou r̊uzná.
Vskutku, je-li 1 ≤ k < l ≤ n, přičemž βα(k) = βα(l), pak z III.3.7.2 a
III.3.7.8 plyne, že α(k)+α(l) = p. Tedy p | kα(k)+kα(l), p | kα(k)+kα(l)−
kα(k) + 1 = kα(l) + 1, p | kα(l) + 1 + lα(l)− 1 = kα(l) + lα(l) = (k+ l)α(l),
kde 2 ≤ k + l ≤ 2n− 1 < p a 1 ≤ α(l) < p, což je spor.

Č́ısel βα(1), . . . , βα(n) je právě n. Z III.3.7.8 snadno plyne, že tato č́ısla
jsou vlastně č́ısla β(1), . . . , β(n) i když třeba v jiném pořad́ı. Speciálně∑n

k=1 β(k) =
∑n

k=1 βα(k) a p |
∑n

k=1 βα(k) podle III.3.7.9.
Vı́me, že p |

∑n
k=1 α(k)2 − βα(k) takže p |

∑n
k=1(α(k)2 − βα(k)) −∑n

k=1 βα(k) =
∑n

k=1 α(k)2.

III.3.7.11 Tabulka Položme z =
∑n

k=1 α(k)2.

p 3 5 7 11
z 1 10(2 · 5) 42(2 · 5 · 7) 143(11 · 13)

III.3.7.12 Lemma
∑p−1

k=1 β(k) = 2
∑n

k=1 β(k).
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Důkaz. Je 2n = p−1. Z III.3.7.8 plyne, že č́ısla β(1), . . . , β(n) jsou po dvou
r̊uzná. Je 1 + 2n = 2 + (2n − 1) = · · · = n + (n + 1) = p. Z III.3.7.8 nyńı
plyne, že č́ısla β(n+ 1), . . . , β(2n) jsou tatáž jako β(1), . . . , β(n) jen v jiném
pořad́ı. Tedy vše je jasné.

III.3.7.13 Lemma Necht’ p ≥ 5. Potom p |
∑p−1

k=1 β(k).

Důkaz. Toto tvrzeńı plyne ihned z III.3.7.12 a III.3.7.9. Můžeme ovšem
použ́ıt též rovnost

∑p−1
k=1 k

2 = (p− 1)p(2p− 1)/6.

III.3.7.14 Lemma Necht’ p ≥ 5. Potom p |
∑p−1

k=1 α(k)2.

Důkaz. Z III.3.7.2 dostáváme rovnost
∑p−1

k=1 α(k) =
∑p−1

k=1 k
2 = (p−1)p(2p−

1)/6 a vše je jasné.

III.3.7.15 Tabulka Položme z1 =
∑p−1

k=1 α(k)2.

p 3 5 7 11
z1 5 30(2 · 3 · 5) 91(7 · 13) 385(5 · 7 · 11)
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III.4 Nejmenš́ı společný násobek

III.4.1 Necht’ M je nějaká množina celých č́ısel. Označme sn(M) množinu
všech společných násobk̊u č́ısel z množiny M . To jest, n ∈ sn(M) právě
tehdy když n ∈ Z a m | n pro každé m ∈ M . Množina sn(M) je neprázdná,
nebot’ 0 ∈ sn(M) v každém př́ıpadě.

Zřejmě je sn(∅) = Z = sn({1}) = sn({−1}) = sn({1,−1}) a sn({0}) =
{0}. Obecněji, je-li 0 ∈M pak sn({M}) = {0}. Dále, sn(M1∪M2) = sn(M1)∩
sn(M2) a sn(M1 ∩M2) ⊆ sn(M1)∪ sn(M2). Je-li M1 ⊆ M2, pak sn(M2) ⊆
sn(M1).

Je-li n ∈ sn(M), pak −n ∈ sn(M) a naopak.
Je nm ∈ sn({n,m}) pro všechna n,m ∈ Z. Obecněji, je n1 · · ·nk ∈

sn({n1, . . . , nk}) pro všechna k ≥ 1, n1, . . . , nk ∈ Z.

III.4.2 Proposice. Necht’ M je nějaká nekonečná množina celých č́ısel.
Potom sn(M) = {0}.

Důkaz. Necht’, naopak, n ∈ sn(M), n 6= 0. Potom −n ∈ sn(M) a my
můžeme předpokládat, že n ≥ 1. Je-li m ∈M , pak m | n, čili 1 ≤ |m| ≤ n a
tedy m ∈ {−n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n}. Tato množina je však konečná.

III.4.3 Proposice. Necht’ M = {m1, · · · , ,mk} k ≥ 1 je konečná množina
nenulových celých č́ısel. Potom:

(i) Množina sn(M) je nekonečná.
(ii) lm1 · · ·mk ∈ sn(M) pro každé l ∈ Z.

Důkaz. Vše je jasné.

III.4.4 Důležitá definice. Necht’ M je neprázdná konečná množina celých
nenulových č́ısel. Z III.4.3 plyne, že množina sn(M) je neprázdná, tedy ob-
sahuje aspoň jedno kladné č́ıslo. Symbolem nsn(M) značme nejmenš́ı kladné
č́ıslo z množiny sn(M). Toto č́ıslo je kladné, je jednoznačně určené a nazývá
se nejmenš́ı společný násobek množiny M.

Je-liM = {m1, . . . ,mk}, k ≥ 1, pak mluv́ıme také o nejmenš́ım společném
násobku č́ısel m1, . . . ,mk a ṕı̌seme nsn(M) = nsn(m1, . . . ,mk).

Zbývaj́ı tři př́ıpady. Je-liM nějaká množina celých č́ısel, která je nekonečná
či která je konečná, avšak 0 ∈ M , pak nsn(M) = 0 (je totiž sn(M) = {0}).
Je-li M = ∅, pak sn(M) = Z a nsn(M) = 1 (zde opět nejmenš́ı kladné č́ıslo
z sn(M)).

III.4.5 Proposice. Necht’ m ∈ Z. Potom nsn(m) = nsn({m}) = |m|.

Důkaz. Je nsn(0) = 0. Je-li m 6= 0 a m | n, pak |m| ≤ |n|. Jelikož m | |m|,
dostáváme nsn(m) = |m|.

116



III.4.6 Věta. Necht’ M je nějaká množina celých č́ısel. Potom nsn(M) | n
pro každé n ∈ sn(M).

Důkaz. Je-li 0 ∈ M , či M je nekonečná, pak nsn(M) = 0 a sn(M) = {0}
(viz III.4.2). Je-li M = ∅, pak nsn(M) = 1 a sn(M) = Z. Necht’, tedy,
M = {m1, . . . ,mk}, k ≥ 1, mi 6= 0, s = nsn(M) a n ∈ sn(M). Podle I.9.3 je
n = as + b, a ∈ Z, 0 ≤ b < s. Vı́me, že mi | n a mi | s. Takže mi | b pro
i = 1, . . . , k. Odtud, b ∈ sn(M) a b = 0 vzhledem k minimalitě č́ısla s. Tedy
s | n.

III.4.7 Proposice. Necht’ m1, . . . ,mk ∈ Z, k ≥ 1. Potom nsn(m1, . . . ,mk) |
m1 · · ·mk.

Důkaz. Je m1 · · ·mk ∈ sn(m1, . . .mk) a použije se III.4.6.

III.4.8 Poznámka. Necht’ M je konečná množina celých č́ısel taková, že
0 6∈ M . Bud’ s = nsn(M). Potom s ≥ 1 a s je nejmenš́ı kladný společný
násobek č́ısel z M ve smyslu obvyklého uspořádáńı celých č́ısel.

Z III.4.6 plyne, že s je současně nejmenš́ı kladný(nezáporný) společný
násobek č́ısel z M a to ve smyslu uspořádáńı nezáporných celých č́ısel daném
relaćı dělitelnosti - viz II.1.10.

Je-li 0 ∈ M či M je nekonečná množina, pak nsn(M) = 0 je jediný
společný násobek č́ısel z M a tedy je také nejmenš́ı v obou uspořádáńıch.
Nakonec, je-li M = ∅, pak nsn(M) = 1 je opět nejmenš́ı kladný společný
násobek v obou uspořádáńıch (nejmenš́ı nezáporný v uspořádáńı daném
dělitelnost́ı).

III.4.9 Věta. Necht’ M je neprázdná konečná množina nenulových celých
č́ısel. Pro každé p ∈ P bud’ b(p) = max{ contp(m)|m ∈M}. Potom:

(i) b(p) 6= 0 jen pro konečný počet prvoč́ısel p.
(i) nsn(M) =

∏
p∈P p

b(p).

Důkaz. Bud’ P = {p ∈ P|b(p) ≥ 1}. Je-li p ∈ P , pak existuje m ∈ M tak,
že p | m a tedy p ∈ P (m). Je tak P = ∪P (m),m ∈ M , z čehož plyne, že
množina prvoč́ısel P je konečná.

Položme s = nsn(M) a r =
∏

p∈P p
b(p). Je contp(m) ≤ b(p) pro všechna

m ∈ M a p ∈ P. Ovšem, m =
∏

p∈P p
contp(m), z čehož plyne m | r. Pak ale

r ∈ sn(M) a s | r podle III.4.6. Zbývá dokázat, že r | s.
Pro každé p ∈ P existuje mp ∈M takové č́ıslo, že b(p) = contp(mp). Tedy

pb(p) | m | s a b(p) ≤ contp(s). Jelikož s =
∏
pcontp(s), je také r | s.

III.4.10 Proposice. nsn(M1∪M2) = nsn( nsn(M1), nsn(M2)) pro libovolné
podmnožiny M1 a M2 množiny všech celých č́ısel.
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Důkaz. Necht’ s = nsn(M1∪M2), u = nsn(M1), v = nsn(M2) a w = nsn(u, v).
Je s ∈ sn(M1)∩ sn(M2), čili u | s a v | s plyne z III.4.6. Pak ale w | s.
Naopak, u | w a v | w, z čehož vid́ıme, že w ∈ sn(M1)∩ sn(M2) = sn(M1∪M2).
Odtud, s | w. Takže s = w.

III.4.11 Proposice. nsn(a, nsn(b, c)) = nsn(a, b, c) = nsn( nsn(a, b), c) pro
všechna a, b, c ∈ Z.

Důkaz. Toto tvrzeńı plyne snadno z III.4.10.

III.4.12 Proposice. Necht’ M 6= ∅. Potom nsn(aM) = a· nsn(M) pro každé
a ∈ N0.

Důkaz. Je-li a = 0, pak nsn(aM) = nsn(0) = 0 = 0· nsn(M). Je-li 0 ∈ M ,
pak 0 ∈ aM a nsn(aM) = 0 = a · 0 = a· nsn(M). Je-li M nekonečná
množina, pak nsn(aM) = 0 = a· nsn(M) (pro a 6= 0 i pro a = 0). Můžeme
tedy předpokládat, že množina M je konečná, neprázdná, a že 0 6∈M . Bud’

s = nsn(M) a r = nsn(aM). Je as ∈ sn(aM), čili r | as podle III.4.6. Je
třeba dokázat, že as | r. My ale rovnou dokážeme, že r = as.

Podle III.4.9 je r =
∏

p∈P p
b(p), kde b(p) =max{ contp(am)|m ∈ M}.

Ovšem, contp(am) = contp(a)+ contp(m). Tedy b(p) = contp(a) + a(p),
a(p) = max{ contp(m)|m ∈ M}. Tud́ıž r =

∏
pb(p) =

∏
pcontp(a) ·

∏
pa(p) =

as.

III.4.13 Poznámka. Je a·∅ = ∅ pro každé a ∈ Z. Takže nsn(a·∅) = nsn(∅) =
1 a a· nsn(∅) = a · 1 = a. To znamená, že nsn(a · ∅) = a· nsn(∅) pouze pro
a = 1 (srovnej s III.4.12).

III.4.14 Proposice. Necht’ m1, . . . ,mk, k ≥ 1, jsou nenulová č́ısla. Potom
nsn(m1, . . . ,mk) = |m1 · · ·mk|(= |m1| · · · |mk|) právě když m1, . . . ,mk jsou
po dvou nesoudělná.

Důkaz. Je-li k = 1, pak neńı co dokazovat (III.4.5). Bud’ tedy k ≥ 2,
s = nsn(m1, . . . ,mk) a m = |m1 · · ·mk|. Pro každé p ∈ P je contp(m) =∑

contp(mi) a contp(s) = max{ contp(mi)}. Samozřejmě, s | m. Je-li nyńı
s = m, pak pro každé p ∈ P (m)(= ∪P (mi)) existuje právě jeden index i(p),
1 ≤ i(p) ≤ k, tak, že p | mi(p). Odtud snadno plyne, že č́ısla m1, . . . ,mk

jsou po dvou nesoudělná. Tuto úvahu můžeme snadno obrátit a d̊ukaz je
dokončen.

III.4.15 Poznámka. Na množině N0 můžeme definovat binárńı operaci ∨
předpisem a ∨ b = nsn(a, b). Z III.4.4, III.4.5 a III.4.11 je vidět, že tato
operace je idempotentńı, komutativńı a asociativńı. Jde tedy o polosvaz.
Nav́ıc, a(b ∨ c) = (ab) ∨ (ac) podle III.4.12.
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III.4.16 Př́ıklad. Necht’ s ≥ 1, n1, . . . , ns ∈ N, 2 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ ns,
u = (n1 − 1) · · · (ns − 1), v = nsn(n1 − 1, . . . , ns − 1) a w = n1 . . . ns.

(i) Je w ≥ 2s, u ≥ 1, v ≥ 1, v | u.
(ii) Jsou-li všechna č́ısla n1, . . . , ns lichá, pak 2s | u, 2 | v, w je liché, u - w,

v - w.
(iii) Je-li s ≥ 2, aspoň jedno z č́ısel ni je liché a aspoň jedno je sudé, pak

u, v, w jsou vesměs sudá č́ısla a tak u - w − 1, u - w + 1, v - w − 1, v - w + 1.
(iv) Jsou-li všechna č́ısla n1, . . . , ns sudá, pak 2s | w a u, v jsou lichá č́ısla.
(v) Je-li s ≥ 3, n1 = 2, n2, . . . , ns lichá, pak 4 | u, 4 - w, u - w.
(vi) Necht’ s = 2. Potom w = u+n1+n2−1, w−1 = u+(n1−1)+(n2−1),

w + 1 = u+ n1 + n2.
(vii) Necht’ s = 2 a v | w. Z (vi) plyne, že n2 − 1 | n1 a, jelikož n1 ≤ n2,

tak n2 ∈ {n1, n1 + 1}.
Je-li n1 = n2, tak v = n1 − 1, w = n2

1, nsd(v, w) = 1. Takže, nyńı,
v | w implikuje v = 1, n1 = 2 = n2. Je-li n1 + 1 = n2, tak w = n1(n1 + 1),
v = nsn(n1 − 1, n1) = n1(n1 − 1). Jelikož v | w, tak n1 − 1 | n1 + 1,
2(n1 − 1) ≤ n1 + 1, n1 ≤ 3. Je-li n1 = 2, pak n2 = 3. Je-li n1 = 3, pak
n2 = 4.

Zjistili jsem, že (n1, n2) = (2, 2), (2, 3), (3, 4). A hle! Pro (n1, n2) = (2, 2)
je u = v = 1, w = 4. Pro (n1, n2) = (2, 3) je u = v = 2, w = 6. Pro
(n1, n2) = (3, 4) je u = v = 6, w = 12.

(viii) Necht’ s = 2 a v | w − 1.
Z (vi) plyne, že n2− 1 | n1− 1, čili n1 = n2, v = n1− 1, w− 1 = n2

1− 1 =
(n1 − 1)(n1 + 1). Zjistili jsme, že n1 = n2.

(ix) Necht’ s = 2 a v | w + 1.
Z (vi) plyne, že n2 − 1 | n1 + 1 a, jelikož n1 ≤ n2, tak n2 ∈ {n1, n1 +

1, n1 + 2}.
Je-li n1 = n2, pak n1−1 = v | w+1 = n2

1+1 = (n1−1)2+2n1, n1−1 | 2n1.
Tedy P (n1 − 1) ⊆ P (2n1) = {2} ∪ P (n1). Jelikož P (n1 − 1) ∩ P (n1) = ∅,
tak P (n1 − 1) = 2, n1 = 2k + 1, k ≥ 0, 2k | 2k+1 + 2 = 2(2k + 1), k = 0, 1,
n1 = 2, 3.

Je-li n1 + 1 = n2, pak v = nsn(n1 − 1, n1) = n1(n1 − 1) = n2
1 − n1,

v | w = n1(n1 +1)+1 = n2
1 +n1 +1, P (n1) ⊆ P (v) ⊆ P (w) = P (n2

1 +n1 +1),
n1 = 1, spor.

Je-li n1 + 2 = n2, pak v = nsn(n1− 1, n1 + 1), w = n1(n1 + 2) = n2
1 + 2n1.

Je-li n1 sudé, tak v = (n1− 1)(n1 + 1), v | w+ 1 = (n1 + 1)2, n1− 1 | n1 + 1,
n1 = 2, n2 = 4. Je-li n1 liché, tak v = (n1−1)(n1+1)/2, v | w+1 = (n1+1)2,
(n1−1)(n1+1) | 2(n1+1)2, n1−1 | 2(n1+1), n1−1 = 2k, k ≥ 1, 2k | 2k+1+4,
k = 1, 2, n1 = 3, 5.

Zjistili jsme, že (n1, n2) = (2, 2), (3, 3), (2, 4), (3, 5), (5, 7). A hle! Pro
(n1, n2) = (2, 2) je u = v = 1, w = 4. Pro (n1, n2) = (3, 3) je u = 4, v = 2,
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w = 9. Pro (n1, n2) = (2, 4) je u = v = 3, w = 8. Pro (n1, n2) = (3, 5) je
u = 8, v = 4, w = 15. Pro (n1, n2) = (5, 7) je u = v = 12, w = 35.
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III.5 Největš́ı společný dělitel

a nejmenš́ı společný násobek společně

III.5.1 Věta. Necht’ a, b ∈ Z. Potom nsn(a, b)· nsd(a, b) = |ab| (= ab pro
a, b ∈ N0.

Důkaz. Bud’ r = nsd(a, b) a s = nsn(a, b). Je-li a = 0 či b = 0, pak
ab = 0 = s = rs a tvrzeńı je dokázáno. Můžeme předpokládat, že obě č́ısla
jsou kladná. Tedy |ab| = ab.

Necht’ p ∈ P. Potom contp(r) = min{ contp(a), contp(b)} dle III.1.8,
contp(s) = max{contp(a), contp(b)} dle III.4.9 a, samozřejmě,
contp(ab) = contp(a)+ contp(b). Odtud, contp(rs) = contp(ab) a to pro každé
p ∈ P. Tedy rs = ab.

III.5.2 Poznámka. Umı́me-li spoč́ıtat největš́ı společný dělitel č́ısel a, b,
pak pomoćı III.5.1 nalezneme i nejmenš́ı společný násobek těchto č́ısel. Pro
tři (a v́ıce) č́ısel použijeme III.4.11 (a III.4.10).

III.5.3 Poznámka. (i) Necht’ a1, . . . , ak, k ≥ 1, jsou celá č́ısla. Z d̊ukazu
III.5.1 je snadno vidět, že č́ıslo w = nsd(a1, . . . , ak) nsn(a1, . . . , ak) děĺı č́ıslo
|a1 · · · ak|. Ovšem rovnost těchto č́ısel obecně neplat́ı. Např́ıklad, pro č́ısla
2, 4, 6 je nsd(2, 4, 6) = 2 a nsn(2, 4, 6) = 12, w = 24 6= 48 = 2 · 4 · 6,

(ii) Necht’ a, b, c jsou kladná celá č́ısla, r = nsd(a, b, c), s = nsn(a, b, c).
Jestliže č́ısla a, b, c jsou po dvou nesoudělná, pak r = 1, s = abc a rovnost
r · s = abc plat́ı triviálně.

Nyńı si dokážeme opak. Necht’ rs = abc. Bud’ p ∈ P takové prvoč́ıslo,
že p | a, p | b a contp(a) ≤ contp(b). Je-li contp(c) ≤ contp(a), pak
contp(c)+ contp(b) = contp(rs) = contp(abc) = contp(a)+ contp(b)+ contp(c),
takže contp(a) = 0, spor. Tedy contp(a) < contp(c). Je-li
contp(a) ≤ contp(c) ≤ contp(b), pak contp(a)+ contp(b) = contp(rs) =
contp(a)+ contp(b)+ contp(c), contp(c) = 0, což implikuje contp(a) = 0, spor.
Tedy contp(a) ≤ contp(b) < contp(c). Pak contp(a)+ contp(c) = contp(rs) =
contp(a)+ contp(b)+ contp(c), contp(b) = 0, spor.

Zjistili jsme, že a, b jsou nesoudělná č́ısla. Zcela obdobně nám vyjde, že i
č́ısla a, c jsou nesoudělná a č́ısla b, c jsou také nesoudělná.

III.5.4 Lemma. Pro všechna a, b ∈ Z je nsd( nsn(a, b), a) = a = nsn( nsd(a, b), a).

Důkaz. Tvrzeńı je zřejmé, nebot’ a | nsn(a, b) a nsd(a, b) | a.

III.5.5 Lemma. Necht’ a1, . . . , ak+1, k ≥ 1 jsou celá č́ısla. Potom
nsd(nsd(a1, . . . , ak), ak+1) = nsn(nsd(a1, ak+1), . . . ,nsd(ak, ak+1)).
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Důkaz. Pro k = 1 je rovnost zřejmá. Bud’ k ≥ 2, r = nsd(t, ak+1),
t = nsn(a1, . . . , ak) a s =nsn( nsd(a1, ak+1), . . . , nsd(ak, ak+1)). Chceme
nalézt rovnost r = s. Je-li aj = 0 pro nějaké j, 1 ≤ j ≤ k, pak t = 0, r =
|ak+1| = s (nebot’ nsd(aj, ak+1) = nsd(0, ak+1 = |ak+1|). Je-li ak+1 = 0, pak
r = t = s. Předpokládejme tedy, že všechna č́ısla a1, . . . , ak+1 jsou nenulová.
Potom r, t a s jsou kladná č́ısla a je potřeba ověřit, že contp(r) = contp(s)
pro každé p ∈ P.

Bud’ v ≥ 1 takové č́ıslo, že pv | r. Potom pv | ak+1, p
v | t, čili pv | aj pro

aspoň jedno j, 1 ≤ j ≤ k. Odtud, pv | nsd(aj, ak+1) a pv | s.
Nyńı naopak. Necht’ pv | s. Potom pv | nsd(aj, ak+1) pro nějaké j,

1 ≤ j ≤ k, čili pv | ak+1, p
v | aj, pv | t a, na konec, pv | r. Jsme hotovi.

III.5.6 Lemma. Necht’ a1, . . . , ak+1, k ≥ 1, jsou celá č́ısla. Potom
nsn( nsd(a1, . . . , ak), ak+1) = nsd( nsn(a1, ak+1), . . . , nsn(ak, ak+1)).

Důkaz. Můžeme předpokládat, že k ≥ 2 a ak+1 6= 0. Označme r = nsn(t, ak+1),
t = nsd(a1, . . . , ak) a s = nsd( nsn(a1, ak+1), . . . , nsn(ak, ak+1)). Podobně jako
v d̊ukazu III.5.5 ověř́ıme snadno, že contp(r) = contp(s) pro každé p ∈ P.
Tedy r = s.

III.5.7 Poznámka. Uvažme znovu množinu N0 nezáporných celých č́ısel
uspořádaných dělitelnost́ı (viz II.1.10). Tedy, v tomto uspořádáńı je a ”menš́ı
či rovno” b právě když a děĺı b (a | b). ”Nejmenš́ım” č́ıslem je č́ıslo 1 a
”největš́ım” je č́ıslo 0. Atomy jsou právě prvoč́ısla a duálńı atomy neexistuj́ı.

Pro a, b ∈ N0 jen nsd(a, b) = inf(a, b) = a ∧ b právě infimum (pr̊usek)
těchto č́ısel. Podobně nsn(a, b) = sup(a, b) = a ∨ b je supremum (spojeńı).
Z III.5.4 pak plyne, že dělitelnost́ı uspořádáná množina N0 všech nezáporných
č́ısel je svaz.

Odpov́ıdaj́ıćı algebraický svaz je N0(∧,∨). Nav́ıc, plat́ı rovnosti
a(b ∧ c) = (ab) ∧ (ac), a(b ∨ c) = (ab) ∨ (ac), (a ∧ b)(a ∨ b) = ab pro všechna
a, b, c ∈ N0 (III.1.11, III.4.12, III.5.1). Dále plat́ı (a∧ b)∨ c = (a∨ c)∧ (b∨ c),
(a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) (III.5.5, III.5.6). Náš svaz je distributivńı.

Svaz je také úplný. Pro každou množinu N nezáporných č́ısel je
inf(N) = nsd(N) a sup(N) = nsn(N).

Svaz můžeme reprezentovat pomoćı nekonečných posloupnost́ı nezáporných
celých č́ısel s konečně mnoha nenulovými členy (a přidaným největš́ım prvkem)
– viz II.3.16(ii).
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III.6 Euklid̊uv algoritmus

III.6.1 Lemma. Bud’tež a, b, c, d ∈ Z, přičemž a = bc+d. Potom nsd(a, b) =
nsd(b, d) a nsd(a, c) = nsd(c, d).

Důkaz. Je-li n ∈ Z takové č́ıslo, že n | a a n | b, pak n | a − bc = d.
Naopak, jestliže n | b a n | d, pak n | bc + d = a. Tedy sd(a, b) = sd(b, d) a
nsd(a, b) = nsd(b, d). Symetricky sd(a, c) = sd(c, d) a nsd(a, c) =
nsd(c, d).

III.6.2 Lemma. Necht’ a, b jsou nenulová celá č́ısla. Potom nsd(a, b) =
nsd(b, [a]b) = nsd(|b|, [a]|b|).

Důkaz. Je a = rb + [a]b, kde r ∈ Z, 0 ≤ [a]b < |b| (I.9.4). Podle III.6.1
je nsd(a, b) = nsd(b, [a]b). Ovšem [a]b = [a]|b| podle I.9.5(iii) a nsd(b, [a]b) =
nsd(−b, [a]b).

III.6.3 Euklid̊uv algoritmus Předchoźı lemma nás vede k následuj́ıćımu
postupu při výpočtu největš́ıho společného dělitele dvou č́ısel.

Necht’ a, b ∈ Z a r = nsd(a, b). Předně, je-li a = 0, pak r = |b|. Je-li
b = 0, pak r = |a|. Můžeme tedy předpokládat, že obě č́ısla a, b jsou kladná.
Je-li a = 1 či b = 1, pak r = 1. Můžeme se tedy omezit na č́ısla a ≥ 2 a
b ≥ 2. Je-li a = b, pak r = a. Takže, celkově se můžeme omezit na 2 ≤ b < a.

Je a = r1b + s1, s1 = [a]b, 0 ≤ s1 < b (z d̊ukaz̊u vět I.9.1, I.9.3 a
z poznámky I.9.2 je jasné, jak postupovat při hledáńı č́ısel r1 a s1). Podle
III.6.2 je r = nsd(b, s1). Je-li s1 = 0, pak r = b. Je-li s1 ≥ 1, pak b = r2s1+s2,
s2 = [b]s1 a r = nsd(s1, s2).

Opět, je-li s2 = 0, pak r = s1. Je-li s1 ≥ 1, pak dostáváme následuj́ıćı
schema:

a = s−1 = r1s0 + s1, s0 = b, 0 < s1 < s2
b = s0 = r2s1 + s2, 0 < s1 < s2

...

sn−1 = rn+1sn + sn+1, 0 < sn+1 < s2
sn = rn+2sn+1, sn+2 = 0,

kde n ≥ 1 (to proto že posloupnost nezáporných celých č́ısel
b = s0 > s1 > s2 > . . . muśı skončit na nule). Nyńı je nsd(a, b) = r = sn+1.
Všimněme si, že sn+1 ≤ b− n− 1 a n ≤ b− 2 (to je ovšem velmi hrubý
odhad).
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III.6.4 Př́ıklad. Bud’ a = 561 a b = 330. Je a = 1 · b+ 231, b = 1 · 231 + 99,
231 = 2·99+33, 99 = 3·33+0. Tedy nsd(a, b) = nsd(561, 330) = 33. Z III.5.1
nyńı plyne 33· nsn(561, 330) == 561 · 330 = 561 · 10 · 33, čili nsn(561, 330) =
5610.

III.6.5 Př́ıklad. Bud’ a = 2147483648 a b = 196608. Je a = 10922b +
131072, b = 1 · 131072 + 65536, 131072 = 2 · 65536. Takže nsd(a, b) = 65536
(= 216) a nsn(a, b) = 6442450944.

III.6.6 Př́ıklad. Bud’ a = 55 a b = 34. Je a = 1 · b + 21, b = 1 · 21 + 13,
21 = 1 · 13 + 8, 13 = 1 · 8 + 5, 8 = 1 · 5 + 3, 5 = 1 · 3 + 2, 3 = 1 · 2 + 1 a,
nakonec, 2 = 2 · 1. Tedy nsd(55, 34) = 1.

Zde máme s−1 = 55, s0 = 34, s1 = 21, s2 = 13, s3 = 8, s4 = 5, s5 = 2,
s6 = 1 a s7 = 0, r1 = r2 = r3 = r4 = r5 = r6 = r7 = 1. V tom je také d̊uvod,
proč zde algoritmus běžel ”pomalu”.

III.6.7 Pokud se zamysĺıme nad rychlost́ı algoritmu, tak na základě př́ıkladu
III.6.6 vid́ıme, že nejv́ıce krok̊u dostaneme vždy, když ri = 1 pro každé i.
Docháźı tak vždy k nejmenš́ımu možnému sńıžeńı hodnoty součtu a+ b.

Rekonstruujme tedy ”nejpomaleǰśı” posloupnost postupně odzadu. sn+1 =
1, sn = 2, sn−1 = 3, sn−2 = 5, . . . . Vid́ıme, že pro člen sk muśı platit
sk = sk+1 + sk+2.

Nejhorš́ı možný př́ıpad tak dostáváme tehdy, když a, b jsou dva po sobě
jdoućı členové posloupnosti f0 = f1 = 1 a fn = fn−1 + fn−2 pro n ≥ 2. Tato
posloupnost je známa pod názvem Fibonacciho posloupnost.

Naopak, necht’ a ≥ b a n je takové přirozené č́ıslo, že fn−1 < a ≤ fn. Pak
Euklid̊uv algoritmus na nalezeńı nsd(a, b) konč́ı nejpozději v n kroćıch.

III.6.8 Euklid̊uv algoritmus je pojmenován po řeckém matematikovi Euklidovi
(± 325 př. n. l. – ± 260 př. n. l). Euklid (též Eukleidés či Euklides) tento
algoritmus pravděpodobně sám nevymyslel, ale publikoval jej ve svém d́ıle
Základy, kde se nám zachoval pro daľśı generace.

Euklid̊uv algoritmus je možná nejstarš́ım dochovaným netriviálńım algo-
ritmem.
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III.7 Rozš́ı̌rený Euklid̊uv algoritmus

III.7.1 Rozš́ı̌rený Euklid̊uv algoritmus. Necht’ a, b ∈ Z a r = nsd(a, b).
Chceme nalézt č́ısla c, d ∈ Z taková, že r = ca+ d’b (viz III.1.5(i)).

Předně, je-li a = 0, pak r = |b| a voĺıme c libovolně, d = 1 pro b ≥ 0 a
d = −1 pro b < 0. Podobně, je-li b = 0. Necht’ tedy a 6= 0, b 6= 0.

Dále, je r = nsd(|a|, |b|) a r = ca+ bd znamená, že r = (−c)(−a) + db =
ca + (−d)(−b) = (−c)(−a) + (−d)(−b). Můžeme se tedy omezit na př́ıpad
kladných č́ısel a, b.

Je-li a = 1, pak r = 1 = 1a + 0b. Podobně, je-li b = 1. Je-li a = b, pak
r = a = 1a + 0b. Jestliže b | a, pak r = b = 0a + 1b. Podobně, jestliže a | b.
Můžeme se tedy omezit na př́ıpad 2 ≤ b < a, b - a.

Bud’ s−1 = a = r1s0 + s1, s0 = b, 0 ≤ s1 < s0, s0 = b = r2s1 + s2,
0 ≤ s2 < s1, Je-li s2 = 0, pak r = s1 = a − r1b, c = 1, d = −r1. Je-li však
s2 ≥ 1, pak máme toto schema (viz III.6.3):

a = s−1 = r1s0 + s1, s0 = b, 0 < s1 < s2,
b = s0 = r2s1 + s2, 0 < s2 < s1,

...

sn−1 = rn+1sn + sn+1, 0 < sn+1 < sn,
sn = rn+2sn+1, sn+2 = 0,

r = sn+1, n ≥ 1.

Nyńı si všimněme, že pro každé −1 ≤ i ≤ n+ 1 existuj́ı celá č́ısla ui, vi
taková, že si = uia+ vib. Je-li totiž i = −1, pak voĺıme u−1 = 1, v−1 = 0.
Je-li i = 0, pak voĺıme u0 = 0, v0 = 1. Dále indukćı podle i. Je-li 0 ≤ i ≤ n,
pak si+1 = si−1 − ri+1si = ui−1a+ vi−1b− ri+1uia− ri+1vib =
(ui−1 − ri+1ui)a+ (vi−1 − ri+1vi)b. Tedy ui+1 = ui−1 − ri+1ui a
vi+1 = vi−1 − ri+1vi.
T́ım je indukčńı krok završen a dostáváme r = rn+1 = un+1a+ vn+1b,
c = un+1, d = vn+1 (samozřejmě, sn+2 = 0 = 0a+ 0b).

III.7.2 Př́ıklad. Bud’ a = 110313 a b = 34709. Máme:
s−1 = a = 110313 = 104127 + 6186 = 3b+ 6186 = r1s0 + s1,
r1 = 3, s1 = 6186 = a− 3b;
s0 = b = 34709 = 30930 + 3779 = r2s1 + s2,
r2 = 5, s2 = 3779 = s0 − r2s1 = b− 5(a− 3b) = −5a+ 16b;
s1 = 6186 = 3779 + 2407 = r3s2 + s3,
r3 = 1, s3 = 2407 = s1 − r3s2 = (a− 3b)− (−5a+ 16b) = 6a− 19b;
s2 = 3779 = 2407 + 1372 = r4s3 + s4,
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r4 = 1, s4 = 1372 = s2 − r4s3 = (−5a+ 16b)− (6a− 19b) = −11a+ 35b;
s3 = 2407 = 1372 + 1035 = r5s4 + s5,
r5 = 1, s5 = 1035 = s3 − r5s4 = (6a− 19b)− (−11a+ 35b) = 17a− 54b;
s4 = 1372 = 1035 + 337 = r6s5 + s6,
r6 = 1, s6 = 337 = s4 − r6s5 = (−11a+ 35b)− (17a− 54b) = −28a+ 89b;
s5 = 1035 = 1011 + 24 = r7s6 + s7,
r7 = 3, s7 = 24 = s5 − r7s6 = (17a− 54b)− 3(−28a+ 89b) = 101a− 321b;
s6 = 337 = 336 + 1 = r8s7 + s8,
r8 = 14, s8 = 1 = s6−r8s7 = −(−28b+89b)−14(101a−321b) = 1442a+4583b.

Zpětnou kontrolou dostaneme, že 1442a = 159071346 a 4583b = 159071347.
Takže to vyšlo dobře.

Všimněme si též, že u−1 = 1, u0 = 0, u1 = 1, u2 = −5, u3 = 6, u4 =
−11, u5 = 17, u6 = −28, u7 = 101, u8 = −1442, v−1 = 0, v0 = 1, v1 =
−3, v2 = 16, v3 = −19, v4 = 35, v5 = −54, v6 = 89, v7 = −321, v8 = 4583.

III.7.3 Zábavka. Pro chv́ıle oddechu si zábavně poč́ıtejme.
Vezměme si č́ıslo n ≥ 2 a položme z1 = n. Nalezněme nejmenš́ı č́ıslo z2

takové, že z2 ≥ z1 a n−1 | z2. Nalezněme nejmenš́ı č́ıslo z3 takové, že z3 ≥ z2
a n− 2 | z3. A tak dále. Celý postup konč́ı na č́ısle zn; je ovšem zn = zn−1.

Pro 2 ≤ n ≤ 16 dostáváme tyto posloupnosti:
2, 2; 3, 4, 4; 4, 6, 6, 6; 5, 8, 9, 10, 10; 6, 10, 12, 12, 12, 12; 7, 12, 15, 16, 18, 18, 18;
8, 14, 18, 20, 20, 21, 22, 22;
9, 16, 21, 24, 25, 28, 30, 30, 30;
10, 18, 24, 35, 36, 40, 40, 42, 42, 42;
11, 20, 27, 32, 35, 36, 40, 40, 42, 42, 42;
12, 22, 30, 36, 40, 42, 42, 45, 48, 48, 48, 48;
13, 24, 33, 40, 45, 48, 49, 54, 55, 56, 57, 58, 58;
14, 26, 36, 44, 50, 54, 56, 56, 60, 60, 60, 60, 60, 60;
15, 28, 39, 48, 55, 60, 63, 64, 70, 72, 75, 76, 78, 78, 78;
16, 30, 42, 52, 60, 66, 70, 72, 72, 77, 78, 80, 80, 81, 82, 82.

Pro n ≥ 2 si označme z(n) posledńı č́ıslo zn př́ıslušné posloupnosti.
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Dostaneme tuto tabulku:

n 2 3 4 5 6 7 8 9
n2 4 9 16 25 36 49 64 81

z(n) 2 4 6 10 12 18 22 30
3z(n) 6 12 18 30 36 54 66 90
4z(n) 8 16 24 40 48 72 88 120

n 10 11 12 13 14 15 16
n2 100 121 144 169 196 225 256

z(n) 42 42 48 58 60 78 82
3z(n) 126 126 144 174 180 234 246
4z(n) 168 168 192 232 240 312 328

Vid́ıme, že 4z(n) > n2 pro všechna 2 ≤ n ≤ 16, n2 = 3z(n) pro n = 6, 12
a n2 > 3z(n) pro n = 14, 16. A jestlipak od určitého n výše neńı vždy
315z(n) > 100n2 > 314z(n)?
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III.8 nk = ml

III.8.1 Věta. Necht’ n ≥ 2,m ≥ 2, k ≥ 1, l ≥ 1. Následuj́ıćı tři podmı́nky
jsou ekvivalentńı:

(i) nk = ml.
(ii) Existuje (jednoznačně určené) č́ıslo w ≥ 2 takové, že n = wu a m = wv

kde vq = k a uq = l, q =nsd(k, l) (potom nsd(u, v) = 1 a ku = lv = nsn(k, l)).
(iii) Existuj́ı kladná č́ısla a, b, c taková, že n = ab,m = ac a kb = lc

(potom b = du, c = dv, w = ad, a ≥ 2, d =nsd(b, c)).

Důkaz. (i) implikuje (ii). Je P (n) = P (nk) = P (ml) = P (m), čili P (n) =
P (m) = {p1, . . . , pt} kde t ≥ 1 a pi jsou po dvou r̊uzná prvoč́ısla (viz II.3.19).
Zajisté, kri = lsi, kde ri = contpi(n), si = contpi(m), i = 1, . . . , t. Dále,
qvri = kri, lsi = qusi, vri = usi, v | si, u | ri, si = qiv, ri = qiu. Položme
w = pq11 · · · p

qt
t . Je pak wu = puq11 · · · p

uqt
t = pr11 · · · prtt = n a, podobně,

wv = m. Samozřejmě, nsn(k, l) = ku = vl.
(ii) implikuje (iii). Tato implikace je triviálńı.
(iii) implikuje (i). Máme nk = (ab)k = akb = alc = (ac)l = ml. Dále

qvb = kb = lc = quc, vb = uc, v | c, u | b, b = du, c = dv a w = ad. Zbytek je
jasný.

III.8.2 Poznámka. Necht’ n,m ∈ Z a k, l ∈ N0 jsou taková č́ısla, že nk = ml.
(i) Je-li |n| ≥ 2 (popř., |m| ≥ 2), pak bud’to |m| ≥ 2 (popř., |n| ≥ 2) a

nebo nk = 1 = ml a k = 0 (popř. l = 0).
(ii) Necht’ n ≥ 2,m ≥ 2 a k ≥ 1. Potom l ≥ 1 a tento př́ıpad je popsán v

III.8.1.
(iii) Necht’ n ≥ 2,m ≤ −2 a k ≥ 1. Potom l ≥ 2 je sudé č́ıslo a

nk = (−m)l, −m ≥ 2. Podle III.8.1 je n = ab,m = −ac, a ≥ 2, b ≥ 1, c ≥
1, kb = lc. Zřejmě m = (−a)c právě když cont2(k) ≤ cont2(l). Podobně,
n = (−a)b,m = (−a)c právě když cont2(k) ≤ cont2(l).

(iv) Necht’ n ≤ −2,m ≥ 2 a l ≥ 1. Tento př́ıpad je symetrický k
předchoźımu.

(v) Necht’ n ≤ −2,m ≤ −2 a k, l ≥ 1. Pak č́ısla k, l maj́ı stejnou paritu.
Samozřejmě, (−n)k = (−m)l. Tedy n = −ab,m = −ac, a ≥ 2, b, c ≥ 1,
kb = lc. Ted’ n = (−a)b a m = (−a)c právě když b, c jsou lichá č́ısla (potom
cont2(k) = cont2(l)).

Bud’ cont2(k) = cont2(l). Je pak cont2(b) = z = cont2(c), b = 2z · b1,
c = 2z · c1, b1, c1 liché, kb1 = lc1, n = ab11 ,m = ac11 , a1 = −a2z .

(vi) Necht’ |n| ≥ 2 (popř. |m| ≥ 2) a k ≥ 1 (popř. l ≥ 1 ). Potom
|n| ≥ 2, |m| ≥ 2, k ≥ 1, l ≥ 1.

(vii) Necht’ |n| ≥ 2, |m| ≥ 2 a k = 0 (popř. l = 0 ). Potom k = l =
0, nk = 1 = ml.
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III.8.3 Poznámka. Necht’ n,m ∈ Z a k, l ∈ N0 jsou taková č́ısla, že nk = ml.
V III.8.2 jsme probrali př́ıpad |n| ≥ 2, |m| ≥ 2.

Ted’ bud’ n = 0,±1, př́ıpad m = 0,±1 je symetrický.
(i) Necht’ n = 0, k ≥ 1. Pak nk = 0 = ml, čili m = 0 a l ≥ 1. Samozřejmě

n = 0l,m = 0k, kl = lk.
(ii) Necht’ n = 0, k = 0. Pak nk = 1 = ml a tedy bud’to l = 0, nebo

m = 1 a nebo m = −1 a l je sudé.
(iii) Necht’ n = 1. Potom nk = 1 = ml (viz předchoźı bod).
(iv) Necht’ n = −1 a k je sudé. Opět nk = 1 = ml.
(v) Necht’ n = −1 a k je liché. Potom nk = −1 = ml, m = −1, l je liché.

Samozřejmě, n = (−1)l,m = (−1)k, kl = lk.

III.8.4 Cvičeńı. Necht’ n,m ∈ N0 jsou taková č́ısla, že nm = mn, n 6= m.
Zjist́ıme, že potom (n,m) = (2, 4), (4, 2) (je 24 = 16 = 42).

Předevš́ım, velmi lehce nahlédneme, že n ≥ 2,m ≥ 2. Z III.8.1 plyne, že
existuje w ≥ 2 takové, že n = wu,m = wv, kde wq = m a uq = n. Potom
je u < v a 2 ≤ v. Dále uwv = um = uvq = vn = vwu, v = uwv−u, u | v
a u = 1, nebot’ nsd(u, v) = 1. Takže n = w = q a vn = m = nv. Odtud
n = 2 = v (I.4.11) a tak m = 4.

III.8.5 Poznámka. (i) Č́ıslo tvaru nm + mn, n ≥ 2,m ≥ 2 je známo jako
Leylandovo č́ıslo. Je-li to prvoč́ıslo, pak je to Leylandovo prvoč́ıslo.

Nejmenš́ı Leylandovo č́ıslo je 8 = 22 + 22. Prvńıch 10 Leylandových
č́ısel tvoř́ı posloupnost 8,17,32,54,100,145,177,320,368,512. Č́ısla 17(= 23 +
32), 593(= 29 + 92), 32993(= 215 + 152), 2097593(= 221 + 212) jsou prvńı
4 Leylandova prvoč́ısla. Také č́ıslo 51226753 + 67535122 je prý prvoč́ıslo (v
dekadickém zápisu má 25050 č́ıslic). Totéž se ř́ıká o č́ıslu 86562929 + 29298656

(30008 č́ıslic).
(ii) Můžeme také uvažovat č́ısla tvaru nm − mn. Např. 1 = 32 − 23,

7 = 25− 52, 17 = 34− 43, 79 = 27− 72, 1927 = 211− 112. Č́ısla 7, 17, 79 jsou
prvoč́ısla a 1927 = 41 · 47 prvoč́ıslo neńı.

(iii) Č́ısla typu (i) a (ii) jsou proslulá t́ım, že vzdoruj́ı r̊uzným test̊um
prvoč́ıselnosti.
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III.9 Procvičeńı

Vrát́ıme se k látce prob́ırané v III.2.11, III.2.12, III.2.13, III.2.14 a III.2.15.
Látku si doplńıme o nové poznatky. Výklad bude vhodný i pro ty, co chyběli.

III.9.1 Cvičeńı. V III.2.12 jsme spočetli, že pro a, b ∈ Z plat́ı ab | a + b
právě jen pro a = −b a nav́ıc pro dvojice (1, 1), (2, 2), (−1,−1), (−2,−2).
Postup použitý v III.2.12 lze nezanedbatelně zjednodušit takto:

Je-li a+ b = cab, pak b = a(cb− 1), a | b. Symetricky, b ∈ a, čili a = ±b.
Je-li a+ b 6= 0, pak a2 | 2a, a | 2, a = ±1,±2. Zbytek je zřejmý.

III.9.2 Cvičeńı. A ted’ se zabývejme t́ım, kdy a + b | ab, a, b ∈ Z. Něco
jsme zjistili v III.2.14, avšak zkusme jiný postup:

Bud’ r = nsd(a, b), a = rc, b = rd, c, d ∈ Z, nsd(c, d) = 1.
(i) Dokážeme, že a+ b | ab právě když a+ b | r2.
Zřejmě r2 | r2cd = ab, takže a + b | r2 ihned implikuje a + b | ab. Je

třeba dokázat obrácenou implikaci. Necht’ tedy a + b | ab. Je-li a = 0, pak
r = |b| a a + b = b | b2 = r2. Podobně, je-li b = 0. Lze tedy předpokládat,
že a 6= 0 6= b. Potom r ≥ 1, c 6= 0 6= d. Máme a + b = r(c + d), ab = r2cd,
z čehož plyne c + d | rcd, rcd = w(c + d), w ∈ Z, c(rd − w) = wd. Jelikož
nsd(c, d) = 1, tak c | w, d | rd − 1, d | w a cd | w. Tud́ıž w = vcd, v ∈ Z,
rcd = w(c+d) = vcd(c+d), r = v(c+d). Celkově, r2 = v(c+d)r = v(a+ b).

Můžeme postupovat poněkud komlikovaněji. Necht’ a+ b | ab, a 6= 0 6= b.
Je pak ab 6= 0, čili a + b 6= 0, r ≥ 1. Nav́ıc, obě č́ısla a, b nemohou být
součsně lichá (jinak by totiž sudé č́ıslo a + b dělilo liché č́ıslo ab). Vı́me, že
a+b | (a+b)(a−b) = a2−b2 a a+b | (a+b)2 = a2+2ab+b2. Jelikož a+b | ab,
tak a+b | a2+b2. Odtud a+b | nsd(a2−b2, a2+b2) = s. Je a2−b2 = r2(c2−d2),
a2+b2 = r2(c2+d2), a tak s = r2t, kde t = nsd(c2−d2, c2+d2). Tedy a+b | r2t,
r2t = z(a + b), z ∈ Z. Je z(a + b) = r(c + d), čili z(c + d) = rt. Jestliže
c + d | r, pak a + b = r(c + d) | r2 a jsme hotovi. Postupuj́ıce sporem,
předpokládejme, že p | c + d a p | t pro nějaké p ∈ P. Potom p | c2 − d2,
p | c2 + d2, p | 2c2, p | 2d2. Je však nsd(c, d) = 1 a p | c + d. Takže
p - c, p - d a nutně p = 2. Č́ısla c, d jsou lichá. Vı́me, že a + b | a2 − b2,
a + b | a2 + b2, takže a + b | 2a2, a + b | 2b2 a a + b | nsd(2a2, 2b2) = 2r2.
Je 2r2 = (a + b)e = (c + d)er, e ∈ Z, 2r = (c + d)e. Jelikož c + d - r, tak
e je liché č́ıslo a cont2(c + d) = 1+ cont2(r). A ted’ si to shrňme. Máme
a + b = r(c + d)cont2(a + b) = cont2(r)+ cont2(c + d) = 2cont2(r) + 1,
ab = r2cd, c, d liché, cont2(ab) = 2cont2(r) < 2cont2(r) + 1 = cont2(a+ b) což
je spor s t́ım, že a+ b | ab.

(ii) Jsou-li č́ısla a, b nesoudělná, pak z (i) plyne to,že a + b | ab pouze v
př́ıpadě, že a+ b = ±1. Jinak napsáno, bud’to b = 1− a a nebo b = −1− a
(a = 1− b či a = −1− b).
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Dostáváme dvojice (a, b) = . . . , (−4, 5), (−3, 4), (−2, 3), (−1, 2), (0, 1),
(1, 0), (2,−1), (3,−2) a dvojice . . . , (−4, 3), (−3, 2), (−2, 1), (−1, 0), (0,−1),
(1,−2).

(iii) A ted’ si všimněme, že (i) (potažmo (ii)) snadno plyne z III.2.14.
Vskutku. Je-li a = f(g + h)g, b = f(g + h)h, f, g, h ∈ Z, pak je f(g + h) | r
a a+ b = f(g + h)2 | r2.

III.9.3 Cvičeńı. Zabývejme se dále uspořádanými dvojicemi (a, b) celých
č́ısel takovými, že a ≥ b a a + b | ab. Za t́ım účelem (lokálně) označme
symbolem A množinu těchto dvojic.

(i) Předně si všimněme, že (a, a) ∈ A právě když a je sudé č́ıslo. Dále,
(a,−a) ∈ A pouze pro a = 0. Dále, (a, a − 1) ∈ A pouze pro a = 1. Dále,
(a, a− 2) ∈ A právě pro a = 0,2.

(ii) Necht’ (a, b) ∈ A, přičemž a > b, (a, b) 6= (2, 0), (1, 0), (0,−2). Z (i)
plyne, že a− b ≥ 3. Samozřejmě, (6, 3) ∈ A a 6− 3 = 3.

(iii) Pro každé r ≥ 0 bud’ ar = {(a, b) ∈ A | nsd(a, b) = r}. Zřejmě je
A = ∪Ar, r ≥ 0, přičemž toto sjednoceńı je disjunktńı. Vı́me, že a + b | r2
(III.9.2).

Ihned vid́ıme, že A0 = {(0, 0)}. Z III.9.2 (ii) plyne, že A1 = {(a, 1 −
a) | a ≥ 1} ∪ {(a,−1 − a) | a ≥ 0}. Tedy v A1 jsou právě dvojice
(1, 0), (2,−1), (3,−2), . . . a (0,−1), (1,−2), (2,−3), . . . .

(vi) Necht’ (a, b) ∈ Ar, r ≥ 1. Pak a + b = s 6= 0, b = s − a, r | s | r2.
Nav́ıc, r = nsd(a, s) = nsd(b, s).

(v) Pro každé r ≥ 1 a s ∈ Z takové, že r | s | r2 bud’ Ar,s = {(a, s−a), a ∈
Z, nsd(a, s) = r, 2a ≥ s}. Je zajisté a ≥ s−a. Dále, a+(s−a) = s | r2, r | a,
r | s − a, r2 | a(s − a), a + (s − a) | a(s − a) a tak (a, s − a) ∈ A. Nav́ıc,
r | t = nsd(a, s − a), t | a, t | s, t | nsd(a, s) = r. Tedy t = r. Je tud́ıž
(a, s− a) ∈ Ar.

T́ım jsme ověřili, že Ar,s ⊆ Ar.
(vi) Necht’ r ≥ 1. Z (iv) a (v) plyne, že Ar = ∪sAr,s, s ∈ Z, r | s | r2.

Toto sjednoceńı je disjunktńı.
(vii) Pro každé r ≥ 2 je (r2−r, r) ∈ Ar,r2 . Tedy (2, 2) ∈ A2,4, (6, 3) ∈ A3,9,

(12, 4) ∈ A4,15, (20, 5) ∈ A5,25, . . . .
(viii) Necht’ r ≥ 1, s ∈ Z, r | s | r2. Je-li a ∈ Z takové č́ıslo, že

nsd(a, s) = r, pak a = ra1, s = rs1, s1 | r, s−a = r(s1−a1), nsd(a1, s1) = 1.
Je-li 2a ≥ s, pak 2a1 ≥ s1.

(xi) Necht’ r ≥ 1. Z (viii) snadno plyne, že Ar = ∪s1{ra1, r(s1 − a1) |
a1, s1 ∈ Z, 2a1 ≥ s1, s1 | r, nsd(a1, s1) = 1}. Toto sjednoceńı je disjunktńı.

(x) Bud’ r ≥ 1. Označme A+
r = {(a, b) ∈ Ar | a ≥ 1, b ≥ 1}. Z (ix) plyne,

že A+
r = ∪s1{(ra1, r(s1 − a1) | a1, s1 ∈ N, 2a1 ≥ s1 ≥ a1, s1 | r, nsd(a1, s1) =

1}.
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(xi) Takže A+
1 = ∅, A+

2 = {(2, 2)}, A+
3 = {(6, 3)}, A+

4 = {(4, 4), (12, 4)},
A+

5 = {(15, 10), (20, 5)}, A+
6 = {(6, 6), (12, 6), (30, 6)},

A+
7 = {(28, 21), (35, 14), (42, 7)},

A+
8 = {(8, 8), (24, 8), (40, 24), (56, 8)},

A+
9 = {(18, 9), (45, 36), (63, 18), (72, 9)},

A+
10 = {(10, 10), (30, 20).(40, 10), (70, 30), (90, 10)}.

Máme zde 25 dvojic (a, b) kladných celých č́ısel takových, že a + b | ab.
Pod́ıly ab | (a + b) jsou postupně č́ısla 1, 2, 2, 3, 6, 4, 3, 4, 5, 12, 10, 6, 4, 6 ,
15, 7, 6, 20, 14, 8, 10, 12, 8, 21, 9.

Je (132, 12) ∈ A+
12 a 132 · 12 | (132 + 12) = 11.

III.9.4 Cvičeńı. Necht’ a, b ∈ Z, r = nsd(a, b). Dokážeme, že následuj́ıćı tři
podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) a+ b | a2 + b2.
(2) a+ b | 2r2.
(3) a+ b | 2ab.

Jistě a+b | (a+b)(a−b) = a2−b2. Plat́ı-li (1), pak a+b | a2−b2+a2+b2 =
2a2 a a + b | −a2 + b2 + a2 + b2 = 2b2. Takže a + b | nsd(2a2, 2b2) = 2r2.
Vid́ıme, že (1) implikuje (2). Zajisté 2r2 | 2ab a (2) implikuje (3). Nakonec,
a+ b | (a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab, čili (3) implikuje (1).

Jsou-li nav́ıc č́ısla a, b nesoudělná, pak podmı́nky (1),(2),(3) jsou ekviva-
lentńı tomu, že a + b = ±1,±2. Jako d̊usledek dostaneme, že a + 1 | a2 + 1
pouze pro a = −3,−2, 0, 1. Podobně, a−1 | a2+1 pouze pro a = −1,−0, 2, 3.
Speciálně, a2− 1 | a2 + 1 pouze pro a = 0. Oproti tomu a2 + 1 | a2− 1 právě
pro a = 0,±1.

III.9.5 Cvičeńı. Necht’ a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, že a+ b | 2ab, a+ b - ab.
(i) Z III.9.2(i) plyne, že a+ b - r2, kde r = nsd(a, b). Pak ale r ≥ 1. Podle

III.9.4 je 2r2 = z(a + b), z liché. Čili a + b je sudé č́ıslo a č́ısla a, b maj́ı
stejnou paritu.

(ii) Bud’ a = 2ke, b = 2lf , e, f lichá č́ısla, k ≥ l ≥ 1. Máme 2lz(2k−le +
f) = z(a + b) = 2r2, 2l−1z(2k−le + f) = r2. Jelikož cont2(r

2) = 2l, tak
cont2(2

k−le + f) = k + 1 ≥ 2. Pak je nutně k = l a cont2(e + f) = k + 1.
Odtud, a+ b = 2k(e+ f) a cont2(a+ b) = 2k + 1 > 2k = cont2(r

2).
Např́ıklad, volme a = 20, b = 12. Je ted’ r = 4, a + b = 32 = 25,

ab = 240 = 24 · 3 · 5, 32 - 240, 32 | 2 · 240 = 25 · 3 · 5. Nav́ıc, 2ab | (a+ b) = 15
a a2 + b2 = 544 = 25 · 17 = 17(a + b) = (a − b + 9)(a + b) = 68(a − b),
a2 − b2 = 256 = 28 = (a+ b)(a− b).

(iii) A nyńı necht’ a, b jsou lichá č́ısla. Je a = 2c + 1, b = 2d + 1, 2z(c +
d + 1) = z(a + b) = 2r2, z(c + d + 1) = r2, z, r jsou lichá č́ısla, c + d + 1 je
liché a č́ısla c, d maj́ı stejnou paritu. Dále, r | a − b = 2(c − d), r | c − d,
r | a + b = 2(c + d + 1), r | c + d + 1, c − d = ur, c + d + 1 = vr,
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(u+v)r = 2c+1 = a, (v−u)r = 2d+1 = b, nsd(u+v, v−u) = nsd(u, v) = 1.
Č́ısla u+v, v−u jsou lichá a tak č́ısla u, v maj́ı r̊uznou paritu. Je a+b = 2vr,
a − b = 2ur, 2vr = a + b | 2r2, v | r, v je liché, u je sudé. Čili 4 | a − b a
4 - a+ b. Je zvr = z(c+ d+ 1) = r2, zv = r, a+ b = 2vr = 2zv2.

Např́ıklad, volme a = 15, b = 3. Je ted’ a+b = 18 = 2·32, ab = 45 = 32 ·5,
18 - 45, 2ab = 90 = 2 · 32 · 5, 18 | 90. Nav́ıc, 2ab = 5(a + b) a a2 + b2 =
234 = 2 · 32 · 13 = 13(a+ b) = (a− b+ 1)(a+ b), a− b = 12 - 234 = a2 + b2,
a2 − b2 = 216 = (a+ b)(a− b).

III.9.6 Cvičeńı. Necht’ a, b ∈ Z, r = nsd(a, b). Dokážeme, že následuj́ıćı tři
podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) 2(a+ b) | a2 + b2.
(2) Obě č́ıslé a,b jsta sudiju a a+ b | r2.
(3) Obě č́ısla a,b jsou sudá a a+ b | ab;

Vskutku, plat́ı-li (1), pak č́ıslo a2 + b2 je sudé a č́ısla a, b maj́ı stejnou
paritu. Jsou-li obě č́ısla lichá, pak a = 2c + 1, b = 2d + 1, 2(a + b) =
4(c + d + 1), a2 + b2 = 2(2c2 + 2c + 2d2 + 2d + 1), cont2(2(a + b)) ≥ 2,
cont2(a

2 + b2) = 1, spor. Vid́ıme, že č́ısla a, b jsou obě sudá, a = 2e, b = 2f ,
4(e+ f) = 2(a+ b) | a2 + b2 = 4(e2 + f 2), čili e+ f | e2 + f 2. Podle III.9.2(i)
máme e + f | 2s2, s = nsd(e, f), r = 2s, a + b = 2(e + f) | 4s2 = r2. T́ım
jsme dokázali (2). Ovšem, (2) implikuje (3) okamžitě a (3) implikuje (1) neb
2(a+ b) | (a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab.

Je 6 + 2 = 8 | 40 = 62 + 22, přičemž 2(6 + 2) = 16 - 40.

III.9.7 Cvičeńı. (i) Necht’ k, l ∈ N. Řešme rovnice a + b = 2k, a − b = 2l.
Je to snadné, neb 2a = a+ b+ a− b = 2k + 2l, a = 2k−1 + 2l−1, b = 2k − a =
2k−1 − 2l−1. Řešeńı je tedy a = 2k + 2l, b = 2k−1 − 2l−1.

(ii) Necht’ k ∈ N. Řešme rovnice a + b = 2k, a − b = 1(= 20). Je to
snadné, neb b = 2k − a, 1 = a − b = a − 2k + a = 2a − 2k, 2a = 2k + 1, což
nelze. Rovnice nemaj́ı řešeńı.

(iii) Necht’ l ∈ N. Řešme rovnice a+ b = 1, a− b = 2l. Je to snadné, neb
b = 1− a, 2l = a− b = a− 1 + a = 2a+ 1, což nelze. Rovnice nemaj́ı řešeńı.

(iv) Řešme rovnice a + b = 1, a − b = 1. Je to snadné, neb b = 1 − a,
1 = a− b = a− 1 + a = 2a− 1, 2 = 2a, a = 1, b = 0.

(v) Necht’ k, l ∈ N0. Zjistili jsme, že rovnice a + b = 2k, a − b = 2l maj́ı
aspoň jedno řešeńı tehdy a jen tehdy, jestliže k + l 6= k, l a nebo k = 0 = l.
V obou př́ıpadech má rovnice jediné řešeńı.

III.9.8 Cvičeńı. Necht’ t ∈ N0. Řešme rovnici a2 − b2 = 2t a sice pro
nezáporná a, b. Neńı to těžké, neb (a + b)(a − b) = a2 − b2 = 2t ≥ 1,
a+ b ≥ 0, takže a > b ≥ 0. Je-li t = 0, pak a+ b = 1 = a− b, z čehož plyne
a = 1, b = 0. Je-li t = 1, pak a + b = 2, a − b = 1, z čehož plyne 2a = 3 a
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žádné řešeńı neexistuje. Bud’ t ≥ 2. Je a+ b = 2k, a− b = 2l, kde k ≥ l ≥ 0,
k + l = t. Pro k = 0 či l = 0 nedostáváme žádné řešeńı. Pro k ≥ 1, l ≥ 1 je
řešeńım a = 2k−1+2l−1, b = 2k−1−2l−1 (III.9.7). Pro každý rozklad t = k+ l,
k ≥ 1, l ≥ 1 dostáváme právě jedno řešeńı.

Např́ıklad, pro t = 2 je k = 1 = l, a = 2, b = 0. Pro t = 3 je k = 2, l = 1,
a = 3, b = 1. Pro t = 4 je k = 3, l = 1, a = 5, b = 3. Pro t = 4 je k = 2, l = 2,
a = 4, b = 0. Pro t = 5 je k = 4, l = 1, a = 9, b = 7. Pro t = 5 je k = 3, l = 2,
a = 6, b = 2.

III.9.9 Cvičeńı. Necht’ t ∈ N0. Řešme rovnici a2 + b2 = 2t a sice pro
nezáporná a, b. Neńı to těžké. Je-li t = 0, pak a2 + b2 = 1, čili a = 1, b = 0
nebo a = 0, b = 1. Je-li t = 1, pak a2 + b2 = 2, čili a = 1, b = 1.

Bud’ t ≥ 2. Je-li b = 0, pak a2 = 2t, t je sudé, a = 2t/2. Je-li a = 0, pak
b = 2t/2. Předpokládejme tedy, že a ≥ 1, b ≥ 1. Máme a = 2uc, b = 2vd, kde
u ≥ 0, v ≥ 0, c ≥ 1, d ≥ 1, c, d lichá č́ısla. Nyńı 2t = a2 + b2 = 22uc2 + 22vd2.
Je-li u > v, pak 2t = 2v(2(u−v)c2 + d2), kde 2(u−v)c2 + d2 ≥ 5 je liché č́ıslo,
což neńı možné. Takže u = v a 2t = 22u(c2 + d2), c2 + d2 ≥ 2, t ≥ 2u.
Č́ısla c, d jsou lichá, c = 2e + 1, d = 2f + 1, e ≥ 0, f ≥ 0, 2t−2u = c2 + d2 =
4e2 + 4e+ 4f 2 + 4f + 2. Jelikož 4 - 2, tak e = 0 = f , c = 1 = d, a = 2u = b,
t = 2u+ 1, t liché, u = (t− 1)/2, a = 2(t−1)/2 = b.

Nalezli jsme, že naše rovnice má řešeńı pouze pro t = 0 (pak (a,b) =
(1,0),(0,1)), či pro t ≥ 1 liché (pak (a, b) = (2(t−1)/2, 2(t−1)/2)).
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