Chapter 1

Lengendreovy a Jacobiho
symboly

I.1 Legendreovy symboly

I.1.1 Definice. Necht p € P a n € Z. Legendretiv symbol <%> nabyva
pouze tif hodnot, a sice 0, 1, -1. Tento symbol je definovan takto:

(1) Jestlize p | n, pak (%) =0;

(2) (2) =1 pro kazdé n liché;

(3) Jestlize p = 2k + 1,k € N, je liché prvocislo a p t n, pak p | n? — 1,
n?* —1 = (n* —1)(n* +1) (viz 1) a nastava praveé jeden z nasledujicich
pripadu:

(a) plnt—1a (2) =1
b) plnf+1a (g) -1

1.1.2 Proposice. (Eulerovo kriterium). Necht n € Z. Potom:
(i) n= (%) (mod 2).
(ii) Je-lip=2k+1€ P,k €N, pak n* = (%) (mod p).

Dikaz. Tvrzeni plyne ihned z definice 1.1.1. O]
I.1.3 Lemma. Necht p € P a n,m € Z jsou takové, ze n = m (mod p).
Potom <%> = (%)

Dukaz. Tvrzeni plyne snadno z 1.1.1(1), 1.1.1(2) v piipadeé, ze p | n a p = 2.
Ve zbylém pifpadé staci pouzit 1.1.2(ii), nebot n* = m* (mod p) O

1.1.4 Lemma. (%) = (ﬁ> (%) pro vSechnan,m € Z a p € P.

p
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Dukaz. Opét muzeme predpokladat, ze p > 3, pt n a p t m. Opét staci
pouzit 1.1.2(ii), nebot (mn)* = n*Fmk. O

!
1.1.5 Lemma. (%) = (%) pro vSechnape P, neZ al € N.

Dikaz. Tvrzeni plyne snadnou indukci z 1.1.4. O]

1.1.6 Proposice. Nechf n € N, n > 2 a nechf n = p* ... pkn je prvociselny
k o
rozklad ¢isla n (viz I). Pak <%> = <ﬂ> L (%“) pro kazdé prvocislo p.

p

Dikaz. Staci pouzit 1.1.4 a 1.1.5. O]

1.1.7 Proposice. Necht p € P a n € Z. Potom:
Q) (g) ~0a (%) ~1.
(i) (3) = (3*).
(ifi) Je-li p = 2k + 1 liché, k € N, pak (%) —(~1)*a (-7’1) - (g) (—1)*.

Dukaz. (i) a (ii). Tvrzeni plynou ihned z definice 1.1.1.
(iii). Rovnost (%) = (—1)" plyne ihned z 1.1.2(ii) a zbyl4 rovnost plyne
z [.1.4. [l

I.1.8 Lemma. Necht p = 2k + 1 je liché prvocislo. Potom nastdava pravé
jeden z nasledujicich dvou pripadu:

(1) p=1,7 (mod 8) a2 =1 (mod p);

(2) p=3,5 (mod 8) a2k =1 (mod p).

Dikaz. Piipad p = 3 je ziejmy a budeme tedy predpoklddat, ze p > 5 (¢ili
k> 2). Bud' nyni r nejvetsi celé éislo takové, ze r < k. Jiste je 1 <r < k

a 2k .kl = (H 20)( [] 20 = (J]20( ][] (0 — 20))(=1)*" (mod p), nebot
=1 i=rfl =1 i=rt1 ) )
p—2i = (—1)2i (mod p). Nyni si uvédomime, ze (H 24)( H (p—2i)) =kl

i=1 i=r+1
Vskutku. Je-li j sudé cislo takové, ze 2 < 5 < k, pak 7 = 2¢ pro néjaké
1 takové, ze 1 < i < r. Odtud plyne, Ze soucin vSech sudych ¢isel mezi 2 a

k vcetné je praveé soucin H 2i. Bud nyni j takové liché éfslo, 7e 1 < j < k.

i=1
Cislop—j=2k+1—jjesudéak+1<p—j <2k Tedyp—j=2i kde
r+1<1i<k. Naopak, je-li r+1 <1 < k, pak p — 2 je liché ¢islo a mame
1<p—-2i<k—1+(k—2r)<k.



Vsimneme-li si nyni, ze k — 1 4 (k — 2r) je préavé nevétsi liché ¢islo mensi
¢i rovné cislu k, vidime téz, ze soucin vSech lichych ¢isel mezi 1 a k véetné je
k
praveé soucin H (p — 2i).
i=r+1
k

Dokézali jsme rovnost k! = (H 2i)( H (p — 2i)), z ¢ehoz plyne kon-
=1 i=rt1
gruence 2°k! = (=1)*"k! (mod p). Odtud p | k!(2F — (=1)*"). Jelikoz
viak je k < pakl =1-2-3--k jetézpt kl,p| 28— (=1 7) a
2k = (=1)F" (mod p).

Jellip=8l+1,pakk=4l,r =2, k—r=2a2"=,1. Jelip=8l+7,
pak k =4l +3,r=2l+1, k—r=20+2a2"=,1. Jeli p=8l+ 3, pak
k=4l+1,r=2,k—r=20+1a2"=, —1. Nakonec je-li p =8l + 5, pak
k=4l+2,r=2l+1,k—r=2+1aopét 2=, —1. Oviem —1 =, p— 1
a nase lemma je dokazano. O

1.1.9 Véta. Necht p je liché prvocislo. Potom:
(i) (%) =1 prave kdyz p = 1,7 (mod 8).

(ii) (%) = —1 prave kdyz p = 3,5 (mod 8).
Dukaz. Tvrzeni plyne z 1.1.2(ii) a 1.1.8. O

1.1.10 Poznamka. Piedchozi vysledky lze pouzit pro vypocet Legendreova

n

symbolu <5>. Predevsim podle [.1.7 se 1ze omezit na n > 2. Piipad p = 2
je jasny z definice 1.1.1 a lze se tedy omezit na liché prvocislo p. Je-li n sudé

¢islo, n = 2"ny, r = conte(n) > 1, ny > 1 liché, pak (g) = <]23> (%) podle
[.L1.4 a [.1.5 a symbol (%) nalezneme pomoci [.1.9. Stac¢i tedy umeét nalézt

symbol (%) pro liché p a liché n > 3. Je-li n = pi* - p,*» prvociselny
zaklad c¢isla n, pak p; jsou vesmés licha prvocisla a vzhledem k 1.1.6 staci
znat symboly % .

Samoziejmé vzhledem k 1.1.3 se lze omezit na n < p (pak také p; < p).

I.2 Véta o kvadratické reciprocité

I.2.1 Véta. (Gaussovo kritérium). Necht p = 2k+1,k € N, je liché prvocislo
a necht n € N je takové ¢islo, ze n > 2 a p { n. Budiz ¢ pocet téch ¢isel r
takovych, ze 1 <r < k ap | rn+ s pro aspon jedno s, 1 < s < k. Potom

(2) = (—1)* (cili <g) =1 pro ¢t sudé a (%) = —1 pro t liché).
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Dikaz. Pro kazdé r takové, ze 1 < r < k, existuje jednoznacné urcené cislo
c(r),1 <e(r) < p, tak, ze r,, = c(r) (mod p). Je-li ¢(r) < k, polozme a(r) =0
ab(r)=c(r). Je-li k+1 < ¢(r), polozme a(r) =1 a b(r) = p — ¢(r). V obou
pifpadech je 1 < b(r) < k arn = (=1)%"b(r) (mod p). Piimym vypoctem
se presvedéime, ze vzhledem k danym vlastnostem jsou ¢isla a(r) € {0,1}
a b(r) € {1,2,...,k} urcena jednoznacné. Navic je-li b(r1) = b(ry) pro
1 <1 <ry <k pak je ron = +rin (mod p), ¢li budiz p | (r; + re)n
nebo p | (ry — r1)n. Ovsem p ¢ n, ¢ili budto p | 71 + ry a nebo p | 75 — 7.
Ovsem 2 <1y 4719 < 2k < p, z ¢ehoz plyne p | ro — 7. Je viak 0 < ry — 1 <
k—1 < p, atak ro = ri. Tim jsme dokézali, ze b je prostd (nikoliv injektivni)
transformace intervalu {1,2,...,k}. Tento interval je konetnd mnozina, b je
jeji permutace a 1-2---k = k! = b(1)b(2)---b(k). Déle pak kln* = 1n -
2030k =, (—1)0b(1) - p(—1)*b(2) - p(~1)7Ob(3) - - p(—1)*Wp(k) =
(=1)%k!, neboli p | (n* — (=1)*)k!, kde a = >_ a(r). Jelikoz p 1 k!, vidime, Ze
n* = (=1)* (mod p), a tak <%> = (—1)® plyne z 1.1.2(ii). Vzhledem k tomu,
ze (%) ,(—1)* € {1, -1}, dostavame pifmou rovnost <%> = (=1)*. Zbyva
ovérit, ze a = t. Nejprve si uvédomime, zZe a je soucet prave téch cisel a(r),
kde a(r) = 1. Je-li 1 < r < k takové, ze a(r) = 1, pak p | rn + b(r), kde
1 <b(r) < k. Naopak jsou-li 1 <r <kal<s<ktakova, ze p | rn+ s,
pak rn = —1-s (mod p), a(r) =1 a b(r) = s. Tim je dukaz ukonéen. O

1.2.2 Véta. (Véta o reciprocité kvadratickych zbytku). Necht p, ¢ jsou ruznd
lichd prvocisla, 2k +1=p # g = 20+ 1, k,1 € N. Potom (g) (g) — ()M,

Dikaz. Predpokladejme ¢ < p, t.j. | < k. Oznacime A mnozinu téch ¢isel
r,zel <r <kap|rqg+sprongakés, - <s <k. Pror € A polozime
a(r)=k+1-—r.

1.2.2.1 Lemma « je permutace mnoziny A a o = id (tedy a je involuce
na mnoziné A).

Duikaz. Pro r € A je ziejmé 1 < a(r) < k. Déle —p | rq + s,—1 < s <
k,—rq =s (mod p),(k+1—r)g=, (k+1)g+s=(k+1)2+1)+s=
2kl +204+k+1+s=pl+k+i+1+s=,k+l+1+s=1—k+s (modp).
Ovsem -l <k—s—Il<kap|(k+1—-r)g+k—1—s)=a(r)g+k—1—s.
Tedy a(r) € A. Rovnost o? = id, je ziejmé z definice transformace a. [

Polozme a = |A|, t.j. a je pocet prvku mnoziny A. Budeme dokazovat,
7e (—1)M = (=1)=.

1.2.2.2 Lemma Je-li 1 < r < k, pak a(r) = r pravé kdyz k je liché a
2r=FkF+1.



Dikaz. Ovérime snadnym vypoctem. O]
1.2.2.3 Lemma Necht £ je sudé. Pak (—1)" =1 = (-1)%.

Dikaz. Podle 1.2.2.1 a 1.2.2.2 je transformace a involuce definovana na
mnoziné A a involuce a neméa pevny bod. Tedy mnozinu A lze rozlozit na
disjunktni sjednoceni dvouprvkovych podmnozin vzdjemné permutovanych
¢isel. Odtud a je sudé a (—1)? = 1. Oviem kl je sudé té7 a (—1)F = 1.

1.2.2.4 Lemma Necht £ je liché a [ sudé. Pak (—1)" =1 = (—1)

Diikaz. Cislo kl je sudé a (—1)* = 1. Staci tedy dokéazat, ze involuce o nem4
pevny bod (viz dikaz 1.2.2.3). Cislo k + 1 = 2t je sudé, t € N. Vzhledem
k 1.2.2.2 je nutné a staci dokézat, ze t ¢ A. Ovsem 2tq = (k+1)(214+ 1) =
2kl +k+204+1=2k+1)l+k+1+1=pl+2v,20 =k+1+1 (Cslo
E+1+1jesudé). Tedy p| 2(tq —v), p | tqg—v atq = v (mod p). Zajisté
[ <v<k. Jelinynistakové, ze —1l < s < k,pak 1 < s+v <2k < p, atak
p+s+v = (tg+s)— (tg—v). Jelikoz p | tq—w, zjistujeme, Ze p { tqg+s. Podle
definice mnoziny A to znamena, ze t ¢ A, coz jsme potiebovali dokazat. [

1.2.2.5 Lemma Necht k i [ jsou lich4 éisla. Pak (—1)* = —1 = (=1)~

Dukaz. Mame k+1 =2t al+1=2v,kde t,v € N. Opét 2tqg = (k+1)(2l+
1) =2kl+20+k+1=2k+1)I+k+1+1=p(l+1)—2s, 25 =k —1 (cislo
k—1ljesudé. Tedy p | 2(tq+s)ap|tq+s. Zajisté -l <1 <s<k—-2<ka
to znamena, ze t € A. Podle 1.2.2.2 je t jediny pevny bod involuce . Takz
a je liché &fslo a (—1)® = —1. Souéin kl je téz lichy a (—1)k = —1. O

Dokézali jsme, 7e (—1)* = (—1)%. K dokoncen{ ditkazu celé véty staci (a
je sudé) dokézat, ze (—1)* = (g) <%>. Pokracujme tedy.

Budiz B mnozina téch ¢isel r, ze 1 < r; < k a p | riq + s; pro aspon
jedno s; takové, ze 1 < s; < k. Je-li b = | B|, pak rovnost (%) = (—1)® plyne
z 1.2.1. Podobné je-li C' mnozina téch ¢isel 1o, ze 1 < ry <l a q| rop + o
pro néjaké so, 1 < sy < [, pak <§> = (=1)¢, kde ¢ = |C|. Dohromady

méame <§> (%) = (=1)"¢ a jak jiz vime, (—1)* = (—=1)%. Stacilo by tedy

dokazat, ze ¢isla a a b+ ¢ maji stejnou paritu. My vSak dokédzme vice. Totiz
za=b+ec.

1.2.2.6 Lemma B C A

Diikaz. Inkluse plyne ihned z definic jednotlivych mnozin. O



1.2.2.7 Lemma A = BUD, kde D = A\ B. Ptitom D je mnozina pravé
téch ¢isel r3, ze 1 < r3 < k a p | r3q+ s3 pro aspon jedno sz, —l < s3 < 0
(potom s3 < —1).

Dikaz. Opét staci zvazit definice jednotlivych mnozin. O

Polozime-li d = | D|, pak mame a = b+d. K dspésnému dokonceni dukazu
nam zbyva dokazat, ze ¢ = d. Za tim 1c¢elem nalezneme bijekci g : C' — D,
tedy vzajemné jednozna¢né zobrazeni § mnoziny C' na mnozinu D. Zacneme
naslednym piipravnym lemmatem:

1.2.2.8 Lemma Necht r,t,s € Z jsou takovd éfsla, ze 1 <r <[, 1< s <1
arp=tqg—s. Potom1<t<k.

Dukaz. Predné tq = rp+ s > p + 1, z ¢ehoz ihned plyne ¢t > 1. Bud nynf
v =1t—k—1. Potom mame t¢ = (k+1+v)2l +1) = 2kl + k + 2l +
1+2lv+v=_02k+1)l+w=pl+w kde w=k+1+1+v+2lv a také
rm+s=tg=Ilptwa(l—r)p=s—w. Jelikozr <las<I taks>wa
—k—1>s—Il—k—1>v+2v=wvq. Odtudt—k—-1=v<0at<k [

Bud r € C. Podle definice mnoziny je 1 < ry < [ a rop = tq — S,
kde t € Z a1 < so < [. Snadno nahlédneme, ze ¢isla t a s, jsou urcena
jednozna¢né (plyne z nerovnosti 1 < so <1[). Podle 1.2.2.8 je 1 < B(rp) = t.
Jelikoz —1 < —sy < —1, dostavame [(r2) € D (viz 1.2.2.7). Tedy S je dobte
definované zobrazeni mnoziny C' do mnoziny D.

1.2.2.9 Lemma Zobrazeni (3 je injektivni (¢ili prosté).

Duikaz. Necht 1 < r <7/ <[, piicemz t = B3(r) = B(r'). Tedy rp = tq — s,
r'p=tqg—s,kdel1 <s <s<I Pakovsemp|(s—¢), kde 0 <s—5 <
[—1<p Odtud s=5"ar=r". H

1.2.2.10 Lemma Zobrazeni /5 je na celou mnozinu D (¢ili surjektivni ¢
projektivni).

Diukaz. Mame ovérit, ze S(C) = D. Bud tedy r3 € D (viz 1.2.2.7). To
jest 1 < r3 < kap|rqg+ss —l <s3 < —1. Mame vp = 73 + s3,
v € Z a jelikoz r3q +s3 > q—1 =1+1 > 2 tak je v > 1. Rovnéz
(I+1)p=(1+1)2k+1) =2lk+2k+1+1 > 2lk+2k = kq > r3q+s3 = vp, z
¢ehoz plyne v < [. Celkove médme 1 <v <[, 1 < —s3 <larsqg=uvp+(—s3).
Podle definic mnoziny C' a zobrazeni § je v € C' a B(v) = r3. O

71.2.2.9 a 1.2.2.10 plyne, ze $ je bijekci mnoziny C' na mnozinu D. Tedy

c=da=btd=b+tca (g) (g) — (—1)Pe = (—1)PH = (—1)° = (—1)H.

Tim je dukaz celé véty nadobro skoncen. O
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1.3 Jacobiho symboly

1.3.1 Definice. Necht n,m € Z, pricemz m > 2 a m = p'---p* je
prvociselny rozklad ¢isla m (kdy r;,k € N a py,...,pg jsou po dvou riazna
prvocisla). Tento rozklad je jednoznaény a my definujeme Jacobiho symbol

m l)l pk I

kde (;) jsou piislusné Legendreovy symboly (viz 1.1.1). Opét (E) c

{0,1,—1}. Polozme jesteé (%) =1lpron # 0 a (%) = 0. Tim jsme nasi

contp(m)
definici rozsitili 1 o ¢éislo m = 1. Muzme psat (%) = H (E) pro
p
peP
véechnan € Z am € N, kde bud'to n # 0 nebo m # 1 (jako obvykle 0° = 1).

1.3.2 Proposice. Necht n € Z am € N jsou takov ¢isla, ze NSD(n,m) # 1
(t.j. ¢isla n a m jsou soudélnd). Pak (2) = 0.

Dukaz. Je m > 2 a existuje p € P tak, ze p | m a p | n. Pak <%> =0a
rovnost (£) = 0 plyne ihned z definice tohoto symbolu (viz 1.2.1).

1.3.3 Proposice. Necht n;,n, € Z a m € N jsou takova ¢isla, 7ze n; =
ny (mod m). Pak (%) = (22).

Diukaz. Je-li m = 1, pak ny = ny. Necht m > 2 a necht p | m, p € P. Jisté
je n1 = ny (mod p), a tudiz <%> = (%) podle 1.1.3. Zbytek je jasny z
definice Jacobiho symbolu 1.3.1. n

1.3.4 Proposice. Necht ny,ny € Z am € N. Pak (222) = (1) (22)

Dukaz. Opét lze predopkladat, ze m > 2. Je-li p € P takové, ze p | m. pak
(%) = (%) (%) podle 1.1.4. Zbytek je jasny. O

1.3.5 Proposice. Necht n € Z a m;,my € N. Pak ( n ) = (i) <i>

mimso mi m2

Dukaz. Opét se lze omezit na ¢isla m; > 2 a mg > 5 (je (%) = 0 pro kazdé
m € N). Je cont,(mimsg) = cont,(my) + cont,(ms) pro kazdé p € P a zbytek
je jiz jasny z definice Jacobiho symbolu. O]

1.3.6 Proposice. Necht ny,n9 € Z am;, my € N. Pak (M> = (ﬂ> <ﬂ>

mima2 ma
ni n2
mao mi )"



Dtikaz. Tvrzeni plyne snadnou kombinaci 1.3.4 a 1.3.5. O

1.3.7 Proposice. Necht n,m € N, n > 2, m > 2 a necht n = pj*---p*

am = ¢;'---q" jsou piislusné prvociselné rozklady. Potom je (%) =

N\ Titsi )
H(%) i=1,.. k=1, .1
Dikaz. Tvrzeni plyne z 1.3.4 a [.3.5. [

1.3.8 Proposice. Necht n € Z a m € N. Potom:
(i) () =0a (5) =1
(ii) Je-li m = 2k + 1 liché, k € Ny, pak (=) = (=1)* a (=2) = (Z) (=D,

Dukaz. (i) Rovnosti plynou snadno z 1.1.7(i) a definice 1.3.1.

(ii) Je-lim =1, pak k = 0 a (52) = 1 = (—1)°. Je-li m prvoéislo, pak
rovnost (%) = (=1)* je dokdzdna v 1.1.7(iii). V obecném pifpadé pouzijeme
indukci prodle m. Je-li totiz m > 9 slozné liché cislo, pak m = mymsy, kde
m; = 2k; + 1 jsou mensi licha ¢isla, k; € N. Je k = 2kiky + k1 + ko a

() = <;1_1) (;71) = (—1)k . (—1)k = (—1)ktke = (“1)F podle 1.3.4. O

1.3.9 Proposice. Nechf ¢t € N. Potom:
(i) (3)=1.
(i) (52) = (&) = (2)" pro kazdé n € Z.

Dikaz. (i) Je (5+) = (%l)t podle definice Jacobiho symbolu. Ovsem (3) =
1 podle 1.1.1(2).
(i) Podle (i) a 13.4 a 13.5 je (32) = (3) (&) = () = (2)" O

2t

1.3.10 Proposice. Necht m = 2'm;, kde t € N a m; = 2k + 1 je liché,
ky > 1. Potom

0 (2) = (-1

(i) (=2) = () (=1)" pro kazdé n € Z.

m

Ditkaz. (i)Podle 3.5 je (51) = (51) (51). Podle 13.8 2 13.7(i) dostavime
(5) = (=)™

(i) Toto plyne z (i) s pouzitim 1.3.4. O

1.3.11 Véta. Necht m € N.
(i) Je-li m sudé, pak (2) = 0.
(ii) Je-li m = 2k + 1 liché, k € Ny, pak (2) = (—1)!, kde 2l = k(k + 1) (ci
8l =m? —1).



Dukaz. (i) Toto plyne ihned z 1.3.2.

(ii) Je-dli m = 1, pak (2) =1 = (=1)°, 1 = 0. Jeli m > 3 (liché)
prvocislo, pak rovnost (%) = (—=1)" plyne snadno z 1.1.9. Je-li m slozné
liché ¢islo, m = myme, kde my > 3 a mo > 3, pak budeme postupovat
indukcf. Mdme totiz (m? —1) — (m? —1+4+m3 —1) =mm2 —m? —m3+1 =
(m?2—=1)(m3—1) = (my —1)(my +1)(ma —1)(ma+ 1) a toto &islo je délitelné
¢islem 16, ¢ili m? — 1 = 16t +m? — 1 +m3 — 1 = 8(2t + 1y + Iy) = 81, kde
8y, =m?—1,8ly =m2—1al=2t+1; + 1. Podle indukéniho pfedpokladu
je <mll> = (=11 a <m%> = (=1)"2. Podle 135 je () = (%) <m%> =
(=1)htl = (—1)ba+lt2t = (1) 8l =m?2 — 1. O
1.3.12 Véta. (Véta o reciprocité pro Jacobiho symboly. Necht n = 2k +1 a

m = 2[4+ 1 jsou dvé nesoudélnd licha ¢isla, k,l € Ny. Potom plati (%) (%) =
(_1)1@1.

Dtikaz. Rozdélime jej do bodu.
(i) Jelin=1,pak k=0a (L) (2). 1 =(-1)° = (=1)" podle 1.3.7(i) a
definice symbolu (%) (viz 1.3.1). Podobné je-li m = 1.
(ii) Jsou-li obé ¢isla jiz prvocisla, pak se pouzije véta 1.2.2.
(iii) V obecném piipadé budeme postupovat indukei podle n + m. Je-li
m prvocislo slozné, pak m = mims, kde m; = 2[; + 1, [; € N a mame

m =241, 1 =2+l + Nyni (2) (2) = () (2) (&) () =

mi n me n
(—1)Fhthlz — (_1)Mltl)¥2khl — (_1)M podle 1.3.4, 1.3.5 a indukéni
predpokladu. Pripad slozného ¢isla n je symetricky. O]

1.3.13 Poznamka. Pro tplnost bychom mohli definovat (%) =1, (%1) =-1
a (%) =0 pron € Z, n #1,—1. Nic dulezitého by to vSak nepfineslo.

I.4 Trochu prikladua

K vypoctu Legendreovych a Jacobiho symbolt slouzi pravidla a rovnosti
odvozené a ziskané v predchozich tfech sekcich. Nejlépe bude si spocitat
néco prikladu.

I.4.1 Piiklad. Spoc¢téme Legendreuv symbol (%). Jel9=2-941amy
pouzijeme Gaussovo kriterium [.2.1. Mame £ =9, 1:-6 =196, 2-6 =19 —7,
3:-6=19—1,4-6=195,5-6=19 —8,6-6=19 —2,7-6=194,8-6=19—9
9.6 =19 —3. V 1.2.1 oznacujeme ¢islo t pocet zapornych zbytku, coz je

v nasem pifpadé t = 6. Takze () = (—1)® = 1.



1.4.2 Priklad. Spoctéme (Q) Cisla1l =2-5+1a23 =2-114+1 jsou
licha prvocisla a podle 1.2.2 je (%) = (f‘;’) Déle 23 = 2 - 11 + 1, cili

(2) = (3) =1 podle I.1.3 a 1.1.7(i). Celkové je (45) = —1.
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1.4.3 Priklad. Spocterne( ) Jel3=2-6+1,37=2- 18—1—1&(—?) = ( )
podle 1.2.2. Déle, 37 =213+ 11, () = (4 )—( 3) = (£) = —1 (poutij
113,122, 1.3.12 a 1.1.9 (ii)). Tedy (52) = A

I.4.4 Piiklad. Spoctéme (%) Opét 19=2-941a257=2-128+1 jsou
licha prvocisla. Je (ﬁ) = (159) podle 1.2.2. Dale, 257 = 13- 19 + 10, a

tak (27) = (1) = (7 3 — (%) podle 1.1.3, I.1.4 a 1.1.9(ii). OvSem
(3)=—()=-(}) =~ (%)2 = —1 (opét se pouzije 1.2.2, 1.1.3 a 1.1.4.
Tedy (g37) =

L.4.5 Piiklad. Spoctéme Jacobiho symbol (z5%) (2 | 506 a 3 | 3309).

Nejdiive pomoci XXX zjistime, ze ¢isla 506 a 3309 jsou nesoudélna. Dale,
506 = 2 % 253 a tak (295) = (335) - (m). Podle 1.3.10 je (555) = (—1)%,

3309 3309 3309
kde 20je1654 - 1655, ¢ili [ = 827 - 1655 (je totiz 3309 = 2 - 1654 + 1). Tedy
(35) = —1. neb L je liché, a mime () = — (Z3). Nyn, (22) = (300)
podle 1.3.11 (neb k = 1654 je sudé), 3309 = 13- 253 4 20, (327) = (&%) =
5

253

2?3) ) (253) ( ) podle 1.3.3 a 1.3.4. Avsak, podle 1.3.11, je (—) =
253) _ ( ) — (é)

5 3

253
dostavame ( 206 )

w

( ) = —1 (opét se pouzije 1.3.3 a 1.3.11. Dohromady
3309

HII

I.4.6 Priklad. Spoctéme (%) Jde vlastné o Legendreuv symbol, nebot
3511 je prvocislo. Ale to nebudeme potiebovat. Je také 713 = 23- 31, ale ani
to nepotrebujeme védét. Predné, 3511 =2 - 1755+ 1 a 713 = 2 cdot356 + 1.
Déle se presvédéime, ze ¢isla 713 a 3511 jsou nesoudélna. Podle 1.3.11 je
(22) = (£U). Jelikoz 3511 = 5713+ 669, tak je (24) = (£9). Cisla 669
a 713 jsou nesoudélna a (@) = (713) podle 1.3.11. Nyni, 713 = 669 + 44,

713 669
B = () = (@) () = () = (1) = ()" = 1 Cellove

3511/

1.4.7 Poznamka. Jacobiho symboly zobecnuji symboly Legandreovy a pocetni
pravidla pro jejich vypocty jsou obdobnd. Nicméné si vSimnéme, ze pri
vypoctu Jacobiho symboli (keré ovsem zahrnuji i Legandreovy symboly)
nepotiebujeme rozkladat dana cisla na souc¢in prvocisel, coz byva v pripadé
velkych ¢isel obtizné (srovnej s 1.1.10).

Pti vypoctech pouzijeme predevsim [.3.3, [.3.4, 1.3.5, 1.3.9, 1.3.3, .3.10 a
[.3.11.
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