Chapter 1

Deélitelnost

I.1 Relace délitelnost

I.1.1 Pro celd ¢isla n, m piseme n | m praveé tehdy kdyz n déli m, neboli m je
nasobkem cisla m, m = k - n pro néjaké k € Z. Timto zpusobem ziskavame
binarni relaci délitelnosti na mnoziné celych ¢isel. Jakozto bunarni relace
je to vlastné mnozina prislusnych dvojic celych ¢isel. Tato relace méa radu
vlastnosti.

Pro zdbavu a pouceni se presvédéime o tom, ze 29 | 4988, 29 = 4+9+8+38,
75 | 5700, 17 | 6171, 495 | 5940, 25 | 125, 5/25, 5 | 5, 33 | 99, 99 | 693,
99 | 9009, 11 | 1001, 22 | 2002, 33 | 3003, ..., 88 | 8008 (viz téz V.6.2 XXX).

Na druhé strané 114 1010 (to jest, nedéli) a 754 570. Ovsem 11 | 1100 a
125 | 1125 (1125/125 = 9).

I.1.2 Véta. Relace délitelnosti | je reflexivni a tranzitivni (tedy je to kvaziusporadéni).

Dukaz. Pro kazdé n € Z je n = 1n, ¢ili n | n. Dale, je-lin | m a m | k,
pak m =In, k =tm, a tak k = (tl)n an | k. Tim jsme dokazali pozadované
vlastnosti reflexivity a tranzitivity. m

I.1.3 Véta. (i) n | 0 pro kazdé n € Z
(ii)) 1| na—1|n pro kazdé n € Z

Dukaz. (i) 0=n-0.
ii)n=1-n=(-1)-(—n). O

I.1.4 Véta. (i) Je-li n € Z takové, ze 0 | n, pak n = 0.
(ii) Je-li n € Z takové, ze 1 | n a nebo —1 | n pak n = +£1.

Dikaz. (i) n=%-0=0.
(ii) Je nk = £1. O



I.1.5 Véta. Necht n,m € Z. Potom n || m (t.j. n | m am | n) pravé tehdy
kdyz n =m a nebon = —m (t.j. n = +m).

Dukaz. Nejdiive, je-li m = kn a n = lm, pak m = kin, (1 — kl)m = 0 a,
podobng, (1—kl)n = 0. Prom = 0 dostdvdme n = Im =1-0 =0 = m. Bud
tedy m # 0. Pak rovnost (1 — kl)m = 0 implikuje rovnost 1 = kl, a tak bud

k=1lam=mn,anebok=—-1am=—n.
Nyni naopak. Je-li m = n, pak zjevné n || m. Je-li n = —m, pak
n=(—1)mam=(—1)n aopét n || m. O

I.1.6 Relace délitelnost | na mnoziné Z neni antisymetricka. Je to kvaz-
iusporadani, jehoz jedinou ekvivalenci je relace ||. Z ptredchozi véty vidime,
ze tato ekvivalence neni ”velkd”. Bloky ekvivalence jsou mnoziny {0} a
{n,—n}, n e N.

1.1.7 Véta. Necht m,n,k,l € Z.
(i) Jestlize n | m, pak kn | km.
(ii) Jestlize n | m a k | I, pak nk | ml.
(iii) Jestlize nk | mk a k £ 0, pak n | m.

Dukaz. (i) Je m = tn, a tedy km = kin.

(ii) m = tn, | = uk a tedy nktu = ml.

(iii) Je mk = nkl pro néjaké | € Z. Je-li m = 0, pak n | m. Je-li m # 0,
pak mk # 0 a tedy n # 0 # 1. OvSem k(m —nl) =0, k # 0, takze m =nl a
n| m. O

I.1.8 Jak vidime, relace délitelnosti | je stabilni (¢ili stdld) vuci operaci
nasobeni. Ekvivalence || je tedy kongruenci multiplikativni pologrupy oboru
Z. Ovsem, tyto relace nejsou stabilni vuci séitdni. Napt. 1 |2al+1=2¢
3 =1+2. Nicméné jestlize n | my,...,n | mg, k> 1, pak n | mq + -+ my.

Necht n |mak|l,nmeZ kileNy Jem=nual=kv, uéclZ,
v € Ng. Nynf m* = nfu? a m! = m* = (nlu®)? = n* - u*. Tedy n* | m! v
tomto piipadeé. Je-li vak v =0, pak { =0 a m! = m® = 1. V tomto piipadé
n* | m! =1 pravé kdyz bud'to k = 0 nebo n = 1 a nebo n = —1.

1.1.9 Véta. Necht n1, ny, ns, . . . je nekoneéna posloupnost celych éisel takova,
ze niy1 | n; pro kazdé i > 1. Potom existuje k > 1 tak, ze ng4; = £ny pro
vSechna j > 0. Tedy |ng| = |ngs1] = [ngse] = - - ..

Dukaz. Je n; = n;1t; pro vhodné ¢islo t; € Z. Pak ovsem |n;| = |[n;1][ti],
¢ili [niqa| | Jni]. Tedy bud to n; = 0, a nebo |n; 1] < |ng|. Jeli ng =0
pro néjaké k > 2, pak 0 | ng_1, a tak ng_; = 0. Indukei tak dostaneme
N = Ng_1 = N2 = ... = ny = 0. Muzeme tedy predpokladat, ze r > 1



jsou vsechna c¢isla n,.,n,y1,n,49,... nenulova. Jak jsme si vSimli, potom je
In.| > |npe1| > |ne1] > ... 1. Mnozina kladnych éisel |n,4y|, [ > 0, ma
nejmensi clen, a sice ¢islo n;. Pak ale nj = |n; |, { > 0. [

I.1.10 Poznamka. Relace délitelnosti | jsouc vztazena na mnozinu Ny nezdpornych
celych ¢isel je jiz usporadanim této mnoziny. Zbyvajici vlastnost antisymetrie
jiz plyne z [.1.5.

Cislo 0 je nejvétsim prvkem a &slo 1 je nejmensfm prvkem v tomto
usporadani. Navic, jestlize n | m, kde n,m € N, pak n < m. Ovsem,
k|0 a0 <k pro vsechna k € Nj.

Usporadani | neni linedrni. Napi. 213 a 3 1 2. Tedy ¢isla 2 a 3 jsou
nesrovnatelna v usporadani délitelnosti.

Prokazdén >2ai > 0jen’ | nt' an’ < n'*!. Tedy nekonetna posloup-
nost (1 =)n° (n =)n',n? n3,... je ostie rostouci v obou usporddanich | a <.
7 toho vidime, ze v mnoziné Ny neexistuji zadné dualni atomy. To jest, ¢isla
maximalni v N = Ny\ 0. Na druhé strané, atomu (t.j., ¢isel minimélnich vzh-
ledem k délitelnosti v mnoziné {0,2,3,...} = Ng\ 1 existuje mnoho. Rikédme
jim prvocisla.

1.1.11 Veéta. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro celé ¢islo ¢:

(i) Cisla +1 a £¢ jsou jedin{ (celoéiselni) délitelé éisla q.

(ii) Cislo ¢ mé nejvyse ctyfi celociselné délitele.

(iii) Bud'to ¢ = %1, a nebo absolutni hodnota |g| je atomem v mnoziné
Ny usporddané relaci délitelnost (viz 1.1.10).

(iv) ¢ # 0 a jestlize n,m € Z, jsou takovd &isla, Ze ¢ | nm, pak bud'to
q|néiql|m.

Dukaz. (i) implikuje (ii).Tato implikace je trividlni.

(i) implikuje (iii). Bud n € Ny takové, ze n | q. Z (ii) plyne, ze bud'to
n =1 nebo n = |q|. To ale znamend, ze bud'to |q| = 1, a nebo |g| je zminény
atom.

(iii) implikuje (iv). Zfejmé ¢ # 0. Uvazme nyni mnozinu A vSech
kladnych celych ¢isel tvaru aq + bn, a,b € Z. Ziejmé g € A, a tak mnozina
A je neprazdnd. Bud r = a;q + byn nejmensi ¢islo z mnoziny A. Podle 77 je
q=cr+d,kdec,de Za0<d<r. Potomd=q—cr=q—-cayq—cbb=
(1 —cay)g+ (—cby)n. Ovéem d ¢ A, a tedy nutné d = 0. Tim jsme dokazali,
ze v | q. Zcela obdobné zjistime, ze r | n. Odkud 1 < r < |q|, a tak ¢ | n
v piipadé, ze v = |q|. Je-li r < |¢|, pak r = 1 plyne z (iii) a muzeme psat
m = 1m = rm = (a1q + byn)m = aymq + bynm. Jelikoz ¢ | nm, tak q | m.

(iv) implikuje (i). Necht t € Z, t | ¢. Potom ¢ = tk pro vhodné k € Z
a, ovSem, ¢ | tk. Jestlize q | t, t = aq, pak ¢ = qak, q(1 — ak) =0, ak = 1
(nebot q # 0), k = pml a t = +q. Jestlize ¢ 1t, tak ¢ | k, k = bq, q = qbt,
1=0btat==+l. 0



1.1.12 Poznamka. Jestlize 0 | nm.kde n,m € Z, pak nm = 0, a tedy bud’to
n=0a0|n,cim=0a0]|m. Ztohoto duivodu musime v podmince ??(iv)
predpokladat, ze # 0.

I.1.13 Definice. Celé ¢islo ¢ nazveme (multiplikativné) nerozlozitelné, neboli
ireducibilni, jestlize ¢ # £1 a ¢ spliuje ekvivalentni podminky I.1.11.

Ztejmé cislo g je nerozlozitelné praveé kdyz —q je takové. Kladna nero-
zlozitelna cisla se nazyvaji prvocisla.

Multiplikativné neutralni c¢islo 1 a invertibilni ¢islo —1 nejsou dle nasi
definice nerozlozitelna ¢isla. Ve skutecnosti ale stejné nejdou rozlozit a maji
vlastnosti obdobné.

Cislo 2 = 1+ 1 je ziejmé nejmensi prvocislo. Je-li totiz 1 < n takové,
¢islo, ze n | 2, pak n < 2, a tedy budto n = 1, ¢i n = 2. Z tabulky malé
nasobilky (viz 1.2.4) snadno nahlédneme, zZe ¢isla 3,5 a 7 jsou postupné dalsi
prvocisla. Cisla4=2-2,6=2-3,8=2-4a9 =33 prvoéisla nejsou.

Mnozinu vsech prvocisel oznac¢ime symbolem P. Tedy 2,3,4,7 € Z a
0,1¢P.

Aditivné neutralni cislo je ¢islo 0. Vsechna celd ¢isla jsou aditivné in-
vertibilni a zddné neni aditivné nerozlozitelné (aditivné ireducibilni). Pokud
se omezime na Cisla nezaporna (popiipadé kladnd), pak jedinym aditivné
nerozlozitelnym ¢islem bude ¢islo 1.

I.1.14 Cviceni. Je snadnym cvicenim ovérit, ze ¢isla 2, 3,5,7,11,13,17,19, 23,
29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97, 101 jsou pravé vsechna
prvocisla mens{ (¢i rovna) éisla(u) 102. Je jich prave 26(= 3% —1) a jejich pos-
tupné rozdily jsou ¢isla 1,2,2,4,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,5,6, 8, 4.

Uvedena prvoéisla je dobré zndt nazpamét, a to i pozpatku. Dals{ prvocisla
jsou 103,107,109, 113,127, .... Prvocisel mensich ¢islu (¢i rovnych) éisla(u)
128 = 27 je tedy 31 = 25 — 1.

1.1.15 Piiklad. Cisla 13,31,17,71,37,73,79,97,107,701, 109,907, 113, 311
jsou prvocisla. Stejné tak cisla 3, 31,331, 3331, 33331, 333331, 3333331, 3333331
jsou prvocisla, ale ¢islo 333333331 = 17 - 19607843 prvocislo neni.

Cislo 2221 je prvoéislo, piicemz ¢isla 21,221 a 22221 prvoéisla nejsou.

Cisla 991,99991 a 9999991 jsou prvocisla.

Cisla 2,3,5,7 jsou prvocisla a takovéd jsou i ¢isla 2357 a 3257. Cisla
31621, 16213, 162133, 1621333, 16213333 jsou prvocisla.

Obdobneé 229 je prvocislo a 1151 = 229 + 922 je opét prvocislo.

1.1.16 Véta. Necht p je prvocislo a necht nq,...,ng, & > 1 jsou takova celd
¢isla, ze p | ny - - - ng. Potom p | n; pro alespon jedno ¢, 1 <i < k.

Dukaz. Tvrzeni plyne snadnou indukei z 1.1.11(iv). O
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1.1.17 Priklad. Necht k € Z, a = 33k + 14 a b = (12k + 5)(18k + 7) =
216k? + 174k + 35. Cislo a je sudé a ¢islo b je liché. Tedy a { b. Déle,
a+1=36k+15=3(12k+5),3|a+1ab=3(72k%+ 58k + 11) + 2. Tedy
3tbaa+140b. Dale, a =2(18k+7), 18k + 7 | a, 18k + 7 | b a nutné
18k +71b+ 1. Tedy atb+ 1. Podobné a + 1 =3(12k +5), 12k +5|a+ 1,
12k+5|banutné 12k +14b+ 1. Tedy a+11b+ 1.

Oveérili jsem, ze zadné z c¢isel a, a+ 1 nedéli zadné z cisel b, b+ 1. Nicméné
a(a+1) = (36k+14)(36k+15) = 6(12k +5)(18k+7) = 6b, b+1 = 6(65k+1)
a tedy a(a+ 1)(65k + 1) = 6b(65k + 1) = b(b+ 1). Takze a(a+1) | b(b+1).

Pro k = 0 dostaneme a = 14,0 = 35,a+ 1 =15,b+1=36. a(a+ 1) =
210,b(b + 1) = 1260 = 6 - 210. Pro k = 1 dostaneme a = 50,b = 425. Pro
k = —1 dostaneme a = —22,b = 77.

1.1.18 Piiklad. (i) Jen?—1 = (n—1)(n+1) atakn—1|n?*—1,n+1|n*—1
pro vSechna n € Z.

(ii) Je n®’+1 =n(n—1)+(n+1) = n(n+1)—(n—1). Jestlize n—1 | n®+1,
pakn—1|n+1,n—1|2=(n+1)—(n—1),n—1==+1,+2an € {-1,0,2,3}
(a naopak).

Samoziejmé, druhy vysledek plyne z prvniho, nebot n+1 = —(—n — 1)
an?+1=(-n)?+1.

(iii) Jen> —1=(n—1)(n*+n+1)an—1|n*—1 pro kazdé n € Z.

Jen*+1=(mn+1)(n*—n+1)an+1]|n®*+1 pro kazdé n € Z.

(iv) Jen® —1=(n*>+1)—2. Takzen+1|n®—1prave kdyzn+1 | —2.
Tedy n € {—3,-2,0,1}.

(v)Jen3+1=(n*—1)+2 Takien —1|n®+ 1 pravé kdyzn — 1| 2.
Tedy n € {—1,0,2,3}.



1.2 Tabulka malych prvocisel

1.2.1 Tabulka. A zde uvidime tabulku malych prvocisel.

prvocisel v poradi, jak jdou za sebou.

Prvnich 1236

11

13

17

19

23

29

31

37

41

43

47

93

99

61

67

71

73

79

83

89

97

101

103

107

109

113

127

131

137

139

149

151

157

163

167

173

179

181

191

193

197

199

211

223

227

229

233

239

241

251

257

263

269

271

277

281

283

293

307

311

313

317

331

337

347

349

353

359

367

373

379

383

389

397

401

409

419

421

431

433

439

443

449

457

461

463

467

479

487

491

499

503

209

521

923

041

047

257

963

569

571

577

o987

293

299

601

607

613

617

619

631

641

643

647

653

659

661

673

677

683

691

701

709

719

727

733

739

743

751

57

761

769

773

787

797

309

811

821

823

827

829

839

853

857

859

863

877

881

883

887

907

911

919

929

937

941

947

953

967

971

977

983

991

997

1009

1013

1019

1021

1031

1033

1039

1049

1051

1061

1063

1069

1087

1091

1093

1097

1103

1109

1117

1123

1129

1151

1153

1163

1171

1181

1187

1193

1201

1213

1217

1223

1229

1231

1237

1249

1259

1277

1279

1283

1289

1291

1297

1301

1303

1307

1319

1321

1327

1361

1367

1373

1381

1399

1409

1423

1427

1429

1433

1439

1447

1451

1453

1459

1471

1481

1483

1487

1489

1493

1499

1511

1523

1531

1543

1549

1553

1559

1567

1571

1579

1583

1597

1601

1607

1609

1613

1619

1621

1627

1637

1657

1663

1667

1669

1693

1697

1699

1709

1721

1723

1733

1741

1747

1753

1759

1777

1783

1787

1789

1801

1811

1823

1831

1847

1861

1867

1871

1873

1877

1879

1889

1901

1907

1913

1931

1933

1949

1951

1973

1979

1987

1993

1997

1999

2003

2011

2017

2027

2029

2039

2053

2063

2069

2081

2083

2087

2089

2099

2111

2113

2129

2131

2137

2141

2143

2153

2161

2179

2203

2207

2213

2221

2237

2239

2243

2251

2267

2269

2273

2281

2287

2293

2297

2309

2311

2333

2339

2341

2347

2351

2357

2371

2377

2381

2383

2389

2393

2399

2411

2417

2423

2437

2441

2447

2459

2467

2473

2477

2503

2521

2531

2539

2543

2549

2551

2557

2579

2591

2593

2609

2617

2621

2633

2647

2657

2659

2663

2671

2677

2683

2687

2689

2693

2699

2707

2711

2713

2719

2729

2731

2741

2749

2753

2767

2777

2789

2791

2797

2801

2803

2819

2833

2837

2843

2851

2857

2861

2879

2887

2897

2903




2909

2917

2927

2939

2953

2957

2963

2969

2971

2999

3001

3011

3019

3023

3037

3041

3049

3061

3067

3079

3083

3089

3109

3119

3121

3137

3163

3167

3169

3181

3187

3191

3203

3209

3217

3221

3229

3251

3253

3257

3259

3271

3299

3301

3307

3313

3319

3323

3329

3331

3343

3347

3359

3361

3371

3373

3389

3391

3407

3413

3433

3449

3457

3461

3463

3467

3469

3491

3499

3511

3517

3527

3529

3533

3539

3541

3547

3537

3559

3571

3581

3583

3593

3607

3613

3617

3623

3631

3637

3643

3659

3671

3673

3677

3691

3697

3701

3709

3719

3727

3733

3739

3761

3767

3769

3779

3793

3797

3803

3821

3823

3833

3847

3851

3853

3863

3877

3881

3889

3907

3911

3917

3919

3923

3929

3931

3943

3947

3967

3989

4001

4003

4007

4013

4019

4021

4027

4049

4051

4057

4073

4079

4091

4093

4099

4111

4127

4129

4133

4139

4153

4157

4159

4177

4201

4211

4217

4219

4229

4231

4241

4243

4253

4259

4261

4271

4273

4283

4289

4297

4327

4337

4339

4349

4357

4363

4373

4391

4397

4409

4421

4423

4441

4447

4451

4457

4463

4481

4483

4493

4507

4513

4517

4519

4523

4547

4549

4561

4567

4583

4591

4597

4603

4621

4637

4639

4643

4649

4651

4657

4663

4673

4679

4691

4703

4721

4723

4729

4733

4751

4759

4783

4787

4789

4793

4799

4801

4813

4817

4831

4861

4871

4877

4889

4903

4909

4919

4931

4933

4937

4943

4951

4957

4967

4969

4973

4987

4993

4999

5003

5009

5011

5021

2023

2039

2051

2059

2077

2081

5087

5099

5101

5107

5113

5119

5147

0153

5167

0171

5179

0189

5197

5209

0227

5231

5233

5237

0261

5273

5279

0281

5297

2303

2309

9323

9333

5347

5351

5381

5387

5393

5399

5407

5413

o417

5419

59431

o437

5441

5443

5449

0471

4TT

2479

2483

2501

5503

5507

9519

5521

5527

5531

2557

2563

2569

2573

2581

9591

2623

5639

5641

5647

5651

5653

5657

2659

2669

2683

2689

2693

o701

o711

o717

o737

5741

5743

5749

D779

5783

5791

o801

2807

o813

5821

2827

9839

o843

5849

2851

5857

o861

5867

2869

2879

o881

2897

9903

9923

5927

5939

2953

0981

5987

6007

6011

6029

6037

6043

6047

6053

6067

6073

6079

6089

6091

6101

6113

6121

6131

6133

6143

6151

6163

6173

6197

6199

6203

6211

6217

6221

6229

6247

6257

6263

6269

6271

6277

6287

6299

6301

6311

6317

6323

6329

6337

6343

6353

6359

6361

6367

6373

6379

6389

6397

6421

6427

6449

6451

6469

6473

6481

6491

6521

6529

6547

6551

6553

6563

6569

6571

6577

6581

6599

6607

6619

6637

6653

6659

6661

6673

6679

6689

6691

6701

6703

6709

6719

6733

6737

6761

6763

6779

6781

6791

6793

6803

6823

6827

6829

6833

6841

6857

6863

6869

6871

6883

6899

6907

6911

6917

6947

6949

6959

6961

6967

6971

6977

6983

6991

6997

7001

7013

7019

7027

7039

7043

7057

7069

7079

7103

7109

7121

7127

7129

7151

7159

17T

7187

7193

7207

7211

7213

7219

7229

7237

7243

7247

7253

7283

7297

7307

7309

7321

7331

7333

7349

7351

7369

7393

7411

7417

7433

7451

7457

7459

477

7481

7487




7489 | 7499 | 7507 | 7517 | 7523 | 7529 | 7537 | Td41l | THAT | 7549 | 7559 | 7561
7573 | 7HTT | 7583 | 7589 | 7591 | 7603 | 7607 | 7621 | 7639 | 7643 | 7649 | 7669
7673 | 7681 | 7687 | 7691 | 7699 | 7703 | 7717 | 7723 | 7727 | 7741 | 7753 | 7757
7759 | 7789 | 7793 | 7817 | 7823 | 7829 | 7841 | 7853 | 7867 | 7873 | T8VT | 7879
7883 | 7901 | 7907 | 7919 | 7927 | 7933 | 7937 | 7949 | 7951 | 7963 | 7993 | 8009
8011 | 8017 | 8039 | 8053 | 8059 | 8069 | 8081 | 8087 | 8089 | 8093 | 8101 | 8111
8117 | 8123 | 8147 | 8161 | 8167 | 8171 | 8179 | 8191 | 8209 | 8219 | 8221 | 8231
8233 | 8237 | 8243 | 8263 | 8269 | 8273 | 8287 | 8291 | 8293 | 8297 | 8311 | 8317
8329 | 8353 | 8363 | 8369 | 8377 | 8387 | 8389 | 8419 | 8423 | 8429 | 8431 | 8443
8447 | 8461 | 8467 | 8501 | 8513 | 8521 | 8527 | 8537 | 8539 | 8543 | 8563 | 8573
8581 | 8597 | 8599 | 8609 | 8623 | 8627 | 8629 | 8641 | 8647 | 8663 | 8669 | 8677
8681 | 8689 | 8693 | 8699 | 8707 | 8713 | 8719 | 8731 | 8737 | 8741 | 8747 | 8753
8761 | 8779 | 8783 | 8803 | 8807 | 8819 | 8821 | 8831 | 8837 | 8839 | 8849 | 8861
8863 | 8867 | 8887 | 8893 | 8923 | 8929 | 8933 | 8941 | 8951 | 8963 | 8969 | 8971
8999 | 9001 | 9007 | 9011 | 9013 | 9029 | 9041 | 9043 | 9049 | 9059 | 9067 | 9091
9103 | 9109 | 9127 | 9133 | 9137 | 9151 | 9157 | 9161 | 9173 | 9181 | 9187 | 9199
9203 | 9209 | 9221 | 9227 | 9239 | 9241 | 9257 | 9277 | 9281 | 9283 | 9293 | 9311
9319 | 9323 | 9337 | 9341 | 9343 | 9349 | 9371 | 9377 | 9391 | 9397 | 9403 | 9413
9419 | 9421 | 9431 | 9433 | 9437 | 9439 | 9461 | 9463 | 9467 | 9473 | 9479 | 9491
9497 | 9511 | 9521 | 9533 | 9539 | 9547 | 9551 | 9587 | 9601 | 9613 | 9619 | 9623
9629 | 9631 | 9643 | 9649 | 9661 | 9677 | 9679 | 9689 | 9697 | 9719 | 9721 | 9733
9739 | 9743 | 9749 | 9767 | 9769 | 9781 | 9787 | 9791 | 9803 | 9811 | 9817 | 9829
9833 | 9839 | 9851 | 9857 | 9859 | 9871 | 9883 | 9887 | 9901 | 9907 | 9923 | 9929
9931 | 9941 | 9949 | 9967 | 9973 | 10007 | 10009 | 10037 | 10039 | 10061 | 10067 | 10069

Vsimnéme si, ze p(1) = 2,p(10) = 29,p(100) = 541,p(1000) = 7919 a
déle p(10000) = 104729, p(100000) = 1299709 a p(1000000) = 15485863.

Je tedy 14p(1) < p(10) < 15p(1), 18p(10) < p(100) < 19p(10), 14p(100) <
p(1000) < 15p(100).

Posloupnost p(i) — i, kde ¢ > 1, je ostie rostouci a prvnich par ¢lenu
jsou cisla 1,2,3,6,7,10,11,14,19,20,25,28,.... Prvni chybéjici ¢isla jsou
4,5.8,9.12,13,15,16, . . ..

1.2.2 Eratosthenovo sito Cisla 2,3,5,7,11 prvnich pét prvocisel. Chceme-li
najit dalsi prvocisla, mame jednu prastarou metodu (ktera neni piilis rychld).
Tuto metodu si osvétlime na jednoduchém ptiklade

Chceme nalézt viechna prvocisla mensi nez éislo 150. Cisla do 150 véetné
si napiSme do tabulky a podtrhavejme vlastni nasobky prvocisel 2,3,5,7,11




(postupné). Dostavame:

123456 7]8]9]10

11|12 |13 [ 14|15 [ 16 | 17 | 18 [ 19 | 20
21 | 22 [ 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

31 | 32 | 33 | 34 | 35|36 | 37 | 38| 39 | 40

A1 [ 42 [ 43| 44 [ 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

71| 72 | 73| 74 |75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80

81|82 |83 | 8485|8687 888990

91 [92 [ 93 |94 |95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

101 [ 102 [ 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110
111 112 [ 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120
121122 (123|124 | 125 | 126 | 127 128 129 | 130
131 [ 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 133 | 139 | 140
141142 [ 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 149 | 150

Nejprve jsme podtrzenim oznacili ndsobky 2 (¢ili sud4 ¢isla). Mohli jsme
tedy rovnou vynechat kazdé druhé ¢islo. Potom vlastni nasobky 3, ¢ili jsme
mohli vynechat kazdé treti ¢islo. Dale nasobky prvocisel 5,7,11. Zbyla nam
¢isla 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149.

je 122 = 144 < 150 < 169 = 132. Je-li nyni &fslo n takové, Ze 2 < n < 150,
pak existuje alespon jedno prvocislo p tak, ze p | n. Jestlize n neni prvocislo,
pak p < n, ny =n:p > 2 a opét existuje prvocislo ¢ tak, ze q | ny. Tedy
pgminn. Je-li t =min (p,q), pak t* < n. Takze t < 12 a p nebo ¢ lezi v
mnoziné {2,3,5,7,11}. Cislo n bylo tedy vskutku z tabulky vyskrnuto.

Zbyla ¢isla jsou vskutku prvoéisla a to vSechna mensi nez 150.

Popsanou metodu objevil fecky matematik Erastothenes (£ 274 — 149

AC), ktery byl hlavnim knihovnikem v Alexandrijské knihovné.



I.3 Zakladni véta aritmetiky

1.3.1 Véta. Necht n > 2. Potom n € {m,2 < m,m | n} a, je-li p nejmensi
¢islo v této mnoziné ¢isel, potom p je prvocislo.

Dukaz. Je p > 2. Jestlibe g > 1 je takové ¢islo, ze q | p, pak ¢ < p a q | n.
Tedy bud'to ¢ = 1, a nebo ¢ = p. To znamen4, 7e p € P. O

1.3.2 Véta. Pro kazdé n € Z, n # +1, existuje alespon jedno prvocislo p € P
takové, ze p | n.

Dukaz. Je-lin =0, tak 2 | 0. Je-li n # 0, tak |n| > 2 a podle 1.3.1 existuje
p € P tak, ze p | |n|. Samoziejmé p | n. O

1.3.3 Véta. Mnozina P vSech prvocisel je nekonecna.

Dikaz. Je nutné a postacujici dokazat, ze ke kazdému prvocislu p existuje
veétsi prvocislo. Mame 2 < 3 <5 < 7 < 11, ¢ili tvrzeni plati pro prvni ¢tyti
prvocisla a my muzeme predpoklddat, ze p > 7. Necht (2 =)p(1) < (3 =
p(2) < (5 =)p(3) < --- < p(n) =p, n > 5, je posloupnost vsech prvocisel
mensich ¢i rovnych nasemu prvocislu p. Polozme m = (p(1)p(2)...p(n))+ 1.
Jisté je m > 2 (ve skutecnosti je m > 1609) a podle 1.3.2 existuje prvocislo ¢
takové, ze ¢ | m. Ovsem, ¢t 1, ¢ili ¢t m — p(1)p(2)...p(n), procez q # p(i),
pro vSechna ¢ = 1,2,...,n. Pak ale ¢ > 2. O

1.3.4 Véta. (Zakladn{ véta aritmetiky) Necht n je celé ¢islo, n # 0,+1.
Potom existuji jednozna¢né urcené cislo s > 1, jednozna¢né uréend mnozina
{p1,p2;--.,ps} obsahujici s vesmés ruznych prvocisel a jednoznacné urcené
exponenty ri,ra,...rs > 1 takové, ze n = £pi' ... pl.

Dikaz. Nejdiive dokdzeme existenci prvociselného rozkladu cisla n.

Zrejmé muzeme predpokladat, ze n > 2. Priklad, kdy n je samo prvocislo
je zfejmy. Nicméné, podle 1.3.2 existuje prvocislo p a ¢islo m > 1 tak, ze
n=pm. Jelim=1, jen=pa jsme hotovi. Je-lim # 1, pak 2 <m <n a
podle indukéniho predpokladu ma ¢islo m prvociselny rozklad. Pak ale totéz
plati i pro n = pm.

Nyni dokédZeme jednoznacnost prvociselného rozkladu ¢isla n. Opét budeme
predpokladat n > 2.

Piedpokladejme, ze pi' ...pls =n = g ... ¢g" jsou dva ruzné prvociselné
rozklady ¢isla n. Muzeme rovnéz predpokladat, ze p;1 < ps < --- < ps a
G < @ < - < gy Z1.1.16 plyne, ze pro kazdé i,1 < i < s, existuje f(7)
tak, ze 1 < f(i) < v ap; | - Je pi > 2 a gy je prvocislo, takze mame

rovnost p; = ). Jelikoz p; < p; pro i < j, tak qpu) < qr) a f(i) < f(J5).
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Obdobné, pro kazdé i,1 < i < v, existuje g(i) tak, ze 1 < g(i) < sa g = py).-
Nyni je jasné, ze s = v a f(i) = i pro kazdé i.

Méme pi*...pks =n = pi*...p¥%. Je-li r; > uy, pak p; | p32 ... pY, spor
s 1.1.16. Tedy 1 < uy, zcela obdobné uy < 11,7y = uy a py’...pls =n =

py?...p% (pro s > 2). Nyni lze postupovat induked. ]

1.3.5 Dulezitd definice Necht p € P. Pro kazdé n € Z, n # 0, existuje
jednoznacné uréené nezaporné celé ¢islo r takové, ze p” | n.ap™' t n. Budeme
psat r = cont,(n) a budeme toto ¢islo nazyvat p-obsah ¢isla n. Mame n =
p'ny,ng € Z,ptn.

Pro tplnost muzeme polozit cont,(0) = +oo.

1.3.6 Véta. cont,(nm) = cont,(n) + cont,(nm) pro véechna p € P an,m €
Z.

Diikaz. Mizeme predpoklddat n # 0 # m. Mdme n = p® - ny, m = p’my,
nm = p° -k, kde a = cont,(n), b = cont,(m), ¢ = cont,(nm), p t ny,my, k.
Odtud p° - k = nm = p*nymy. 7 1.1.16(iv) plyne, Ze p { nym; a tedy
a+b=c. O

1.3.7 Proposice. Necht p € P. Potom:
(i) cont,(1) = 0 = cont,(—1).
(ii) cont,(p*) = k = cont,(—p") pro kazdé k > 0.
(ili) cont,(n) = cont,(—n) pro kazdé n € Z

Dikaz. Vse plyne piimo z definice 1.3.5. [

1.3.8 Proposice. Necht s,71,...,7, jsou kladnd celd ¢isla a py, ..., ps jsou
po dvou ruznd prvocisla. Bud n = +pi...p. Potom:

(i) contp,(n) =r; pro kazdé 1 < i <s.

(ii) cont,(n) =0 pro kazdé p € P, p € {p1,...,ps}

Dukaz. (i) Jelikoz p}’ | n, tak r < cont,,(n). Z 1.1.16 plyne, ze p; { n/p;’ =
m; a tedy cont,, (m;) = 0. Podle 1.3.6 je cont,, (n) = cont,, (p;*)+cont,,(m;) =
ri +0 = r; (pouzije se 1.3.7(ii)).

(ii) Z 1.1.16 plyne, ze p 1 n. O

1.3.9 Véta. Pro kazdé n € Z, n # 0, plati rovnost n = :I:Hpeppc"”tp(”)
(conty(n) # 0 jen pro kone¢né mnoho prvocisel p).

Dikaz. Tvrzeni plyne snadnou kombinaci z [.3.4 a [.3.8 (viz téz 1.3.7). O

1.3.10 Véta. Necht n,m € Z. Potom n | m prave kdyz cont,(n) < cont,(m)
pro kazdé p € P.

11



Dukaz. Jestlize n | m, pak nerovnost cont,(n) < cont,(m) plyne ihned z ?7?.
Jestlize r = cont,(n) < cont,(m) = s < 400, pak p" | p° | m. Je-li s = 400,
pak m =0 a n | m trividlné. Zbytek dukazu je jasny z 1.3.9 [

1.3.11 Véta. Necht n,m € Z. Potom |n| = |m| pravé kdyz cont,(n) =
cont,(m) pro kazdé p € P.

Dikaz. Tvrzeni plyne snadno z 1.3.10. O

1.3.12 Proposice. Necht p e Pan,m € Z, n # 0 # m, n # —m. Potom:
(i) cont,(n +m) > min(cont,(n), cont,(m)).
(ii) Je-li cont,(n) # cont,(m), pak cont,(n+m) = min(cont,(n), cont,(m)).
(iii) Je-li conte(n) = conta(m), pak conta(n + m) > conte(n).

Dukaz. Jen =p" -ny, m =p°-mq, kde r;s € Ny , ptny, pt m;. Muzeme
predpokladat, ze r > s. Potomn+m =p° -k, k=p " ny +my. Jelir > s,
pak ptk. Jellir=sap=2 pakp=2]|k. O

1.3.13 Proposice. Necht p € Pan,m € Z, n # 1 # m. Potom cont,(nm —
1) > cont,(n — 1), cont,(m — 1)).

Ditkaz. Bud m —1 = p®u, m —1 = p*v, kde a,b € Ny, a > b, u,v € Z, p{ u,
ptv. Mdme nm—1= (n—1)m+(m—1) = pum~+p’v = p*(p® t-um+v). O

1.3.14 Proposice. Necht k > 1, ny,...,n; € Z, n; # £1. Potom pro kazdé
p € P plati cont,(n; ...n — 1) > min(cont,(n; —1),1 <i < k).

Dikaz. Tvrzeni plati trivialné pro £ = 1 a pro k = 2 je dokazano v 1.3.13.
Déle postupujeme snadno indukei dle & > 2. O

1.3.15 Proposice. Necht n € Z, n # 0,1,—1. Potom cont,(n — 1) >
min(cont,(q —1),q € P,q | n).

Dikaz. Podle [.3.4 je n = £p}* ... pls, kde s,7; > 1, p; € P, p; vesmeés ruzna.
Samozfejmeé p; # £1 a podle 1.3.14 mame cont,(n — 1) > min(cont,(p; —
1)). O

1.3.16 Poznamka. (i) Zékladni véta aritmetiky nds poucuje o tom, ze multi-
plikativni pologrupa N'(-), kde N’ = {n, n > 2}je volna komutativni pologrupa
nekonecné spocetné hodnosti a mnozina P vsech prvocisel je (jedind) mnozina
volnych generatoru této pologrupy. Multiplikativni pologrupa N(-) je pak
volny monoid.

(ii) Sefadme vsechna prvocisla do posloupnosti tak, jak jsou za sebou:
(2 =)pay < (3 =)p) < .... Pro kazdé n € Z sestrojime nekonecnou
posloupnost a(n) = (conty, (n),conty, (n),conty, (n),.... Jelin # 0,
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pak a(n) je nekonecnd posloupnost nezdpornych celych ¢isel, kde ovsem jen
kone¢né mnoho ¢isel je nenulovych. Napf. «(l) = a(—1) = (0,0,0,...),
a(p;) = (0,0,...,0,1,0..., kde 1 se nachdzi na i-tém miste, «(105) =
(0,1,1,1,0,0,..., atd. Je a(0) = (+00, +00, +00, ... ).

Na mnoziné nekoneénych posloupnosti nezapornych celych ¢isel a sym-
bolu +oo definujme usporadéni predpisem (a,asg, as,...) < (by,bs,bs,. ..
praveé kdyz a; < b; pro vSechna ¢ = 1,2,.... 7 [.3.10 nyni plyne, ze pro
n,m € Z plati n | m pravé tehdy kdyz a(n) < a(m) ve smyslu pravé defino-
vaného uspotradani.

1.3.17 Piiklad. Cisla 599,601 a 607 jsou prvocisla. 600 = 22-3-52. Ovsem,
602 =2-7-43, 603 = 32 - 67, 604 = 22 - 151, 605 =5-11% a 606 = 2-3-101.
Zde 2,3,5,7,11,43,67,101 a 151 jsou prvocisla.

1.3.18 Piiklad. Hiicka Je 9196 = 22-11%2-19. Je 9331 =7-31-43,9-3-
3-1=81=7+31+43, 31-43 = 1333, 93 = 3-31, 9331 = 31-301. Je
432 =24.3%=4.33. 22

1.3.19 Definice. Pro kazdé n € Z bud P(n) = {p € P,p | n}.

Zrejmé P(n) = P(—n), P(0) =P, P(1) = 0. Je-li |n| > 2, pak P(n) =
{p € P, cont,(n) > 1 je neprazdna kone¢nd mnozina prvocisel.

Ziejmeé je P(nm) = P(n)U P(m) pro vechna n,m € Z.

1.3.20 Piiklad. Je 14 = 2.7 a 224 = 25 . 7. Tedy P(14) = P(224). Déle,
15 = 14+1, 225 = 224+1, 15 = 3-5, 225 = 32.52 a P(15) = {3.5} = P(225).
Je 418 =2-11-19, P(418) = {2,11,19} a2+ 11+19=32=4-1-38.

1.3.21 Proposice. Necht n,m € Z. Nasledujici dvé podminky jsou ekviva-
lentni:

(i) P(n) = P(m).

(ii) Existuji k,! € N tak, ze n | mF a m | nl.

Dukaz. Snadno nahlédneme, Ze se lze omezit na n > 2 a m > 2. Pak
n=p'...pram=gq"...q0, kde s,v,r;,u; € N, p;,q; € P. p1 < -+ < ps
aq <--- <y

Je-li P(n) = P(m), pak s = v, p; = ¢;, n | m* pro k > max(r;) a m | n'
pro [ > max(u;).

Naopak, jestlize n | m*F = ¢ ... ¢" pak P(n) C P(m). A naopak,
pokud m | n', P(m) C P(n). O
1.3.22 Piiklad. (i) Je 1919 = 19 - 101, 1920 = 27 -3 -5, 1921 = 17- 113
(prvociselné rozklady).

(i) 1933 | 11...1 (21x).

(iii) Je 3833 = 17- 199 (prvociselny rozklad). Je také 3-3-8-3 =216 =
17 4 199.
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1.3.23 Proposice. Necht n € Z, n # £1. Bud ¢ nejmensi ¢islo takové, ze
q > 2 a q|n. Potom ¢ je prvocislo.
Navic, je-li ¢ # |n|, pak ¢* < n.

Diukaz. Podle 1.3.2 existuje prvocislo p tak, ze p | ¢. Pak p | n a z minimality
c¢isla g plyne rovnost p = q. Tedy ¢ je prvocislo.
Je-li ¢ #< |n|, pak ¢ < |n/q| a ¢* < |n| - [n/q| = |n]. O

1.3.24 Lemma. Necht n,m € Z a k € N jsou takova ¢isla, Ze nkm*  Potom

Diuikaz. Tvrzeni je ziejmé pro m = 0 a také pro n = 0,%1. Necht tedy
m # 0 a |n| > 2. Pro kazdé p € P je kcont,(n) = cont,(n*) < cont,(mF) =
kcont,(m) a tedy cont,(n) < cont,(m). Podle 1.3.10 mame n | m. O

1.3.25 Lemma. Necht n,m € Z a k,l € N jsou takova ¢isla, ze | < k a
n® | m!. Bud t nejvétsi éislo takové, ze tl < k. Je t > 1 a n' | m. Navic, je-li
m = ntu, pak nfF71 | ul, 0 <k —tl < L.

Ditkaz. Je 0 < k — tl <, coz plyne z maximality ¢isla ¢. Déle, (nf)! = n' |
n® | m! an' | m dle 1.3.24. Nakonec, n* | m! = n' - u! a nF~t | . O

1.3.26 Lemma. Necht n > 1 a m € Z jsou takovd &isla, ze m | p — 1 pro
kazdé p € P(n). Potom m | n — 1.

Dikaz. Tvrzeni je ziejmé pron = 1. Je-lin > 2, pakn =p;...p,, kdes > 1
a p; € P (prvocisla p; nemusi byt ruznd). Nyni, m | p1 — 1, m | p1p2 — pe,
m | p2—1, m | (pip2 —p2) + (p2) =1 =pip2 — 1, m | pipaps —p3, m | ps — 1,
m | pipaps — 1., m | pipa...ps — L. H

1.3.27 Lemma. Necht n > 2 a ¢ € P. Potom cont,(n — 1) > min(cont,(p —
1),p € P(n).

Diikaz. Pro kazdé p € P(n) je cont,(p — 1) = r(p) a ¢"® | p — 1. Je-li
r = min(r(p),p € P(n)), pak ¢" | n — 1 podle 1.3.26. O

1.3.28 Poznamka. Necht n > 2, n =pi'...pl, s,r; > 1, p; po dvou ruznd
prvocisla. Bud ¢ € P a s; = conty(p; + 1). Polozme r = ry + -+ +r,. Je-li
z =min(s;.1 <i <), potom ¢* | n — (—1)". Je-li r sudé, tak ¢* | n —1 a
conty(n — 1) > z. Je-li r liché, tak ¢* | n+ 1 a cont,(n+ 1) > 2.
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1.4 Slozena cisla

I1.4.1 Definice. Celé cislo, které neni nerozlozitelné ve smyslu 1.1.13 se
nazyvéa (multiplikativné) rozlozitelné. Nenulové rozlozitelné ¢islo se nazyva
slozené.

1.4.2 Veéta. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro n € Z:

(i) Cislo n je slozené.

(ii) Existuji prvocisla p1, pe, ps (ne nutné ruznd) takovd, ze p1py | n, avsak
p3fn.

iii) n # 0 a existuji prvoéisla py, po (ne nutné ruznd) takova, ze p1ps | n.
iv)n#0,n# £1,n# +p, peP.

v) Existuje m € Z tak, ze 2 <m < |n| am | n.

vi) Pocet délitelu ¢isla n je koneény a vétsi nez 4.

vii) Pocet délitelu ¢isla n je konecny a a je alespon 6.

vill) n = £pi*...pl, s, € N, p; € P (p; vesmés ruznd a »_r; > 1.

ix) n = mning, kde 2 < |ny| a 2 < |nyl.

() Inl = 2 a n| £ P.

Dikaz. Staci uvazit 1.1.13, 1.3.4 a [.4.1. ]

1.4.3 Piiklad. (i) Necht n > 2. Uvazme n po sobé jdoucich ¢isel (n+1)!4-2,
m+)+3,...;(n+ D)+ (n+1). Jelli2<m <n+1, pak m | (n+1),
m | matak m | (n+ 1)+ m. Ovsem, (n+ 1) +m < 0 > 2. Takze cislo
(n+ 1)! +m je slozené (viz 1.4.2. Tedy n po sobé jdoucich éisel (n+ 1)! 4 2,
(mn+1)!+3,...,(n+ 1!+ (n+ 1) jsou vesmeés ¢isla slozend a zadné z nich
neni prvocislo.

Pro n = 2 dostavame cisla 8, 9 (10 je také slozené). Pro n = 3 ¢&isla 26,
27, 28 (ovSem i ¢isla 24 a 25 jsou slozend). Pro n = 4 éisla 122,123,124,125
(ovsem slozend jsou i ¢isla 114, ... 126 - tedy 13 po sobé jdoucich slozenych
¢isel).

Pro n =5 cisla 722, 723, 724m 725m 726 (720 a 721 jsou slozend a 719 a
727 jsou prvocisla).

(il) Kazdé z 33 po sobé jdoucich ¢isel 1328,.. ., 1360 je slozené (viz 1.2.1).

AN AN AN AN N N N

I.4.4 Poznamka. Uvazujme nenulovd ¢isla n takovd, ze p® | n kdykoliv
p P pl|n(tj conty(n) > 2, kdykoliv cont,(n) # 0. Témto ¢islim se
nékdy tika mocné. Nam se vice zamlouva jim tikat vydatna.

Samoziejmé, pro kazdé n # 0 a kazdé k > 2 je mocnina n* vydatné éislo.
Cislo —nF je také vydatné.

Ctrnéct ¢isel 1,4,8,9,16,25,27.32,36,49,64,72,81,100 jsou pravé véechna vy-
datna cisla mezi 1 az 100. Mezi témito ¢isly pouze 72 neni druhou ¢ vyssi
mocninou.
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8 = 23 a 9 = 32 je dvojice po sobé jsoucich vydatnych éisel. 12167 = 233
12168 = 233%13” je také dvojice vydatnych éfsel.

Neni znamo, zda existuji tfi po sobé jdouci vydatna ¢isla. Nicméné, je-li
n sudé ¢islo, tak 4 | n, n + 2 je také sudé ¢islo a 4 1 n 4+ 2. Tedy n + 2
neni vydatné. Zjistili jsme tedy, ze nemohou existovat ¢tyfi po sobé jdouci
vydatna ¢isla.

Vydatna ¢isla jsou uzaviena na souciny.

I.4.5 Proposice. Kladné celé ¢islo n je vydatné, pravé tehdy kdyz n = a?b?

pro néjaka a,b € N.

Dikaz. Nejdifve, nechf n je vydatné ¢&islo. Lze piedpokladat n > 4. Je
n = pi'...pk, kde s,r; > 1 a py,.ps jsou ruznad prvocisla. Jelikoz n je
vydatné, tak r; > 2 pro kazdé i. Jsou-li viechna éfsla r; sudé, pak n = a®- 13,
kde a = p/*...pi/%. Jsou-li viechna éfsla r; lichd, pak n = a? - b3, kde

a= p§r1_3)/2 T2y = pi L ps. Nenastavé-li ani jeden z téchto dvou
pripadu, pak s > 2 a existuje 1 < t < s tak, ze po vhodném precislovani
prvocisel pi,...,ps jsou ¢éisla r1,...,r; sudd a éisla r4yq,...,7rs lichd. Nyni
n = a’b3, kde a = pgl/Q . .p?/ZpgﬁfrBW T A b = ps s,
Naopak, nechf n = a?b?, a,b € N. Cisla a2, b* jsou vydatnd a takovy je i
jejich soucin. O]

I.4.6 Poznamka. Kladné vydatné ¢islo (viz 1.4.4, které neni druhou, ¢i vyssi
mocninou, je znamo jako Achiltovo ¢islo.

Cisla 72 = 2332, 108 = 22 - 3% a 200 = 2% - 3% jsou nejmens{ tii Achiltova
¢isla. Cislo 5000 = 235% je také Achiltovo. Rik4 se, ze 5425069447 = 73412972
a 5425069448 = 23 - 260412 je nejmens{ dvojice po sobé jdoucich Achiltovych
cisel.

Nejmensi liché Achiltovo éislo je 675 = 3352, Pro kazdé p € P, p > 5
a kazdi k > 3, k liché, jsou &isla 2% - p? a 3¥p? Achiltova. To je nekoneéné
mnoho ruznych ¢isel sudych i lichych.

1.4.7 Proposice. Necht n je sloZené ¢islo. Potom existuje alespoin jedno
prvocislo p takové, Ze p | n, pficemz p* < |n|.

Dukaz. Viz [.3.23. O
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1.5 Bezcétvercova cisla

I.5.1 Cislo n nazveme bezétvercové, jestlize p?  n pro kazdé p € P.

Ztejmé 0 neni bezétvercové cislo a n je bezétvercové pravé kdyz —n je
takové. Kazdé prvocislo je bezctvercové.

Cisla 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31,
33, 34, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 46, 47, 51, 53, 55, 57, 58, 59, 61, 62, 65, 66,
67, 69, 70, 71, 73, 74, 77, 78, 79, 82, 83, 85, 86, 87, 89, 91, 93, 94, 96, 97 je
vSech 62 bezctvercovych prirozenych ¢isel mensich nez 100. Zbyva 37 cisel,
ktera nejsou bezctvercova a sice 4, 8, 9, 12, 16, 20, 24, 25, 27, 28, 32, 36, 40,
44, 45, 48, 49, 50, 52, 54, 56, 60, 63, 64, 68, 72, 75, 76, 80, 81, 84, 88, 90, 92,
95, 98 a 99. Cislo 100 také neni bezétvercové.

Je-li n € Z, pak aspon jedno z ¢isel n, n + 1, n+ 2 a n + 3 je délitelné
¢islem 4 a tak neni bezétvercové.

Cisla 1, 2, 3 jsou bezétvercové. Podobné 5, 6, 7 a 13, 14, 15. Cisla 8, 9
nejsou bezctvercova a 48, 49, 50 je prvni trojice po sobé jdoucich kladnych
cisel, ktera nejsou bezctvercova.

Pozdéji (IV.4.6) si dokazeme, ze pro kazdé n > 2 existuje n po sobé
jdoucich é&isel takovych, ze zadné z nich neni bezétvercové (srovnej s 1.4.3.

Cisla n®—3 jsou vesmés bezétvercovd pro —26 < 2 < 26 (27—3 = 2-3-112),

1.5.2 Véta. Celé &islo n je bezétvercové, pravé kdyz budto n = £1 a nebo
n==4p;...ps, kde s > 1 a pq, dots, ps jsou po dvou ruzné prvocisla.

Ditkaz. Cisla +1 jsou zfejmé bezétvercova. Je-li n > 2 bezétvercové, pak
prvociselny rozklad n = £p; ... ps je dusledkem 1.3.4,

Naopak, je-lin = £p; ... p,, pak ¢islo n je zjevné bezctvercové dle definice.

O

1.5.3 Véta. Necht n € Z, n # 0. Potom existuji jednoznaéné uréend ¢isla
m € Z a k € N takové, Ze n = mk?, pficemz ¢islo m je bezétvercové.

Diikaz. Je-li n = £1, pak volime m =n a k = 1. Bud n > 2. Podle 1.3.4 je
n="1...pk, kde s,r; > 1 apg,...ps jsou po dvou ruzna prvocisla.

Jsou-li v8echna cisla r; sudé, pak m = 1, kde n = pi'...pl. Jsou-li
viechna ¢fsla 7; lichd, pak m = 1, kde a = p/V2 ... pb% b = pi...ps.
Nenastava-li ani jeden z téchto dvou piipadu, pak s > 2 a existuje 1 <t < s
tak, ze po vhodném ptecislovani prvocisel py, ..., ps jsou ¢isla rq, ..., r, sudé
a ¢&isla 7441,..., 75 lichd. Nyni k = pgl/Q .. .p:t/QpEZf—l)/Q T2 g =
Pis1---Ps. Lim je dokazana existence ¢isel m a k.

Ted je potieba dokéazat jednoznacnost éisel m a k. Budeme postupovat

induke{ podle n. Ptipade n = 2 je jasny. Necht nyni n > 3 an = mk? =
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maok3, kde m, 1, mo, ki, ko € N, my, my bezétvercova éisla. Je-lim; = 1 = my,
pak k¥ = k2 a k; = ko. Necht m; > 2. Pak existuje aspoii jedno prvocislo
p tak, ze p | my. Jestlize pyidmg, madme mak? = myks, kde mz = my/p a
my = my/p. Cisla ms,my jsou ziejmé bezétvercova a pouzijeme induként
predpoklad. Dostaneme mgs = my a .k = ky. Tedy my = pmg = pmy = ms.
Nakonec, necht p 1 my. Pak p | k. Nyni 1 + 2cont,(ki) = conty(n) =
2cont,(ks), coz nelze.

Pro n < —2 postupujeme obdobné. O

I.5.4 Lemma. Necht n,m,t € Z a k € N jsou takovd ¢isla, ze k > 2, t je
bezétvercové a n* = tmk. Potom n | m.

Ditkaz. Lze predpoklddat, ze m # 0 a |n| > 2. Je rn* = tm* pro r € Z,
r # 0. Jelli p € P, pak cont,(r) + kcont,(n) = cont,(t) + kcont,(m) <
1 + kcont,(m) a k(cont,(n) — cont,(m)) = cont,(t) — cont,(r) < 1. Odtud,
cont,(n) — cont,(m) < 0 a cont,(n) < conty(m). Podle 1.3.10 jen | m. O
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1.6 Fermatuv rozklad

Rozlozit dané (kladné) celé ¢islo na souc¢in prvocisel je tloha velmi nelehka,
ano, casto nad miru obtizna a ¢asové narocna. V nékterych ptripadech vsak
situace nen{ zoufald. Napt., je-li n = a® — b* pak n = (a — b)(a + 1) a z
tohoto "prerozkladu” 1ze nékdy vyjit.

1.6.1 Uvaha Nechf n > 1 je liché ¢islo. n = ab, kdea > 1,b>1,a > b,
obé ¢isla a, b jsou lichd a tak a +b = 2¢, a — b = 2d, ¢ > d > 0. Navic
4¢* —4d* = (a+b)? — (a —b)? = a® + 2ab + b* — a* + 2ab — b' = 4ab = 4n,
n=ab=c—-d*=(c—d)(c+d),?=n+d*ad®=c*—n. Samoziejme,
2 >n.

Je-lib> 5, tak n+1>4cpodle ??. Jelia>7,0> 3, tak n+1 > 4c
podle ??. Je-llia =5, b=3,takn =5 c=4n+1=16 = 4c. Jele
a =3=0takn =9 c=3n+1=10 > 9 = 3c. Jelli b =1, tak
n+1=a+1=2c Vidime, ze n + 1 > 2¢ v kazdém piipadé (pro n > 10 je
n+1>4c).

Predchozi zjisténi lze tu a tam pouzit pro rozlozeni lichého ¢isla n na
sou¢in. Pfedné necht m € N je nejmensi ¢islo takové, ze m? > 2. Je-li
m? = n, jsme hotovi. Je-li m? > n, pak patrdme, zda m? —n = k2 pro néjaké
ko > 1. Neni-li tomu tak, pak nds bude zajimat rovnice (m + 1) —n = k?,
ki > 1. Obecné pak rovnice (m +1)> —n = k?, k; > 1. Tento postup konéi!
Pro n > 10 se staci zajimat pouze o takova ¢isla [, ze 0 < [, 4l <n—4m+1
(viz uvaha vyse).

1.6.2 Piiklad. Bud n = 21. Potom m = 5, 52 = 25, 25 —n = 4 = 22,
n=>5-22=(5-2)6+2)=3-T.

1.6.3 Piiklad. Bud n = 2263. Potom m = 48 a déle:

492 —n = 138
50% —n = 237
512 — n = 338

522 —p = 441 = 212,
Takze n = 522 — 212 = (52 — 21)(52 + 21) = 31 - 73.

1.6.4 Piiklad. Bud n = 6077. Potom m = 78, 782 = 6084, 6084 — n = 7,
792 = 6241, 6241 —n = 164, 802 = 6400, 6400 — n = 323, 812 = 6561,
6561 — m = 484 = 222,

Tedy 6077 = 812 — 222 = (81 — 22)(81 4 22) = 59 - 103.

1.6.5 Piiklad. Bud n = 2027651281. Je m = 45030, m? = 2027700900 a,
2m = 90060. A nyni piSeme
m? —n = 2027700900 — 2027651281 = 49619
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2m + 1 = 90061
(m+1)>—n=m?—n+2m+1= 139680

2m + 3 = 90063
(m+2)?—n=(m+1)?>—n+2m+ 3 = 229743
2m + 5 = 90065
(m+3)?—n=(m+2)?—n+2m+5= 319808
2m + 7 = 90067
(m+4)> —n=(m+3)?>—n+2m+ 7= 40872
2m + 9 = 90069

(m+5)?—n=(m+4)? —n+2m+ 9 = 499944

2m + 11 = 90071

(m+6)>—n=(m+5)*—n+2m+ 11 = 590015

2m + 13 = 90073

(m+7)%—n=(m+6)*—n+2m+ 13 = 680088

2m + 15 = 90075

(m+8)?—n=(m+7)?—n+2m+ 15 = 770163

2m 4 17 = 90077

(m+9)%—n=(m+8)*—n+2m+ 17 = 860240

2m 419 = 90079

(m+10)2 —n=(m+9)? —n+2m + 19 = 950319

2m + 21 = 90081

(m+11)> —=n = (m+10)? — n + 2m + 21 = 1040400 = 10202

Takze n = 450412 —1020% = (45041 —1020) (45041 +1020) = 44021 -46061
(prvociselny rozklad).

Tento pifklad je pou¢ny. Predné jsme pouzili vztah (m +i+ 1) —n =
2m + 2i + 1 k pfedchozimu rozdilu (m +1i)* —n. ddle je vhodné si uvédomit,
ze druhé mocniny mohou mit v dekadickém zapise na konci pouze dvojcisli
00, 01, 04, 09, 16, 21, 24, 25, 29, 36, 41, 44, 49, 56, 61, 64, 69, 76, 81, 84, 89,
96.

Z toho plyne, Ze v naSem pifkladé zjistujeme pouze, zda cisla 499944
a 1040400 jsou druhymi mocninami. Ovsem, 499944 = 8 - 62493. Je tedy
conty(499944) = 3 a 499944 neni druhou mocninou. Oproti tomu, 1040400 =
24.32.52. 177 = (22-3-5-17)% = 10202

1.6.6 Poznamka. Piiklad sestavil samotny Fermat. Pierre de Fermat (1601-
1665) byl francouzsky matematik a pravnik pusobici v Toulouse. Ukazuje se,
ze Fermatuv rozklad funguje nejlépe pro cisla, kterd jsou soucinem dvou
priblizné stejné velkych ¢isel.
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