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Kombinatorika na Zelvach
Tomds Roskovec, MFF UK

Abstrakt: Béhem pfednasky si budeme ¢asto klast otazku: Kolika zptisoby. .. ?
I kdyz si tuto otézku casto klademe jiz béhem béznych hodin stfedoskolské
matematiky, neni tézké vymyslet tlohu, na kterou jiz bézné metody nestaci
a je zapotfebi uzit novych metod nebo trikt.

Dobrou motiva¢ni dlohou je naptiklad tato: Kolika zptisoby muzZeme
rozmistit 30 Zelv do terarii oc¢islovanych 1 az 12?7 A co pokud si pfidame
podminku, Ze v kazdém terariu musi byt alespon 2 zelvy?

Praveé na takové priklady se béhem prednasky podivame a navic vyuzi-
jeme krasné prednosti kombinatoriky, totiz toho, ze tlohy lze velice snadno
interpretovat v podobé slovnich tloh bez jakychkoli matematickych termini.

Kli¢ova slova: Kombinatorika, pocet zpisobi, kombinac¢ni ¢islo

Uvod a pomocné pohledy na véc

Kombinatorika je velice obsahlé téma, a nez se pustime do latky, zavedeme
nékteré kombinatorické pojmy a vylozime principy, které nam usnadni po-
chopeni dalsich krokt.

Matematicka indukce

Matematickou indukci pouzivame k dokazovani vzorct nebo tvrzeni, které
maji platit pro vSechna prirozend c¢isla. Napfiklad aritmeticko-geometricka
nerovnost plati pro libovolny pocet ¢isel, mnozina o n prvcich ma 2" pod-
mnozin a podobné. Matematickd indukce je dikazova metoda, kterd nam
umoznuje ve dvou krocich dokézat takové tvrzeni nebo vzorec. V prvnim
kroku ukazeme, ze tvrzeni plati pro jednu pocatecni hodnotu, napiiklad nulu
nebo jednicku. V druhém kroku pak ukazeme, ze za predpokladu platnosti
tvrzeni pro n — 1 prvka plati tvrzeni pro n prvkia. Velkéd ¢ast kombinatoric-
kych vysledku ,,je vidét* pravé diky této technice.

Véta 1. Bud V(n) vyrok zavisejici na proménné n € N. Necht ddle plati:
1. Vyrok V(1) plati.
2. Pro kazdé k € N plati, ze V (k) implikuje V (k + 1).

Pak vyrok V (n) plati pro vSechna n € N.



Poznamka 1. Pruni krok se obvykle oznacuje jako zdklad nebo baze, druhy
krok se obvykle nazyvd indukcni krok.

Priklad 1 (Vzorovy piiklad). Dokazte, Ze pro libovolné n € N plati
1434+ (2n—-1)=n2%
Resend. Staci postupovat piesné podle tvrzeni. Pro n = 1 je ovéfeni trivialni,

nasleduje indukéni krok. Predpokladdame rovnost 1 +3 + -+ + (2n — 3) =
(n —1)? a snazime se dokazat rovnost 1+3+---+ (2n — 1) = n?. Plat{ totiz

143+ 4+@2n—-1)=1+3+---+2n—-3))+(2n—1).
7 indukéniho predpokladu je vyraz na pravé strané vyjadritelny jako
(1434 +@2n-3)+2n—-1)=(n-1)2+2n-1).
Po roznasobeni pak dostavame pozadovanou rovnost. ]

Poznamka 2. Moznd vas napadne pripad vyroku zdvislého na parametru,
na ktery by se hodila matematickd indukce, ale ktery neplati pro hodnoty pa-
rametru 0 ani 1. MiZeme samoziejmé zacit dokazovat od kteréhokoli jiného
c¢isla, 0 a 1 wvdadime proto, Ze se pouZivaji nejbézinéji.

Pocdéitani dvéma zpusoby

V kombinatorice se casto setkdme s priklady, pii jejichz feSeni se lze ubi-
rat vice riznymi cestami. Vyjadfeni jednoho vysledku dvéma vzorci nam
umoznuje dokézat n€které na prvni pohled nejasné rovnosti. Myslenkou pii-
tom neni nic jiného nez prifazeni kombinatorického vyznamu jednotlivym
vyrazim. Typickym ptikladem je rovnost

(o)« () =+ (1) ==

Tuto rovnost si dokazeme jako vzorovy priklad.

Priklad 2 (Vzorovy piiklad). Dokazte pro n € N rovnost

(o) + () =+ (1) ==

Reseni. Misto algebraickych tprav se budeme soustfedit na kombinatoricky
vyznam pravé a levé strany rovnosti. Prava strana mé vyznam poctu pod-
mnozin mnoziny o velikosti n. Leva strana obsahuje soucet n + 1 ¢lent, kde
k-ty ¢len vyjadfuje pocet podmnozin velikosti £ — 1 vybranych z mnoziny o
velikosti n. Okamzité vidime, Ze obé strany maji stejny vyznam a musi se
tedy rovnat. O



Princip inkluze a exkluze

Poznamka 3. V tomto odstavci budeme pouZivat pojem mohutnost mno-
Ziny, coZ pro nas bude znamenat pocet jejich prvki. Pro nekonecné mnoZiny
je treba zavést tento pojem preciznéji, ale pro tento text si s touto interpre-
tact vystacime. Mohutnost mnoziny M znacime |M|.

Princip inkluze a exkluze je vlastné velice jednoduché zalezitost. V nej-
jednodussim pripadé nam rika, Ze vezmeme-li dvé koneéné mnoziny, pak po-
¢et prvki sjednoceni obou mnozin je roven souc¢tu mohutnosti obou mnozin
minus pocet prvki nalezicich do obou mnozin. Po zobecnéni tohoto pripadu
dostavame dobry navod, jak spocitat mohutnost sjednoceni kone¢né mnoha
konec¢nych mnozin, které ovSem nemusi byt nutné disjunktni. Uvédomime si,
které prvky jsme pripocetli vicekrat, a odecteme je a naopak si uvédomime,
které prvky jsme vickrat odecetli, a pricteme je. Tuto myslenku lze vyjadrit
nasledujicim matematickym tvrzenim.

Véta 2. Necht My, Ms. .., M, jsou konecné mnoziny. Pak plati rovnost

n n Ag
Uil => 0 >0 () Mal,
i=1 k=1 A spliuge (x) i=A1

kde A splnuge (x), pravé kdyz
1. A je k-tice prirozenych c¢isel mensich nebo rovngch n.
2. Platz’Al < A2 e Ak.

Poznamka 4. Twvrzeni vypadd neprihledné, ale musime si uvédomit, Ze
suma velikosti pruniku na praveé strané vlastné vikd, Ze pro kaZdou k-tici
mnozin z M; spocteme wvelikost pruniku a soucty velikosti téchto pruniki
stridave pricitame a odcitdme podle velikosti k.

Priklad 3 (Vzorovy ptiklad). Cwicitel ma 19 vytrénovanych cirkusovych
Zelv. Vime, Ze kaZdd Zelva umi alespori jeden trik'. 9 Zelv wmi chodit po
prednich nohdch, 15 Zelv dokdzZe chytat mic ze vzduchu a 8 Zelv skoct salto
vzad. Vime také, Ze 6 Zelv zvlddne chuzi © chytant, 7 Zelv dokdZe skdkat salto
vzad 1 chytat mic a 2 Zelvy umi chodit po prednich i skdkat salta vzad. Zvldadla
uz nékterd Zelva vSechna tri ¢isla?

! Jinak bychom ji ostatné nemohli nazvat vytrénovanou.



Reseni. Pomoci predchoziho tvrzeni si sestavime rovnici vyjadiujici pocet
zelv na zakladé prislusnosti do jednotlivych skupin, zde délenych podle do-
vednosti. Ozna¢me Z mnozinu vSech vytrénovanych zelv, P, M a S mnoziny
zelv zvladajicich jednotlivé triky — chtizi po prednich, chytani mice a salto
vzad. Z predchoziho tvrzeni plati rovnost

|Z| =|P|+ |M|+|S|—|PNM|—|MNS|—|PNS|+|PNMNS|.

Po sestaveni rovnice je zbytek pfikladu trividlni, staci dosadit za velikosti
mnozin ¢isla ze zadani. Ziustane nam jedind neznama |P N M N S|. Pokud
vyjde kladné ¢islo, pak nékteré Zelvy umi vSechny t¥i kousky, pokud vyjde
0, pak zaddna zelva jesté tfi triky neumi, a pokud vyjde zaporné dislo, pak
vidime, Ze nékteré ¢isla ze zadani nemohla byt spravna. Po dosazeni dostéa-
vame 19 =9+154+8—-6—7—2+|PNMNS|, tedy |[IPNMNS|=2advé
zelvy jiz vSechny triky zvladly. O

Poznamka 5. V nékterée literature se pro vyse uvedeny princip pouzivd po-
jem ,princip zahrnuti a vylouceni”.
Pascaluv trojahelnik

Prohlédnéte si néasledujici tabulku, zndmou jako Pascaliiv trojuhelnik. Do-
kazali byste sestavit dalsi radku?

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1 (1)
1 4 6 4 1

1 ) 10 10 5 1

Pravdépodobné jste si vsimli, Ze ¢islo v novém fadku dostaneme jako soucet
dvou ¢isel predchoziho radku, které se vyskytuji nad nim, pfipadné jako 1,
pokud se nové ¢islo vyskytuje na kraji a mé nad sebou pouze 1. Popiseme
kazdé ¢islo v tabulce dvéma parametry, ¢islem fadku n a Cislem poradi v
fadce k, a ozna¢ime ho c¢(n, k). Z davodi, které se ukazou pozdéji, ¢islujeme
oba parametry od 0. Pak lze generovani cisel v novém fadku popsat pro
n €Ny, k=0,...,n—1, vztahem

cn+1,k+1)=c(n,k)+c(n,k+1)
a pron € Ny, k € {—1,n}, tedy pro ¢isla na krajich, vztahem

cn+1,k+1)=1



Abychom uvedli Pascaltv trojuhelnik do souvislosti s kombina¢nimi ¢isly,
dokazeme si nasledujici vétu.

Véta 3. Pro libovolnd prirozend cisla n, k spliujict podminku k < n plati

ndsledujict identita
n+1 n n
= + _
k+1 k k+1

Dikaz. Dukaz muZzeme zkusit provést algebraicky, ale mnohem snazsi je
pouzit metodu pocitani dvéma zptisoby. Leva strana mé samoziejmé vyznam
poc¢tu moznosti vybéru k£ + 1 prvkd z mnoziny o n + 1 prvcich. Oznac¢me
jeden pevné zvoleny prvek jako p. Pak pocet k + 1 prvkovych podmnozin je
sou¢tem poctu podmnozin obsahujicich p a po¢tu podmnozin neobsahujicich
p. Vybirdme-li podmnoziny obsahujici p, pak vlastné vybirdme k prvkové
podmnoziny z n prvkové mnoziny, jelikoz jeden prvek p jiz mame vybrany.
Vybirdme-li podmnoziny neobsahujici p, pak musime vybrat k£ + 1 prvki
z mnoziny o n prvcich, protoze prvek p vybrat nesmime. ZapiSeme-li to
kombina¢nimi ¢isly, dostavame pravou stranu rovnosti a dikaz je tim hotov.

O]

7 predchozi véty lze snadno odvodit, Ze pro libovolné ¢islo v Pascalové
trojuhelniku plati pfedpis
n
c(n, k) = < k)

Dale plati, ze soucet Cisel v n-tém radku je roven 2". Dostavame tak novy
pohled na nékteré kombinatorické vyrazy, ktery ndm miize pomoci pii do-
kazovani pomoci pocitani vice zpusoby.

Priklad 4 (Vzorovy piiklad). Upravte nasledugjici vyraz do kombinacéniho

OO0+

Resend. Piiklad je samoziejmé velice jednoduchy, takze by sel vyfesit mnoha
zplusoby, véetné vycisleni vyrazu a vyjadieni souc¢tu pomoci vhodného kom-
bina¢niho é&isla. Reseni pfes Pascaltiv trojithelnik bude ovéem velmi elegantni
a jediné, co budeme muset pouzit, je zakladni vlastnost tykajici se pocitani
¢isel nové fadky pomoci fadky predchozi, symetrie ¢isel v fddce a vlastnost,
ze vybirdme-li prazdnou podmnozinu, pak méme stejné moznosti, at uz vybi-
rame z jakkoli velké mnoziny. Postaci nam tedy zakreslit zadané s¢itance do



trojuhelniku a snazit se nahrazovat dvé sousedni ¢isla v fadce jejich souctem
v Tadce nizsi, dokud nedostaneme v 7. fadku 4. ¢islo. Vysledné kombina¢ni
¢islo je tedy (Z) O

Priklady k procviceni

Vyzkousime si nyni znamé postupy z hodin matematiky na lehce kompliko-
vanéjsich prikladech. Nékteré tilohy si ale budeme moci vyrazné zjednodusit
uzitim trikd z prvni ¢asti textu.

Priklady na rozehrati

Priklad 5. V kupé€ pro osm osob sedi sedm Zelv. Kolika zpiisoby se mohou
posadit, vime-li, Ze dvéma z nich se déla Spatné, pokud sedi proti sméru
jizdy, a Michelangelo chce sedét u okynka a vedle Leonarda? Michelangelovi
ant Leonardovi se spatne nedéld.

Resend. Od za¢atku je jasné, ze Michelangelo m4 pouze dvé moznosti, kam
si sednout. Leonardo pak nema vibec zadnou moznost volby, sedne si vedle
Michelangela. Musime tedy usadit zbyvajicich pét zelv. Rozdélime FesSeni
na dvé ¢asti. Nejprve spocitame moznosti, kdy Michelangelo sedi po sméru
jizdy. Dvé zelvy, které nemohou sedét proti nému, si pak musi sednout ve-
dle Leonarda na dvé prazdné mista a zbyvajici tfi Zelvy si mohou sednout
libovolné na ¢tyfi sedadla proti sméru jizdy. Pocet moznosti je tedy 2! (3)3!.
Druhou skupinou moznosti je pripad, kdy sedi Michelangelo s Leonardem
proti sméru jizdy. V tom pripadé si dvé zelvy, kterym se déla zle, mohou
vybrat ze 4 mist. Zbudou nam 4 mista pro 3 zelvy, které na né libovolné
rozsadime. Pocet téchto moznosti je (3)2!(3)3!. Celkovy pocet moznosti je

tedy roven
2! 4 3+ 4 2! 4 3! = 48 + 288 = 336.
3 2 3

Priklad 6. Kolika zptiisoby miZeme presklddat pismena ve slové ZEEELVY
tak, aby Zddnd dvé pismena E nestdla vedle sebe?

O

Resend. Predstavme si, Ze misto slova ZEEELVY budeme upravovat slovo
ZEEEZZZ. K prvnimu a druhému E pfipojime Z a spojime je v nerozdéli-
telny prvek EZ. Pocet pierovnani pismen ze slova ZEEEZZZ dostaneme tak,
7e pocitdme moznosti sefazeni t¥i nerozlisitelnych znakt E(k prvnim dvéma



z nich pfipiSeme zprava Z) a dvou nerozligitelnych nepfipsanych Z. Ty mi-
Zeme srovnat celkem (3;:2) zpusoby. Nakonec pak rozlisime jednotliva Z do
ptvodnich pismen. Kazda varianta ze slova ZEEEZZZ mé celkem 4! moz-

nosti rozliseni pismen Z, takze celkovy pocet moznosti je (2)4! = 240. 0

Piiklad 7. Krotitel plazi uvddi do manéZe n hodnych Zelv a m zlych kro-
kodyli. Pokud by dva z téchto krokodyli sli bezprosttedné po sobé, urcité se
zacnou prat. Kolika zpusoby(v zavislosti na n a m) miZe plazy pFivést?

Reseni. Tato tloha je vlastné zobecnénim té piedchozi a budeme ji Fesit
obdobnym zpisobem. Nejprve si uvédomime, Ze aby bylo mozné mezi kazdé
dva krokodyly néjakou zelvu umistit, potiebujeme alespoii m—1 zZelv. Pokud
tedy tyto zelvy odebereme a zaradime mezi krokodyly, tak nam zbyva na
zalazeni jesté n — m + 1 nezafazenych Zelv. Nyni si misto krokodyla pred-
stavime takzvané ,krokodylzelvy“, coz je krokodyl, za nimz jde zelva, s vy-
jimkou posledni , krokodylzelvy“, coz je obycejny krokodyl. Diky této tivaze
mizeme ,krokodylzelvy*“ a nezarazené zelvy usporadat libovolné, protoze jiz
nehrozi moznost rvacky. Pocet moznosti je tedy ((m):y;;ﬁﬂ)) = (nf;;il)
pron > m —1 a 0 v opa¢ném piipadé. Pokud bychom navic rozliSovali
jednotlivé plazy, tak musime vysledek jesté vynasobit m!n!. O

Piiklad 8. Zelvy hraji v kanalizaci poker. Kolika zptiisoby miZe Rafaelo
Michelangelovi rozdat karty, nechce-li, aby mel od néjaké barvy vice nez 3
karty? Pripomindm, Ze rozddvda 5 karet z balicku 52, kde jsou obsaZeny 4
barvy po 138 kartach.

Reseni. Rozdava se celkem z 52 karet, vzdy 13 je jich stejné barvy. Z toho 5
karet dostane do ruky Michelangelo. Rafaelovi vyhovuje kazda situace kromé
té, kdy ma Michelangelo na ruce 4 nebo 5 karet stejné barvy. Vysledny po-
¢et moznosti dostaneme tak, ze od celkového poctu moznosti odecteme ty,
kdy maji alespon 4 karty stejnou barvu. Celkovy pocet moznosti rozdani je
ziejmé (552), protoze nezalezi na poradi, v jakém bude téchto pét karet roz-
dano. Nejsnéze spocitame pocet nevyhovujicich pripadt jako soucet rozdani
praveé 4 karet stejné barvy a pravé 5 karet stejné barvy. Dostavame tedy vy-
raz 4(('2) (%) + (153)) a vysledny pocet piipadi je tedy (552) —4((") (3 + (153) ).

Zadani lze pomérné snadno zkomplikovat, naptiklad tim, Ze rozdano
bude 9 karet misto 5. V takovém pripadé bychom museli pouzit princip
inkluze a exkluze, protoze by mohl nastat pripad, kdy jsou rozdany alespon
4 karty shodné barvy hned pro dvé rtizné barvy. Tyto pripady bychom pii
vyse uvedeném postupu zapocetli dvakrat a vysledek by byl chybny. O



Mirné pokrodilé priklady

Priklad 9. Donatelo vymyslel pro své kamarddy veselou hru. Musi vymyslet
co nejvice slov slozengjch z pismen ZELVYVAKCI tak, aby byly samohldsky
setazeny podle abecedy. Kolik riznijch slov mohou sestavit?

Resend. Pii feseni nejprve rozdélime souhlasky a samohlasky. Pro urceni po-
fadi 6 souhlasek a 4 samohlasek, nerozliSujeme-li jednotliva pismena, mame
(140) moznosti. Po sefazeni samohlasek a souhlasek prifadime kazdé z nich
konkrétni pismeno ze spojeni. Pfifazeni samohlasek je pevné dano kvili
abecedni podmince, potadi 6 souhlasek lze urcit % zpusoby, kvili neroz-
lisitelnosti dvou pismen V. Celkové tedy mame (140)% moznosti, jak slovo
poskladat.

Jiné feSeni problému je toto. Budeme si pro zacatek myslet, Ze pismena
V jsou rozlisitelna. Mam 10 moznosti, kam umistit prvni souhlasku, 9 moz-
nosti, kam umistit druhou..., 5 mozZnosti, kam umistit Sestou souhlasku a
nakonec jednu moznost, jak umistit samohlasky. Vysledek vydélim dvéma

kvuli nerozlisitelnosti téch dvou V a dostavam stejné feseni. O

Priklad 10. V rezervaci Serengeti byla jedna obzvlast velka baZina vymezena
pro mnoho druhu Zelv. Kvuli nebezpeci kriZzeni a rvacek bylo nutno oblast
rozdélit pomoci plotu, aby v kaZdé ohranicené oblasti mohl Zit jeden druh.
Bohuzel firma na stavbu ploti Xizao & syn umi postavit pouze ploty rovné
a dlouhé pres celou baZinu, takZe si oblast muzZeme predstavit jako rovinu
délenou pomoct primek. Na kolik oblasti mize byt baZina rozdélena za pouZiti
n ploti?

Reseni. Uloha je snadné cviceni na matematickou indukci. Je dobré si nej-
prve rozmyslet, ze pokud je bazina rozdélena na nékolik vybéhi, tak nejlepsi
zpusob, jak vést novy plot, je libovolny takovy, aby tento plot nebyl rovno-
bézny s zadnym jiz postavenym a aby neprochézel zadnym mistem, kde se
dva ploty jiz kiizi. Pfejdeme nyni k predstavé o roviné a pirimkach. Pokud
povedeme primky takovym zpisobem, tak n-t4 pridanéd piimka protne n —1
predchozich piimek. Také si uvédomime, Ze projde n oblastmi, které tyto
primky vymezovaly, a kazdou tedy rozdéli na dvé nové. Timto algoritmem
tedy s n-tou pifimkou priddme n oblasti. Uvazime-li tedy pocatecni stav 1
oblast, pak snadno indukci ovéfime platnost vzorce pro pocet oblasti
n+1)

o(n)zl—i—Zn:l—Fn(Q.
i=1



Jako zdivodnéni nejvyssi efektivity tohoto algoritmu mtzeme povazovat
fakt, ze s kazdym ubranym bodem, ve kterém se nova primka protne s pred-
chozimi, se okrademe o jednu protnutou oblast, a tedy i o jednu pfidanou. A
rovnobéznost primek, piipadné existence pruseciku vice pfimek znamenaji
zmenseni poctu priseciki. O

Priklad 11. 2n Zelv stoji srovnano do kruhu (jde o Zelvy kruhové, takzZe se
nent cemu divit). Kolika zpisoby z nich muzu vybrat v Zelv, které se vydagi
na vypravu, za predpokladu, Ze Zidnd Zelva nepijde se svou sousedkou.

Reseni. Vzpomeneme-li si na tilohu o hodnych Zelvach a zlych krokodylech,
pak tento problém je pomérné analogicky. Pokud vyfesime problém pie-
vedeni kruhu na posloupnost, je myslenka feSeni totozna. Zvolme si tedy
pevné jednu zelvu. Prifadime ji ¢islo 1 a po sméru hodinovych rucicek zelvy
ocislujeme az do 2n. Spoc¢itame zvlast pripady, kdy Zelva s ¢islem 1 na vy-
pravu jde a kdy nejde. Ke kazdé Zelvé, kterd se na vypravu vyda, pripojime
pevné jednu nevypravenou zelvu, ktera pujde v ¢islovani pifed ni. Pokud
prvni Zelva na vypravu nejde, tak po sparovani budeme misto 2n — 1 prvka
za prvni zelvu fadit 2n — 1 — v prvki, tedy mame (2”_v1_”) moznosti. Po-
kud prvni Zelva na vypravu pujde, pak musi na pozici 2n stat nevypravena
zelva. Sparovanim snizime pocet sefazovanych prvka bez pozice 1 a 2n na
2n — 2 — v + 1, protoze pripojenych nevypravenych zelv budeme potiebovat
pouze v —1 na v—1 zafazovanych vypravenych zelv. Dostavame tedy dalsich
(2”_2_”“) moznosti. Celkové tedy dostéavame (2"_U1_v) + (Qn_l_v) = (2"_1))

v—1 v—1 v
moznosti. 0

Priklad 12. Michelangelo hraje s Donatelem a Leonardem wvoleny marids
(Rafaela nechteéli, protoZe podvddeél pri rozddvani). Kolika zpusoby mohou
byt rozddny karty, vime-li, Ze voli Donatelo? Kolika zptisoby mohou bijt karty
rozdéleny mezi hrace po odloZent talonu? Pravidla jsou takovd, Ze se rozdd
7 karet hraci volicimu barvu a ten z nich voli trumfy, pak 5 karet druhému a
tretimu a nakonec jesté jednu pétici karet kaZdému hrdci. Do talonu odhazuje
hra¢ wvolici barvu dvé karty, nesmi to byt eso ani desitka. V balicku jsou
celkem 4 esa a 4 desitky.

Resend. Podstatny na tloze o rozdavani je fakt, Ze nezélezi na poradi, v
jakém hraci dostali karty do ruky, ale zalezi pouze na tom, jaké karty do-
stali. Rozdané karty si miizeme rozdélit do ¢tyi sad, karty Leonarda, karty
Michelangela, pét karet Donatela a sedm karet, ze kterych Donatelo voli.
Jednoduse tedy postupné vybirame piislusny pocet z balicku 32 karet, do-
kud neméme vSechny karty rozdany. Pro jednotlivé sady tedy dostavame



pocty moznosti
32 22 12 7
(10)-(o)- (5)- ()
Pocet moznosti dostaneme soucinem téchto kombinacnich ¢isel. Vysledek
prvni casti je tedy ﬁ%!?!'

Druh4 tloha je analogické. Dtilezité jsou ale dvé zmeény, v piipadé Dona-
telovych karet neni podstatné, kterou z deseti karet dostal z prvnich sedmi
a kterou v druhych péti, a navic do talonu nelze odhodit desitku ani eso.
Nejprve tedy spocitame moznosti vybéru talonu, téch je (322_ 8), u ostatnich
karet dostavame opét kombinacni ¢isla

30 20 a 10

10/ \10 10)°
Vysledek dostaneme opét jako soucin vSech téchto kombinacnich ¢isel. Na
rozdil od predchoziho pripadu zélezi na tom, Ze nejprve vybereme karty do
talonu, protoze pokud bychom nejprve pritadili ¢ast karet nékterému hradi,

tak nezname pocet karet, které lze odhodit do talonu, protoze nevime, kolik
desitek a es je jiz rozdano. O

Priklad 13. T¥i Zelvy byly posldny na vyménng pobyt do zahranicni ZOO.
Zde jsou ubytovany spolecné se tremi mistnimi Zelvami do kotct serazenych
v Tadé. Kolika zpusoby muZe osetrovatel Zelvy umistit, pokud nesmi byt tri
Zelvy ze stejné ZOO umisténé v 7adé vedle sebe?

Reseni. Piiklad je typickou tlohou na princip inkluze a exkluze. Poéet vhod-
nych rozmisténi je roven poctu vsech rozmisténi minus pocet téch, kde je
alespon doméci trojice pohromadé, minus pocet téch, kde je alespon hostu-
jici trojice pohromadé, plus pocet téch, kde jsou pohromadé obé trojice. Pti
pocitani budeme uvazovat domaci a hostujici zelvy za nerozliSitelné v ramci
trojic, jinak bychom pocet moznosti navic vynasobili 3!3! a tim prifadili
konkrétnim zelvam jejich kotce.

Pocet vSech moznosti je ziejmé (g) Pocitame-li s tim, Ze alespon jedna
trojice bude pohromadé, pak ji spojime do jednoho pomyslného trojkotce
a ten fadime se tfemi samostatnymi kotci, pocet je tedy 2(411), kde néaso-
beni dvojkou pridame, protoze do trojkotce mohou byt sestéhovany domaci
nebo hostujici Zelvy. A nakonec jsou li obé& trojice pohromadé, pak nam
sta¢i uvazovat pouze pocet moznych sefazeni dvou prvkid, tedy (?) Pocet
pripustnych umisténi je tedy (g) — 2(11) + (%) O
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Pokrocilé priklady
Priklad 14. Dokazte pro n > 0 identitu

n

Yo (T;> = n(n +1)2"2.

i=1

Resend. Jedna se o typickou tilohu na poéitani dvéma zptisoby. Budeme ma-
tematizovat nasledujici situaci. Skupina n zZelv sestavuje delegaci. Delegaci
tvori nejméné jedna z zelv a v maximalnim piipadé ptijdou vSechny. Navic je
tfeba jmenovat z delegatti dvé zvlastni funkce, tajemnika a predsedu, které
ovSem muze zastavat i stejna zelva.

Nejprve se podivame na situaci, kdy se zvoli celd delegace a pak se vy-
berou tajemnik s pfedsedou. Postupné pro rizné velikosti celé delegace do-
stavame scitance, které tvori sumu na levé strané rovnosti.

Druhou mozZnosti je zvolit specialni funkce a pak dovybrat zbytek Zelv
do delegace. Pokud obé funkce zastava stejna zelva, pak pocet moznosti je
n2"~ 1, kde nejprve vybereme Zelvu funkcionafe a pak podmnozinu zbytku,
ktera doplni delegaci. Pokud budeme vybirat do funkci dvé rtzné zelvy,
dostavame n(n — 1)2"~2 moznosti. Secteme-li tyto dva vysledky, pak po
upravé dostaneme pravou stranu rovnosti a dikaz je hotov. ]

Priklad 15. Dokazte pro n > 0 identitu

(1)) ) =)+ G) - 6)-

0bé sumy jsou konecné, konci vyrazy (Z) a (nr_Ll), ale kterd suma konci
kterym clenem, zdvist na parité n.

Reseni. Pro zajimavost si mizeme vSimnout, Ze pro n lich4 je identita sa-
moziejmé diky rovnosti (}) = (,,",). Ale protoze pro sudd n nemame tuto
rychlou tvahu k dispozici, pomtizeme si Pascalovym trojihelnikem. Iden-
tita ndm rika, Ze soucet ¢isel na lichych pozicich v n-tém fadku je roven
souctu ¢isel na sudych pozicich tamtéz. Ale soucet ¢isel na lichych pozicich
vygenerujeme jako soucet vSech ¢isel z n — 1. fadku. Stejnym zptsobem si
ovSem muzeme vyjadrit i soucet ¢isel na sudych pozicich. Tim je identita
dokazana O

Déleni do prihradek

Priklady na déleni do prihradek lze rozlisit podle nékolika kategorii a pfi
pocitani jednotlivych prikladi je dilezité tyto typy rozliSovat.
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Déleni rozliSitelnych predmétt do prihradek s pevnou veli-
kosti

Tyto dlohy nevyzaduji nové pohledy, fesi se jako typické kombinatorické
tlohy.

Piiklad 16. Ctyri Zelvy si mezi sebe déli 28 dominovych kosticek. Kolika
zptsoby to mohou provést, aby kazZdd méla 7 kosticek?

Reseni. Neni tézké nahlédnout, ze tiloha je analogické ptikladu s rozdéavanim
karet pri mariasi. Vysledek dostaneme jako soucin

28\ (21 (14 [T\ 28!
7)\7)\7/)\7) TV
Alternativnim zpisobem feSeni je sefadit si kosticky do pevné daného
poradi a ocislovat je. Kazdé zelvé pak prifadime 7 znacek, kterymi miize

oznadit ¢isla kosticek, které ji budou pridéleny. Jde tedy o tlohu poctu seta-
zeni 4 sad po sedmi znackach, tedy o tlohu na permutaci s opakovanim. [J

Priklad 17. Po napinavé soutézi v dominu jsou vyhldSeny tvi nejlepsi Zelvy
a poradatel md mezi né rozdélit Sest riznych cen. Vitéz dostane tri ceny,
druhy dvé a treti jednu cenu. Kolika zpisoby si mohou ceny rozdélit?

Reseni. Opét tloha neni tézkd a opét se lze odvolat na tlohu o mariasi.
Reseni dostaneme jako soucin

(6)() ) = 5o

Ulohu lze opét prevést na permutaci s opakovanim. ]

Piiklad 18. ZmozZeny intelektudlné ndroénym dominem, rozhodly se Zelvy
usporddat turnaj v judu. Pro pruni kolo je zapotrebi z 16 Zelv vylosovat osm
dvojic, které spolu budou zdapasit. Kolika zpisoby muzeme prunt kolo vyloso-
vat?

vvvvvv

nezalezi totiz na tom, jestli bude vylosovana dvojice tazena v prvnim, nebo
ve tfetim tahu, podstatné je pouze to, kdo s kym bude zéapasit. Nejprve
spoc¢itame pocet moznosti, jako by na poradi dvojic zalezelo, a analogicky
k predchozim tloham dostavame (;?)!8' Vidime, zZe pro jedno pfifazeni do
dvojic existuje 8! riznych moznosti, v jakém dvojice vylosovat. Timto ¢islem
vydélime, abychom stejné losy s riiznym potradim pocitali pouze jako jeden
los. Pocet mozZnosti je tedy roven WGS!S!' ]
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Déleni nerozliSitelnych pfedmétu do prihradek s pohyblivou
velikosti

Pfed fesenim tloh se nam bude hodit kratka tivaha. Predstavime-li si jedno
konkrétni rozdéleni jako prihradky srovnané za sebou s predméty srov-
nanymi za sebou, dostaneme jakousi posloupnost slozenou z predméta a
hranic mezi pfihradkami. Tim jsme ale pievedli problém prihradek na za-
kladni kombinatorickou tlohu zjisténi poctu posloupnosti se zadanym po-
¢tem prvka?. Napiiklad pokud budeme hledat pocet rozmisténi 5 stejnych
minci do 3 kasicek, pak si lze tlohu pfevést na zarazeni 2 prepazek mezi
kasi¢kami mezi 5 minci, tedy na vybér dvou piedmétii ze 7 pozic. Resenim

je tedy (5?3(31)1)).

Priklad 19. Dwandct Zelv chytilo na rybarské vipravé sedm tresek a pét
platysiu. Kolik je moznosti, jok si mohou ulovek rozdélit, vime-li, Ze kazZdd
zelva dostane rybu? A kolik je mozZnosti rozdéleni v pripadé, Ze nékteré Zelvy
moznd Zddnou rybu medostanou, naptiklad protoZe jsou vegetaridnky mebo
bylozravci?

Reseni. Pokud mé kazda Zelva dostat svou rybu, tak je tloha jednoduse

~evs

které zelvy dostat nic a jiné mohou dostat vice ryb. Jednoduse nejprve roz-
délime mezi Zelvy tresky a potom stejnym zptisobem platyse. Podle na-

vodu ze zacatku odstavce muZeme tresky rozdélit (11; 7) zplusoby. Poté

mame (11+5) moznosti, jak rozdélit platyse. Vysledny pocet moznosti je
1147\ (1145

tedy (77) (757): -

Priklad 20. Kolika zptisoby lze nakldst Sest Zelvich vajec do ctyr sefazenyjch
déer v pisku, vime-li, Ze kvuli bezpecnostnim predpisum se nesmi kldst vice
nez dvé vejce do jedné diry?

Reseni. Reseni piikladu se miize ubirat vice cestami, jednou z pracnéjsich by
bylo pocitani pres princi inkluze a exkluze. Mnohem jednodussi je uvédomit
si, ze Cislo 6 mtzeme rozde€lit na soucet 4 nezapornych celych cisel nepfevy-
sujicich ¢islo 2 pouze dvéma zptisoby, a totiz 0+2+42+2 a 1+142+2. Kazdé
¢islo ve ¢tverici ndm udéava pocet vajec v nékteré dire. Zbyva nadm pouze
prifadit ¢isla ze ¢tveric konkrétnim dirdam, coz lze udélat (g), respektive (3)
zpusoby. Vejce lze tedy naklast (g) + (3) zpusoby. O

2Prvky zde rozumime dvojiho druhu; umistované ptedméty a hranice mezi dvéma, pii-
hradkami.
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Priklad 21. Stary terarista odkazuje svym dvéma synim své vzdcné Zelvy.
Rozdéluje jim 2n Zelv slonich, 2n kajmanek a 2n karet’. Kolika zpisoby
je muze rozdélit, aby oba dostali stejny pocet Zelv, za predpokladu, Ze mezi
zZelvami stejného druhu nerozlisujeme?

Reseni. Okamzité vidime, ze pokud uréime Zelvy pfidélené jednomu synovi,
pak jsou pevné urceny i Zelvy pro druhého syna. PouZijeme princip inkluze a
exkluze. Pokud by otec mé€l kazdému synovi pridélit 3n zelv za neomezeného
poctu od jednotlivych druhti, tak by stacilo do mnoziny o 3n prvcich umis-
tit dvé prihradky, které budou odddélovat jednotlivé druhy, a mél by tedy
(3"; 2) moznosti. Od téchto prfipadt musime odecist ty, kde pocet zelv jed-
noho druhu ptekroci 2n. P¥ipad, ze by hranici pfekrocili dva druhy, nemiize
nastat. Oznacime-li p; pocet slonich Zelv, po pocet kajmanek a p3 pocet
karet prvniho bratra, pak je napiiklad p; > 2n ekvivalentni ps + p3s < n.
Pocet téchto moznosti je tedy roven poctu feSeni nerovnice p; +p2 < n v
Np, tedy (”;rl) Tento mezivysledek vynasobime poctem druht zelv a ode-
¢teme od poctu moznych rozdéleni bez omezeni. Dostavame tedy vysledek
(3”;2) — 3(";1) moznosti. O
Déleni rozlisitelnych predmétt do prihradek s pohyblivou ve-
likosti

Posledni typ tloh mtze byt pri osklivych vymezujicich podminkach velice
obtizny, ale bez prfidanych podminek je pocet moZnosti rozfazeni z pred-
meéth do ¢ prihradek t*. Pro ptiklady s pfidanymi podminkami je zapotiebi
zdravého rozumu a zakladnich kombinatorickych dovednosti.

Piiklad 22. Ctyri Zelvi nindzové i s Triskou jedou vijtahem skrz osmipa-
trovou budovu. Kazda Zelva (i Triska) vyskoc¢i do néjakého patra. Kolika
zpusoby se mohou rozmistit po budoveé? Kolik z toho bude pfipadi, kdy v
kazdém patre vyskoci nejvyse jedna Zelva (pripadné jeden Triska)? A co po-
kud povolime viyskok na patro i dvou Zelv v tandemu?

Reseni. Bez omezeni na pocet je tiloha trividlni, kazda Zelva ma na vybér z
8 pater a celkové je tedy 8% moznosti, jak rozmisténi provést. Uloha pro jed-
noclenné vyskoky je diky omezeni na jednu zZelvu velice jednoduché, jedna
se o variaci bez opakovani a dostavame % moznosti. Pokud povolime tan-
demové seskoky, bude nejsnazsi secist pocet moznosti pro jednu dvojici a
tfi jednotlivce a pro dvé dvojice a jednoho jednotlivce. Pro jednu dvojici

nejprve vybereme, kdo do dvojice bude patfit, mame (g)% moznosti. Pak

30d slova kareta, nikoli karta.
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postupujeme jako v pfedchozim pripadé, ale existuji uz pouze 4 riizné vy-

Vet v | v , v o v s opeg e e o
sadky, ¢ili dostavame % moznosti a celkové mizeme rozmistit jednu dvojici

a tti jedno'tlivce % (g)% zpusoby. Pro dvé dvojice pocitame analogicky a do-
stavame %(g)%(g)% Celkovy pocet moznosti dostaneme jako soucet tfech
predchozich mezivysledki. O

Priklad 23. Kolika zpisoby mizZeme usporadat dvacet cisel tydeniku ,,Cho-
vatel Zelv“ do knihovnicky o péti policich, vime-li, Ze do kaZdé police se vejde
jakykoli pocet casopisi?

Resend. Pro feSeni pouZzijeme jiz osvédéeny trik a nejprve rozdélime neroz-
liSené casopisy do péti polic. To miizeme na zadkladé predchoziho odstavce
(o nerozlisitelnych predmétech v prihradkach s pohyblivou velikosti) udélat
(2%4) zplusoby. Nasledné casopisiim dodame ¢isla a rozlisime je, coz mizeme
udélat 20! zpusoby. Dostavame tedy vysledek 24—4!!.

Alternativnim pfistupem je pouzit permutaci s opakovanim, kde uvazu-
jeme 20 ruznych prvki(tydeniki) a 4 nerozlisitelné prvky(rozdélovniky mezi
policemi). O

Priklad 24. Pri fazeni ,,Chovatele® se ukdzalo, Ze jedno ¢islo chybi. Proto
je zapotrebi zorganizovat 33 Zelv do tri neprdzdnych pdtracich skupin, které
prohledaji obyvdk, loZnici a terdrium. Kolika zpisoby muZeme skupiny zorga-
nizovat za predpokladu, Ze na prohleddni loZnice je zapotiebi praveé polovina
Zelv co na terdrium a obyvdk dohromady?

Resend. Slozit4 podminka o velikosti skupin ndm iika pouze to, Ze loznici
prohledava praveé 11 zelv a je tedy (?‘Z’) moznosti, jak tuto skupinu sestavit.
Pokud urcime zelvy patrajici v obyvaku, tak bude jiz i tfeti skupina pevné
urcena. Moznosti sestaveni skupiny na prohledédni obyvéaku je tolik, kolik
je podmnozin mnoziny s 22 prvky, pokud ovSsem vylou¢ime prazdnou a 22
prvkovou mnozinu, aby v kazdé skupiné byla alespon jedna zZelva. Dostavame
tedy (ﬁ) (222 — 2) moznosti. O

Varianty Hanojskych vézi

Hanojské véze jsou znamy hlavolam, kde mame na tfech kolicich navlece-
nych 8 kotouct rizné velikosti. Zacina se z pozice, kde jsou na prvnim koliku
navleceny kotoude sefazené podle velikosti*. Ukolem fegitele je pak presu-
nout pomoci povolenych taht cely sloupek z prvniho koliku na kolik treti.

*Tedy nejsirsi je nejnize, nad nim druhy nejsirsi atd.
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Povoleny tah je pfesun jednoho kotouce, ktery je na vrcholku sloupce na
svém koliku, na jiny kolik tak, abychom nikdy nepolozili sirsi kolik na uzsi,
tedy aby na vsech kolicich byly neustéle kotouce setfazené podle velikosti.
Hlavolam neni prili§ slozity, fesi se rekurentné a jeho reseni si muzete
precist v ucebnim textu Antonina Slavika Kombinatorika. My problém vy-
fesSime zpusobem, ktery on zadava jako cviceni, tedy matematickou indukci.

Véta 4 (Reseni Hanojskych vézi). Pro libovolné n € N, kde n je pocet
kotoucu na pronim koliku, existuje reseni Hanojskych vézi a minimdlni pocet
taht je 2" — 1.

Dikaz. V prvnim kroku, nazyvaném béaze nebo zaklad, ovéfime platnost
tvrzeni pro n = 1. Okamzité vidime, ze tvrzeni plati, a jednim krokem
problém vyfesime.

V druhém kroku predpokladdme platnost tvrzeni pro n — 1 kotouct ale
feSime problém s n kotoudi. Musime si ale uvédomit, jaka situace musi na-
bude na 3. kolik, protoze pfesouvat nejsirsi kotou¢ na prostfedni kolik ni-
jak nepftiblizi pozadovany stav. Navic pokud by néktery z ostatnich kotouct
leZel na prvnim nebo tfetim koliku, pak pfesun neni povolen, protoze nej-
8irsi kotou¢ neni na vrcholu sloupce nebo bychom jej polozili na uzsi. Proto
jediny mozny stav je ten, kdy vSechny ostatni kotouce tvori sloupec na 2.
staci prostfedni sloupec presunout na treti kolik a problém je vyfesen. Je
nyni dulezité si uvédomit, Ze z indukéniho predpokladu umime presunout
sloupec n — 1 sefazenych kotoucd, tedy ze se dokazeme dostat do stavu pred
presunem nejSirsiho kotouce a Ze po presunu umime prostiedni sloupec opét
presunout. Posledni myslenkou je pak secteni kroki, kde dvakrat piesuneme
sloupec vysky n—1 a jednou pfesuneme siroky kotoué. Pro pocet kroku k(n)
tedy plati

kE(n) =2k(n—1)+1=22"1-1)+1=2"-1.
Tim je dokoncen indukéni krok a cely dikaz. O

Zkusme si nyni hlavolam ztizit. Pokud bychom misto jednoho kazdého
kotouce dané velikosti vzali od kazdé velikosti kotouctt m, pak nikoho nepre-
kvapi, Ze pocet kroki k(n, m) = m(2"—1). Ale co kdybychom vzali od kazdé
velikosti m kotouct a popsali je od spodniho po horni 1 az m. Ponechame
pravidlo pro krok, ale budeme pozadovat, aby na konci stél sloupec kotouci
na tretim koliku sefazeny nejen podle velikosti, ale i podle ¢isel, pfesné jako
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stal na zac¢atku na prvnim sloupci. Problém nazveme Hanojské véze s Cisly
a podivame se na feseni i této verze.

Véta 5 (Reseni Hanojskych véz s éisly). Pro libovolné n,m € N, kde n je
pocet velikosti kotoucu na prunim koliku a m je pocet kotouct stejne sirky,
existuje Teseni Hanojskijch vezi s cisly a pro m > 1 je minimdlni pocet tahi
2m(2" — 1) — 1.

Dikaz. Prvni pozorovani iiké, ze pokud presouvame sloupec kotouci stejné
velikosti, pak mame s vyjimkou nejuzsich kotouc¢ti pouze jeden zpisob, jak
to udélat, protoze nejméné jeden z koliki ma na sobé uzsi kotouce, a proto
miizeme piesouvat pouze tak, ze ,prevratime” sloupek na kolik, kam ptesu-
nujeme.

Druhé pozorovani je takové, Ze kazdy sloupek musime prevratit v poctu
délitelném dvéma, aby bylo zachovano pofadi.

Nyni bychom mohli zkusit jednoduché reSeni, a totiz feseni ignorujici
¢isla, a zkontrolovat, jestli bude fungovat. Pokud by fungovalo, pak je jisté
pfesunujeme pouze jednou a ¢isla tak prevratime. Znamené to tedy, ze mu-
sime pridat néjaké kroky. Nutné tedy spodni sloupec prevratime, nez ho pre-
suneme na treti kolik. Jediny zptsob, jak to udélat, je pfenést spodni sloupec
nejprve na druhy a pak teprve na tfeti kolik. Kvili pfesunu nejprve musime
vSe uzsi prenést na tieti kolik. Pak sloupec nejsirsich kotouct pfesuneme
na druhy kolik. Nyni mame dva mozné zptsoby dokoncéeni. Pfesuneme-li
vSe z tretiho sloupce na prvni a pak vSe z druhého na treti, pak nam staci
presunout vSe z prvniho na tfeti, coz se ale neobejde bez ,mezipfesunu”
kotoucti. Zdéanlivé ekvivalentni je potom pfesun tietiho na druhy a pak pre-
sun celého sloupce na treti, stejn€ jako jsme ho pienesli na druhy. Oba dva
zpusoby nam vychazi na 2m(2" — 1) taht, ale pfi druhém dokazeme ,ode-
prvnim koliku. Pak po pfesunu uzsich kotouct z tfetiho na druhy kolik tento
kotou¢ prosté presuneme na tieti kolik. Tuto metodu uz nejde dale vylepsit,
tfebaze pro poradny dikaz by bylo tfeba mnohem vice rozebirani. O

V zavéru kapitoly o Hanojskych vézich uz jen zminim, Ze je zajimavé
si vSimnout, kolik pfesunti ¢ekd na kazdy kotoué. Bez ocislovani je to 1
pFesun pro nejsirsi kotou¢, 2 pfesuny pro druhy, 4 pro tieti az 2”1 pro n-ty.
Po ocislovani vsechna ¢isla vynasobime jesté dvojkou. Jedinou vyjimkou je

-----

ktery bude jako jediny presunut pouze jednou.
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Kombinatorika na zelvach

Tomas Roskovec, MFF UK

Domaci tuloha ¢€.1. Pron € N zjednoduste ndsledujici vyraz do tvaru kom-
binacniho cisla

n n+1 n-+2 n—+3 n—+3
<n1>+< 2 )+<n+1)+<n+3)+<n+2>‘
Snazte se vyraz upravovat pomoci znalosti z predndsky, nestaci pouze zapsat

ve tvaru n n+1 n+2 n+3 n+3
((nl) + ( 2 ) + (n+1) + (n+3) + (n+2)) .
1



Kombinatorika na zelvach

Tomas Roskovec, MFF UK

DomaAci tloha &.2. Prirodovédec chovd 31 Zelv. Zelvy maji rozlicny apetit,
Zivi se rybami, Tasami anebo ovocem. Vime, Ze 18 Zelv miZe jist ovoce, 10
zelv 37 ryby. Navic vime, Ze 6 Zelv se naji © ovoce i Tas a 5 Zelv miZe jist
ryby 1 ovoce. Dvé Zelvy jsou vseZravé a sporddaji cokoli. Kolik Zelv muze pri-
rodovédec nakrmit rasami, vime-li, Ze pocet Zelv pojidajicich Tasy je druhou
mocninou poctu téch, které sni fasy i ryby?



Kombinatorika na zelvach

Tomas Roskovec, MFF UK

Domaci uloha ¢.3. Na vyrocni schizi se seslo 5 sndsenlivyjch Zelv ozdob-
nych a 3 nesndsenlivé Zelvy dravé. Kolika zptusoby miZeme tyto Zelvy usadit

na ocislovand kresla kolem kulatého stolu, pokud Zddné dvé nesndSenlivé
zelvy nesmi sedét vedle sebe.



Kombinatorika na zelvach

Tomas Roskovec, MFF UK

Domaci aloha ¢&.4. Negramotnd Zelva rozstiihala ndpis KOMBINATO-
RIKA na jednotliva pismenka. Pokusi se ndpis slepit zase dohromady, ale
prilis se ji to nedati. Kolik riznych slov by mohla z pismenek sloZit, pouzije-
li vSechna? A kolik z téchto slov dodrzi pravidlo, Ze Zadné dvé souhlasky ani
zZdadné dveé samohldsky nebudou ndsledovat bezprostredné po sobé?



Kombinatorika na zelvach

Tomas Roskovec, MFF UK

Domaci tloha ¢.5. Stard Zelva kresli do pisku kruhy. Po nakresleni nékolika
kruznic si vsimne, Ze pokud nakresli kruznice tak, aby rozdélily piskovisté na
co nejvice oblasti, tak lze pocet téchto oblasti vyjadrit jednoduchym vzorec-
kem. Zkuste take objevit vzorecek, ktery poctu kruZnic n priradi mazimdlni
pocet oblasti p(n), na které mize byt rovina témito kruinicemi rozdéleno.
Zkuste také dokdzat, proc¢ je vzorec platny.

Stard Zelva radi, pro mald n si pripad dokdZete nakreslit a spocitat jim
pritazené hodnoty p(n). A pokud vam nejde vypozorovat vzorec pro p(n),
muzete napred zkusit vymyslet predpis pro p(n+ 1) — p(n).



