Linearni algebra I

Jiri Bures, Jarmila Novotna

1 Vektorovy prostor

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1. (Aritmeticky vektor)

Necht T je téleso an € N. Usporadanou n-tici u = (uy,us, ..., u,), kdew; € T,1=1,2,...,n,
nazyvame n-rozmérngm aritmetickym vektorem nad télesem T. Prvek u;, i € {1,...,n},
nazyvame i-tym clenem aritmetického vektoru u. Mnozinu vSech n-rozmérnych aritmetickych
vektori nad T budeme znacit V,,(T).

Definice 1.2. (Rovnost, s¢itani vektort a nasobeni vektoru skaldrem)

Dva n-rozmérné aritmetické vektory u, v € V,,(T') se sobé rovnaji (piSeme u = v) pravé tehdy,
kdyz Vi € {1,2,...,n} 1 u; = v;.

Soucet u + v dvou aritmetickych vektori u,v € V,,(T) definujeme takto:

U+ v = (U + v, us + Vo, ..., Uy + V).
Pro a € T definujeme a-ndsobek aritmetického vektoru u € V,,(T) takto:
a.u = (ouy, qusg, ..., ay,).

Definice 1.3. (Nulovy aritmeticky vektor)
Nulovym aritmetickym vektorem nad télesem T nazyvame vektor o, jehoz vSechny ¢leny jsou
rovny nulovému prvku télesa 7', tj. o = (0,0,...,0).

Definice 1.4. (Vektorovy prostor)

Necht T je téleso a V je neprazdnd mnozina. Ozna¢me + zobrazeni V x V — V (vnitini
operace na V - s¢itani vektort) a . zobrazeni T' x V' — V (vnéjsi operace na V' s operatory
z télesa T - nasobeni vektoru skaldrem).

Uspotradanou trojici (V,+,.) nazveme vektorovgm prostorem nad télesem T, jestlize plati:

1. mnozina V je uzaviena vzhledem ke sc¢itani vektorii a nasobeni vektori skalarem,
2. (V,+) je komutativni grupa,
3. vnéjsi operace . spliuje tyto podminky:

(a) Va € TVu,v € V : a.(u+v) = au+ a.v,



(b) Vo, B € TVu €V : (a+ f).u = a.u+ S.u,
(c) YVa, B € TVu eV : (aff).u = a.(B.u),
(d) Yu € V : 1.u = u, kde 1 je jednotkovy prvek v T.

Prvky z mnoziny V nazyvame vektory, prvky z télesa T' nazyvame skalary.

Oznaceni: Protoze (V,+) je grupa, existuje nulovy vektor o a ke kazdému u € V' existuje
opacny vektor —u. Misto vektorovy prostor (V,+,.) budeme psat pouze V(T), ptip. V,
pokud nebude moci dojit k nedorozuméni. Misto u + (—v) budeme struéné psat u — v.
Je-li V' = {0}, nazyvame vektorovy prostor ({o},+,.) nad télesem T' nulovgm vektorovym
prostorem a piseme {o}, v ostatnich pripadech mluvime o nenulovyjch vektorovijch prostorech.
Nulovy vektorovy prostor je ,nejmensim“ vektorovym prostorem.

Piiklad 1.1. Pojem vektorovy prostor je ilustrovan nasledujicimi priklady:

e Mnozina V,,(R) vSech n-rozmérnych aritmetickych vektort nad télesem R s operaci
scitani vektort a nasobeni vektort redlnym cislem tvori vektorovy prostor.

e Mnozina vSech polynomi stupné nejvyse n je uzaviena vzhledem ke sc¢itani polynomu
a nasobeni polynomi skaldrem a tvoii spolu s prisluSnymi operacemi vektorovy prostor
P,.

e Mnozina vSech polynomi stupné pravé n spolu se s¢itdnim polynomi a nasobeni poly-
nomi skaldrem netvoii vektorovy prostor, protoze neni uzaviena vzhledem ke s¢itani
polynomii.

Véta 1.1. Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T'. Pak plati:
1. YueV:0u=o,
2.VueV:—a=(-1).a,
3. YaeT:a.o=o,
4. NaeTYVueV iau=0< (a=0Vu=o).
Diikaz:

1. Necht u je libovolny vektor z vektorového prostoru V. Postupné dostavame:

140 = 1, |u

(1+0)u = lu,
lu+0u = 1lu,
u+0u = u, |+ (—u)
0u = o.



2. Necht u je libovolny vektor z vektorového prostoru V. Postupné dostavame:

|
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u+(—u) = o,

a fu+ (—u)] = ao,
au+a.(—u) = a.o,
au+a. [(-1)u] = ao,
au+[a(-1)]u = «ao,
au+[(-1)a]u = a.o,
[a+ (—a)l.u = ao,
Ou = a.o,

4. Pravdivost implikace (« = 0V u = 0) = a.u = o plyne z 1 a 3. Nyni ukdzeme, Ze pro
libovolny vektor u € V a a € T plati a.u = 0= (a =0V u = o).
Nejprve ukazeme, 7e plati: (o # 0 A c.u = 0) = (u = 0). Postupné dostavame:
auv=ocalau=altosu=alo=o.
Nyni ukdZeme sporem, 7e plati (u # o A a.u = 0) = (a = 0).
Predpokladejme, ze (u # o A a.u = 0) A a # 0. Pak ale podle 1 dostaneme u = o, coz
je ve sporu s predpokladem, ze u # o.

Definice 1.5. (Podprostor vektorového prostoru)

Necht W je neprazdnd podmnozina vektorového prostoru (V,+,.). Uspofadanou trojici
(W, +,.), kde operace + a . jsou zuzenim prislusnych operaci prostoru V' na prvky mnoziny
W, nazveme (vektorovym) podprostorem prostoru V.

Poznédmka: Operace + a . jsou na mnozinich V a W definovany stejnym zpiisobem.
Zazeni operaci + a . na prvky mnoziny W znamend, Ze tyto operace muzeme provadét
pouze s prvky mnoziny W.

Véta 1.2. (Podprostor vektorového prostoru)
Necht W je neprizdnd podmnoZina vektorového prostoru (V,+,.). (W,+,.) je podprostorem
prostoru V' prave tehdy, kdyz plati:

1. YuyveW u+veW,

2. NVNaeTVYueW . aueW.



Dikaz: Je-li W podprostorem vektorového prostoru V', maji operace + a . ve W stejné
vlastnosti jako v prostoru V. Pokud pro podmnozinu W prostoru V plati podminky z véty
1.2, jsou na ni definovany operace + a . stejnym zptsobem jako na mnoziné V. Operace
+ je tedy komutativni a asociativni a zaroven plati vlastnosti 3 a - d z definice 1.4. Podle
predpokladu je mnozina W neprazdné, a obsahuje tedy aspon jeden prvek u € W. Podle
véty 1.1 plati 0.u = o a mnozina W obsahuje nulovy vektor o. Pro libovolny vektor v € W
plati (—1).v = —wv, a tedy mnozina W obsahuje ke kazdému vektoru vektor k nému opaény.
(W, +) je tedy komutativni grupa a (W, +,.) je podprostorem prostoru V.

Véta 1.3. Prunik konecného poctu podprostori vektoroveho prostoru V' je podprostor pro-
storu V.

Dikaz: Oznacime U prinik kone¢ného poc¢tu podprostort prostoru V. Kazdy podprostor
obsahuje nulovy vektor o, a tedy mnozina U je neprazdna. Pokud jsou vektory w,v prvky
mnoziny U, musi byt také prvky kazdého z uvazovanych podprostori. Podle véty 1.2 lezi
v kazdém z podprostori i vektory u+v a a.u, « € T, které tedy lezi i v priiniku uvazovanych
podprostorti a U je podprostorem V.

Definice 1.6. (Linearni kombinace)
Necht uq,...,u, jsou vektory z V. Rekneme, 7ze vektor v je linedrni kombinaci vektori
Uy, . . ., Uy, jestlize existuji skalary aq, ao, ..., a, € T takové, ze

V=Q1.U1 + Uy,
Skalary aq, ..., q, nazyvame koeficienty této linearni kombinace.

Véta 1.4. Necht uq,...,u, jsou vektory z vektorového prostoru V. Pak mnoZina
M ={ajuy + -+ apy; aq,. .., 0, €T}
tvori spolu s prislusnymi operacems podprostor prostoru V.

Dikaz: Mnozina M je zfejmé neprazdnd a uzaviena vzhledem ke s¢itani vektorti a naso-
beni vektorl skaldrem. Mnozina M tedy tvori podprostor vektorového prostoru V.

Definice 1.7. (Linearni obal)
Necht A je podmnozinou vektorového prostoru V. Prinik vSech podprostori prostoru V,
které obsahuji mnozinu A, nazveme linedrnim obalem mnoZiny A.

Poznamka: Linedrni obal mnoziny A znacime [A].
Véta 1.5. Necht A je podmnoZinou vektorového prostoru V. Pak plati:
1. Je-li A =10, pak linedrni obal mnoZiny A obsahuje pouze nulovy vektor prostoru V.

2. Je-li A neprizdnd podmnozina V', pak [A] je mnoZina vsech linedrnich kombinaci vsech
vektori z A.



Dikaz:
1. Tvrzeni plyne ptimo z definice 1.7.
2. Predpokladejme, ze A neprazdnd podmnozina V. Oznac¢ime B mnozinu vSech linearnich
kombinaci vSech vektori z A a ukdzeme, ze [A] C BA B C [A], a tedy [A] = B.

1. Nejprve ukazeme, ze [A] C B. Kazdy vektor u € A mizeme napsat jako u = 1.u, a tedy
A C B. [A] je podle definice 1.7 prinikem vSech podprostort obsahujicich mnozinu A,
a tedy i [A] C B, protoze mnozina B je podle véty 1.4 podprostorem V.

2. Déle ukazeme, ze B C [A]. Ozna¢me B’ podprostor V, ktery obsahuje mnozinu A.
JelikoZz B’ obsahuje mnozinu A, obsahuje také vSechny linearni kombinace vektort
z A, atedy BC B a B C [A].

Definice 1.8. (Mnozina generatori)
Podmnozina M vektorového prostoru V' se nazyvd mnoZinou generdtoru prostoru V prave
tehdy, kdyz [M] = V.

Poznamka: Je-li M mnozina generatori prostoru V', fikame také, ze mnozina M generuje
vektorovy prostor V.

Priklad 1.2. Nésledujici mnoziny tvoii mnoziny generatori piislusného vektorového pro-
storu:

e P={l,z,2% ...,2"} je mnozina generdtori vektorového prostoru P,.

o My ={(0,1),(1,0)}, My = {(1,1),(2,2),(1,2)} jsou mnoziny generatori vektorového
prostoru V5(R).

Véta 1.6. Necht uq,...,u, jsou vektory z vektorového prostoru V, M = [uy,..., uy].
Provedeme-li na skupinu vektord uq,...,u, nekterou z nasledujicich zmeén, dostaneme no-
vou skupinu vektori, ktera generuje stejny vektorovy prostor M :

1. zmeéna poradi vektori,
2. nahrazeni libovolného vektoru z M jeho a-ndsobkem, kde o € T, a0 #£ 0,

3. nahrazeni libovolného vektoru z M jeho souctem s linearni kombinaci ostatnich vektoru
2 M,

4. vynechani vektoru, kiery je linearni kombinaci ostatnich vektori,
5. pridani vektoru, ktery je linedrni kombinaci vektoru z M.

Diikaz prenechavame ¢tenari jako cviceni.

Véta 1.7. Nechl uq, ..., u, jsou vektory z vektorového prostoru V. Vektor v € V' je linedrni
kombinaci vektori uq, . .., u, prave tehdy, kdyz
[Ug, ..., uy) = [ug, ..., Uy, ).



Diikaz: Oznacime M = [uy,...,u,] a N = [ug,. .., u,, v] a ukdzeme, ze M = N. Postupné
dokézeme obé implikace:
I. (=) Pokud v je linedrni kombinaci wuy,...,u,, pak v € M. Pro kazdé i € {1,...,n} je
vektor u; = 0.uy + -+ - + L.u; + - - - + 0.u,, prvkem M, tj. N C M.
Libovolny vektor w € M lze vyjadrit jako w = ~v.uy + -+ + Yp.u, + 0.0, a tedy M C N.
Ukézali jsme, ze (M C N)A(N C M), atedy M = N.
II. (<) Pokud M = N, pak v € M a v je linearni kombinaci vektora uy, . .., u,.

Definice 1.9. (Trivialni a nulova linedrni kombinace)

1. Necht wuq,...,u, jsou vektory z vektorového prostoru V. Jsou-li vSechny koeficienty
linearni kombinace a;.uy +- - - 4y, .1, rovny nulovému skalaru, nazveme danou linearni
kombinaci trividlni. V opa¢ném pripadé mluvime o netrividlni linedrni kombinaci.

2. Jestlize plati aqy.uq + - - - + a.u,, = 0, nazyvame tuto linearni kombinaci nulovou.

1.2 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Definice 1.10. (Linearni zavislost vektori)

Necht uq,...,u, jsou vektory z vektorového prostoru V. Jestlize existuje nulova netrivialni
linearni kombinace vektort uq, ..., u,, nazyvame tyto vektory linedrné zavislymi, v opacném
pripadé linedrne nezdavislymi.

Piiklad 1.3. Priklady linedrné zavislych a linedrné nezavislych mnozin vektori:

1. Vektory (1,1),(2,2),(1,2) jsou linearné zavislé, protoze existuje netrivialni linearni
kombinace, kterd je rovna nulovému vektoru, napt. —2.(1,1) +(2,2) +0.(1,2) = (0,0).

2. Uvazujme jeden vektor vektorového prostoru V. Je-li tento vektor nenulovy, je lineadrné
nezavisly, je-li nulovy, je linearné zavisly.

3. Dva vektory u,v jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden z nich je nasobkem
druhého: Pokud aj.u + as.v = 0, ay,ap € T, a napt. a; # 0, pak u = (—aga;1).0.
Pokud existuje k € T takové, ze u = k.v pak 1.u — k.v = o a vektory jsou linearné
zavislé.

4. Pokud dana mnozina M vektort obsahuje dva stejné vektory, jsou vektory mnoziny M
linearné zavislé.
5. Pokud dand mnozina M vektorl obsahuje nulovy vektor, jsou vektory linearné zavislé.

6. Pokud z dané mnoziny linedrné nezévislych vektori vybereme libovolnou podmnozinu,
jsou vybrané vektory linedrné nezavislé.

Véta 1.8. Nechf uy,...,u, jsou vektory z vektorového prostoru V. Pak vektory uy, ..., u,
jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz existuje index i,i € {1,...,n}, takovy, Ze vektor u; je
linearni kombinaci ostatnich vektori.



Dikaz: Postupné dokdzeme obé implikace:
I. (=) Predpokladejme, 7ze vektory wuy,...,u, jsou linedrné zavislé. Pak existuji ay € T,
ke{l,...,n},aq; # 0tak, Ze ay.uy+- - +ag.u+ - -+,.u, = 0. Potom u; = (—ajo;~1).ug+
A (o) .
I1. (<) Predpokladejme, Ze vektor uy je linedrni kombinaci ostatnich vektori, a tedy existuji

koeficienty oy, ..., ap_1, Qgy1, - . ., @y takové, ze up = ag.u+- - g1 U1+ g1 U1+ -+
+ay, Uy, .
Potom ay.uj + -+ + ag—1.up—1 + (—1).up + Qg1 Upy1 + - - - + .ty = 0 a vektory ug, ..., up,

jsou linedrné zavislé.

Véta 1.9. Necht uq,...,u,,v jsou vektory z vektorového prostoru V a necht vektor v je
linearni kombinaci vektord uq, ..., u, a vektory uy,...,u, jsou lineirne nezavisle.
Pak skalary aq, ..., a, v rovnosti ag.uq + - -+ + ap.uy, = v jsou urceny jednoznacne.

Diitkaz: Predpoklddejme, ze koeficienty piislusné lineadrni kombinace vektord uy, ..., u,
nejsou urceny jednoznac¢né. Pak existuji riizné n-tice aq,...,a, € T a f1,..., 3, € T takové,
ze v = a1u + -+ apy, = Brug + -0+ Bpay,. Potom o = (ag — B1)ug + -0+ (o, —
—Bn)-Uy. Jelikoz vektory wuy, .. ., u, jsou linedrné nezavislé, dostavame ay = Sy, ..., o, = By,
coz je spor s predpokladem, 7ze n-tice ay,...,a, € T a (1, ..., B, € T jsou rizné. Koeficienty
linearni kombinace jsou tedy urceny jednoznacné.

Definice 1.11. (Baze vektorového prostoru)
Mnozina B C V se nazyva bdze prostoru V pravé tehdy, kdyz jsou vektory z mnoziny B
linearné nezavislé a mnozina B generuje V.

Priklad 1.4. U nékterych vektorovych prostorti 1ze snadno stanovit aspon jednu bazi. Exis-
tuji ale také prostory, které nemaji bazi. Nasledujici priklady vektorovych prostora ilustruji
rizné pripady, které mohou nastat:

e Necht V,(R) je aritmeticky vektorovy prostor. Pak jedna z bazi V,(R) je
B =1{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)}.

e Necht P, je vektorovy prostor polynomt stupné nejvyse n. Pak B(P,) =
={1,z,2% 23, ... 2"}

e Vektorovy prostor, ktery obsahuje pouze nulovy vektor, nemé béazi.

Definice 1.12. (Soufadnice vektoru vzhledem k bazi)
Ozna¢me B skupinu vektort {ui,...,u,} v tomto poradi a necht B je baze vektorového
prostoru V, v € V. Uspofadanou n-tici skalara (aq, as, ..., ;) takovou, ze plati

V= Q.U+ Qg Uy,
nazyvame soutadnicemi vektoru v vzhledem k bdzi B a piSeme v = (aq, ..., ap).

Poznamka: Podle véty 1.9 jsou soutadnice vektoru vzhledem k bazi urceny jednoznacné.



1.3 Steinitzova véta o vymeéné a jeji disledky

Véta 1.10. Steinitzova véta.

Necht vektory aq, . . ., a, generuji vektorovy prostor V nad télesem T'. Necht vektory by, ..., by
z prostoru V' jsou linedrné nezavislé. Pak plati:

a) k <n,

b) existuje n — k vektord z {ay, ..., a,}, které spolu s vektory by, ..., by generuji V.

Ditkaz: Indukei pro k.

1) Polozme k = 1.
Jelikoz 1 < n, plati tvrzeni a), a tedy k& < n. Jelikoz vektory ay, ..., a, generuji vektorovy
prostor V, pak existuji skalary aq,...,a, € T takové, ze by = ay.a1 + - - - + a,.a,. Protoze
by # o, existuje index i € {1,...,n} takovy, ze a; # 0. Z vlastnosti télesa T plyne, 7e existuje
také prvek inverzni k prvku «, ktery oznacime «; ! Postupné dostavame:

Q;.A; = b1 — 1.1 — Oj—1.Qj-1 — A1 1.Qj41 — ... — Oy .0y,
-1 -1 -1 -1 -1
a; =a; by — (o an).ar — (a am1).ai-1 — (0 Qig1).Gip1 — .. — (@ Qp).Gnp.
V mnoziné generatori {aq,...,a,} mizeme tedy vektor a; nahradit vektorem b, a tedy
lai,...,a,] = [a1,...,4;-1,b1,a:41,...,a,] a vektory aq,...,a;1,b1,0;11,...,a, generuji

vektorovy prostor V.
2) Predpokladejme, ze k > 1 a Ze tvrzeni plati pro k — 1 vektord, tj. £k — 1 < n,

a pii vhodném precislovani vektori je [ai,...,a,] = [b1,...,bk_1,ax, ..., a,]. UkdZeme, Ze
tvrzeni plati pro k£ vektort. Podle indukéniho predpokladu mtuzeme vyjadrit vektor by jako
linearni kombinaci vektori by, ...,by_1,a, ..., ay,:

by = a1.by + -+ ap_1.bp1 +apap + -+ Q.

Ukazeme, 7ze k — 1 < n, atedy k <n . Kdyby £ — 1 =mn, pak by V = [by,...,bx_1], protoze
podle predpokladu existuje mnozina generatorti majici pravé n prvka. Vektor by by tedy
byl linedrni kombinaci vektori by,...,b;_1, coz je ve sporu s linearni nezavislosti vektort
bi,..., bk, a tedy k <n.

Pokud by kazdy z koeficienti oy, ..., a, byl roven 0, byl by vektor by linedrni kombinaci
vektort by,...,bi_1, coz je opét ve sporu s linearni nezavislosti vektori bq,...,bs. Proto
existuje index p, k < p < n, takovy, ze a,, # 0. Vektory vhodné sefadime a ozna¢ime tak,
aby «, = aj, a dostavame

-1 ~1 ~1 ~1 ~1
ar = o by —aog aq.by — . — o oo 1.bpo — o QG — L. — Qg

a tedy
[bl,...,bk,l,ak,...,an] = [bl,...,bk,ak+1,...,an.

Ukazali jsme tedy, ze tvrzeni plati pro kazdé k < n.



Disledky Steinitzovy véty:
Véta 1.11. VSechny bdze prostoru V' konecné dimenze maji stejny pocet prokii.

Dikaz: Oznat¢me B = {ay,...,ar} a B' = {by,...,b,} dvé baze prostoru V. Mnozina B je
mnozinou generatori prostoru V' a mnozina B’ je linedrné nezavisla. Podle Steinitzovy véty
plati £ < n. Obdobné miZeme uvazovat mnozinu B’ jako mnozinu generatori prostoru V'
a mnozinu B jako linedrné nezévislou mnozinu, a tedy n < k. Plati tedy zaroven £ < n
in < k. Z antisymetrie relace < plyne k£ = n a vSechny béaze prostoru V' maji stejny pocet
prvki.

Definice 1.13. (Koneéné& rozmérny a nekoneéné rozmérny vektorovy prostor)
Vektorovy prostor nazyvame konecné rozmeérnym, jestlize ma aspon jednu kone¢nou mnozinu
generatori. V opacném pripadé ho nazyvame nekonecné rozmeérnym.

Definice 1.14. (Dimenze vektorového prostoru)

Necht V' je vektorovy prostor. Dimenzi nenulového konecné rozmérného prostoru V' nazy-
vame pocet prvkil nékteré jeho baze. Dimenze nulového vektorového prostoru je 0. Dimenze
nekonecné rozmérného vektorového prostoru je oo. Dimenzi vektorového prostoru V' znacime

dim V.

Piiklad 1.5. Mnozina V3(R) vSech 3-rozmérnych aritmetickych vektort nad télesem R tvori
spolu s prislusSnymi operacemi vektorovy prostor dimenze 3, protoze napf.
V3(R) = [(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)] a vektory (1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1) jsou linedrné nezavislé.
Mnozina v8ech konvergentnich posloupnosti nad télesem R spolu s operacemi s¢itani posloup-
nosti (€len po €lenu - s¢itani ¢lend posloupnosti se stejnym indexem) a nasobeni redlnym
¢islem (kazdy ¢len posloupnosti je vynasoben danym realnym ¢islem) tvoii vektorovy prostor
nekonec¢né dimenze.

Véta 1.12. Necht B = {by,...,b,} je baze vektorového prostoru V a nechl ay, ..., ax jsou
vektory z V. Pokud k > n, pak vektory ay, ..., a jsou linedrné zdvislé.

Dikaz: Pokud by vektory ay, ..., a byly linedrné nezavislé, pak by byla splnéna nerovnost
k <n, coz je ve sporu s predpokladem k > n.

Véta 1.13. Necht' V' je vektorovy prostor konecné dimenze n > 1 a wvektory by, by, ..., b
2V jsou linedrné nezdvislé. Pokud k = n, pak je mnozZina {by,..., by} bdzi prostoru V.
Pokud k < n, pak existuje ve V n — k wvektori takowych, Ze jejich pridinim k mnoziné
{b1,bs,..., by} vznikne baze prostoru V.

Dikaz: Necht {ai,...,a,} je baze V. Pokud k = n, miZeme podle Steinitzovy véty
postupné vyménit vSechny vektory a mnozina {by, ..., b} je bazi prostoru V. Pokud k < n,
doplnime k mnoziné {by,bs, ..., b} n — k vhodné zvolenych vektori mnoziny {as,...,a,}
tak, aby vysledna mnozina obsahovala n linedrné nezavislych vektort a tvorila bazi prostoru

V.



Steinitzovu vétu a jeji disledky vyuzijeme pri feSeni konkrétnich iloh zejména v podobé
nasledujicich tvrzeni. Necht dim V' = n. Pak plati:

1. Jsou-li by,bs,...,bp € V, k < n, linedrné nezavislé vektory, lze je doplnit na bézi pro-
storu V.
2. Vektory aq,...,a, € V tvoii bazi V pravé tehdy, kdyz jsou linedrné nezavislé.

3. Vektory aq,...,a, € V tvoii bazi V pravé tehdy, kdyz generuji V.
4. Vektory ai,...,a, € V tvoil bazi V pravé tehdy, kdyz libovolny vektor u € V lze
vyjadrit pravé jednim zpisobem jako linearni kombinaci vektori aq, ..., a,.
1.4 Linearni a direktni soucet podprostort

Véta 1.14. Necht U, W jsou podprostory vektorového prostoru V.
Potom mnozina U +W ={a+b;a € U,b € W} je podprostorem vektorového prostoru V.

Diikaz: Postupné ovéfime vSechny vlastnosti podprostoru podle véty 1.2:
1. (ceUnoeW)=(o=0+0€U+W), atedy mnozina U + W je neprazdna.

2. 21,22 € U+ W = Elul,u2 € UEle,wg e Wz = Ul + Wi, 29 = Uy + Wa.
Postupné dostavame z; + 2o = (ug +wq) + (ug + we) = (ug +ug) + (wy +we) € U+ W
a mnozina U + W je uzaviend vzhledem ke sc¢itani vektort.

.aeTl,zeU+W=FuelU weW:z=u+w.
Postupné dostavame a.z = a.(u + w) = au + aw € U+ W a mnozina U + W je
uzaviend vzhledem k nasobeni vektori skaldrem.

Mnozina U + W je tedy podle véty 1.2 podprostorem V.
Definice 1.15. (Linearni a direktni soucet)

1. Necht U, W jsou podprostory vektorového prostoru V. Podprostor U + W nazyvame
linearnim souctem podprostoria U, W.

2. Necht U N'W = {o}. Potom linedrni soucet U + W nazyvame direktnim souctem
podprostora U, W a pisSeme U & W.

Véta 1.15. Necht U = [ay,az,...,a,] a W = [by, by, ..., b] jsou podprostory vektorového
prostoru V. Pak plati:
U+W = [Cl1,a,2,...,an,bl,bg,...,bk].
Dikaz je ziejmy.

Véta 1.16. Necht U,W jsou podprostory vektorového prostoru V konecné dimenze. Pak
plati:
dim U + dim W =dim (U + W) + dim (UNW).
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Dikaz: Pokud (U C W) Vv (W C U), véta ziejmé plati.
Predpokladejme nyni, ze U mneni podprostorem W a W neni podprostorem U.
Necht UNW = [z1, ..., z], kde 21, ..., z je baze prostoru UNW. Pokud UNW obsahuje pouze
nulovy vektor, plati dim (U NW) = 0. V ostatnich pfipadech jsou vektory zi, ...,z linearné
nezavislé a daji se podle Steinitzovy véty doplnit na bazi {z1,..., 2, uy,...,us} prostoru U,
kde  {up,...,us} je  linedrné  nezdvisldi  mnoZina  vektori  prostoru U,
i bazi {z1,..., 2z, wy,...,w.} prostoru W, kde {ws,...,w,} je linedrné nezavisla mnozina
vektori prostoru W.
Ukézeme sporem, 7e sjednoceni mnozin generatort {zi,..., 2, uq,. .., Us, Wy, ..., W.} Pro-
storu U + W je linearné nezavisla mnozina, a tvori tedy béazi prostoru U + W.
Predpokladejme, Ze vektory {z1, ..., 2z, u1, ..., Us, w1, ..., w,} jsou linedrné zavislé. Pak exis-
tuji koeficienty o, B, v, kde i € {1,...,t},5 € {1,...,s},k € {1,...,r}, z nichZ aspon jeden
je nenulovy, takové, Ze linedrni kombinace v;.2; + -+ - + v.2¢ + @p.uy + - - - + asus + Br.wy +
-+« + B,..w, je rovna nulovému vektoru. Kdyby byly vSechny koeficienty (1, ..., 3, rovny 0,
byly by vektory {z1,..., 2, u1, ..., us} linedrné zavislé. Proto existuje 3; # 0 a vektor w; lze
tedy vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich vektori, tj.

/ / / / / / / /
Wj = =21 T YR — QU — = Qg — Brwy — B awi — B wip — = By,

kde koeficienty o}, 3},7; vyndsobenim piivodnich koeficientdi prvkem f; '+ 0. Z predchozi
rovnosti plyne rovnost

/ / !/ !/ / !/ / /
—w; — Prwr = fj wjm — B wip — - = frwr =zt H ez £ 0

Vektor vyjadieny obéma stranami rovnosti oznacime p. Vektor p je tedy linedrni kombinaci
vektort baze W

p=—-w; — Biwl — B;-_l.wj_l — 6§+1.wj+1 — ... 5;w7~

i baze U

p="121+ vzt g+ o+ A,
a tedy patii do UNW. Bazi U NW je {z, ..., 2}, proto lze vektor p vyjadfit jako linearni
kombinaci vektort zi, ..., 2 p = 01.21 + - - - + 0;.2;. Nahradime-li pravou stranu rovnosti

' / ' ' ' / / /
—w; — Bwy — 6j71-wj71 - 6j+1-wj+l — = Bewr =2 b Yz T Qg g

vyjadienim vektoru p pomoci vektort baze U N W, dostavame

w; = —Biwl — 5;_1.11)]'_1 — B;-+1.wj+1 — ... 67,,11}7‘ — 51.21 — ... (575‘275.
Vektor w; je tedy linedrni kombinaci vektort wy, ..., wj—1,wjt1,..., Wy, 21,..., 2, COZ je
spor s predpokladem, 7ze vektory wq,...,w,, z1,..., 2 jsou linedrné nezavislé. Ukazali jsme,
7e vektory {z1,..., 25, U1, . .., Ug, W1, . .., w, } jsou tedy linedrné nezavislé a tvoii bazi prostoru
U+W. Dostavame dim (U+W) = t+s+r, dim (UNW) =t,dim U = t+radim W = t+s,
atedy dim U +dim W =dim (U+W)+dim (UNW)=2t+r+s.

Véta 1.17. Necht U, W, Z jsou podprostory wvektorového prostoru V konecné dimenze.
Pak jsou nasledugici podminky ekvivalentni:

11



1.

Z je direktnim souctem podprostord U, W.

2. 7 je linearnim souctem podprostoru U, W a dim Z = dim U 4 dim W.

3. Je-li {uy,...,u,} biaze U a {wy,...,wi} baze W, pak je {uy,...,up,wy,..., wg}

/.

baze Z.

Z je linearnim souctem podprostori U, W a kazZdy vektor z € Z lze vyjadrit jedinym
zpusobem ve tvaru z = u+ w, kde w € Uyw € W.

Dikaz: K dikazu véty staci misto ditkazu vsech ekvivalenci dokazat nasledujici fetézec
implikaci: 1 = 2=3=4=1.

1.5

(1 = 2) Podle definice direktniho souc¢tu U + W je tento soucet i linedrnim souctem
a plati, ze dim (U N W) = 0.
Dostavame dim U + dim W = 0+ dim (U + W) =dim (U + W).

(2 = 3) Ozna¢me dim U = n a dim W = k. Necht {uy,...,u,} je libovolna
béze U a {wy, ..., w} libovolna baze W. Potom podle véty 1.15 je U+ W = [uy, . .., Uy,
wy, ..., wg). Jelikoz dim (U + W) = k + n, vektory {uy, ..., ux, wy,...,w,} tvoii bazi
U+ Ww.

(3 = 4) Podle predpokladu je U + W = [uq, ..., up, w1, ..., wg]. Pfedpokladejme déle,
ze existuji dvé rizna vyjadieni vektoru z = v +w = v’ +w', kde v, v’ € U,w,w" € W.
Potom z — 2z = (u — ) + (w —w') = 0= ay.uy + -+ - + ap.uy + Brawy + -+ - + Br.wg,
kde aq,...,ay, B1,..., 0k € T. Vektory uq, ..., Uy, w1,...,wg tvori bazi U + W, a tedy
vSechny koeficienty této linearni kombinace jsou rovny 0. Proto u = v’ a w = w’, coz
je spor s predpokladem, ze obé vyjadieni vektoru z jsou riizna.

(4 = 1) Ozna¢me z € U N W. Pak mizeme vyjadiit z jednak jako z = z + o, kde
z € Ujo € W, jednak také jako z = o+ z, kde z € W,0 € U. Porovnanim obou
vyjadieni dostavame z = z 4+ 0o = o + z. Podle 4 je takové vyjadieni jednoznac¢né
a z=o0.Potom plati, Ze UNW ={o} a Z=UdW.

Ulohy k procvic¢eni

. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny tvori vektorovy prostor nad télesem R. Své tvrzeni

odtivodneéte.
(a) Mnozina v8ech vektori vazanych v pocatku soustavy souradnic spolu se s¢itanim
vektorlt a nasobenim vektort redlnym cislem.

(b) Mnozina v8ech redlnych funkei jedné redlné proménné na omezeném uzavieném
intervalu (a, b) spolu se s¢itanim funkei a ndsobenim funkei redlnym ¢islem.

(c) Mnozina vSech konvergentnich ¢iselnych posloupnosti spolu se s¢itanim posloup-
nosti a nasobenim posloupnosti redlnym ¢islem.

(d) Mnozina vSech divergentnich ¢iselnych posloupnosti spolu se s¢itAnim posloup-
nosti a nasobenim posloupnosti redlnym cislem.
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10.

() M = {a+bv2,a,b e Q} nad Q, nad R.

(f) Mnozina v8ech soustfednych kruznic s danym stfedem v roviné (operace s¢itani:
seCteme poloméry kruznic, zachovame stied; operace nasobeni: polomér kruznice
vynasobime redlnym ¢islem, zachovame stied).

. Urcete, zda nasledujici mnoziny spolu s prislusSnymi operacemi tvori vektorovy pod-

prostor vhodné vybranych prostorti uvedenych v Uloze 1:

e mnozina vSech vektori lezicich na ose prvniho a tretiho kvadrantu;
e mnozina vSech vektori s délkou 1,

e mnozina vSech funkci, jejichz graf prochazi bodem [1,0]; mnozina vSech funkei,
jejichz graf prochazi bodem [0, 1],

e mnozina vSech posloupnosti, které konverguji k 0; mnozina vSech posloupnosti,
které konverguji k 2.

Zjistéte, kterd linedrni kombinace vektori a = (2,0,—1),b = (0,—2,1),¢ = (3,0,0)
je rovna vektoru j = (0,0, 1).

. Zjistéte, zda f(z) = 2 + x + 2? pati{ do linedrniho obalu funkci g(x) = 1 — 222

h(x)=1—x.

Zjistéte, zda kazdy vektor (z,
kde M = {(1,1,0),(0,0,1),(
kombinace.

y,z) € V3(R) je linedrni kombinaci vektori mnoziny M,
1,0,1)}. V kladném piipadé urcete koeficienty linedrni

Zjistéte, zda jsou vektory linedrné zavislé nebo linedrné nezavislé. Své tvrzeni odivod-
néte.

o V3(R), a=(2,3),b=(1,-5),
o 3(R), a=(2,3),b=(1,-5),c=(0,1),
o Vi(R), a=(5-3,01),b=(4,01,-1),c=(7,3,3,—4).

Rozhodnéte, zda nasledujici vektory tvori bazi v uvedeném vektorovém prostoru:

i %(R)7 ay = (1757?))’@2 = (27 77 3),&3 = (37974)7
o Vi(R), a1 = (2,3,4, —6), a3 = (1,8, —2,—16), a5 = (12,5, —14,5),as = (3, 11,4, 7).

Naleznéte aspon  jednu bazi linearniho obalu vektori ai, o, az:
la; = (0,1,1,-3),a2 = (3—1,1—2i,51 — 7,4 + 3i),a3 = (1 + 3i,1 +1,—6 — 7i,4i)].

Ovéite, ze B; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a By = {(2,1,0),(1,0,1),(—1,3,1)} jsou
baze V3(R). Vypocitejte soutadnice vektoru (5,2,3) vzhledem k bazi Bs.

Pomoci Steinitzovy véty o vyméné dopliite mnozinu {(1,1,2),(2,1,3)} na bazi V5(R).
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2 Matice

2.1 Matice, hodnost matice

Definice 2.1. (Matice)

Necht T je téleso. Obdélnikovou tabulku prvki z T sestavenych do m tadkt a n sloupci
nazyvame matici typu (m,n) nad télesem T'. Je-li m = n, hovotime o ctvercové matici n-tého
radu, pripadne n-tého stupné.

Pozndmka: Matice A pfifazuje kazdé dvojici (i,7), kde i € {1,....,m}, j € {1,...,n},
prvek z T, ktery oznaCujeme a;; a nazyvame prvkem matice A v i-tém radku a j-tém sloupci.
Matici A zapisujeme

a1 Q12 A1n
A= Q21 Q22 Aop,
Am1  Am2 Amn

nebo zkracené
A= (a;);ie{l,...,m},je{l,....n}

Pokud je z textu zndmo m, n, piSeme pouze A = (a;;). Aritmeticky vektor (a;1, @i, ..., @),
se nazyva i-ty rddek, aritmeticky vektor (ai;, ag;, ..., am;) j-ty sloupec matice A. Vedoucim
prokem i-tého Tadku matice A rozumime jeho prvni nenulovy prvek zleva. Jinymi slovy: Je-
li a;; vedouci prvek i-tého fadku a k£ < 7, je a;; = 0. Nulovy fadek nemd zadny vedouci prvek.

Poznamka: V nékterych textech se jednotlivé prvky matice oddéluji ¢arkou stejné jako
u aritmetickych vektort.

Definice 2.2. (Rovnost matic)
Matice A = (a;;) typu (m,n) a B = (b;;) typu (r,s) se sobé rovnaji, pravé kdyz plati:
m=r, n=s, a;; = b;; provSechnai € {1,...,m},j e {1,...,n}.

Definice 2.3. (Transponovand matice)
Transponovand matice k matici A = (a;;) typu (m,n) je matice AT = (b;;) typu (n, m), pro
kterou plati

Q5 = bjia Vi € {1, ce ,m},Vj S {]_, .. ,TL}.

Pozndmka: Transponovanou matici AT dostaneme z matice A tak, Ze vzadjemné vyménime
radky a sloupce v matici A.

Definice 2.4. (Hlavni diagondla matice)

Necht A = (a;;) je matice typu (m,n). Aritmeticky vektor (aii,as,...,a,), kde
r = min (m,n), se nazyva (hlavni) diagondla matice A. Prvky a;, i = 1,2,...,7, se na-
zyvaji diagondlni pruky.

Definice 2.5. (Zobecnéna trojihelnikova matice)
Matice A = (a;j) typu (m,n) se nazyva zobecnénd trojihelnikovda matice, pravé kdyz
a) ma pouze nenulové Fadky,
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b) jsou-li a;;, a,s vedouci prvky takové, ze i < r, pak j < s.

Zobecnénd trojuhelnikova matice A typu (m,n) se nazyva redukovand trojihelnikovd matice,
prave kdyz

a) kazdy vedouci prvek je roven 1,

b) jsou-li a;j, a,s vedouci prvky takové, ze i < r, pak j <s,

¢) vSechny ostatni prvky matice jsou rovny 0.

Matice A typu (m,n) se nazyva horni, resp. dolni trojihelnikovd matice, pravé kdyz vSechny
prvky lezici pod diagondlou, resp. nad diagonalou jsou nulové (tj. a;; = 0 pro v8echna ¢ > j,
resp. i < j).

Poznédmka: S rostoucim fadkovym indexem se vedouci prvek kazdého dalsiho radku vy-
skytuje stale vice vpravo. V literature se pro zobecnénou trojihelnikovou matici nékdy také
pouzivaji pojmy matice ve stupriovitém tvaru, pripadné odstupriovnd matice.

Definice 2.6. (Nulovad matice)
Matici O = (0;;) typu (m,n), kde o;; = 0 pro vSechna i € {1,...,m}, 5 € {1,...,n},
nazyvame nulovou matici typu (m,n).

Definice 2.7. (Diagonalni matice)
Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice. Jsou-li v8echny nediagondlni prvky matice A nulové
(tj. a;; = 0 pro vSechna i # j), fekneme, ze A je diagondlni matice.

Definice 2.8. (Jednotkova matice)
Jednotkovou matici n-tého Tidu nazyvame diagonalni matici £ = (e;;) n-tého fadu, pro niz
plati e;; = 1 pro vSechna i € {1,...,n}.

Definice 2.9. (Radkovy prostor matice)

Radkovijm prostorem matice A typu (m, n) rozumime podprostor vektorového prostoru V,,(T)
generovany vsemi fadky matice A. Sloupcovym prostorem matice A typu (m,n) rozumime
podprostor vektorového prostoru V,,(T') generovany vSemi sloupci matice A.

Definice 2.10. (Elementarni Gpravy matice)

Elementarni radkovou, resp. sloupcovou upravou matice A rozumime nékterou z téchto uprav:
a) zménu poradi fadki, resp. sloupcti matice A;

b) nahrazeni fadku, resp. sloupce matice A jeho a-nasobkem, kde v € T', av # 0;

c¢) nahrazeni fadku, resp. sloupce matice A jeho souctem s a-nasobkem, a € T, jiného fadku
matice A;

d) vynechéani fadku, resp. sloupce, ktery je linedrni kombinaci ostatnich fadkd, resp. sloupci;
e) pridani fadku, resp. sloupce, ktery je linedrni kombinaci fadki, resp. sloupcti matice.

Véta 2.1. Elementdrni fadkové (resp. sloupcové) ipravy nemeéni radkovy (resp. sloupcovy)
prostor matice.

Diikaz: Tvrzeni je pfimym disledkem véty 1.6.

Definice 2.11. (Ekvivalentni matice)
Dvé matice jsou ekvivalentni, pravé kdyz lze jednu z druhé ziskat konecnym poctem elemen-
tarnich fadkovych (resp. sloupcovych) aprav.
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Véta 2.2. Kazda matice A je ekvivalentni s aspon jednou horni trojuhelnikovou matici.

Diikaz: Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei: Matice typu (1,n) je horni trojthelni-
kova matice. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro matici typu (m — 1,n).
Necht k-ty sloupec je prvni nenulovy sloupec této matice. Potom existuje nejmensi index
i takovy, Ze a;; # 0. Pokud existuje j > ¢ takové, Ze a;, # 0, pak vynasobime i-ty fadek
prvkem aj;, a j-ty fadek prvkem a;, a misto j-tého fadku napiSeme rozdil téchto vynasobe-
nych Fadkf. V takto vzniklé matici je na misté a;;, nulovy prvek. Stejnou operaci provedeme
se vSemi prvky aji, j > ¢. Poté vyménime prvni a i-ty fddek. Podle indukéniho predpokladu
plati tvrzeni v matici A’, kterd vznikne vynechanim prvniho Fadku, tj. plati pro kazdou
matici A.

Definice 2.12. (Hodnost matice)
Hodnosti matice A = (a;) typu (m,n) nazyvame dimenzi jejiho fddkového prostoru. Piseme
h =hod A.

Véta 2.3. Hodnost matice A je rovna poctu radki zobecnéné trojuhelnikoveé matice B ekuvi-
valentni s A.

Diikaz: Prevedeni matice A na zobecnénou trojuhelnikovou matici B neméni radkovy
prostor matice (podle véty 2.1) a fadky zobecnéné trojihelnikové matice jsou ziejmé linearné
nezavislé. Hodnost matice B je tedy rovna poctu jejich fadkt a hodnost matice A je rovna
hodnosti matice B.

Véta 2.4. Hodnost matice A je rovna hodnosti matice AT transponované k matici A.

Diikaz: Pro nulovou matici véta zfejmé plati. Necht A = (a;;) je nenulovd matice typu
(m,n). Ozna¢me déle AT matici typu (n,m) transponovanou k matici A. Hodnost ma-
tice AT je podle definice 2.12 rovna dimenzi faddkového prostoru V matice AT, a tedy
poctu vektort libovolné baze V. Matici A upravime pomoci elementarnich Gprav na re-
dukovanou trojuhelnikovou matici A’, kterd méa podle véty 2.3 stejnou hodnost jako ma-
tice A. Radky matice A’ jsou linedrné nezdvislé a tvoii bazi fddkového prostoru matice
A’, a tedy i bazi fadkového prostoru matice A. Hodnost matice A je tedy rovna ¢islu k,
které predstavuje pocet linedrné nezdvislych radka matice A. Hodnost matice AT je tedy
rovna poctu linedrné nezavislych fadka matice A’, a tedy hodnosti matice A’. Vytvofime-li
matici (A")T, jejiz sloupce jsou stejné jako fadky matice A’, miiZeme ji pomoci elemen-
tarnich sloupcovych tiprav upravit na matici A*. Jelikoz sloupce matice AT vzniknou po-
moci linedrnich kombinaci sloupcit matice (A")Y, a tedy fadkd matice A’, maji piislusné
prostory stejnou dimenzi a matice A’ a AT maji stejnou hodnost. Proto maji i matice
A a AT stejnou hodnost.

Poznamka: Disledkem véty 2.4 je, ze tadkovy i sloupcovy prostor matice maji stejnou di-
menzi.

Definice 2.13. (Regularni matice)
Ctvercova matice A n-tého fadu se nazyva requldrni, resp. singuldrni, jestlize hod A = n,
resp. hod A < n.
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2.2 Operace s maticemi

Definice 2.14. (Soucet matic)
Necht jsou dany matice A = (a;;), B = (b;;) téhoz typu (m, n) nad tymz télesem T'. Souctem
matic A a B nazyvame matici C' = (¢;;) typu (m,n) definovanou pfedpisem

cij =a;j+biie{l,...,m},je{l,...,n}
Piseme C = A+ B.

Véta 2.5. Necht A, B, C' jsou matice stejného typu nad tymz télesem T a O je nulovd
matice tehoZ typu. Pak plati:

1. A+ B=B+ A,

A+ (B+C)=(A+B)+C,
A+O0=0+A=A,

(A+ B)T = AT + BT,

—A = (—a;;), kde —a;; je opacny prvek k a;; v télese T, je matice opacnd k matici A,

tj. plati A+ (—A) = 0.

Dikaz: Tvrzeni je pfimym disledkem vlastnosti operace s¢itani v télese T
Poznamka: a) Z predchozi véty plyne, Ze mnozina vSech matic daného typu (m,n) nad
télesem 1" spolu s operaci s¢itani matic tvori komutativni grupu.
b) Misto A+ (—B) piSeme kratce A — B a mluvime o rozdilu matic A, B (v tomto pofadi).

Definice 2.15. (Nasobeni matice skaldrem)
Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) nad télesem 1. Soucinem prvku o € T a matice A
(a-ndsobkem matice A) nazyvame matici C' = (¢;;) typu (m,n) definovanou predpisem

cij =, 1€{1,...,m},j€{l,...,n}.
Piseme C' = a/A.

Véta 2.6. Necht A, B jsou matice stejného typu nad télesem T. Necht o, € T a 1 je
jednotkovy prvek v T. Pak plati:

1. a(A+ B) = aA+ aB,
2. (a+ B)A = aA + BA,
3. a(BA) = (ap)A,

4. 1A= A,

5. (aA)T = aA”,
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Diitkaz: Podle definice 2.15 je nésobeni matice prvkem o € T definovdno vztahem
cj = aa;j, © € {1,...,m},j € {1,...,n}. Tvrzeni plyne piimo z vlastnosti operaci sci-
tani a nasobeni v télese 7'

Poznamka:

1. Matice typu (1,7n) nad télesem T jsou vlastné n-rozmérné aritmetické vektory nad 7.
V tomto pripadé sc¢itani matic a nasobeni matice prvkem z T odpovida prislusnym
operacim s aritmetickymi vektory.

2. Mnozina v8ech matic typu (m,n) nad télesem T tvoii vektorovy prostor vzhledem ke
sc¢itani matic a nasobeni matice prvkem z 7. Dimenze tohoto vektorového prostoru je
mn.

Definice 2.16. (Symetrickd a antisymetrickd matice)
Matice A se nazyva symetrickd, jestlize plati A = AT. Matice A se nazyva antisymetrickd,
jestlize plati A = —AT.

Véta 2.7. Pro kaZdou ctvercovou matici A je A+ AT symetrickd matice a A — AT antisy-
metricka matice.

Ditkaz: Ozna¢me B = A4+ AT a C = A — A" . Podle definice matice transponované
k matici A plati pro kazdé i,j € {1,...,n} : b;; = a;; + aj; = bj; a matice B je symetricka.
Dale plati pPro kazdé Z,] c {1, ce ,n} Gy = Qg — Ay = —(CL]‘Z‘ - aij) = —Cj a matice C' je
antisymetricka.

Poznamka: Kazdou ¢tvercovou matici A lze psat jako soucdet symetrické a antisymetrické
matice, nebot napf. A = 3(A+ A") + (A — AT).

Definice 2.17. (Néasobeni matic)

Necht je ddna matice A = (a;;) typu (m,n) a matice B = (b;;) typu (n,p), obé nad tymz
télesem 1. Soucinem matic A, B (v tomto pofadi) nazyvame matici C' = (¢;;) typu (m,p)
definovanou predpisem

n

Cij = @itbij + @iobgj + -+ + aiby; = Z%‘k%j; ie{l,....m}, jE{1,...,p}.
k=1

Piseme C = A B.

Poznamka: Podminku pro typy matic pri nasobeni si mizeme zapamatovat pomoci for-
méalniho vztahu

(m,n)(n, p) = (m,p).

Véta 2.8. Necht jsou dany matice A, B, C nad téelesem T a prvek o € T. Pokud jsou
prislusné souciny matic definovany, plati:

1. a(AB) = (aA)B = A(aB),
2. A(BC) = (AB)C,
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3. A(B+C)=AB + AC,
4. (A+B)C = AC + BC,
5. (AB)T = BTAT,

6. AE = A, EA = A,

7. AO =0, OA = 0.

Dikaz:
1. Tvrzeni plyne pfimo z vlastnosti nasobeni v télese 7T'.
2. Necht A = (a;;) je matice typu (m,n), B = (b;) je matice typu (n,p) a C' = (cy) je matice
typu (p,r). Matice (AB)C mé v i-tém fadku a [-tém sloupci prvek Y r_, <Z?’:1
Matice A(BC) md v i-tém fadku a l-tém sloupci prvek » 7, ai; (D) _; bjkcw). Nésobeni
prvki télesa T je distributivni vzhledem k s¢itani, a tedy (AB)C = A(BC).
3. Necht A = (a;;) je matice typu (m,n), B = (bjy) a C = (c¢ji) jsou matice typu
(n,p). Matice A(B + C) md v i-tém Tadku a k-tém sloupci prvek » 7, aij(bjx + cji)-
Matice AB + AC mé v i-tém fadku a k-tém sloupci prvek Z?Zl aijbik + Z?Zl ijCik-
Rovnost obou prvki plyne opét z vliastnosti operaci s¢itani a nasobeni v télese T'a A(B+C) =
= AB + AC.
4. Tvrzeni se dokaze obdobné jako tvrzeni 3.
5. Necht A = (a;;) je matice typu (m,n), B = (b;r) je matice typu (n,p). Matice (AB)7T je
typu (p,m). V k-tém fadku a i-tém sloupci ma matice (AB)T prvek > i1 @ijbjr, ktery ma
matice AB v i-tém fadku a k-tém sloupci. Matice BT ma v k-tém fadku a j-tém sloupci
prvek ;. a matice AT ma v j-tém Fddku a i-tém sloupci prvek a;;. V souc¢inu matic BT AT
je v k-tém fadku a v i-tém sloupci prvek Z?Zl bjra;;, v matici (AB)T je v k-tém Fadku
a v i-tém sloupci prvek Y27 a;;bji, a tedy BTAT = (AB)".
6. Ziejmé.
7. Ziejmé.
Poznamka: Nasobeni matic neni komutativni. Oba souciny AB i BA jsou definovany, pravé
kdyz A je typu (m,n) a B je typu (n,m). Je-li m # n, nemtze nastat rovnost AB = BA.
Ani pro ¢tvercové matice neplati obecné AB = BA.

aijbjk> Cll-

Definice 2.18. (Zdmé&nné matice)
Matice A, B nad télesem T, pro které plati AB = BA, se nazyvaji zaménné.

Definice 2.19. (Inverzni matice)
Nechf A je ¢tvercova matice n-tého fadu nad télesem T. Ctvercovou matici A~!, pro niz
plati

AAT ' =ATTA=F,

nazyvame inverzni matici k matici A.
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Véta 2.9. Necht A, B jsou ctvercove matice n-tého tadu nad telesem T a E je jednotkovd
matice n-tého radu nad télesem T

1. K matici A existuje nejuyse jedna inverzni matice.

2. BT =F.

3. (AYH)™t = A, pokud ezistuje A™'.

4. (AB)™t = B7YA™L, jakmile je alespoti jedna strana piislusné rovnosti definovdina.
5. Jestlize pro matice A, B plati AB = E, jsou matice A, B navzdjem inverzni.
Dikaz:

1. Sporem. Pfedpokladejme, Ze existuji matice B # C' inverzni k matici A. Pak plati
zaroveh AB = BA = F a AC = CA = FE. S vyuzitim asociativity nasobeni matic
dostavame B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C, coz je spor s predpokladem
B #C.

2. Ziejmé.

3. Podle definice 2.19 plati A7'A = E. Obé strany rovnosti vyndsobime zleva matici
(A7) ! a dostavame (A~1)"TA7TA = (A1) 71E. Po tipravé dostavame EA = (A~1)~1
atedy A= (A1)~

4. Ukazeme, 7e plati AB(B71A™') = E. Postupné dostdvame
(AB)(B'A™) = A(BB YA ™' = AEA™ = AA™' = E,
(B'AYAB)=B YA 'A) B=B'EB=B'B=E.
5. Ziejmé.
Postup pfi vypoctu inverzni matice, tzv. Gaussova-Jordanova eliminace: Matici A pre-
vedeme ekvivalentnimi radkovymi tpravami na jednotkovou matici a zaroven tytéz upravy

provadime s jednotkovou matici stejného fadu. Na konci procesu ziskame z A jednotkovou
matici F a z jednotkové matice E matici A~!. Schematicky zapsano:

(AlE) ~ (E]AT).

Poznamka: Popsané upravy ,dvojmatice (A|E) vedouci k inverzni matici provadime
pouze s fadky matice. Sloupce zde totiz znamenaji koeficienty u neznamych v soustavach
linearnich rovnic, jejichz pravé strany jsou aritmetické vektory s jednim prvkem rovnym
jednotkovému prvku z 7T a ostatni nulovému prvku z 7. Zménami sloupcii bychom zménili
vyznam neznadmych. S feSenim soustav rovnic se podrobné sezndmime v kapitole 3.

Véta 2.10. Necht A je étvercovd matice. Pak k ni existuje inverzni matice A™Y, prdave kdyz
je A requldrni.

Vétu uvadime bez dikazu. Myslenka dikazu vychéazi z Gaussovy-Jordanovy eliminace,
kde provadéné upravy matice (A|F) neméni hodnost matice A. Jelikoz matice £ mé hodnost
n, musi mit matice A také hodnost n, a je tedy regularni.
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2.3 Ulohy k procviéeni

1.

Urcete hodnost nasledujicich matic (pfipadné v zavislosti na redlném parametru c):
3 =2 1 0

1 2 3 4 -2 0 1
a) 402_3, b) 2 405 ], o 1 21|,
=43 -1 36 39 0 3
2 -1 5 1 ¢

. Vypoc¢itejte sou¢in nasledujicich matic (v obou moznych pofadich, pokud je to mozné):

10
17 -1 12 1 -2
v Gan)o () GE) (B3)
02 3 g 3 4 3 -2
012 1 21 3
34)\ -3 21 1)

. Vypoctéte, pokud existuji, inverzni matice k nasledujicim maticim:

30 1
A:(_g _i),B: -1 1 2
1 4 10
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3 Soustavy linearnich rovnic

3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1. (Soustava rovnic)
Soustavou m linedrnich rovnic o n neznamgch nad télesem T nazyvame soustavu

aji1ry + Qs + ... +  apT, = bl,
a21T17 + ATy + ... -+ AonTny — bg, (*)
.
Am1T1 + Qa2 + ...+ GppTn = bma
kde ai1, ..., Qmn, b1, ..., by jsou prvky z T. Symboly x;, ¢ = 1,2,...,n, se nazyvaji nezname,

prvky ap, i =1,2,...,m, k=1,2,...,n, koeficienty u neznamych, prvky b;, i = 1,2,...,m,
pravé strany rovnic.

Definice 3.2. (ReSeni soustavy rovnic)
Rekneme, ze n-rozmérny aritmeticky vektor

r=(r,r2,...,1) € Vo (T)
je fesenim i-t€ rovnice soustavy (x), jestlize plati
a;1m1 + @ore + - -+ ity = by
Resenim soustavy () nazyvame kazdy n-rozmérny aritmeticky vektor
r=(r,re,..., ) € Vu(T),
ktery je fesenim vsech rovnic soustavy.

Poznamka: Oznacime-li A = (a;;) matici typu (m,n) tvofenou koeficienty u neznamych,
piSeme soustavu (%) maticové ve tvaru

Azt =",

kde x = (z1,...,2,) je vektor nezndmych, b = (by,...,by) € Viu(T) vektor pravych stran
soustavy (x). Matici A nazyvame matici soustavy (x). Matici A, typu (m,n + 1), kterd
vznikne z matice A tak, Ze do (n + 1)-ho sloupce zapiSeme vektor bT, tj.

a1 aig ... Q1 b1

A — 21 a9 ... Ao, bg
r — 3

Qm1  Am2 Amn bm

nazyvame rozsifenou matici soustavy ().

Definice 3.3. (Ekvivalentni soustavy rovnic)
O dvou soustavach linedrnich rovnic fekneme, Ze jsou ekvivalentni, jestlize maji stejné mnoziny
reseni.
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Véta 3.1. Necht S je soustava linedrnich rovnic nad T. Pak kaZdou z nasledujicich dprav
vznikne soustava S" s ni ekvivalentni.

1. Vynechani rovnice, ktera je linearni kombinaci ostatnich rovnic soustavy S.
Priddni rovnice, kterd je linedrni kombinaci rovnic soustavy S.

Vynasobeni obou stran libovolné rovnice nenulovym prvkem z T

e

Nahrazeni jedné rovnice soustavy S rovnici, kterd vznikne prictenim linedrni kombinace
ostatnich rovnic soustavy S.

5. Vzajemnd vymeéna dvou rovnic soustavy S.

Dikaz: Dikaz je zfejmy. Ve vSech ptipadech staci ukazat, ze libovolné feSeni ptivodni
soustavy je také fesenim upravené soustavy rovnic a naopak.
Poznamka: Upravy soustavy rovnic popsané ve vété 3.1 lze jednoduse aplikovat na matici
soustavy a na prislusné aritmetické vektory.

3.2 Reseni soustav rovnic

Véta 3.2. Frobeniova véta.
Soustava Az = bY md reseni, pravé kdyZ hodnost matice soustavy A je rovna hodnosti
roz§itené matice A,.

Dikaz:
I. («) Predpokladejme, Ze dand soustava méa TeSeni r = (ry,7r2,...,7,). Oznalme
ai, ..., a, sloupcové vektory matice A a b sloupec pravych stran dané soustavy rovnic. Pak

mizeme sloupec pravych stran vyjadrit jako linearni kombinaci sloupcovych vektoru sou-
stavy ry.ay + r9.a9 + - - - + ry.a, = b. Vynechanim sloupcového vektoru b se nezméni linearni
obal vektori aq,...,a,, a tedy hodnost matice A, se také nezméni. Pokud vynechdme tento
vektor, dostaneme misto rozsifené matice A, matici soustavy A. Hodnosti obou matic se
tedy rovnaji.

I1. (=) Piedpokladejme obracené, Ze se hodnosti obou matic rovnaji. JelikoZ rozsifena matice
soustavy vznikne z ptvodni matice pridanim sloupcového vektoru b, musi byt tento vektor

linearni kombinaci sloupcovych vektort aq, as, . .., a,, a tedy existuji prvky ry,ro,..., 7, € T
takové, ze ri.a; +19.a9 + - - - + 1y.a, = b, a usporadana n-tice (ry, 79, ..., 1r,) je feSenim dané
soustavy.

Definice 3.4. (Homogenni soustava rovnic)
Soustava AxT = bl se nazyva homogenni, resp. nehomogenni, je-li b = o, resp. b # o.

Véta 3.3. Homogenni soustava md vZdy alespon jedno resent.

Dikaz: Podle Frobeniovy véty neméni pridani nulového sloupce hodnost matice, tj. pro
homogenni soustavu plati vidy h(A) = h(A;).
Poznamka: ReSeni homogenni soustavy popsané ve vété 3.3 nazyvame trividlni reseni. Toto
feSeni je nulovy vektor o = (0,0,...,0) prislu$né dimenze.
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Gaussova elimina¢ni metoda Fegeni soustav. Resme soustavu Az = bT. Matici A, pieve-
deme elementarnimi fddkovymi nebo sloupcovymi tpravami (viz definice 2.10) na ekviva-
lentni zobecnénou trojihelnikovou matici C,. Ulohu nalézt viechna fedeni soustavy AzT = b7
jsme tak prevedli na tlohu feSit soustavu s rozsifenou matici C, kde

bPuu P12 .-+ Pih .-+ Pin a1

0 p ... Pan oo Pan| @2

Cr=1 o
0 O ... Dwh -+ DPmn dn

0 0 ... 0 ... 0| qni1

Je-li qpy1 # 0, nemé soustava feseni, je-li g1 = 0, mizeme libovolné volit n — h nezndmych
a pomoci nich vypocitat zbyvajicich h nezndmych.

Vé&ta 3.4. Pro homogenni soustavu rovnic AxT = o' o n nezndmijch plati: Je-li hodnost

matice rovna h, mad tato soustava n — h linedrné nezavislych teseni. Mnozina vsech teseni
tvori podprostor prostoru V,(R) dimenze n — h nad télesem T.

Diikaz: Danou soustavu rovnic upravime pomoci Gaussovy elimina¢ni metody na ekviva-
lentni soustavu zapsanou pomoci zobecnéné trojihelnikové matice, ktera ma pravé h rovnic.

C11T1 C12T2 ... ClpThp  ClLa41The1 --- ClpZy | O
0 Co2Xo ... Copp  C2p4+1TLh4+1 - - - Condn 0 (*)
0 0 0 cwwTh Chhy1Ther - Chnn | O

Pokud h = n, ma soustava pouze trivialni feseni a tvrzeni plati. Predpokladejme, ze h < n.
Potom miizeme dosadit za neznamé x4, ..., x, libovolnych n — h ¢isel rp,q,...,7,. Misto
homogenni soustavy (x) ziskdme nehomogenni soustavu:

€111 Ci12Z2 ... CipTh | —ClLa+1Th41 — - -« — CinTn
0 cxa ... CopTp | —Copg1Thel — .- — Conln ()
0 0 0 cwah | —Chht1Thet — -+ — ChnTn

Matice této soustavy je zobecnénd trojuhelnikova a soustava, kterd je ekvivalentni s pi-
vodni soustavou, mé pravé jedno teseni. Z posledni rovnice vyjadiime xj,, které dosadime
do predposledni rovnice, ze které ziskdme x,_;. Takto postupujeme az k prvni rovnici, ze

které vyjadiime z;. Cisla r,1,...,7, volime takovym zptisobem, aby feSeni byla linearné
nezavisla. Mizeme tedy napt. zvolit vzdy pravé jedno z cisel rpq,...,7, rovno 1 a ostatni
rovna 0, tedy napt. rpy1 = larye =113 =--- =1, = 0. Pro kazdou tuto volbu dostavame
postupné jedno feseni (xx), které ozna¢ime jako vy, vs, ..., v,_p, tedy celkem n — h riznych
reseni.

Ukazeme, ze vektory wvi,vs,...,v,_, jsou linedrné nezavislé. Polozime aq.v1 + ag.vo + ...
+ ap_p Uy =0, kde oy € T,i € {1,...,n — h}. Jako v; oznacime takovy vektor, ktery ma
na misté h + 1 prvek 1. Ostatni vektory ve,...,v,_, maji na misté h + 1 prvek 0, a tedy
apr1 = 0. Analogicky miuzeme ukazat, 7ze ay = - - - = ay,_, = 0 a vektory vy, ve, ..., v,_p jsou

linedrné nezavislé.
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Pokud ozna¢ime FeSeni ptivodni soustavy u = (uy, us,...,u,), mizeme jej vyjadrit jako li-
nearni kombinaci feSeni soustavy (x*): u = up1101 + Upi2Vs + - - - + Uy U,_p, protoZze vektory
V1, ...,U,_p tvoli bazi prostoru feSené dimenze n — h. Mame tedy obecné teSeni soustavy
(%), a tedy TeSeni piivodni, ekvivalentni soustavy.

Véta 3.5. Vsechna Feseni nehomogenni soustavy Az = bY mizeme vyjddrit jako sou-
cet jednoho libovolného reseni této soustavy a vsSech reseni prislusné homogenni soustavy
AxT = o7,

Ditkaz: Necht u je feSenim soustavy AzT = bT a v je libovolné feSeni soustavy Az = oT.
Pak plati: A(u + v)T = A(u™ +0T) = Au™ + AvT = bT + 0T = b7, a tedy u + v je Fesenim
t A TibT N ’ k/v v . YR 4 ’ . t 7 Pv d kl/d . v .
soustavy AxT = bT. Nyni ukdZeme, Ze jin4 feSeni neexistuji. Pfedpoklddejme, Ze u,uy jsou
dvé rfiznd feseni nehomogenni soustavy AzT = b'. Ukdzeme, Ze u; —u, je feSenim homogenni
soustavy Azt = ot. Plat{ A(ul —ul) = Aul — Aul = bT — bT = 0% a u; — uy je Fesenim

nehomogenni soustavy AxT = o?.

Véta 3.6. Necht h(A) = h(A;) = h a n je pocet nezndmich soustavy rovnic.
1. Soustava AzxT = bT md jediné rveseni, prdve kdyZ plati h = n.
2. Soustava Az" = bT md nekonecné mnoho veseni, prave kdyZ plati h < n.

Diikaz: Tvrzeni plyne z vét 3.4 a 3.5.
Poznamka: Pti konkrétnim vypoctu je nékdy tcelné provést jednoduché tpravy i se sloupci.
Vymeénime-li v8ak i-ty sloupec matice A s jejim j-tym sloupcem, vymeéni se ve vektoru feseni
jeho i-ty a j-ty ¢len. Vyndasobeni i-tého sloupce nenulovym prvkem a € T' predstavuje vyna-
sobeni i-tého ¢lenu feSeni prvkem o~ !. Posledni sloupec matice A, nesmime pii elementarnich
sloupcovych tpravach pouzivat.

3.3 Ulohy k procviéeni

1. Najdéte bazi prostoru feSeni nasledujici homogenni soustavy:

—x1+ 209 +23+24 = 0,
To+2x3+x4 = 0.

2. Reste nasledujici soustavy rovnic:
$1+31’2-l’3+21’4 = 5,
T —l'2+4l'3—l’4
2331 + 2%2 + 3
21’1 + 61‘2 + 533'4 = 7.

311+ 2r0 423 = 1,
a) 4xy + dbxy — 2x3 2, b)
5.1'1 — I9 + 21}3 = 0.

Il
Il
o

|
|
—_
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4 Linearni zobrazeni (homomorfismus)

4.1 Zakladni pojmy

Definice 4.1. (Linedrni zobrazeni)
Necht V, V' jsou vektorové prostory nad stejnym télesem 7.
Zobrazeni ¢ : 'V — V' se nazyva linedrni zobrazent, jestlize pro libovolné a,b € V, a € T
plati:
L g(a+b) = ¢(a) + ¢(b),
2. p(a.a) = a.p(a).

Poznédmka: Z def. 4.1 plyne, Ze obraz linedrni kombinace vektorti z V' je roven linearni
kombinaci jejich obrazi se stejnymi koeficienty (odtud nézev linedrni zobrazeni). Operace +
a . mohou mit v obou vektorovych prostorech riizny vyznam. 7 kontextu bude vzdy ziejmé,
jak je dana operace v prislusném vektorovém prostoru definovana.

Véta 4.1. Necht V, V' jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T, {ay,...,a,} je baze
prostoru V.. Oznacéme by, ..., b, libovolné vektory z prostoru V'. Pak eristuje pravé jedno
linearni zobrazeni o : V. — V', takové, Ze

olar) = by, ..., 0(an) = by.
Diikaz: Definujeme zobrazeni
olag.ay + -+ ap.a,) = by + -+ -+ ay.by,

kde aq,...,a, € T. Nejprve ukdzeme, ze takto definované zobrazeni ¢ je linearni. Pro
libovolné a,b € V.k € T, 3y,...3, € T, plati:

ola+b) =p(ar.a; + -+ an.a, + Br.a; + - + Bn.ay) =

=ay.p(ar) + -+ an.a,) + Brplal) + - - + Bu-plan) =
=ay.by + - Faby + By 4+ Brby = w(a) + ¢(b),
o(k.a) = p(k(aj.a1+- -+ an.a,)) = kay.by +- -+ kayp.by, = k(ay.by + - -+ a,.b,) = kop(a).

Zobrazeni ¢ je tedy linearni. Jelikoz ay, ..., a, je baze V, mizeme vyjadrit libovolny vektor
¢ € V jako linearni kombinaci ¢ = ay.a1 + - - - + ay,.a,,, kde koeficienty o, ..., «,, jsou uréeny
jednoznacné. Zobrazeni ¢ je linearni, takze

olc) =p(aj.a; + -+ ap.a,) = ag.p(a) + -+ ap.pla,) = a1.by + -+ + a,.by.

Linearni zobrazeni ¢ je tedy urceno jednoznacné.
Poznédmka: Podle véty 4.1 je kazdé linearni zobrazeni ¢ : V' — V' jednozna¢éné urc¢eno pomoci
obrazi vektoru libovolné baze prostoru V.
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Definice 4.2. (Matice linearniho zobrazeni)

Necht V' je m-rozmérny vektorovy prostor nad télesem 7" a V' n-rozmérny vektorovy prostor
nad télesem T'. Necht A = {ay,as,...,a,} je baze prostoru V, B = {by,by,...,b,} baze
prostoru V' a ¢ : V. — V' linearni zobrazeni. Matici A, typu (m,n), kterd ma v i-tém
radku (¢ = 1,2,...,m) vektor soufadnic obrazu ¢(a;) (i-tého vektoru z baze A) v bazi B,
nazyvame matici zobrazeni ¢ vzhledem k bazim A, B.

Piiklad 4.1. ¢ : V3(R) — Vo(R) : p(z,y,2) = (z + y,2) vyjadiime pomoci matice vici
standardni bazi. Postupné dostavame ¢(1,0,0) = (1,0),¢(0,1,0) = (1,0),(0,0,1) = (0, 1).

1
Matice A= | 1 je matice linearntho zobrazeni ¢.
0

o O O

4.2 Jadro a obraz, vlastnosti zobrazeni

Definice 4.3. (Jadro a obraz zobrazeni)

Necht V' a V' jsou vektorové prostory nad stejnym télesem 7 a ¢ : V — V' je linearni
zobrazeni.

Mnozina Ker ¢ = {a € V; p(a) = o} se nazyva jadro zobrazeni .

Mnozina Im ¢ ={b € V’; Ja € V : ¢(a) = b} se nazyva obraz zobrazeni .

Véta 4.2. Necht V' a V' jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T a o -V — V' je
linedarni zobrazeni. Pak Ker ¢ je podprostorem prostoru V, Im ¢ je podprostorem prostoru

V7.

Diikaz: Mnoziny Ker ¢ a Im ¢ jsou ziejmé neprazdné, protoze ¢(o) = o € V'. Déle
ovérime podminky z véty 1.2:
1) Necht uj,us € Ker . Pak plati o(u1) = o0,p(uz) = 0o a p(ug +uz) = 0 =o0+o0 =
= p(uq) + p(uz). Dale plati p(a.uy) = a.p(u;) = a.o = o. Ker ¢ je tedy podprostor V.
2) Necht vy, vy € Im . Pak existuji uj,us € V' : o(uy) = vy, p(uz) = vy a plati v; + vy =
= p(u1) +p(u2) = p(us +usy). Dale plati a.v; = a.p(u1) = p(a.uq). Im ¢ je tedy podprostor
prostoru V'.

Véta 4.3. Necht V' a V' jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T a ¢ -V — V' je
linedrni zobrazeni a V je vektorovy prostor konecné dimenze. Pak plati:

dim (Ker ¢) + dim (Im ¢) = dim V.

Dikaz:
1) Pokud Ker ¢ =V, pak je tvrzeni ziejmé, protoze Im ¢ = {o}.
2) Predpokladejme, ze Ker ¢ # V a oznac¢me dim (Ker ¢) = r. Necht {ay,...,a,} je baze

Ker . Jelikoz vektory aq, ..., a, jsou linedrné nezavislé, lze je podle Steinitzovy véty doplnit
na bazi V: B = {ay,...,a,,c1,...,cs}. Nyni staci ukazat, ze vektory ¢(cy),...,p(cs) tvoii
bazi Im ¢.

Nejprve dokdzeme sporem, Ze vektory o(c1),...,¢(cs) jsou linedrné nezavislé. Predpokla-
dejme, ze vektory ¢(cy), ..., p(cs) linedrné zavislé.

Potom existuje linedrni kombinace ay.p(c1) + -+ + as.0(cs) = o, kde aq,...,as € T,
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v niz je aspon jeden koeficient «; # 0,7 € {1,...,s}. Potom ¢(aj.c; + -+ + as.cs) = o,
a tedy aj.c; + -+ 4+ a5.cs € Ker . Toto tvrzeni je ale ve sporu s predpokladem, ze vektor
ajp.¢1 + -+ + as.cs neni prvkem linearniho obalu [ay, ..., a,]. Vektory ¢(c1),...,p(cs) jsou
tedy linearné nezavislé.

Nyni ukdZeme, Ze vektory ¢(c1),. .., ¢(cs) generuji Im . Plati

Im ¢ = [{wlar),.... (@), pler), - (e} = [{wler), - ples)d],

protoze ¢(a;) = --- = ¢(a,) = o. Vektory ¢(c1),...,¢(cs) tedy tvori bazi Im ¢ a jeho
dimenze je s. Nakonec dostdvame dim (Ker ¢) + dim (Im ¢) =7+ s = dim V.

Dusledek: Necht ¢ : V' — V' je linedarni zobrazeni a V' vektorovy prostor kone¢né dimenze.
Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

a) © je prosté,

b) Ker ¢ = {o},

¢) dim (Im ¢) = dim V.

Definice 4.4. (Druhy linedrniho zobrazeni)
Prosté linedrni zobrazeni se nazyva monomorfismus, surjektivni linedrni zobrazeni se nazyva
epimorfismus, vzajemné jednoznac¢né linedrni zobrazeni se nazyva izomorfismus.

Véta 4.4. Necht V' a V' jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T a ¢ -V — V' je
linedrni zobrazeni. Necht existuje inverzni zobrazeni o' : V! — V. Pak zobrazeni o' je
linedrni.

Diikaz: Plati p(u1) = u < ¢ '(u) = uy. Postupné ovéifme obé vlastnosti z definice
linedrniho zobrazeni.

e (a+b) = (p(ar) + @(b1)) = ¢ (plar + b1)) = a1 + b1 = ¢~ ' (a) + ¢~ (b),

P H(ona) = o7 au(p(a))) = ¢ (p(a)) = a.ar = .9 (a).

Inverzni zobrazeni ! je tedy linedrni.

Véta 4.5. Necht A = {aq,...,an} je baze vektorového prostoru V, ¢ : V. — V' linedrni
zobrazeni. Pak plati:

1. Zobrazeni ¢ je prosté pravé tehdy, kdyz p(aq), ..., o(an) jsou linedrné nezdvislé vektory

(ve V).
2. Zobrazeni ¢ je na V', pravé kdyz [p(ay),...,o(an)] =V'.

3. Zobrazeni ¢ je vzdajemné jednoznacné, prave kdyZ {o(a1),...,p(an)} je bdze vektoro-
vého prostoru V.
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Dikaz:

1. Postupné dokazeme obé implikace:
(=) Tvrzeni dokdzeme sporem. Necht vektory ¢(ai),...,p(an) jsou linedrné zavislé
a zaroven ¢ je prosté zobrazeni. Jelikoz jsou vektory ¢(aq), ..., ¢(ay,) linedrné zavislé,
existuje linedrni kombinace ay.¢(aq)+- - ~+am.@(a,) = o, v niz je aspon jeden koeficient
a; takovy, ze a; # 0. Jelikoz zobrazeni ¢ je prosté, existuje p=1 : V' — V. Pro obraz
o € V' v inverznim zobrazeni ¢! plati

o (0) = ¢ Hanplar) + - + amplam)) =

= ar.p  (plar)) + - + oo (@lam)) =
=a1.a1+ -+ apa, =0€V.

Jelikoz A = {ay,...,a,} je bdze V, ay.a1 + - -+ + @p.ay, # 0. Zobrazeni ¢ tedy neni
prosté, coz je ve sporu s predpokladem, Ze ¢ je prosté zobrazeni.

(<) Tvrzeni dokazeme sporem. Pfedpokladejme, 7Ze zobrazeni ¢ neni prosté a zaro-
ven vektory ¢(aq),...,p(ay) jsou linedrné nezavislé. Pokud zobrazeni ¢ neni prosté,
existuje b # o € V : p(b) = o € V. Jelikoz b € V, lze jej vyjadfit jako linedrni
kombinaci b = ay.a1 + - -+ + Qp.apy, kde aq, ..., a,,, € T a alespon jeden z koeficientt
a; € {ay,...,a,} je razny od 0. Déle vyjadiime obraz vektoru b:

o(b) = plaj.a; + -+ ap.a,) = ar.p(a) + - -+ ap.p(a,) = o.

Jelikoz «; # 0, linearni kombinace je netrivialni, a tedy vektory ¢(a;) jsou linearné
zavislé, coz je ve sporu s predpokladem, ze tyto vektory jsou linedrné nezavislé.

2. (=) Necht zobrazeni ¢ je na V’. Pro libovolny d € V' existuje ¢ € V : ¢(c) = d.
Jelikoz ¢ = aj.a; + -+ + au.a,, dostavame d = p(c) = aj.p(a) + -+ + an.(ay)
a V' C lp(ar),...,0(an)]. Z¥ejmé plati i [p(a1),...,¢(a,)] C V', a tedy V' =
= [90<a1)7 s 7()0(an)}
(<) Necht [p(a1),...,¢(a,)] = V'. Pro libovolny vektor b € V' plati: b = ay.¢(a1) +
+-tanpla,) = lag.ar + -+ ap.a,) = p(a), kde a = ag.a + -+ + ay.a, €V,
a tedy ¢ je zobrazeni vektorového prostoru V' na vektorovy prostor V'.

3. Plynez 1 a 2.

Definice 4.5. (Izomorfni vektorové prostory)
Vektorové prostory V, V' nad stejnym télesem T, pro které existuje izomorfismus ¢ : V- — V/,
se nazyvaji izomorfni.

Véta 4.6. Necht' V a V' jsou vektorové prostory konecné dimenze nad stejnym télesem T
a dim V =dim V’. Pak jsou prostory V, V' izomorfni.

Dikaz: Necht {ay,...,a,} je baze V a {by,...,b,} je baze V'. Definujme linearni zob-
razeni ¢ : V. — V' tak, ze Vi € {1,...,n} : p(a;) = b; . Podle véty 4.5 je takto definované
zobrazeni izomorfismus, protoze vektory by, ..., b, jsou lineadrné nezavislé a generuji V.
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4.3 Skladani linearnich zobrazeni

Véta 4.7. Necht V, V', V" jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T, o : V — V',
Y V' — V" linedrni zobrazeni. Pak plati:

1. SloZené zobrazenin = o : V — V" je linedrni zobrazeni.

2. Je-li dim V = m,dim V' = n,dim V" = p, A bdze prostoru V, B bdze prostoru V',
C baze prostoru V", je matice A, ac typu (m,p) a plati

Apac=Ap a8 Apse

Dikaz:
1. Ovérime obé podminky z definice linedrniho zobrazeni:

n(u+v) = Plp(u +v)) = Plp(u) + (v) = Y(pw)) + ¢Y(e()) = n(u) +n(v),
() = (plau)) = Pla(pu) = a.((p(u)) = a.(nu)).

2. Diikaz provedeme pro pripad aritmetickych vektorovych prostori, v obecném ptipadé ko-
necné rozmeérnych vektorovych prostorit bychom postupovali analogicky s vyuzitim
vyjadfeni vektort jako linedrnich kombinaci vektori bazi. A, = (a;;) typu (m,n) a Ay = (b;))
typu (n,p) jsou matice danych linedrnich zobrazeni. Vypo¢itame obraz i-tého jednotkového
vektoru z V' (na i-tém misté 1, jinak 0) ve slozeném zobrazeni n = ¢ o :

n(0,...,0,1,0,...,0) =¢(p(0,...,0,1,0,...,0)) = Y(ai,...,amn) = Y(apel+- - -+ame,) =

= ap(el) + - -+ am(e,) = an(bir,biz, ..., b1p) + -+ - + Qin(bn1, bnos . ., bnp) =
= (aitbi1 + -+ + @inbn, .., @b + - F Ainbny) = (ciny .-, Cip),

kde ¢(0,...,0,1,0,...,0) pfedstavuje i-ty fadek matice A, a e} i-ty jednotkovy vektor z V.
Matice A, = (¢;;) je typu (m,p) a plati A, = A,A,.

Véta 4.8. Necht V' a V' jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T a o - 'V — V' je
linedrni zobrazeni. Necht existuje inverzni zobrazeni o' : V' — V. Pak plati: Je-li dim V =
dim V' =m, A baze prostoru V', B bdze prostoru V', plati pro matici A,—1 g 4 m-tého Fadu

Ag-1pa = (Apan)
Diikaz: Necht ¢ = ¢ o =1 je zobrazeni V — V. Pro matici tohoto zobrazeni plati:
E = A%A = AQO_1787~AA§07~’47B7

kde E je jednotkovd matice m-tého fadu, a tedy A,-15.4 = (Apa5)""
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4.4

Ulohy k procvic¢eni

. Zjistéte, zda je nésledujici zobrazeni linearni:

@ V3(R) = V3(R); (21, 22, 3) = (221 — 522, 21 + T2, T2).

. Zjistéte, zda existuje linearni zobrazeni takové, ze

g Va(R) = Pi;p(1,2,3) = x4+ 2%, ¢(1,2,0) = 1 + 2% + 2%, ¢(1,0,0) = 2°.
(P, je vektorovy prostor polynomii stupné nejvyse 4 nad télesem R.)

Zjistéte, zda je nasledujici zobrazeni linearni. V kladném ptipadé urcete jeho matici
vzhledem ke standardnim bazim:

a) ¢ : V3(R) = Va(R); (21, X2, x3) = (21 + T2, x3),

b) ¢ : V3(R) = Va(R); p(x1, 22, 23) = (21 + X2, 23 — 22).

Ovétte, ze zobrazeni ¢ je linedrni. Naleznéte aspon jednu bazi Ker ¢ a aspon jednu
béazi Im ¢, je-li dano:
v : V3(R) = V4(R) : o(x1, 0, 23) = (1 + 229 + 33,271 + 429 + 623).

Zobrazeni @, 1) : V3(R) — V3(R) jsou definovina piedpisy
w(ay, az, az) = (a1 + as, 2a2 + as, 2a3),

Y(a, ag,a3) = (a1 — az, 4ay — as, a; + as).

Necht n = po1. Urcete predpis definujici zobrazeni . Zjistéte, zda ¢, 1, n jsou linearni
zobrazeni. V kladném pripadé urcete matice téchto zobrazeni vzhledem ke standardnim
bazim ve V3(R). V pfipadé, Ze nékteré z téchto zobrazeni je izomorfismus, urcete také
predpis definujici ptislusné inverzni zobrazeni a matici tohoto zobrazeni.
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5 Permutace a determinanty

Definice 5.1. (Pofadi prvku)
Necht n je prirozené ¢islo. Poradim provkd 1,2,...,n rozumime kazdou uspotfadanou n-tici
(11,99, ... ,0,) prvki 1,2,... n, kde se kazdy z prvki 1,2,...,n vyskytuje pravé jednou.

Definice 5.2. (Inverze v pofadi prvku)
Inverzi v potadi (i1, 1z, . . ., i,) rozumime kazdou dvojici ¢isel i,., is takovou, ze r < s a zaroven
ir > 15 (tj. vétsi ¢islo se v poradi vyskytuje pred mensim ¢islem).

Definice 5.3. (Permutace)
Permutact m mnoziny {1,2,...,n} rozumime kazdé vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoziny
{1,2,...,n}. Permutaci 7 zapisujeme pomoci matice typu (2,n) tvaru

(z’l i ... zn)
T T

ve které prvni fadek nazyvame poradim vzorid, druhy fadek poradim obrazi a pro kazdé

x€{1,2,...,n} je m(iy) = j. Mnozinu vSech permutaci mnoziny {1,2,...,n} znaéime S,,.
Inverzni zobrazeni 7! k permutaci 7 nazyvame inverzni permutaci k permutaci 7. Rikame,
ze permutace je v zdkladnim tvaru, jestlize poradi vzori je (1,2,...,n).

Poznamka:

e Inverzni permutaci 7~! k permutaci 7 ziskdme snadno zdménou poradi vzort a poradi
obrazi, tj. vyménou radkid v odpovidajici matici.

e V dalsim textu budeme vzdy pracovat s permutacemi v zakladnim tvaru.
Véta 5.1. Necht n € N. Pocet vsech permutaci n-prokové mnoziny je roven n!.

Diikaz: Matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni plati. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati
pro n — 1. Uvazujeme-li permutaci n prvki, z nichz vynechame libovolny prvek, dostaneme
permutaci n — 1 prvki. Pocet permutaci n — 1 prvki je podle indukéniho predpokladu
(n—1)!. Jelikoz jeden prvek mtizeme vynechat n zptisoby, dostavame pocet vSech permutaci
n-prvkové mnoziny je roven n(n — 1)! = nl.

Definice 5.4. (Sud4 a lichd permutace)
Sudou permutaci rozumime takovou permutaci, ve které se vyskytuje sudy pocet inverzi.
Lichou permutaci rozumime takovou permutaci, ve které se vyskytuje lichy pocet inverzi.

Definice 5.5. (Znaménko permutace)
Znaménkem permutace T rozumime celé ¢islo (—1)*™, kde k je pocet vSech inverzi v poradi
vzorl a m pocet vSech inverzi v poradi obrazli. Znaménko permutace 7w znac¢ime sign 7.

Pozndmka: Znaménka permutaci 7 a 7! jsou stejni. Znaménko sudé permutace je vidy
1, znaménko liché permutace je vzdy -1.
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Definice 5.6. (Transpozice)
Transpozict prvkid r < s, kde r,s < n, rozumime permutaci ve tvaru

1 2 ... r—1 r r+1 ... s—1 s s+1 ... n
12 ... r—1 s r+1 ... s—1 r s+1 ... n /)’

ve které se kazdy prvek rizny od r, s zobrazuje sim na sebe, r se zobrazi na s a s na r.

Véta 5.2. Na permutaci ™ provedeme libovolnou transpozici. Pro takto vzniklou permutaci
7' plati sign 7’ = —sign 7.

Diikaz: Pokud provedeme transpozici na sousedni prvky, pocet inverzi se zméni o 1,
jelikoz v takovém ptipadé vznikne jedna nova inverze nebo naopak ubude jedna inverze,
a tedy znaménko permutace se zméni. Predpokladejme nyni, Ze provedeme transpozici na
dva prvky k;, k;, 7 > i, které nejsou sousedni. Tuto vyménu miZeme slozit z konecného poctu
vymeén sousednich prvka. Postupné pfesouvame prvek k; na misto prvku k; (j —i transpozic),
nasledné pak prvek k; na misto prvku k; (j—i—1 transpozic, protoZe pfi prvnim presouvani se
prvek k; posunul o 1 vlevo). Celkem dostavame 2j—2i—1 transpozic. Jejich pocet je tedy lichy
a znaménko permutace se zméni.

5.1 Determinant ¢tvercové matice

Definice 5.7. (Determinant)
Bud A = (a;;) ¢tvercovd matice n-tého fadu nad télesem 7. Determinantem matice A
rozumime prvek det A z télesa T, pro ktery plati:

det A = Z (sign ) ajs, aggy - - - Ans,,

WGSn
1 2 ... n . " , ) .
kde m = o s Ak Jsou-li ay, as, . .., a, fadkové (resp. sloupcové) vektory matice
1 2 n
A, piSeme misto det A téz det (a1, aq, ..., a,).

Pozndmka: Pro determinant matice A budeme také pouzivat oznaceni |A|.
Piiklad 5.1. (Determinant matice 1., 2. a 3. fadu)
1. Determinant ¢tvercové matice A = (a;;) 1. fadu: det A = aq,

2. Determinant ¢tvercové matice A = (a;;) 2. fadu:
det A= (—1)06111@12 + (—1)1a12a21 = @G110G22 — 12021,
3. Determinant ¢tvercové matice A = (a;;) 3. fadu:
det A = (—1)°ar1aa33 + (—1)%a12a3a351 + (—1)*a13a21a32 +

+(—1)3a13a22a31 + (—1)1a11a23a32 + (—1)1012021033 =

= (11022033 + A12023031 + Q13021032 — G13022031 — G11023032 — A12021033-
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Poznamka: Determinant matice 3. fadu lze také vypocitat pomoci tzv. Sarrusova pravidla.
Pod matici A opiSeme postupné 1. a 2. fadek matice. Vzniknou t¥i ,,diagonaly* ve sméru shora
doli, které predstavuji soudiny aqjaseass + ai12a23a31 + ajzaziase (s kladnym znaménkem),
a tfi ,diagondly” ve sméru zdola nahoru, které predstavuji souciny —aj3as0a31 — a11a23a32 —
a12a91a33 (se zapornym znaménkem). Soucet téchto soudini je roven det A (viz priklad 5.1).
Pro matice vyssiho radu vsak analogicky postup nelze pouzit, zdivodnéni nechiavame na
¢tenari.

Véta 5.3. Necht A je ctvercovd matice a pro kazZdy prvek i-tého tadku matice A plati
a;j = by + ¢ij. Pak det A = det B + det C, kde matice B, resp. C, vzniknou z matice
A nahrazenim prokd i-tého fadku proky bi;, resp. cij.

Dikaz: Predpoklddejme naptiklad, ze ¢ = 1, tj. pro kazdé j € {1,...,n} plati a;; =
= byj+cy1;. Dostavame (s vyuzitim distributivity ndsobeni vzhledem ke s¢itani a komutativity
s¢itani):

det A = Z (sign m) ays, Aoy - - - Qps, = Z (sign m) (b1s, + C15,) A2sy - - - Aps, =

TESy TESH

= Z (sign ) bys, Aggy - - - Aps, + Z (sign 7) c15, A2gy - - - Ans, = det B +det C.

TESR TESK

Analogicky muzeme tvrzeni dokdzat pro libovolny fadek matice A, stejné tak i pro libovolny
pocet s¢itancu.

Vlastnosti determinant:

1. Determinant matice A je soucet n! soucint. V kazdém soucinu se vyskytuje z kazdého
radku i sloupce pravé jeden prvek. Kazdy prvek rfadku ¢i sloupce se vyskytuje aspon
v jednom scitanci.

2. Determinant matice, jejiz jeden tadek je roven nulovému vektoru, je roven 0.

3. Determinant ¢tvercové matice v trojihelnikovém tvaru A je roven soucinu prvki na
diagonéle.

4. Vynasobime-li fddek matice prvkem o« € T, vznikne matice A’, pro kterou plati
det A" = avdet A.

5. Necht o € T'. Pri¢teme-li k fadku matice a-nasobek jiného fadku, vznikne matice A’,
pro kterou plati det A’ = det A.

6. Determinant matice A’, kterd vznikne z matice A pri¢tenim linedrni kombinace ostat-
nich fadkta k danému fadku, je roven determinantu matice A.

Véta 5.4. Pro kaZdou ctvercovou matici A plati: det A = det AT.
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Dikaz: Ozna¢me matici AT = (b;;), kde 4,7 € {1,2,...,n}. Podle definice determinantu
plati
det A = Z (sign m)ais, Aosy - .- Aps, = Z (sign 7m)bs,1 bsy2 - -« b, n-
TESK TESh
Nyni zaménime pofadi ¢lent souc¢inu (nasobeni je komutativni) tak, aby bylo stejné jako
potadi sloupcti matice A, vyuzijeme toho, ze znaménka inverznich permutaci jsou stejna,
a dostavame
detA = Z (sign ﬂ’l)bsl_ll b1y - by, = det A*
TESn
Pouzitim vSech permutaci m dostaneme v8echny 7’ (vSechny tyto permutace jsou prvky
mnoziny S,, a znaménka piislusnych soucinti zistanou zachovana).

Disledek: Tvrzeni odvozena pro vypocet determinantu pomoci fadka matice A plati
i pro jeho vypocet pomoci sloupct matice A.

Véta 5.5. Vznikne-li matice A’ ze ¢lvercové matice A n-tého Fadu vzdjemnou vyménou dvou
radkd, resp. sloupci, potom det A’ = —det A.

Dukaz: Necht A’ je matice, ktera vznikne z matice A vzdjemnou vyménou i-tého a j-tého
radku. Podle definice determinantu platidet A =) o (sign m)ais, G, - - - Qis; - - - Gjs; - - - Ans,y
, . , . L 4 110
adet A'= 3", o (sign 7')ais, g, - .- js; - - Ais; - - - Ans,. Vzdjemnou vyménou dvou Fadki
ziskame stejny soucin prvku, ktery ma ale opacné znaménko, protoze plati sign m = —sign «’.
Prislusné determinanty tedy maji opac¢na znaménka.

Disledek: Determinant ¢tvercové matice A, kterd ma stejné aspon dva radky, je vzdy ro-
ven nule. Po vyméné téchto dvou fadki dostaneme totiz matici A’ = A a plati
det A = —det A’ = —det A, a tedy det A = 0.

Definice 5.8. (Subdeterminant)

Je-li A ¢tvercovd matice, a;; libovolny jeji prvek, potom subdeterminantem M;; z ¢tvercové
matice A prislusnym prvku a;; rozumime determinant matice, kterd vznikne z matice A
vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Definice 5.9. (Algebraicky doplnék)
Je-li A ¢tvercovd matice, a;; libovolny jeji prvek, potom algebraickym doplitkem A;; prislus-
nym proku a;; rozumime prvek

Ay = (1) My,
Piiklad 5.2. V prikladu 5.2 ukdzeme rozvoj determinantu ¢tvercové matice tietiho radu
podle 1. radku, ktery zobecnime ve vété 5.6:

detA = 11Q22033 + (12023031 + A13G21032 — G13G22031 — G11G23G32 — G12021G33 =

= all(a22a33 - a23a32) + a12(®23a31 - C1216L33) + C113,(@21@32 - Cl226l31) =
= an Ay + a1pAie + a3z = (=1 Hlag My + (— 1)1+2a12M12 + (—1)1+3a13M13 =

3
§ 1+
]alelj'

Jj=1
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Véta 5.6. (Rozvoj determinantu podle i-tého vddku)
Necht A je étvercovd matice n-tého vadu nad télesem T, i € {1,...,n}. Pak plati

1. det A= Z?:1<—1)i+jaijMija

2. (i #j) = anAj + apAj + -+ anAj, = 0.

Dikaz:
1. Tvrzeni dokdzeme pro ¢+ = 1, pro ostatni hodnoty ¢ mizeme tvrzeni dokazat pomoci
vzdjemné vymény fadkd. Vime, ze det A =Y o (sign 7)ays, Gz, - - - Gns,. Determinant je

souctem n! soucint, které rozdélime do n skupin podle prvki 1. fddku matice tak, ze prvni
skupinu tvofi ¢leny obsahujici prvek aq;, druhou skupinu tvoii ¢leny obsahujici prvek aio
atd., n-tou skupinu tvori ¢leny obsahujici prvek aq,. V kazdé ze skupin vytkneme prvek
a1j. Jelikoz tato skupina nemtiZe obsahovat zadny dalsi prvek 1. fddku ani j-tého sloupce,
dostaneme v kazdé skupiné pifmo souéin a;;(—1)"*7M;; a det A = 37" (=1)"a;; M;;.

2. Vyraz na levé strané rovnosti predstavuje rozvoj determinantu, ktery vznikne z deter-
minantu matice A tak, ze prvky j-tého fadku jsou nahrazeny prvky i-tého tadku. Tento
determinant obsahuje dva stejné fadky, a je tedy roven 0.

Véta 5.7. Jestlize je ctvercovd matice A n-tého tadu reguldrni, pak det A #£ 0. Jestlize je
ctvercovd matice A n-tého rddu singuldrni, pak det A = 0.

Dikaz: Kazda regularni ¢tvercova matice ma hodnost n, a tedy ji lze prevést pomoci ele-
mentarnich dprav na horni trojuhelnikovou matici, jejiz diagonalu tvoii vektor
(b11,b22, - - ., bpn ), ktery obsahuje pouze nenulové prvky. Determinant této matice je sou¢inem
vSech prvkl na hlavni diagonale, a tedy nenulovy. Pokud je ¢tvercova matice singularni, lze
ji stejnym postupem prevést na trojuhelnikovou matici, ve které se vyskytuje aspon jeden
nulovy tadek. Jeji determinant je tedy roven 0.

5.2 Vyuziti determinanta

Véta 5.8. (Cramerovo pravidlo)
Necht je dana soustava n linedrnich rovnic o n nezndamiych

a1ry + apre + ... + apr, = b,

a21T1 + ag9re + ... + agpr, = bg,
.

Ap1T1 + Apaxs + ... + AppxT, = by,

ve které je matice soustavy A requldrni. Oznacme sloupcové wvektory matice A po tadé
ai,ag,...,a, a b = (by, by, ..., b,). Polom soustava md jediné feSeni x = (x1,2,...,T,)
a pro kazZdou sloZku x; Teseni x je

. det (ay,a9,...,a;-1,b,a;41,...,a,)
i:

det (ay,aq,...,ay,)

Dukaz: Ukdzeme, Ze popsané feseni je fesenim dané soustavy rovnic. Matice A soustavy je
regularni, a tedy det A # 0. Ozna¢me A;, j € {1,...,n}, determinant matice, kterd vznikne
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nahrazenim j-tého sloupce matice A sloupcem pravych stran. Dosazenim do i-té rovnice
postupné dostavame

Xn:a‘.x, _ Zn:a,, A [y 2 (S 1) bdet Ay
T L det A det A -
Jj=1 j=1
_ ZZ:l by, Z;‘l:l(_l)j—'—kaijdet Akj
det A ’

Pro ¢ = k dostavame .
Zk:l bpdet A B

det A
Pro i # k dostdvame soucet sou¢int prvki i-tého fadku s algebraickymi dopliky prvki
k-tého tadku, ktery je podle véty 5.6 roven 0. Soustava ma pravé jedno feSeni, protoze
matice soustavy je reguldrni.

b;.

Priiklad 5.3. Pro soustavu dvou rovnic o dvou neznamych majici pravé jedno feSeni ukazeme
predchozi vypocet pro prvni rovnici, tj. pro ¢ = 1:

& 2 det A; R 2 ,
=1 j=1 j=1 k=1
1
T det A [a1r (1)1 Apy + (=1)"2 by Agy) + agy (1)1 A + (—1)7 by Agy) | =

1
- det A [bl ((_1)1+1 a1 AU + <_1)2+1 12 A12) b2 (<_1)1+2 ai A21 + (—1)2+2 a12 AQQ)] =

= m(bldet A+b20) :bl'

Véta 5.9. (Vypocet inverzni matice pomoci determinantu)

Necht A = (a;;) je requldrni matice n-tého vddu. Potom pro inverzni matici A~ = (z;)
(n-tého Tddu) plati

©det A°

Dikaz: Necht C' = (¢;;) je souinem matic A, A~1. Ukédzeme, ze C' je jednotkova matice.
Kazdy prvek c;; matice C' je sou¢inem prvki i-tého rddku matice A s prvky j-tého sloupce
matice A~ a plati:

Aj Aja A 1

B L ) . —
“ij alldet A +a12det A + +amdet A det A

Pro ¢ # j plati

xij

(anAji + aiAjo + -+ aindjn)

aitAj + apAjp + -+ apAjn =0

a pro ¢ = j plati
afilAjl + aiQAjg + -+ a'inAjn = det A

Prvek ¢;; je tedy roven 1 pro ¢ = j a roven 0 pro ¢ # j a C' je jednotkova matice.
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5.3

1.

2.

3 0 1
. Vypotitejte inverzni matici pomoci determinantu: a) (_3 g ), b)y|-1 1 2
4

Ulohy k procvic¢eni
Urcete pocet inverzi v poradi (2,6,5,4,3,1).

Urcete pocet inverzi v poradi vzord, obrazi a znaménko permutace. Déle zapiste
permutaci v zadkladnim tvaru, urcete inverzni permutaci a jeji znaménko.

) 2 6 54 31 b) 6 1 5 2 4 3
6 54 3 2 1)’ 6 1 45 3 2/
Urcete permutaci, ktera prislusi nasledujicimu s¢itanci determinantu Sestého radu:

16023035041 A52064 -

Déle urcete, s jakym znaménkem se tento s¢itanec v determinantu vyskytuje.

. Vypocitejte determinant pomoci tpravy na horni trojihelnikovou matici, je-li dano:

1 2 5 7
0 -1 8 =5
1 0 5 3|
-1 2 1 4

1 2 5 7

, 0 -1 8 5 o
Necht det A = . Vypocitejte Moz a Aos.
1 0 5 3
-1 2 1 4

. Vypocitejte nasledujici determinanty

1 010 1 0 3

2
2 1 3
3 7 0101 0 -1 =2 0
2) ‘5 i Y hroo 9o 3o Y 42 ié’
0101 1 2 0 -1 -
2 2 1 0 -1
a+1 2 3 2 1 0 -1 0
e)| 0 ba—-1 4|, )1 0 -1 0 1
a 0 -1 0 -1 0 1 2
-1 0 1 2 2

6 —4
3r —dy + 2z = —4,

Je dana soustava rovnic: 2x —y + 3z =9,
4o + Ty + 2z = 21.

Ovétte, Ze matice soustavy je regularni, a soustavu vyteste pomoci Cramerova pravidla.
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6 Vektorové prostory se skalarnim soucéinem

6.1 Zakladni pojmy

Definice 6.1. (Euklidovsky vektorovy prostor)

Vektorovy prostor (E,+,.) nad télesem R nazyvame euklidovskym vektorovgm prostorem,
jestlize existuje zobrazeni g : E X E — R takové, Ze pro libovolné vektory a,b,c € E
a libovolné redlné ¢islo a plati:

a) g(av b) = g(bv a),

b) gla+b,c) = g(a,c) + g(b,c),

¢) g(a.a,c) = a.g(a,c),

d) g(a,a) >0, g(a,a) =0< a=o.

Zobrazeni g nazyvame skaldrnim soucinem v prostoru (E,+,.).

Priklad 6.1. Priklady skaldrniho soucinu:
L. V3(R): g(a,b) = aiby + asby + asbs,
2. %(R) g(a, b) = a161 + a1b2 + @le + 2a262 + &3[)3.

3. Vektorovy prostor redlnych funkci definovanych na omezeném uzavieném intervalu

(a,b): b
9(fi1, f2) Z/ fi(z) fo(x) de.

Poznamky:
a) Umluva: Euklidovsky vektorovy prostor (E, 4, .) se skalarnim sou¢inem g budeme v dalsim
textu znacit (E, g).
b) Snadno se ovéfi, ze v aritmetickém vektorovém prostoru V,(R) je predpisem

g(a,b) = a1by + asbs + - - - + ayby,

kde a = (ay,az,...,a,), b= (by,ba,...,b,), definovan skalarni soucin. Tento sou¢in budeme
v dalsim textu znacit a - b. Nebude-li v prostoru V,,(R) zaveden jiny skalarni soucin, budeme
pracovat vzdy se skaldrnim soucinem a - b. Nadéale budeme v této kapitole pii nasobeni
vektoru skaldrem vynechavat tecku, aby nedoslo k zaméné se skaldrnim souc¢inem a - b.

Definice 6.2. (Délka vektoru, velikost tihlu vektori)
Necht (F, g) je euklidovsky vektorovy prostor, a,b € E. Délkou (velikosti, normou) vektoru

a nazyvame realné cislo
lal| = Vg(a, a).
Velikost o dhlu mezi vektory a,b (¢ € (0,7)) definujeme takto:

60530:% pro a # o, b # o,
cos ¢ =0 pro a = onebo b = o.

Jestlize plati cosp = 0, a tedy g(a,b) = 0, nazyvame vektory a,b kolmymi (ortogonalnimi)
a piseme a_Lb.
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Pozndmka: Vyraz % je vzdy mensi nebo roven 1 (plyne z véty 6.1).

Véta 6.1. (Vlastnosti délky vektoru)

V euklidovském vektorovém prostoru (E, g) plati (a,b € E, a € R):
a) ||laal| = ol [|al],

8) [lall > 0, llal| = 0 < a = o,

c) lg(a,b)| <|lal| ||b]| (Schwartzova nerovnost),

d) |la+b|| < ||a|| + ||b]| (trojihelnikovd nerovnost).

Diikaz: Tvrzeni a), b) plynou piimo z definice 6.2.

¢) Pro a = o je tvrzeni ziejmé. Necht o € R. Pro vektor aa — b, kde a,b € E a # o,
plati podle definice skalarniho souc¢inu g(aa — b, va — b) > 0, a tedy a?g(a,a) — 2ag(a,b) +
+g(b,b) > 0. Tento polynom druhého stupné ma nejvyse jeden kladny koten, diskriminant
pifslusné rovnice tedy neni kladny. Dostavame D = 4(g(a,b))? — 4g(a,a)g(b,b) < 0, a tedy
(9(a,0))* < g(a,a)g(b,b) a |g(a,b)| < [|all[[b]].

d) |la+[|* = g(a+b, a+b) = g(a,a)+g(b,b)+2g(a, b) < [[a|[*+[[b]|*+2|[al|[[b]] = ([la|[+][b]]),
a tedy [[a + bf[ < [[al| + [[b]].

Definice 6.3. (Ortogondlni a ortonormaélni vektory)

Necht ay,as,...,a; jsou vektory z euklidovského vektorového prostoru (E,g). Vektory
ai, ag, . .., ap nazyvame ortogondlnimi, jestlize a;, La; pro vsechnai # j,i,5 € {1,...,k}. Vek-
tory aj,as,...,ar nazyvame ortonormdlnimi, jestlize jsou navzajem ortogonalni
aVie {l,...,k} : ||la;|| = 1. Jsou-li kazdé dva vektory z mnoziny M = {ai,as,...,a,}
navzajem ortogondlni, nazyvame danou mnozinu ortogondalni mnozinou. Pokud navic maji
vSechny vektory mnoziny M délku 1, nazveme mnozinu M ortonormdlni mnozinou.

Véta 6.2. a) Nenulové navzdjem ortogondlni vektory v euklidovském vektorovém prostoru
jsou linedrné nezavisle.
b) Necht a,b jsou vektory v euklidovském prostoru (E,g). Pak plati

e alb< |la+0bl>=|lal|*+|[b]|* (Pythagorova véta).

e a,b# o0 a je ihel vektord a,b < ||la—b||> = ||a]|* + ||b]|*> — 2]|al|]||b]| cos ¢ (Kosinovd
véta).

Diikaz: a) Necht aya; +- - -+ aya, = o, kde aq, .. ., a, jsou nenulové navzajem ortogonalni
vektory a aq,...,a, € R. Vektory na obou straniach rovnosti vynasobime skaldrné libovol-
nym vektorem a;,j € {1,...,n}. Dostavame 0 = g(> " | oa;,a;) = Y 1 ag(a;,a;) =
= aylla;||?, protoze vektory ai,...,a, jsou navzajem ortogonalni, a tedy pro i # j plati
g(ai, a;) = 0. Navic plati ||a;||* # 0, a tedy a; = 0. Jelikoz pouze trividlni linedrn{ kombinace
nenulovych navzajem ortogondalnich vektorl je rovna nulovému vektoru, vektory aq,...,a,
jsou linearné nezavislé.

b) Postupné dokézeme obé ekvivalence:

o [la+0[|* = gla+ba+0d) = g(a,a) + g(b,b) + 29(a,b) = [la|[* + [[b]|>, pravé kdyz
g(a,b) = 0.

o [la—=0bl* = g(a—b,a—0b)=g(a,a)+ g(b,b) — 29(a,b) = ||al|* +[b]|* — 2[|al[||b]| cos ¢.
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6.2 Gramuv-Schmidtiav ortogonaliza¢ni proces

Definice 6.4. (Ortogonalni a ortonormalni béze)

Necht (E,g) je n-rozmérny euklidovsky vektorovy prostor, B = {aj,as,...,a,} jeho béze.
Je-li mnozina vektora {ay, as, ..., a,} ortogonalni, resp. ortonorméalni, nazyvame B ortogo-
ndlni, resp. ortonormalni bdzi.

Gramiv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces.
Jednd se o postup, ktery umozinuje v linedrnim obalu linedrné nezavislych vektort
ay,ag, ... a4y, (m > 2) v prostoru (E,g) najit navzijem ortogonalni nenulové vektory
by, bo, ..., by, a tedy i ortogonédlni nebo ortonormélni bazi. Spravnost postupu ukazeme in-
dukci podle k.
1. krok. Polozime b; = a; (by # o, protoze aq, as, .. ., a,, jsou linedrné nezavislé).
2. krok. Hledame vektor by ve tvaru by = ag + ag1b; (odtud vime, zZe by # o, protoze vek-
tory aj,as jsou linedrné nezavislé) a koeficient ap; € R uréime tak, aby vektory by, by byly
ortogonalni:

0= g(b1,b2) = g(az, b1) + azg(bi,b1).
Protoze g(by,b1) # 0, dostaneme

oy — g(a27 bl)
21 = —— -
g(bh bl)
k-ty krok. Mame jiz nenulové ortogonalni vektory by, bs, . .., br_1, které patii do [a1, ag, . . ., ag_1].

Vektor by, hleddme ve tvaru by, = a+opiby +- - -+ oy p—1bg—1. Z této rovnosti plyne, ze by, # o.
Koeficienty a;; € R uréime z podminek

g(bp, b)) =0,i=1,2,... k—1.

Vektory by, ba, ..., by_1 jsou ortogonalni (tedy g(b;,b;) = 0 pro ¢ # j) a nenulové vektory,
proto dostavame
0= g(br, bi) = g(ax, b;) + arig(bi, b;),

odtud

b;
o= b))

g<bi7 bl) o
Piiklad 6.2. V euklidovském vektorovém prostoru Vi (R) naleznéme ortonormélni bazi pod-

prostoru
U=1[(1,-2,2,0),(1,-2,2,3),(—1,1,0,0)].

Reseni. P#i hleddni ortonorméalni baze budeme pracovat se skalarnim soudinem -. Nejprve
ukdzeme, ze vektory a; = (1,—2,2,0), as = (1,—-2,2,3), a3 = (—1,1,0,0) jsou linedrné neza-
vislé, a tvori tedy bazi podprostoru U dimenze 3. Hleddme tedy ortogonalni béazi
B = {b1, bs, b3}. Pouzijeme Gramiv-Schmidtiv ortogonaliza¢éni proces.

1. krok. Polozime b; = a; = (1,-2,2,0).

2. krok. Hledame vektor by = ay + a91b; spliujici podminku b, - by = 0:

b2 = (1, —2, 2, 3) + Oé21(1, —2, 2, 0) = (1 + o1, —2— 20&21, 24+ 20[21, 3)7

bg'bl = (1"‘0[21) . 1"‘(—2—20421) . (—2)+<2+20[21) 243 .0= 90[21+9 = 0, tJ g1 = —1.
Ziskali jsme vektor by = ay — by = (0,0,0, 3).
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3. krok. Hledame vektor b3 = a3 + a31b1 + agobs spliujici podminky b3 - by = 0, bg - by = 0:
Analogicky jako ve 2. kroku vypocitame, ze

by = (—1+ a1, 1 — 20031, 20031, 3032),

bg‘bl = (—1+0531) . 1—|—(1—20(31) . (—2)+20631 . 2+3a32 .0= —3+9a31 = 0, tJ Q31 =
bg'bgi (—1+0631) . 0+(1—20431) i O+20&31 . 0+30632 . 3:90632 :0, tJ 39 = 0.
Dostali jsme vektor bs = a3 + %bl = (—%, %, %, )

Jedna ortogonélni baze B je tedy

2 1 2
1,-2,2,0),(0,0,0,3), ( —=,-,2,0) ¢.
{(’ ’7)7(77’)7( 3’3’37 )}

Jak ziskdme z ortogonalni baze B ortonormélni bazi D? Stac¢i kazdy vektor b; nasobit ¢islem
1/]]6:]| a vysledné vektory c;, co, c3 budou mit délku 1. Protoze ||b1|| = 3, ||ba|| = 3, ||bs]| = 1,
je hledana ortonormalni baze

1 22 21 2
D={(=,-2,20),(0,001),(-2,=,20])¢.
{(37 3737 )’(’ ) ) )7( 373737 >}

6.3 Vlastnosti euklidovskych vektorovych prostora

W=

Véta 6.3. Nechl (E,q) je vektorovy prostor konecné dimenze. Libovolnou ortonormdalni
podmnozinu prostoru E lze rozsirit na ortonormdlni bazi E.

Diikaz: Jelikoz je dana ortonormdlni mnozina linedrné nezavisla, je toto tvrzeni pfimym
disledkem Steinitzovy véty o vymeéné (véta 1.10).

Vyjadieni skalarniho sou¢inu vzhledem k ortonormaélni bazi: Necht (E, g) je vek-
torovy prostor se skalarnim soucinem, ve kterém je ddna ortonorméalni baze B = {uy, ..., u,}
a vektory a,b € E.

Vektory a, b vyjadiime pomoci jejich soutadnic vzhledem k béazi B: a = aju; + - - - + a,uy,
b= piu + -+ Bru, a dostavame:

g(a,b) = glaruy + -+ - + apty, Srug + -+ Bauy,) = Z Z @;iBig(ui, uz) = ar i+ + By
i=1 j=1
Neni-li badze B ortonormalni, dostavame:
g(a7 b) = (ah s 7an)B<617 s 7Bn)T7
kde matice B = (by), by, = g(a;, ay).

Definice 6.5. (Izomorfni euklidovské vektorové prostory)

Euklidovské vektorové prostory E(g), E'(¢') se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje izomorfis-
mus ¢ vektorovych prostora FE(g), E'(¢') takovy, 7Ze Va,b € E : g(a,b) =
= g'(p(a), ¢ (b)).
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Véta 6.4. Necht (E,qg) a (E',q") jsou n-rozmérné vektorové prostory. Pak jsou izomorfni.
g g)J

Dikaz: Necht By = {uy,...,u,} je ortonormalni baze prostoru E a By = {vy,...,v,}
je ortonorméalni béze prostoru E’. Pak existuje podle véty 4.6 pravé jeden izomorfismus
¢ E — E' takovy, ze p(u;) = v;,1=1,2,...,n.

Libovolné vektory a,b € FE vyjadiime pomoci vektori baze Bi: a = aju; + -+ + ayu,
ab= [u; + -+ Bu,. Jelikoz ¢ je izomorfismus, miizeme jejich obrazy vyjadfit pomoci
vektori baze By jako p(a) = aqvy + -+ - + v, a o(b) = frvg + - - - + Bru,. Dostavame

gla,b) = ai1fi + -+ anf, = g'(¢(a), ¢(b)).

Koeficient «;8;,¢ = 7, je roven 1, protoze obé baze jsou ortonormdlni. Ostatni souciny jsou
rovny 0, protoze vektory jsou navzajem kolmé. Ostatni podminky pro izomorfismus jsou
splnény (viz véta 4.6).

6.4 Ortogonalni doplnék

Definice 6.6. (Ortogondlni doplnék)
Necht (E, g) je vektorovy prostor a U C E. Ortogondlnim dopliitkem mnoziny U v prostoru
E nazveme mnozinu U+ = {u € E,Yv € U : u L v}.

Véta 6.5. Necht (E,g) je vektorovy prostor a U C E,V C E. Pak plati:
1. U+ je podprostor E,
2.VCU=U+CV™,
Diikaz je ziejmy.
Véta 6.6. Necht (E,g) je vektorovy prostor a U,V jsou podprostory E. Pak plati:
U+V)t=Urnv+,

Ditkaz: Postupné dokazeme obé inkluze:
1) Vime, z2e (U CU+V)A(V CU+V).
Podle véty 1.5 plati (U + V)t Cc ULt AU+ V)t Cc V4 atedy (U+V)EcUtnvh).
2) Necht a € U+ N V*. Vektor a pat¥i tedy do ortogonalnich doplitkéi mnozin U a V.
Libovolny vektor b € U + V miizeme vyjadrit jako b=u+ v, kdeu e U av € V.
Postupné dostavame g(a,b) = g(a,u) + g(a,v) = 0. Vektor a je tedy prvkem (U + V) .

Véta 6.7. Necht U je libovolny podprostor n-rozmeérného euklidovského vektorového prostoru
(E,g). Pak libovolnyj vektor v € E lze zapsat ve tvaru v =1+ s, kder € U a s € U+,

Dikaz: Pokud v € U, pak sta¢i vyjadfit v = r 4+ o. Pfedpokldadejme nyni, Ze v ¢ U. Pak
existuje ortonormalni baze B = {uy, ..., u;} prostoru U takova, 7Ze vektory uy, ..., ux, v jsou
linedrné nezavislé. Pouzijeme-li Gramuv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces, ziskdme skalary
ai, ..., a, takové, ze vektor w = aqu; + - -+ + a,u, + v je kolmy ke véem vektortum baze B
atedy w € U+,

Vektor v je tedy roven v = (—aquy —. .. —ogug) +w, kde w € Ut a (—aquy —. .. —apuy,) € UL
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Definice 6.7. (Ortogondlni primét)
Vektor r z véty 6.7 se nazyva ortogondlni prumeéet vektoru v do podprostoru U.

Véta 6.8. Necht (E,g) je vektorovy prostor a U je podprostor E.

1. Libovolny vektor v € E je kolmy k U prave tehdy, kdyzZ je kolmy k nékteré mnozZinée
generdtory prostoru U.

2. Je-li E wvektorovyj prostor konecné dimenze n, pak plati: E = U @& Ut
a dim U+ = dim E — dim U.

Dikaz: a) Ziejmé.

b) Necht {vy,...,v;} je ortonormalni baze prostoru U. Potom existuje ortonormalni béze
prostoru F tvaru B = {vy,..., 0, Ugs1,- -, U, }. MnozZina B je linedrné nezavisla a ortogo-
néalni, a tedy kazdy vektor wj.q,...,u, je kolmy ke vSem vektorim {vq,..., v}, a je tedy
prvkem UL, Plati tedy, Ze [ugy1,...,u,] C U™,

Nyni uvazujeme libovolny vektor w € FE,w 1 U. Vektor w mtzeme vyjadiit jako li-
nearni kombinaci vektorfi ug,1,..., U, a tedy UL C [upi1,...,u,]. Dostdvame tedy, 7e
Ut = [ups1, ..., uy]. Z vlastnosti ortogonalnfho doplitku plyne, ze U N U+ = {0}, a tedy
E = U @ U+. Z vlastnosti direktniho sou¢tu plyne rovnost dim U+ = dim E — dim U.

6.5 Ulohy k procviéeni

1. V euklidovském vektorovém prostoru (V3(R),-) vypoditejte skaldrni soucin vektort
a=(3,2,-4),b=(5-1,6).

2. V euklidovském vektorovém prostoru (V4(R),-) vypocitejte ||al|, kde a = (6, 3,0, 2).

3. V euklidovském vektorovém prostoru (V5(R), ) najdéte v8echny vektory z, které jsou
kolmé k a = (1,3).

4. V3(R): Zjistéte, zda g(u,v) = 3uivq + 2ugvs + 4dugvs je skalarni soudin.
5. V3(R): Zjistéte, zda g(u,v) = dugvy + dusvy + ugve + uzvsz je skaldrni soudin.
6. Vo(R): Zjistéte, zda g(u,v) = ujv; + 2u1v9 + 2ugv; je skaldrni soucin.

7. V euklidovském vektorovém prostoru (V5(R),-) vypocitejte thel vektora
w=(1,-1,0,2,1),v = (1,1,—4,3,1).

8. V euklidovském vektorovém prostoru (V4(R),-) naleznéte ortonormalni bazi podpro-
storu S =[(1,0,0,1),(0,1,0,2),(0,0,1,—2)].

9. V euklidovském vektorovém prostoru (V4(R),-) naleznéte ortonormalni bazi podpro-
storu S = [(1,1,—1,-2), (5,8, -2, -3),(3,9,3,8)].

10. V euklidovském vektorovém prostoru (V4(R),-) naleznéte ortonormalni bézi podpro-
storu [(0,1,0,1),(-3,0,2,1),(2,5,—1,0)]. Danou bazi poté dopliite na ortonormélni
bazi (V4(R),-).
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11. Necht W c (V4(R),-), W = [(1,0,1,0),(—1,-3,0,2]. Najdéte ortogonalni baze W
a W=, Najdéte také ortogondlni priimét vektoru v = (3,2,1,4) do prostoru W.

12. Necht W C (V4(R),-), W =[(1,3,3,5),(1,3,—5,-3), (1, —5,3, —3)]. Najdéte ortogo-
nalni baze W a W+,

13. Necht W C (Vy4(R),-), W =[(1,0,1,0),(0,1,2,3),(2,—1,0, —3)]. Najdéte ortogonalni
baze W a W+,
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