
Lineární algebra I

Jiøí Bure¹, Jarmila Novotná

1 Vektorový prostor

1.1 Základní pojmy

De�nice 1.1. (Aritmetický vektor)
Nech» T je tìleso a n ∈ N. Uspoøádanou n-tici u = (u1, u2, . . . , un), kde ui ∈ T , i = 1, 2, . . . , n,
nazýváme n-rozmìrným aritmetickým vektorem nad tìlesem T . Prvek ui, i ∈ {1, . . . , n},
nazýváme i-tým èlenem aritmetického vektoru u. Mno¾inu v¹ech n-rozmìrných aritmetických
vektorù nad T budeme znaèit Vn(T ).

De�nice 1.2. (Rovnost, sèítání vektorù a násobení vektorù skalárem)
Dva n-rozmìrné aritmetické vektory u, v ∈ Vn(T ) se sobì rovnají (pí¹eme u = v) právì tehdy,
kdy¾ ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} : ui = vi.
Souèet u+ v dvou aritmetických vektorù u, v ∈ Vn(T ) de�nujeme takto:

u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn).

Pro α ∈ T de�nujeme α-násobek aritmetického vektoru u ∈ Vn(T ) takto:

α.u = (αu1, αu2, . . . , αun).

De�nice 1.3. (Nulový aritmetický vektor)
Nulovým aritmetickým vektorem nad tìlesem T nazýváme vektor o, jeho¾ v¹echny èleny jsou
rovny nulovému prvku tìlesa T , tj. o = (0, 0, . . . , 0).

De�nice 1.4. (Vektorový prostor)
Nech» T je tìleso a V je neprázdná mno¾ina. Oznaème + zobrazení V × V → V (vnitøní
operace na V - sèítání vektorù) a . zobrazení T × V → V (vnìj¹í operace na V s operátory
z tìlesa T - násobení vektoru skalárem).
Uspoøádanou trojici (V,+, .) nazveme vektorovým prostorem nad tìlesem T , jestli¾e platí:

1. mno¾ina V je uzavøená vzhledem ke sèítání vektorù a násobení vektorù skalárem,

2. (V,+) je komutativní grupa,

3. vnìj¹í operace . splòuje tyto podmínky:

(a) ∀α ∈ T ∀u, v ∈ V : α.(u+ v) = α.u+ α.v,
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(b) ∀α, β ∈ T ∀u ∈ V : (α + β).u = α.u+ β.u,

(c) ∀α, β ∈ T ∀u ∈ V : (αβ).u = α.(β.u),

(d) ∀u ∈ V : 1.u = u, kde 1 je jednotkový prvek v T .

Prvky z mno¾iny V nazýváme vektory, prvky z tìlesa T nazýváme skaláry.

Oznaèení: Proto¾e (V,+) je grupa, existuje nulový vektor o a ke ka¾dému u ∈ V existuje
opaèný vektor −u. Místo vektorový prostor (V,+, .) budeme psát pouze V (T ), pøíp. V ,
pokud nebude moci dojít k nedorozumìní. Místo u + (−v) budeme struènì psát u − v.
Je-li V = {o}, nazýváme vektorový prostor ({o},+, .) nad tìlesem T nulovým vektorovým
prostorem a pí¹eme {o}, v ostatních pøípadech mluvíme o nenulových vektorových prostorech.
Nulový vektorový prostor je þnejmen¹ímÿ vektorovým prostorem.

Pøíklad 1.1. Pojem vektorový prostor je ilustrován následujícími pøíklady:

• Mno¾ina Vn(R) v¹ech n-rozmìrných aritmetických vektorù nad tìlesem R s operací
sèítání vektorù a násobení vektorù reálným èíslem tvoøí vektorový prostor.

• Mno¾ina v¹ech polynomù stupnì nejvý¹e n je uzavøená vzhledem ke sèítání polynomù
a násobení polynomù skalárem a tvoøí spolu s pøíslu¹nými operacemi vektorový prostor
Pn.

• Mno¾ina v¹ech polynomù stupnì právì n spolu se sèítáním polynomù a násobení poly-
nomù skalárem netvoøí vektorový prostor, proto¾e není uzavøená vzhledem ke sèítání
polynomù.

Vìta 1.1. Nech» V je vektorový prostor nad tìlesem T . Pak platí:

1. ∀u ∈ V : 0.u = o,

2. ∀u ∈ V : −a = (−1).a,

3. ∀α ∈ T : α.o = o,

4. ∀α ∈ T ∀u ∈ V : α.u = o⇔ (α = 0 ∨ u = o).

Dùkaz:

1. Nech» u je libovolný vektor z vektorového prostoru V . Postupnì dostáváme:

1 + 0 = 1, |.u
(1 + 0).u = 1.u,
1.u+ 0.u = 1.u,
u+ 0.u = u, |+ (−u)

0.u = o.
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2. Nech» u je libovolný vektor z vektorového prostoru V . Postupnì dostáváme:

1 + (−1) = 0, |.u
[1 + (−1)] .u = 0.u,
1.u+ (−1).u = o, | − u

(−1).u = −u.

3. Nech» u je libovolný vektor z vektorového prostoru V a α ∈ T . Postupnì dostáváme:

u+ (−u) = o,
α. [u+ (−u)] = α.o,
α.u+ α.(−u) = α.o,

α.u+ α. [(−1).u] = α.o,
α.u+ [α(−1)] .u = α.o,
α.u+ [(−1)α] .u = α.o,

[α + (−α)] .u = α.o,
0.u = α.o,
o = α.o.

4. Pravdivost implikace (α = 0 ∨ u = o)⇒ α.u = o plyne z 1 a 3. Nyní uká¾eme, ¾e pro
libovolný vektor u ∈ V a α ∈ T platí α.u = o⇒ (α = 0 ∨ u = o).
Nejprve uká¾eme, ¾e platí: (α 6= 0 ∧ α.u = o)⇒ (u = o). Postupnì dostáváme:

α.u = o⇔ α−1α.u = α−1.o⇔ u = α−1.o = o.

Nyní uká¾eme sporem, ¾e platí (u 6= o ∧ α.u = o)⇒ (α = 0).
Pøedpokládejme, ¾e (u 6= o ∧ α.u = o) ∧ α 6= 0. Pak ale podle 1 dostaneme u = o, co¾
je ve sporu s pøedpokladem, ¾e u 6= o.

De�nice 1.5. (Podprostor vektorového prostoru)
Nech» W je neprázdná podmno¾ina vektorového prostoru (V,+, .). Uspoøádanou trojici
(W,+, .), kde operace + a . jsou zú¾ením pøíslu¹ných operací prostoru V na prvky mno¾iny
W , nazveme (vektorovým) podprostorem prostoru V .

Poznámka: Operace + a . jsou na mno¾inách V a W de�novány stejným zpùsobem.
Zú¾ení operací + a . na prvky mno¾iny W znamená, ¾e tyto operace mù¾eme provádìt
pouze s prvky mno¾iny W .

Vìta 1.2. (Podprostor vektorového prostoru)
Nech» W je neprázdná podmno¾ina vektorového prostoru (V,+, .). (W,+, .) je podprostorem
prostoru V právì tehdy, kdy¾ platí:

1. ∀u, v ∈ W : u+ v ∈ W ,

2. ∀α ∈ T ∀u ∈ W : α.u ∈ W .
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Dùkaz: Je-li W podprostorem vektorového prostoru V , mají operace + a . ve W stejné
vlastnosti jako v prostoru V . Pokud pro podmno¾inu W prostoru V platí podmínky z vìty
1.2, jsou na ní de�novány operace + a . stejným zpùsobem jako na mno¾inì V . Operace
+ je tedy komutativní a asociativní a zároveò platí vlastnosti 3 a - d z de�nice 1.4. Podle
pøedpokladu je mno¾ina W neprázdná, a obsahuje tedy aspoò jeden prvek u ∈ W . Podle
vìty 1.1 platí 0.u = o a mno¾ina W obsahuje nulový vektor o. Pro libovolný vektor v ∈ W
platí (−1).v = −v, a tedy mno¾ina W obsahuje ke ka¾dému vektoru vektor k nìmu opaèný.
(W,+) je tedy komutativní grupa a (W,+, .) je podprostorem prostoru V .

Vìta 1.3. Prùnik koneèného poètu podprostorù vektorového prostoru V je podprostor pro-
storu V .

Dùkaz: Oznaèíme U prùnik koneèného poètu podprostorù prostoru V . Ka¾dý podprostor
obsahuje nulový vektor o, a tedy mno¾ina U je neprázdná. Pokud jsou vektory u, v prvky
mno¾iny U , musí být také prvky ka¾dého z uva¾ovaných podprostorù. Podle vìty 1.2 le¾í
v ka¾dém z podprostorù i vektory u+v a α.u, α ∈ T , které tedy le¾í i v prùniku uva¾ovaných
podprostorù a U je podprostorem V .

De�nice 1.6. (Lineární kombinace)
Nech» u1, . . . , un jsou vektory z V . Øekneme, ¾e vektor v je lineární kombinací vektorù
u1, . . . , un, jestli¾e existují skaláry α1, α2, . . . , αn ∈ T takové, ¾e

v = α1.u1 + · · ·+ αn.un.

Skaláry α1, . . . , αn nazýváme koe�cienty této lineární kombinace.

Vìta 1.4. Nech» u1, . . . , un jsou vektory z vektorového prostoru V . Pak mno¾ina

M = {α1.u1 + · · ·+ αn.un; α1, . . . , αn ∈ T}

tvoøí spolu s pøíslu¹nými operacemi podprostor prostoru V .

Dùkaz: Mno¾ina M je zøejmì neprázdná a uzavøená vzhledem ke sèítání vektorù a náso-
bení vektorù skalárem. Mno¾ina M tedy tvoøí podprostor vektorového prostoru V .

De�nice 1.7. (Lineární obal)
Nech» A je podmno¾inou vektorového prostoru V . Prùnik v¹ech podprostorù prostoru V ,
které obsahují mno¾inu A, nazveme lineárním obalem mno¾iny A.

Poznámka: Lineární obal mno¾iny A znaèíme [A].

Vìta 1.5. Nech» A je podmno¾inou vektorového prostoru V . Pak platí:

1. Je-li A = ∅, pak lineární obal mno¾iny A obsahuje pouze nulový vektor prostoru V .

2. Je-li A neprázdná podmno¾ina V , pak [A] je mno¾ina v¹ech lineárních kombinací v¹ech
vektorù z A.
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Dùkaz:
1. Tvrzení plyne pøímo z de�nice 1.7.
2. Pøedpokládejme, ¾e A neprázdná podmno¾ina V . Oznaèíme B mno¾inu v¹ech lineárních
kombinací v¹ech vektorù z A a uká¾eme, ¾e [A] ⊂ B ∧B ⊂ [A], a tedy [A] = B.

1. Nejprve uká¾eme, ¾e [A] ⊂ B. Ka¾dý vektor u ∈ A mù¾eme napsat jako u = 1.u, a tedy
A ⊂ B. [A] je podle de�nice 1.7 prùnikem v¹ech podprostorù obsahujících mno¾inu A,
a tedy i [A] ⊂ B, proto¾e mno¾ina B je podle vìty 1.4 podprostorem V .

2. Dále uká¾eme, ¾e B ⊂ [A]. Oznaème B′ podprostor V , který obsahuje mno¾inu A.
Jeliko¾ B′ obsahuje mno¾inu A, obsahuje také v¹echny lineární kombinace vektorù
z A, a tedy B ⊂ B′ a B ⊂ [A].

De�nice 1.8. (Mno¾ina generátorù)
Podmno¾ina M vektorového prostoru V se nazývá mno¾inou generátorù prostoru V právì
tehdy, kdy¾ [M ] = V .

Poznámka: Je-liM mno¾ina generátorù prostoru V , øíkáme také, ¾e mno¾inaM generuje
vektorový prostor V .

Pøíklad 1.2. Následující mno¾iny tvoøí mno¾iny generátorù pøíslu¹ného vektorového pro-
storu:

• P = {1, x, x2, . . . , xn} je mno¾ina generátorù vektorového prostoru Pn.

• M1 = {(0, 1), (1, 0)},M2 = {(1, 1), (2, 2), (1, 2)} jsou mno¾iny generátorù vektorového
prostoru V2(R).

Vìta 1.6. Nech» u1, . . . , un jsou vektory z vektorového prostoru V , M = [u1, . . . , un].
Provedeme-li na skupinu vektorù u1, . . . , un nìkterou z následujících zmìn, dostaneme no-
vou skupinu vektorù, která generuje stejný vektorový prostor M :

1. zmìna poøadí vektorù,

2. nahrazení libovolného vektoru z M jeho α-násobkem, kde α ∈ T, α 6= 0,

3. nahrazení libovolného vektoru z M jeho souètem s lineární kombinací ostatních vektorù
z M ,

4. vynechání vektoru, který je lineární kombinací ostatních vektorù,

5. pøidání vektoru, který je lineární kombinací vektorù z M .

Dùkaz pøenecháváme ètenáøi jako cvièení.

Vìta 1.7. Nech» u1, . . . , un jsou vektory z vektorového prostoru V . Vektor v ∈ V je lineární
kombinací vektorù u1, . . . , un právì tehdy, kdy¾

[u1, . . . , un] = [u1, . . . , un, v].
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Dùkaz: OznaèímeM = [u1, . . . , un] a N = [u1, . . . , un, v] a uká¾eme, ¾eM = N . Postupnì
doká¾eme obì implikace:
I. (⇒) Pokud v je lineární kombinací u1, . . . , un, pak v ∈ M . Pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n} je
vektor ui = 0.u1 + · · ·+ 1.ui + · · ·+ 0.un prvkem M , tj. N ⊂M .
Libovolný vektor w ∈ M lze vyjádøit jako w = γ1.u1 + · · · + γn.un + 0.v, a tedy M ⊂ N .
Ukázali jsme, ¾e (M ⊂ N) ∧ (N ⊂M), a tedy M = N .
II. (⇐) Pokud M = N , pak v ∈M a v je lineární kombinací vektorù u1, . . . , un.

De�nice 1.9. (Triviální a nulová lineární kombinace)

1. Nech» u1, . . . , un jsou vektory z vektorového prostoru V . Jsou-li v¹echny koe�cienty
lineární kombinace α1.u1+ · · ·+αn.un rovny nulovému skaláru, nazveme danou lineární
kombinaci triviální. V opaèném pøípadì mluvíme o netriviální lineární kombinaci.

2. Jestli¾e platí α1.u1 + · · ·+ αn.un = o, nazýváme tuto lineární kombinaci nulovou.

1.2 Lineární závislost a nezávislost vektorù

De�nice 1.10. (Lineární závislost vektorù)
Nech» u1, . . . , un jsou vektory z vektorového prostoru V . Jestli¾e existuje nulová netriviální
lineární kombinace vektorù u1, . . . , un, nazýváme tyto vektory lineárnì závislými, v opaèném
pøípadì lineárnì nezávislými.

Pøíklad 1.3. Pøíklady lineárnì závislých a lineárnì nezávislých mno¾in vektorù:

1. Vektory (1, 1), (2, 2), (1, 2) jsou lineárnì závislé, proto¾e existuje netriviální lineární
kombinace, která je rovna nulovému vektoru, napø. −2.(1, 1)+ (2, 2)+0.(1, 2) = (0, 0).

2. Uva¾ujme jeden vektor vektorového prostoru V . Je-li tento vektor nenulový, je lineárnì
nezávislý, je-li nulový, je lineárnì závislý.

3. Dva vektory u, v jsou lineárnì závislé právì tehdy, kdy¾ jeden z nich je násobkem
druhého: Pokud α1.u + α2.v = o, α1, α2 ∈ T , a napø. α1 6= 0, pak u = (−α2α1

−1).v.
Pokud existuje k ∈ T takové, ¾e u = k.v pak 1.u − k.v = o a vektory jsou lineárnì
závislé.

4. Pokud daná mno¾inaM vektorù obsahuje dva stejné vektory, jsou vektory mno¾inyM
lineárnì závislé.

5. Pokud daná mno¾ina M vektorù obsahuje nulový vektor, jsou vektory lineárnì závislé.

6. Pokud z dané mno¾iny lineárnì nezávislých vektorù vybereme libovolnou podmno¾inu,
jsou vybrané vektory lineárnì nezávislé.

Vìta 1.8. Nech» u1, . . . , un jsou vektory z vektorového prostoru V . Pak vektory u1, . . . , un
jsou lineárnì závislé právì tehdy, kdy¾ existuje index i, i ∈ {1, . . . , n}, takový, ¾e vektor ui je
lineární kombinací ostatních vektorù.
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Dùkaz: Postupnì doká¾eme obì implikace:
I. (⇒) Pøedpokládejme, ¾e vektory u1, . . . , un jsou lineárnì závislé. Pak existují αk ∈ T,
k ∈ {1, . . . , n}, a αi 6= 0 tak, ¾e α1.u1+· · ·+αi.ui+· · ·+αn.un = o. Potom ui = (−α1αi

−1).u1+
· · ·+ (−αnαi−1).un.
II. (⇐) Pøedpokládejme, ¾e vektor uk je lineární kombinací ostatních vektorù, a tedy existují
koe�cienty α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . , αn takové, ¾e uk = α1.u1+· · ·+αk−1.uk−1+αk+1.uk+1+· · ·+
+αn.un.
Potom α1.u1 + · · ·+ αk−1.uk−1 + (−1).uk + αk+1.uk+1 + · · ·+ αn.un = o a vektory u1, . . . , un
jsou lineárnì závislé.

Vìta 1.9. Nech» u1, . . . , un, v jsou vektory z vektorového prostoru V a nech» vektor v je
lineární kombinací vektorù u1, . . . , un a vektory u1, . . . , un jsou lineárnì nezávislé.
Pak skaláry α1, . . . , αn v rovnosti α1.u1 + · · ·+ αn.un = v jsou urèeny jednoznaènì.

Dùkaz: Pøedpokládejme, ¾e koe�cienty pøíslu¹né lineární kombinace vektorù u1, . . . , un
nejsou urèeny jednoznaènì. Pak existují rùzné n-tice α1, . . . , αn ∈ T a β1, . . . , βn ∈ T takové,
¾e v = α1.u1 + · · · + αn.un = β1.u1 + · · · + βn.un. Potom o = (α1 − β1).u1 + · · · + (αn −
−βn).un. Jeliko¾ vektory u1, . . . , un jsou lineárnì nezávislé, dostáváme α1 = β1, . . . , αn = βn,
co¾ je spor s pøedpokladem, ¾e n-tice α1, . . . , αn ∈ T a β1, . . . , βn ∈ T jsou rùzné. Koe�cienty
lineární kombinace jsou tedy urèeny jednoznaènì.

De�nice 1.11. (Báze vektorového prostoru)
Mno¾ina B ⊂ V se nazývá báze prostoru V právì tehdy, kdy¾ jsou vektory z mno¾iny B
lineárnì nezávislé a mno¾ina B generuje V .

Pøíklad 1.4. U nìkterých vektorových prostorù lze snadno stanovit aspoò jednu bázi. Exis-
tují ale také prostory, které nemají bázi. Následující pøíklady vektorových prostorù ilustrují
rùzné pøípady, které mohou nastat:

• Nech» Vn(R) je aritmetický vektorový prostor. Pak jedna z bází Vn(R) je
B = {(1, 0, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1)}.

• Nech» Pn je vektorový prostor polynomù stupnì nejvý¹e n. Pak B(Pn) =
= {1, x, x2, x3, . . . , xn}.

• Vektorový prostor, který obsahuje pouze nulový vektor, nemá bázi.

De�nice 1.12. (Souøadnice vektoru vzhledem k bázi)
Oznaème B skupinu vektorù {u1, . . . , un} v tomto poøadí a nech» B je báze vektorového
prostoru V, v ∈ V . Uspoøádanou n-tici skalárù (α1, α2, . . . , αn) takovou, ¾e platí

v = α1.u1 + · · ·+ αn.un,

nazýváme souøadnicemi vektoru v vzhledem k bázi B a pí¹eme vB = (α1, . . . , αn).

Poznámka: Podle vìty 1.9 jsou souøadnice vektoru vzhledem k bázi urèeny jednoznaènì.
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1.3 Steinitzova vìta o výmìnì a její dùsledky

Vìta 1.10. Steinitzova vìta.

Nech» vektory a1, . . . , an generují vektorový prostor V nad tìlesem T . Nech» vektory b1, . . . , bk
z prostoru V jsou lineárnì nezávislé. Pak platí:
a) k ≤ n,
b) existuje n− k vektorù z {a1, . . . , an}, které spolu s vektory b1, . . . , bk generují V .

Dùkaz: Indukcí pro k.
1) Polo¾me k = 1.

Jeliko¾ 1 ≤ n, platí tvrzení a), a tedy k ≤ n. Jeliko¾ vektory a1, . . . , an generují vektorový
prostor V , pak existují skaláry α1, . . . , αn ∈ T takové, ¾e b1 = α1.a1 + · · · + αn.an. Proto¾e
b1 6= o, existuje index i ∈ {1, . . . , n} takový, ¾e αi 6= 0. Z vlastností tìlesa T plyne, ¾e existuje
také prvek inverzní k prvku αi, který oznaèíme α−1i . Postupnì dostáváme:

αi.ai = b1 − α1.a1 − αi−1.ai−1 − αi+1.ai+1 − . . .− αn.an,

ai = α−1i .b1 − (α−1i α1).a1 − (α−1i αi−1).ai−1 − (α−1i αi+1).ai+1 − . . .− (α−1i αn).an.

V mno¾inì generátorù {a1, . . . , an} mù¾eme tedy vektor ai nahradit vektorem b1, a tedy
[a1, . . . , an] = [a1, . . . , ai−1, b1, ai+1, . . . , an] a vektory a1, . . . , ai−1, b1, ai+1, . . . , an generují
vektorový prostor V .

2) Pøedpokládejme, ¾e k > 1 a ¾e tvrzení platí pro k − 1 vektorù, tj. k − 1 ≤ n,
a pøi vhodném pøeèíslování vektorù je [a1, . . . , an] = [b1, . . . , bk−1, ak, . . . , an]. Uká¾eme, ¾e
tvrzení platí pro k vektorù. Podle indukèního pøedpokladu mù¾eme vyjádøit vektor bk jako
lineární kombinaci vektorù b1, . . . , bk−1, ak, . . . , an:

bk = α1.b1 + · · ·+ αk−1.bk−1 + αk.ak + · · ·+ αn.an.

Uká¾eme, ¾e k − 1 < n, a tedy k ≤ n . Kdyby k − 1 = n, pak by V = [b1, . . . , bk−1], proto¾e
podle pøedpokladu existuje mno¾ina generátorù mající právì n prvkù. Vektor bk by tedy
byl lineární kombinací vektorù b1, . . . , bk−1, co¾ je ve sporu s lineární nezávislostí vektorù
b1, . . . , bk, a tedy k ≤ n.
Pokud by ka¾dý z koe�cientù αk, . . . , αn byl roven 0, byl by vektor bk lineární kombinací
vektorù b1, . . . , bk−1, co¾ je opìt ve sporu s lineární nezávislostí vektorù b1, . . . , bk. Proto
existuje index p, k ≤ p ≤ n, takový, ¾e αp 6= 0. Vektory vhodnì seøadíme a oznaèíme tak,
aby αp = αk, a dostáváme

ak = α−1k .bk − α−1k α1.b1 − . . .− α−1k αk−1.bk−1 − α−1k αk+1.ak+1 − . . .− α−1k αn.an,

a tedy
[b1, . . . , bk−1, ak, . . . , an] = [b1, . . . , bk, ak+1, . . . , an].

Ukázali jsme tedy, ¾e tvrzení platí pro ka¾dé k ≤ n.
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Dùsledky Steinitzovy vìty:

Vìta 1.11. V¹echny báze prostoru V koneèné dimenze mají stejný poèet prvkù.

Dùkaz: Oznaème B = {a1, . . . , ak} a B′ = {b1, . . . , bn} dvì báze prostoru V . Mno¾ina B je
mno¾inou generátorù prostoru V a mno¾ina B′ je lineárnì nezávislá. Podle Steinitzovy vìty
platí k ≤ n. Obdobnì mù¾eme uva¾ovat mno¾inu B′ jako mno¾inu generátorù prostoru V
a mno¾inu B jako lineárnì nezávislou mno¾inu, a tedy n ≤ k. Platí tedy zároveò k ≤ n
i n ≤ k. Z antisymetrie relace ≤ plyne k = n a v¹echny báze prostoru V mají stejný poèet
prvkù.

De�nice 1.13. (Koneènì rozmìrný a nekoneènì rozmìrný vektorový prostor)
Vektorový prostor nazýváme koneènì rozmìrným, jestli¾e má aspoò jednu koneènou mno¾inu
generátorù. V opaèném pøípadì ho nazýváme nekoneènì rozmìrným.

De�nice 1.14. (Dimenze vektorového prostoru)
Nech» V je vektorový prostor. Dimenzí nenulového koneènì rozmìrného prostoru V nazý-
váme poèet prvkù nìkteré jeho báze. Dimenze nulového vektorového prostoru je 0. Dimenze
nekoneènì rozmìrného vektorového prostoru je∞. Dimenzi vektorového prostoru V znaèíme
dim V .

Pøíklad 1.5. Mno¾ina V3(R) v¹ech 3-rozmìrných aritmetických vektorù nad tìlesem R tvoøí
spolu s pøíslu¹nými operacemi vektorový prostor dimenze 3, proto¾e napø.
V3(R) = [(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)] a vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) jsou lineárnì nezávislé.
Mno¾ina v¹ech konvergentních posloupností nad tìlesem R spolu s operacemi sèítání posloup-
ností (èlen po èlenu - sèítání èlenù posloupnosti se stejným indexem) a násobení reálným
èíslem (ka¾dý èlen posloupnosti je vynásoben daným reálným èíslem) tvoøí vektorový prostor
nekoneèné dimenze.

Vìta 1.12. Nech» B = {b1, . . . , bn} je báze vektorového prostoru V a nech» a1, . . . , ak jsou
vektory z V . Pokud k > n, pak vektory a1, . . . , ak jsou lineárnì závislé.

Dùkaz: Pokud by vektory a1, . . . , ak byly lineárnì nezávislé, pak by byla splnìna nerovnost
k ≤ n, co¾ je ve sporu s pøedpokladem k > n.

Vìta 1.13. Nech» V je vektorový prostor koneèné dimenze n ≥ 1 a vektory b1, b2, . . . , bk
z V jsou lineárnì nezávislé. Pokud k = n, pak je mno¾ina {b1, . . . , bk} bází prostoru V .
Pokud k < n, pak existuje ve V n − k vektorù takových, ¾e jejich pøidáním k mno¾inì
{b1, b2, . . . , bk} vznikne báze prostoru V .

Dùkaz: Nech» {a1, . . . , an} je báze V . Pokud k = n, mù¾eme podle Steinitzovy vìty
postupnì vymìnit v¹echny vektory a mno¾ina {b1, . . . , bk} je bází prostoru V . Pokud k < n,
doplníme k mno¾inì {b1, b2, . . . , bk} n − k vhodnì zvolených vektorù mno¾iny {a1, . . . , an}
tak, aby výsledná mno¾ina obsahovala n lineárnì nezávislých vektorù a tvoøila bázi prostoru
V .
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Steinitzovu vìtu a její dùsledky vyu¾ijeme pøi øe¹ení konkrétních úloh zejména v podobì
následujících tvrzení. Nech» dim V = n. Pak platí:

1. Jsou-li b1, b2, . . . , bk ∈ V, k < n, lineárnì nezávislé vektory, lze je doplnit na bázi pro-
storu V .

2. Vektory a1, . . . , an ∈ V tvoøí bázi V právì tehdy, kdy¾ jsou lineárnì nezávislé.

3. Vektory a1, . . . , an ∈ V tvoøí bázi V právì tehdy, kdy¾ generují V .

4. Vektory a1, . . . , an ∈ V tvoøí bázi V právì tehdy, kdy¾ libovolný vektor u ∈ V lze
vyjádøit právì jedním zpùsobem jako lineární kombinaci vektorù a1, . . . , an.

1.4 Lineární a direktní souèet podprostorù

Vìta 1.14. Nech» U,W jsou podprostory vektorového prostoru V .
Potom mno¾ina U +W = {a+ b ; a ∈ U, b ∈ W} je podprostorem vektorového prostoru V .

Dùkaz: Postupnì ovìøíme v¹echny vlastnosti podprostoru podle vìty 1.2:

1. (o ∈ U ∧ o ∈ W )⇒ (o = o+ o ∈ U +W ), a tedy mno¾ina U +W je neprázdná.

2. z1, z2 ∈ U + W ⇒ ∃u1, u2 ∈ U ∃w1, w2 ∈ W : z1 = u1 + w1, z2 = u2 + w2.
Postupnì dostáváme z1 + z2 = (u1 +w1) + (u2 +w2) = (u1 + u2) + (w1 +w2) ∈ U +W
a mno¾ina U +W je uzavøená vzhledem ke sèítání vektorù.

3. α ∈ T, z ∈ U +W ⇒ ∃u ∈ U ∃w ∈ W : z = u+ w.
Postupnì dostáváme α.z = α.(u + w) = α.u + α.w ∈ U +W a mno¾ina U +W je
uzavøená vzhledem k násobení vektorù skalárem.

Mno¾ina U +W je tedy podle vìty 1.2 podprostorem V .

De�nice 1.15. (Lineární a direktní souèet)

1. Nech» U,W jsou podprostory vektorového prostoru V . Podprostor U +W nazýváme
lineárním souètem podprostorù U,W .

2. Nech» U ∩ W = {o}. Potom lineární souèet U + W nazýváme direktním souètem
podprostorù U,W a pí¹eme U ⊕W .

Vìta 1.15. Nech» U = [a1, a2, . . . , an] a W = [b1, b2, . . . , bk] jsou podprostory vektorového
prostoru V . Pak platí:

U +W = [a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bk].

Dùkaz je zøejmý.

Vìta 1.16. Nech» U,W jsou podprostory vektorového prostoru V koneèné dimenze. Pak
platí:

dim U + dim W = dim (U +W ) + dim (U ∩W ).
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Dùkaz: Pokud (U ⊂ W ) ∨ (W ⊂ U), vìta zøejmì platí.
Pøedpokládejme nyní, ¾e U není podprostorem W a W není podprostorem U .
Nech» U∩W = [z1, . . . , zt], kde z1, . . . , zt je báze prostoru U∩W . Pokud U∩W obsahuje pouze
nulový vektor, platí dim (U ∩W ) = 0. V ostatních pøípadech jsou vektory z1, . . . , zt lineárnì
nezávislé a dají se podle Steinitzovy vìty doplnit na bázi {z1, . . . , zt, u1, . . . , us} prostoru U ,
kde {u1, . . . , us} je lineárnì nezávislá mno¾ina vektorù prostoru U ,
i bázi {z1, . . . , zt, w1, . . . , wr} prostoru W , kde {w1, . . . , wr} je lineárnì nezávislá mno¾ina
vektorù prostoru W .
Uká¾eme sporem, ¾e sjednocení mno¾in generátorù {z1, . . . , zt, u1, . . . , us, w1, . . . , wr} pro-
storu U +W je lineárnì nezávislá mno¾ina, a tvoøí tedy bázi prostoru U +W .
Pøedpokládejme, ¾e vektory {z1, . . . , zt, u1, . . . , us, w1, . . . , wr} jsou lineárnì závislé. Pak exis-
tují koe�cienty αi, βj, γk, kde i ∈ {1, . . . , t}, j ∈ {1, . . . , s}, k ∈ {1, . . . , r}, z nich¾ aspoò jeden
je nenulový, takové, ¾e lineární kombinace γ1.z1 + · · ·+ γt.zt + α1.u1 + · · ·+ αs.us + β1.w1 +
· · · + βr.wr je rovna nulovému vektoru. Kdyby byly v¹echny koe�cienty β1, . . . , βr rovny 0,
byly by vektory {z1, . . . , zt, u1, . . . , us} lineárnì závislé. Proto existuje βj 6= 0 a vektor wj lze
tedy vyjádøit jako lineární kombinaci ostatních vektorù, tj.

wj = −γ′1.z1− . . .− γ′t.zt−α′1.u1− . . .−α′s.us− β′1.w1− β′j−1.wj−1− β′j+1.wj+1− . . .− β′r.wr,

kde koe�cienty α′i, β
′
j, γ
′
k vynásobením pùvodních koe�cientù prvkem β−1j 6= 0. Z pøedchozí

rovnosti plyne rovnost

−wj − β′1.w1− β′j−1.wj−1− β′j+1.wj+1− . . .− β′r.wr = γ′1.z1 + · · ·+ γ′t.zt+α′1.u1 + · · ·+α′s.us.

Vektor vyjádøený obìma stranami rovnosti oznaèíme p. Vektor p je tedy lineární kombinací
vektorù báze W

p = −wj − β′1.w1 − β′j−1.wj−1 − β′j+1.wj+1 − . . .− β′r.wr

i báze U
p = γ′1.z1 + · · ·+ γ′t.zt + α′1.u1 + · · ·+ α′s.us,

a tedy patøí do U ∩W . Bází U ∩W je {z1, ..., zt}, proto lze vektor p vyjádøit jako lineární
kombinaci vektorù z1, ..., zt: p = δ1.z1 + · · ·+ δt.zt. Nahradíme-li pravou stranu rovnosti

−wj − β′1.w1− β′j−1.wj−1− β′j+1.wj+1− . . .− β′r.wr = γ′1.z1 + · · ·+ γ′t.zt + α′1.u1 + · · ·+ α′s.us

vyjádøením vektoru p pomocí vektorù báze U ∩W , dostáváme

wj = −β′1.w1 − β′j−1.wj−1 − β′j+1.wj+1 − . . .− β′r.wr − δ1.z1 − . . .− δt.zt.

Vektor wj je tedy lineární kombinací vektorù w1, . . . , wj−1, wj+1, . . . , wr, z1, . . . , zt, co¾ je
spor s pøedpokladem, ¾e vektory w1, . . . , wr, z1, . . . , zt jsou lineárnì nezávislé. Ukázali jsme,
¾e vektory {z1, . . . , zt, u1, . . . , us, w1, . . . , wr} jsou tedy lineárnì nezávislé a tvoøí bázi prostoru
U+W . Dostáváme dim (U+W ) = t+s+r, dim (U∩W ) = t, dim U = t+r a dim W = t+s,
a tedy dim U + dim W = dim (U +W ) + dim (U ∩W ) = 2t+ r + s.

Vìta 1.17. Nech» U,W,Z jsou podprostory vektorového prostoru V koneèné dimenze.
Pak jsou následující podmínky ekvivalentní:
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1. Z je direktním souètem podprostorù U,W .

2. Z je lineárním souètem podprostorù U,W a dim Z = dim U + dim W .

3. Je-li {u1, . . . , un} báze U a {w1, . . . , wk} báze W , pak je {u1, . . . , un, w1, . . . , wk}
báze Z.

4. Z je lineárním souètem podprostorù U,W a ka¾dý vektor z ∈ Z lze vyjádøit jediným
zpùsobem ve tvaru z = u+ w, kde u ∈ U,w ∈ W .

Dùkaz: K dùkazu vìty staèí místo dùkazu v¹ech ekvivalencí dokázat následující øetìzec
implikací: 1⇒ 2⇒ 3⇒ 4⇒ 1.

• (1 ⇒ 2) Podle de�nice direktního souètu U +W je tento souèet i lineárním souètem
a platí, ¾e dim (U ∩W ) = 0.
Dostáváme dim U + dim W = 0 + dim (U +W ) = dim (U +W ).

• (2 ⇒ 3) Oznaème dim U = n a dim W = k. Nech» {u1, . . . , un} je libovolná
báze U a {w1, . . . , wk} libovolná bázeW . Potom podle vìty 1.15 je U+W = [u1, . . . , un,
w1, . . . , wk]. Jeliko¾ dim (U +W ) = k + n, vektory {u1, . . . , uk, w1, . . . , wn} tvoøí bázi
U +W .

• (3⇒ 4) Podle pøedpokladu je U +W = [u1, . . . , un, w1, . . . , wk]. Pøedpokládejme dále,
¾e existují dvì rùzná vyjádøení vektoru z = u+w = u′ +w′, kde u, u′ ∈ U,w,w′ ∈ W .
Potom z − z = (u − u′) + (w − w′) = o = α1.u1 + · · · + αn.un + β1.w1 + · · · + βk.wk,
kde α1, . . . , αn, β1, . . . , βk ∈ T . Vektory u1, . . . , un, w1, . . . , wk tvoøí bázi U +W , a tedy
v¹echny koe�cienty této lineární kombinace jsou rovny 0. Proto u = u′ a w = w′, co¾
je spor s pøedpokladem, ¾e obì vyjádøení vektoru z jsou rùzná.

• (4 ⇒ 1) Oznaème z ∈ U ∩ W . Pak mù¾eme vyjádøit z jednak jako z = z + o, kde
z ∈ U, o ∈ W , jednak také jako z = o + z, kde z ∈ W, o ∈ U . Porovnáním obou
vyjádøení dostáváme z = z + o = o + z. Podle 4 je takové vyjádøení jednoznaèné
a z = o. Potom platí, ¾e U ∩W = {o} a Z = U ⊕W .

1.5 Úlohy k procvièení

1. Rozhodnìte, zda následující mno¾iny tvoøí vektorový prostor nad tìlesem R. Své tvrzení
odùvodnìte.

(a) Mno¾ina v¹ech vektorù vázaných v poèátku soustavy souøadnic spolu se sèítáním
vektorù a násobením vektorù reálným èíslem.

(b) Mno¾ina v¹ech reálných funkcí jedné reálné promìnné na omezeném uzavøeném
intervalu 〈a, b〉 spolu se sèítáním funkcí a násobením funkcí reálným èíslem.

(c) Mno¾ina v¹ech konvergentních èíselných posloupností spolu se sèítáním posloup-
ností a násobením posloupností reálným èíslem.

(d) Mno¾ina v¹ech divergentních èíselných posloupností spolu se sèítáním posloup-
ností a násobením posloupností reálným èíslem.
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(e) M = {a+ b
√
2, a, b ∈ Q} nad Q, nad R.

(f) Mno¾ina v¹ech soustøedných kru¾nic s daným støedem v rovinì (operace sèítání:
seèteme polomìry kru¾nic, zachováme støed; operace násobení: polomìr kru¾nice
vynásobíme reálným èíslem, zachováme støed).

2. Urèete, zda následující mno¾iny spolu s pøíslu¹nými operacemi tvoøí vektorový pod-
prostor vhodnì vybraných prostorù uvedených v Úloze 1:

• mno¾ina v¹ech vektorù le¾ících na ose prvního a tøetího kvadrantu;

• mno¾ina v¹ech vektorù s délkou 1,

• mno¾ina v¹ech funkcí, jejich¾ graf prochází bodem [1, 0]; mno¾ina v¹ech funkcí,
jejich¾ graf prochází bodem [0, 1],

• mno¾ina v¹ech posloupností, které konvergují k 0; mno¾ina v¹ech posloupností,
které konvergují k 2.

3. Zjistìte, která lineární kombinace vektorù a = (2, 0,−1), b = (0,−2, 1), c = (3, 0, 0)
je rovna vektoru j = (0, 0, 1).

4. Zjistìte, zda f(x) = 2 + x + x2 patøí do lineárního obalu funkcí g(x) = 1 − 2x2,
h(x) = 1− x .

5. Zjistìte, zda ka¾dý vektor (x, y, z) ∈ V3(R) je lineární kombinací vektorù mno¾iny M ,
kde M = {(1, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1)}. V kladném pøípadì urèete koe�cienty lineární
kombinace.

6. Zjistìte, zda jsou vektory lineárnì závislé nebo lineárnì nezávislé. Své tvrzení odùvod-
nìte.

• V2(R), a = (2, 3), b = (1,−5),
• V2(R), a = (2, 3), b = (1,−5), c = (0, 1),

• V4(R), a = (5,−3, 0, 1), b = (4, 0, 1,−1), c = (7, 3, 3,−4).

7. Rozhodnìte, zda následující vektory tvoøí bázi v uvedeném vektorovém prostoru:

• V3(R), a1 = (1, 5, 3), a2 = (2, 7, 3), a3 = (3, 9, 4),

• V4(R), a1 = (2, 3, 4,−6), a2 = (1, 8,−2,−16), a3 = (12, 5,−14, 5), a4 = (3, 11, 4,−7).

8. Naleznìte aspoò jednu bázi lineárního obalu vektorù a1, a2, a3:
[a1 = (0, 1, 1,−3), a2 = (3− i, 1− 2i, 5i− 7, 4 + 3i), a3 = (1 + 3i, 1 + i,−6− 7i, 4i)].

9. Ovìøte, ¾e B1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} a B2 = {(2, 1, 0), (1, 0, 1), (−1, 3, 1)} jsou
báze V3(R). Vypoèítejte souøadnice vektoru (5, 2, 3) vzhledem k bázi B2.

10. Pomocí Steinitzovy vìty o výmìnì doplòte mno¾inu {(1, 1, 2), (2, 1, 3)} na bázi V3(R).
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2 Matice

2.1 Matice, hodnost matice

De�nice 2.1. (Matice)
Nech» T je tìleso. Obdélníkovou tabulku prvkù z T sestavených do m øádkù a n sloupcù
nazýváme maticí typu (m,n) nad tìlesem T . Je-li m = n, hovoøíme o ètvercové matici n-tého
øádu, pøípadnì n-tého stupnì.

Poznámka: Matice A pøiøazuje ka¾dé dvojici (i, j), kde i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n},
prvek z T , který oznaèujeme aij a nazýváme prvkem matice A v i-tém øádku a j-tém sloupci.
Matici A zapisujeme

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


nebo zkrácenì

A = (aij); i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}.

Pokud je z textu známo m,n, pí¹eme pouze A = (aij). Aritmetický vektor (ai1, ai2, . . . , ain),
se nazývá i-tý øádek, aritmetický vektor (a1j, a2j, . . . , amj) j-tý sloupec matice A. Vedoucím
prvkem i-tého øádku matice A rozumíme jeho první nenulový prvek zleva. Jinými slovy: Je-
li aij vedoucí prvek i -tého øádku a k < j, je aik = 0. Nulový øádek nemá ¾ádný vedoucí prvek.

Poznámka: V nìkterých textech se jednotlivé prvky matice oddìlují èárkou stejnì jako
u aritmetických vektorù.

De�nice 2.2. (Rovnost matic)
Matice A = (aij) typu (m,n) a B = (bij) typu (r, s) se sobì rovnají, právì kdy¾ platí:
m = r, n = s, aij = bij pro v¹echna i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}.

De�nice 2.3. (Transponovaná matice)
Transponovaná matice k matici A = (aij) typu (m,n) je matice AT = (bij) typu (n,m), pro
kterou platí

aij = bji, ∀i ∈ {1, . . . ,m},∀j ∈ {1, . . . , n}.

Poznámka: Transponovanou matici AT dostaneme z matice A tak, ¾e vzájemnì vymìníme
øádky a sloupce v matici A.

De�nice 2.4. (Hlavní diagonála matice)
Nech» A = (aij) je matice typu (m,n). Aritmetický vektor (a11, a22, . . . , arr), kde
r = min (m,n), se nazývá (hlavní) diagonála matice A. Prvky aii, i = 1, 2, . . . , r, se na-
zývají diagonální prvky.

De�nice 2.5. (Zobecnìná trojúhelníková matice)
Matice A = (aij) typu (m,n) se nazývá zobecnìná trojúhelníková matice, právì kdy¾
a) má pouze nenulové øádky,
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b) jsou-li aij, ars vedoucí prvky takové, ¾e i < r, pak j < s.
Zobecnìná trojúhelníková matice A typu (m,n) se nazývá redukovaná trojúhelníková matice,
právì kdy¾
a) ka¾dý vedoucí prvek je roven 1,
b) jsou-li aij, ars vedoucí prvky takové, ¾e i < r, pak j < s,
c) v¹echny ostatní prvky matice jsou rovny 0.
Matice A typu (m,n) se nazývá horní, resp. dolní trojúhelníková matice, právì kdy¾ v¹echny
prvky le¾ící pod diagonálou, resp. nad diagonálou jsou nulové (tj. aij = 0 pro v¹echna i > j,
resp. i < j).

Poznámka: S rostoucím øádkovým indexem se vedoucí prvek ka¾dého dal¹ího øádku vy-
skytuje stále více vpravo. V literatuøe se pro zobecnìnou trojúhelníkovou matici nìkdy také
pou¾ívají pojmy matice ve stupòovitém tvaru, pøípadnì odstupòovná matice.

De�nice 2.6. (Nulová matice)
Matici O = (oij) typu (m,n), kde oij = 0 pro v¹echna i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n},
nazýváme nulovou maticí typu (m,n).

De�nice 2.7. (Diagonální matice)
Nech» A = (aij) je ètvercová matice. Jsou-li v¹echny nediagonální prvky matice A nulové
(tj. aij = 0 pro v¹echna i 6= j), øekneme, ¾e A je diagonální matice.

De�nice 2.8. (Jednotková matice)
Jednotkovou maticí n-tého øádu nazýváme diagonální matici E = (eij) n-tého øádu, pro ni¾
platí eii = 1 pro v¹echna i ∈ {1, . . . , n}.

De�nice 2.9. (Øádkový prostor matice)
Øádkovým prostorem matice A typu (m,n) rozumíme podprostor vektorového prostoru Vn(T )
generovaný v¹emi øádky matice A. Sloupcovým prostorem matice A typu (m,n) rozumíme
podprostor vektorového prostoru Vm(T ) generovaný v¹emi sloupci matice A.

De�nice 2.10. (Elementární úpravy matice)
Elementární øádkovou, resp. sloupcovou úpravou matice A rozumíme nìkterou z tìchto úprav:
a) zmìnu poøadí øádkù, resp. sloupcù matice A;
b) nahrazení øádku, resp. sloupce matice A jeho α-násobkem, kde α ∈ T , α 6= 0;
c) nahrazení øádku, resp. sloupce matice A jeho souètem s α-násobkem, α ∈ T , jiného øádku
matice A;
d) vynechání øádku, resp. sloupce, který je lineární kombinací ostatních øádkù, resp. sloupcù;
e) pøidání øádku, resp. sloupce, který je lineární kombinací øádkù, resp. sloupcù matice.

Vìta 2.1. Elementární øádkové (resp. sloupcové) úpravy nemìní øádkový (resp. sloupcový)
prostor matice.

Dùkaz: Tvrzení je pøímým dùsledkem vìty 1.6.

De�nice 2.11. (Ekvivalentní matice)
Dvì matice jsou ekvivalentní, právì kdy¾ lze jednu z druhé získat koneèným poètem elemen-
tárních øádkových (resp. sloupcových) úprav.
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Vìta 2.2. Ka¾dá matice A je ekvivalentní s aspoò jednou horní trojúhelníkovou maticí.

Dùkaz: Tvrzení doká¾eme matematickou indukcí: Matice typu (1, n) je horní trojúhelní-
ková matice. Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro matici typu (m− 1, n).
Nech» k-tý sloupec je první nenulový sloupec této matice. Potom existuje nejmen¹í index
i takový, ¾e aik 6= 0. Pokud existuje j > i takové, ¾e ajk 6= 0, pak vynásobíme i-tý øádek
prvkem ajk a j-tý øádek prvkem aik a místo j-tého øádku napí¹eme rozdíl tìchto vynásobe-
ných øádkù. V takto vzniklé matici je na místì ajk nulový prvek. Stejnou operaci provedeme
se v¹emi prvky ajk, j > i. Poté vymìníme první a i-tý øádek. Podle indukèního pøedpokladu
platí tvrzení v matici A′, která vznikne vynecháním prvního øádku, tj. platí pro ka¾dou
matici A.

De�nice 2.12. (Hodnost matice)
Hodností matice A = (aik) typu (m,n) nazýváme dimenzi jejího øádkového prostoru. Pí¹eme
h = hod A.

Vìta 2.3. Hodnost matice A je rovna poètu øádkù zobecnìné trojúhelníkové matice B ekvi-
valentní s A.

Dùkaz: Pøevedení matice A na zobecnìnou trojúhelníkovou matici B nemìní øádkový
prostor matice (podle vìty 2.1) a øádky zobecnìné trojúhelníkové matice jsou zøejmì lineárnì
nezávislé. Hodnost matice B je tedy rovna poètu jejích øádkù a hodnost matice A je rovna
hodnosti matice B.

Vìta 2.4. Hodnost matice A je rovna hodnosti matice AT transponované k matici A.

Dùkaz: Pro nulovou matici vìta zøejmì platí. Nech» A = (aij) je nenulová matice typu
(m,n). Oznaème dále AT matici typu (n,m) transponovanou k matici A. Hodnost ma-
tice AT je podle de�nice 2.12 rovna dimenzi øádkového prostoru V matice AT, a tedy
poètu vektorù libovolné báze V . Matici A upravíme pomocí elementárních úprav na re-
dukovanou trojúhelníkovou matici A′, která má podle vìty 2.3 stejnou hodnost jako ma-
tice A. Øádky matice A′ jsou lineárnì nezávislé a tvoøí bázi øádkového prostoru matice
A′, a tedy i bázi øádkového prostoru matice A. Hodnost matice A je tedy rovna èíslu k,
které pøedstavuje poèet lineárnì nezávislých øádkù matice A. Hodnost matice AT je tedy
rovna poètu lineárnì nezávislých øádkù matice A′, a tedy hodnosti matice A′. Vytvoøíme-li
matici (A′)T, její¾ sloupce jsou stejné jako øádky matice A′, mù¾eme ji pomocí elemen-
tárních sloupcových úprav upravit na matici AT. Jeliko¾ sloupce matice AT vzniknou po-
mocí lineárních kombinací sloupcù matice (A′)T, a tedy øádkù matice A′, mají pøíslu¹né
prostory stejnou dimenzi a matice A′ a AT mají stejnou hodnost. Proto mají i matice
A a AT stejnou hodnost.
Poznámka: Dùsledkem vìty 2.4 je, ¾e øádkový i sloupcový prostor matice mají stejnou di-
menzi.

De�nice 2.13. (Regulární matice)
Ètvercová matice A n-tého øádu se nazývá regulární, resp. singulární, jestli¾e hod A = n,
resp. hod A < n.
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2.2 Operace s maticemi

De�nice 2.14. (Souèet matic)
Nech» jsou dány matice A = (aij), B = (bij) tého¾ typu (m,n) nad tým¾ tìlesem T . Souètem
matic A a B nazýváme matici C = (cij) typu (m,n) de�novanou pøedpisem

cij = aij + bij, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}.

Pí¹eme C = A+B.

Vìta 2.5. Nech» A, B, C jsou matice stejného typu nad tým¾ tìlesem T a O je nulová
matice tého¾ typu. Pak platí:

1. A+B = B + A,

2. A+ (B + C) = (A+B) + C,

3. A+O = O + A = A,

4. (A+B)T = AT +BT,

5. −A = (−aij), kde −aij je opaèný prvek k aij v tìlese T , je matice opaèná k matici A,
tj. platí A+ (−A) = O.

Dùkaz: Tvrzení je pøímým dùsledkem vlastností operace sèítání v tìlese T .
Poznámka: a) Z pøedchozí vìty plyne, ¾e mno¾ina v¹ech matic daného typu (m,n) nad
tìlesem T spolu s operací sèítání matic tvoøí komutativní grupu.
b) Místo A+ (−B) pí¹eme krátce A−B a mluvíme o rozdílu matic A, B (v tomto poøadí).

De�nice 2.15. (Násobení matice skalárem)
Nech» A = (aij) je matice typu (m,n) nad tìlesem T . Souèinem prvku α ∈ T a matice A
(α-násobkem matice A) nazýváme matici C = (cij) typu (m,n) de�novanou pøedpisem

cij = αaij, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}.

Pí¹eme C = αA.

Vìta 2.6. Nech» A,B jsou matice stejného typu nad tìlesem T . Nech» α, β ∈ T a 1 je
jednotkový prvek v T . Pak platí:

1. α(A+B) = αA+ αB,

2. (α + β)A = αA+ βA,

3. α(βA) = (αβ)A,

4. 1A = A,

5. (αA)T = αAT.
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Dùkaz: Podle de�nice 2.15 je násobení matice prvkem α ∈ T de�nováno vztahem
cij = αaij, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}. Tvrzení plyne pøímo z vlastností operací sèí-
tání a násobení v tìlese T .

Poznámka:

1. Matice typu (1, n) nad tìlesem T jsou vlastnì n-rozmìrné aritmetické vektory nad T .
V tomto pøípadì sèítání matic a násobení matice prvkem z T odpovídá pøíslu¹ným
operacím s aritmetickými vektory.

2. Mno¾ina v¹ech matic typu (m,n) nad tìlesem T tvoøí vektorový prostor vzhledem ke
sèítání matic a násobení matice prvkem z T . Dimenze tohoto vektorového prostoru je
mn.

De�nice 2.16. (Symetrická a antisymetrická matice)
Matice A se nazývá symetrická, jestli¾e platí A = AT. Matice A se nazývá antisymetrická,
jestli¾e platí A = −AT.

Vìta 2.7. Pro ka¾dou ètvercovou matici A je A + AT symetrická matice a A− AT antisy-
metrická matice.

Dùkaz: Oznaème B = A + AT a C = A − AT . Podle de�nice matice transponované
k matici A platí pro ka¾dé i, j ∈ {1, . . . , n} : bij = aij + aji = bji a matice B je symetrická.
Dále platí pro ka¾dé i, j ∈ {1, . . . , n} : cij = aij − aji = −(aji − aij) = −cji a matice C je
antisymetrická.
Poznámka: Ka¾dou ètvercovou matici A lze psát jako souèet symetrické a antisymetrické
matice, nebo» napø. A = 1

2
(A+ AT) + 1

2
(A− AT).

De�nice 2.17. (Násobení matic)
Nech» je dána matice A = (aij) typu (m,n) a matice B = (bij) typu (n, p), obì nad tým¾
tìlesem T . Souèinem matic A, B (v tomto poøadí) nazýváme matici C = (cij) typu (m, p)
de�novanou pøedpisem

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
n∑
k=1

aikbkj, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , p}.

Pí¹eme C = AB.

Poznámka: Podmínku pro typy matic pøi násobení si mù¾eme zapamatovat pomocí for-
málního vztahu

(m,n)(n, p) = (m, p).

Vìta 2.8. Nech» jsou dány matice A, B, C nad tìlesem T a prvek α ∈ T . Pokud jsou
pøíslu¹né souèiny matic de�novány, platí:

1. α(AB) = (αA)B = A(αB),

2. A(BC) = (AB)C,
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3. A(B + C) = AB + AC,

4. (A+B)C = AC +BC,

5. (AB)T = BTAT,

6. AE = A, EA = A,

7. AO = O, OA = O.

Dùkaz:
1. Tvrzení plyne pøímo z vlastností násobení v tìlese T .
2. Nech» A = (aij) je matice typu (m,n), B = (bjk) je matice typu (n, p) a C = (ckl) je matice

typu (p, r). Matice (AB)C má v i-tém øádku a l-tém sloupci prvek
∑p

k=1

(∑n
j=1 aijbjk

)
ckl.

Matice A(BC) má v i-tém øádku a l-tém sloupci prvek
∑n

j=1 aij (
∑p

k=1 bjkckl). Násobení
prvkù tìlesa T je distributivní vzhledem k sèítání, a tedy (AB)C = A(BC).
3. Nech» A = (aij) je matice typu (m,n), B = (bjk) a C = (cjk) jsou matice typu
(n, p). Matice A(B + C) má v i-tém øádku a k-tém sloupci prvek

∑n
j=1 aij(bjk + cjk).

Matice AB + AC má v i-tém øádku a k-tém sloupci prvek
∑n

j=1 aijbjk +
∑n

j=1 aijcjk.
Rovnost obou prvkù plyne opìt z vlastností operací sèítání a násobení v tìlese T aA(B+C) =
= AB + AC.
4. Tvrzení se doká¾e obdobnì jako tvrzení 3.
5. Nech» A = (aij) je matice typu (m,n), B = (bjk) je matice typu (n, p). Matice (AB)T je
typu (p,m). V k-tém øádku a i-tém sloupci má matice (AB)T prvek

∑n
j=1 aijbjk, který má

matice AB v i-tém øádku a k-tém sloupci. Matice BT má v k-tém øádku a j-tém sloupci
prvek bjk a matice AT má v j-tém øádku a i-tém sloupci prvek aij. V souèinu matic BTAT

je v k-tém øádku a v i-tém sloupci prvek
∑n

j=1 bjkaij, v matici (AB)T je v k-tém øádku
a v i-tém sloupci prvek

∑n
j=1 aijbjk, a tedy BTAT = (AB)T.

6. Zøejmé.
7. Zøejmé.
Poznámka: Násobení matic není komutativní. Oba souèiny AB i BA jsou de�novány, právì
kdy¾ A je typu (m,n) a B je typu (n,m). Je-li m 6= n, nemù¾e nastat rovnost AB = BA.
Ani pro ètvercové matice neplatí obecnì AB = BA.

De�nice 2.18. (Zámìnné matice)
Matice A, B nad tìlesem T , pro které platí AB = BA, se nazývají zámìnné.

De�nice 2.19. (Inverzní matice)
Nech» A je ètvercová matice n-tého øádu nad tìlesem T . Ètvercovou matici A−1, pro ni¾
platí

AA−1 = A−1A = E,

nazýváme inverzní maticí k matici A.
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Vìta 2.9. Nech» A,B jsou ètvercové matice n-tého øádu nad tìlesem T a E je jednotková
matice n-tého øádu nad tìlesem T .

1. K matici A existuje nejvý¹e jedna inverzní matice.

2. E−1 = E.

3. (A−1)−1 = A, pokud existuje A−1.

4. (AB)−1 = B−1A−1, jakmile je alespoò jedna strana pøíslu¹né rovnosti de�nována.

5. Jestli¾e pro matice A, B platí AB = E, jsou matice A, B navzájem inverzní.

Dùkaz:

1. Sporem. Pøedpokládejme, ¾e existují matice B 6= C inverzní k matici A. Pak platí
zároveò AB = BA = E a AC = CA = E. S vyu¾itím asociativity násobení matic
dostáváme B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C, co¾ je spor s pøedpokladem
B 6= C.

2. Zøejmé.

3. Podle de�nice 2.19 platí A−1A = E. Obì strany rovnosti vynásobíme zleva maticí
(A−1)−1 a dostáváme (A−1)−1A−1A = (A−1)−1E. Po úpravì dostáváme EA = (A−1)−1,
a tedy A = (A−1)−1.

4. Uká¾eme, ¾e platí AB(B−1A−1) = E. Postupnì dostáváme

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1EB = B−1B = E.

5. Zøejmé.

Postup pøi výpoètu inverzní matice, tzv. Gaussova-Jordanova eliminace: Matici A pøe-
vedeme ekvivalentními øádkovými úpravami na jednotkovou matici a zároveò tyté¾ úpravy
provádíme s jednotkovou maticí stejného øádu. Na konci procesu získáme z A jednotkovou
matici E a z jednotkové matice E matici A−1. Schematicky zapsáno:

(A|E) ∼ (E|A−1).

Poznámka: Popsané úpravy þdvojmaticeÿ (A|E) vedoucí k inverzní matici provádíme
pouze s øádky matice. Sloupce zde toti¾ znamenají koe�cienty u neznámých v soustavách
lineárních rovnic, jejich¾ pravé strany jsou aritmetické vektory s jedním prvkem rovným
jednotkovému prvku z T a ostatní nulovému prvku z T. Zmìnami sloupcù bychom zmìnili
význam neznámých. S øe¹ením soustav rovnic se podrobnì seznámíme v kapitole 3.

Vìta 2.10. Nech» A je ètvercová matice. Pak k ní existuje inverzní matice A−1, právì kdy¾
je A regulární.

Vìtu uvádíme bez dùkazu. My¹lenka dùkazu vychází z Gaussovy-Jordanovy eliminace,
kde provádìné úpravy matice (A|E) nemìní hodnost matice A. Jeliko¾ matice E má hodnost
n, musí mít matice A také hodnost n, a je tedy regulární.
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2.3 Úlohy k procvièení

1. Urèete hodnost následujících matic (pøípadnì v závislosti na reálném parametru c):

a)


3 −2 1 0
4 0 2 −3
11 −4 3 −1
2 −1 5 1

, b)

 1 2 3 4
2 4 0 5
3 6 3 9

, c)

 −2 0 1
1 2 1
0 3 c

,

2. Vypoèítejte souèin následujících matic (v obou mo¾ných poøadích, pokud je to mo¾né):

a)

(
1 7 −1
0 2 3

)
,

 1 0
−3 2
0 5

, b)

(
1 2
3 4

)
,

(
1 −2
−3 −2

)
,

c)

(
1 2
3 4

)
,

(
1 −2 1 3
−3 −2 1 −1

)
.

3. Vypoètìte, pokud existují, inverzní matice k následujícím maticím:

A =

(
−3 5
6 −4

)
, B =

 3 0 1
−1 1 2
1 4 10

 .
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3 Soustavy lineárních rovnic

3.1 Základní pojmy

De�nice 3.1. (Soustava rovnic)
Soustavou m lineárních rovnic o n neznámých nad tìlesem T nazýváme soustavu

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
. . . ,

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(∗)

kde a11, . . . , amn, b1, . . . , bm jsou prvky z T . Symboly xi, i = 1, 2, . . . , n, se nazývají neznámé,
prvky aik, i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , n, koe�cienty u neznámých, prvky bi, i = 1, 2, . . . ,m,
pravé strany rovnic.

De�nice 3.2. (Øe¹ení soustavy rovnic)
Øekneme, ¾e n-rozmìrný aritmetický vektor

r = (r1, r2, . . . , rn) ∈ Vn(T )

je øe¹ením i-té rovnice soustavy (∗), jestli¾e platí

ai1r1 + ai2r2 + · · ·+ ainrn = bi.

Øe¹ením soustavy (∗) nazýváme ka¾dý n-rozmìrný aritmetický vektor

r = (r1, r2, . . . , rn) ∈ Vn(T ),

který je øe¹ením v¹ech rovnic soustavy.

Poznámka: Oznaèíme-li A = (aij) matici typu (m,n) tvoøenou koe�cienty u neznámých,
pí¹eme soustavu (∗) maticovì ve tvaru

AxT = bT,

kde x = (x1, . . . , xn) je vektor neznámých, b = (b1, . . . , bm) ∈ Vm(T ) vektor pravých stran
soustavy (∗). Matici A nazýváme maticí soustavy (∗). Matici Ar typu (m,n + 1), která
vznikne z matice A tak, ¾e do (n+ 1)-ho sloupce zapí¹eme vektor bT, tj.

Ar =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 ,

nazýváme roz¹íøenou maticí soustavy (∗).

De�nice 3.3. (Ekvivalentní soustavy rovnic)
O dvou soustavách lineárních rovnic øekneme, ¾e jsou ekvivalentní, jestli¾e mají stejné mno¾iny
øe¹ení.
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Vìta 3.1. Nech» S je soustava lineárních rovnic nad T . Pak ka¾dou z následujících úprav
vznikne soustava S ′ s ní ekvivalentní.

1. Vynechání rovnice, která je lineární kombinací ostatních rovnic soustavy S.

2. Pøidání rovnice, která je lineární kombinací rovnic soustavy S.

3. Vynásobení obou stran libovolné rovnice nenulovým prvkem z T .

4. Nahrazení jedné rovnice soustavy S rovnicí, která vznikne pøiètením lineární kombinace
ostatních rovnic soustavy S.

5. Vzájemná výmìna dvou rovnic soustavy S.

Dùkaz: Dùkaz je zøejmý. Ve v¹ech pøípadech staèí ukázat, ¾e libovolné øe¹ení pùvodní
soustavy je také øe¹ením upravené soustavy rovnic a naopak.
Poznámka: Úpravy soustavy rovnic popsané ve vìtì 3.1 lze jednodu¹e aplikovat na matici
soustavy a na pøíslu¹né aritmetické vektory.

3.2 Øe¹ení soustav rovnic

Vìta 3.2. Frobeniova vìta.

Soustava AxT = bT má øe¹ení, právì kdy¾ hodnost matice soustavy A je rovna hodnosti
roz¹íøené matice Ar.

Dùkaz:
I. (⇐) Pøedpokládejme, ¾e daná soustava má øe¹ení r = (r1, r2, . . . , rn). Oznaème
a1, . . . , an sloupcové vektory matice A a b sloupec pravých stran dané soustavy rovnic. Pak
mù¾eme sloupec pravých stran vyjádøit jako lineární kombinaci sloupcových vektorù sou-
stavy r1.a1 + r2.a2 + · · ·+ rn.an = b. Vynecháním sloupcového vektoru b se nezmìní lineární
obal vektorù a1, . . . , an, a tedy hodnost matice Ar se také nezmìní. Pokud vynecháme tento
vektor, dostaneme místo roz¹íøené matice Ar matici soustavy A. Hodnosti obou matic se
tedy rovnají.
II. (⇒) Pøedpokládejme obrácenì, ¾e se hodnosti obou matic rovnají. Jeliko¾ roz¹íøená matice
soustavy vznikne z pùvodní matice pøidáním sloupcového vektoru b, musí být tento vektor
lineární kombinací sloupcových vektorù a1, a2, . . . , an, a tedy existují prvky r1, r2, . . . , rn ∈ T
takové, ¾e r1.a1 + r2.a2 + · · ·+ rn.an = b, a uspoøádaná n-tice (r1, r2, . . . , rn) je øe¹ením dané
soustavy.

De�nice 3.4. (Homogenní soustava rovnic)
Soustava AxT = bT se nazývá homogenní, resp. nehomogenní, je-li b = o, resp. b 6= o.

Vìta 3.3. Homogenní soustava má v¾dy alespoò jedno øe¹ení.

Dùkaz: Podle Frobeniovy vìty nemìní pøidání nulového sloupce hodnost matice, tj. pro
homogenní soustavu platí v¾dy h(A) = h(Ar).
Poznámka: Øe¹ení homogenní soustavy popsané ve vìtì 3.3 nazýváme triviální øe¹ení. Toto
øe¹ení je nulový vektor o = (0, 0, . . . , 0) pøíslu¹né dimenze.
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Gaussova eliminaèní metoda øe¹ení soustav. Øe¹me soustavu AxT = bT. Matici Ar pøeve-
deme elementárními øádkovými nebo sloupcovými úpravami (viz de�nice 2.10) na ekviva-
lentní zobecnìnou trojúhelníkovou matici Cr. Úlohu nalézt v¹echna øe¹ení soustavy AxT = bT

jsme tak pøevedli na úlohu øe¹it soustavu s roz¹íøenou maticí Cr, kde

Cr =


p11 p12 . . . p1h . . . p1n q1
0 p22 . . . p2h . . . p2n q2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . phh . . . phn qh
0 0 . . . 0 . . . 0 qh+1

 .

Je-li qh+1 6= 0, nemá soustava øe¹ení, je-li qh+1 = 0, mù¾eme libovolnì volit n−h neznámých
a pomocí nich vypoèítat zbývajících h neznámých.

Vìta 3.4. Pro homogenní soustavu rovnic AxT = oT o n neznámých platí: Je-li hodnost
matice rovna h, má tato soustava n − h lineárnì nezávislých øe¹ení. Mno¾ina v¹ech øe¹ení
tvoøí podprostor prostoru Vn(R) dimenze n− h nad tìlesem T .

Dùkaz: Danou soustavu rovnic upravíme pomocí Gaussovy eliminaèní metody na ekviva-
lentní soustavu zapsanou pomocí zobecnìné trojúhelníkové matice, která má právì h rovnic.

c11x1 c12x2 . . . c1hxh c1,h+1xh+1 . . . c1nxn 0
0 c22x2 . . . c2hxh c2,h+1xh+1 . . . c2nxn 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 chhxh ch,h+1xh+1 . . . chnxn 0

 . (∗)

Pokud h = n, má soustava pouze triviální øe¹ení a tvrzení platí. Pøedpokládejme, ¾e h < n.
Potom mù¾eme dosadit za neznámé xh+1, . . . , xn libovolných n− h èísel rh+1, . . . , rn. Místo
homogenní soustavy (∗) získáme nehomogenní soustavu:

c11x1 c12x2 . . . c1hxh −c1,h+1rh+1 − . . .− c1nrn
0 c22x2 . . . c2hxh −c2,h+1rh+1 − . . .− c2nrn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 chhxh −ch,h+1rh+1 − . . .− chnrn

 . (∗∗)

Matice této soustavy je zobecnìná trojúhelníková a soustava, která je ekvivalentní s pù-
vodní soustavou, má právì jedno øe¹ení. Z poslední rovnice vyjádøíme xh, které dosadíme
do pøedposlední rovnice, ze které získáme xh−1. Takto postupujeme a¾ k první rovnici, ze
které vyjádøíme x1. Èísla rh+1, . . . , rn volíme takovým zpùsobem, aby øe¹ení byla lineárnì
nezávislá. Mù¾eme tedy napø. zvolit v¾dy právì jedno z èísel rh+1, . . . , rn rovno 1 a ostatní
rovna 0, tedy napø. rh+1 = 1 a rh+2 = rh+3 = · · · = rn = 0. Pro ka¾dou tuto volbu dostáváme
postupnì jedno øe¹ení (∗∗), které oznaèíme jako v1, v2, . . . , vn−h, tedy celkem n− h rùzných
øe¹ení.
Uká¾eme, ¾e vektory v1, v2, . . . , vn−h jsou lineárnì nezávislé. Polo¾íme α1.v1 + α2.v2 + . . .
+ αn−h.vn−h = o, kde αi ∈ T, i ∈ {1, . . . , n− h}. Jako v1 oznaèíme takový vektor, který má
na místì h + 1 prvek 1. Ostatní vektory v2, . . . , vn−h mají na místì h + 1 prvek 0, a tedy
αh+1 = 0. Analogicky mù¾eme ukázat, ¾e α2 = · · · = αn−h = 0 a vektory v1, v2, . . . , vn−h jsou
lineárnì nezávislé.
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Pokud oznaèíme øe¹ení pùvodní soustavy u = (u1, u2, . . . , un), mù¾eme jej vyjádøit jako li-
neární kombinaci øe¹ení soustavy (∗∗): u = uh+1v1 + uh+2v2 + · · ·+ unvn−h, proto¾e vektory
v1, . . . , vn−h tvoøí bázi prostoru øe¹ené dimenze n − h. Máme tedy obecné øe¹ení soustavy
(∗∗), a tedy øe¹ení pùvodní, ekvivalentní soustavy.

Vìta 3.5. V¹echna øe¹ení nehomogenní soustavy AxT = bT mù¾eme vyjádøit jako sou-
èet jednoho libovolného øe¹ení této soustavy a v¹ech øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy
AxT = oT.

Dùkaz: Nech» u je øe¹ením soustavy AxT = bT a v je libovolné øe¹ení soustavy AxT = oT.
Pak platí: A(u + v)T = A(uT + vT) = AuT + AvT = bT + oT = bT, a tedy u + v je øe¹ením
soustavy AxT = bT. Nyní uká¾eme, ¾e jiná øe¹ení neexistují. Pøedpokládejme, ¾e u1, u2 jsou
dvì rùzná øe¹ení nehomogenní soustavy AxT = bT. Uká¾eme, ¾e u1−u2 je øe¹ením homogenní
soustavy AxT = oT. Platí A(uT1 − uT2 ) = AuT1 − AuT2 = bT − bT = oT a u1 − u2 je øe¹ením
nehomogenní soustavy AxT = oT.

Vìta 3.6. Nech» h(A) = h(Ar) = h a n je poèet neznámých soustavy rovnic.

1. Soustava AxT = bT má jediné øe¹ení, právì kdy¾ platí h = n.

2. Soustava AxT = bT má nekoneènì mnoho øe¹ení, právì kdy¾ platí h < n.

Dùkaz: Tvrzení plyne z vìt 3.4 a 3.5.
Poznámka: Pøi konkrétním výpoètu je nìkdy úèelné provést jednoduché úpravy i se sloupci.
Vymìníme-li v¹ak i-tý sloupec matice A s jejím j-tým sloupcem, vymìní se ve vektoru øe¹ení
jeho i-tý a j-tý èlen. Vynásobení i-tého sloupce nenulovým prvkem α ∈ T pøedstavuje vyná-
sobení i-tého èlenu øe¹ení prvkem α−1. Poslední sloupec matice Ar nesmíme pøi elementárních
sloupcových úpravách pou¾ívat.

3.3 Úlohy k procvièení

1. Najdìte bázi prostoru øe¹ení následující homogenní soustavy:

−x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0,
x2 + 2x3 + x4 = 0.

2. Øe¹te následující soustavy rovnic:

a)
3x1 + 2x2 + x3 = 1,

4x1 + 5x2 − 2x3 = 2,
5x1 − x2 + 2x3 = 0.

b)

x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 5,
x1 − x2 + 4x3 − x4 = 0,

2x1 + 2x2 + x3 = −1,
2x1 + 6x2 + 5x4 = 7.

25



4 Lineární zobrazení (homomor�smus)

4.1 Základní pojmy

De�nice 4.1. (Lineární zobrazení)
Nech» V , V ′ jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T .
Zobrazení ϕ : V → V ′ se nazývá lineární zobrazení, jestli¾e pro libovolné a, b ∈ V, α ∈ T
platí:

1. ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b),

2. ϕ(α.a) = α.ϕ(a).

Poznámka: Z def. 4.1 plyne, ¾e obraz lineární kombinace vektorù z V je roven lineární
kombinaci jejich obrazù se stejnými koe�cienty (odtud název lineární zobrazení). Operace +
a . mohou mít v obou vektorových prostorech rùzný význam. Z kontextu bude v¾dy zøejmé,
jak je daná operace v pøíslu¹ném vektorovém prostoru de�nována.

Vìta 4.1. Nech» V, V ′ jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T , {a1, . . . , an} je báze
prostoru V . Oznaème b1, . . . , bn libovolné vektory z prostoru V ′. Pak existuje právì jedno
lineární zobrazení ϕ : V → V ′, takové, ¾e

ϕ(a1) = b1, . . . , ϕ(an) = bn.

Dùkaz: De�nujeme zobrazení

ϕ(α1.a1 + · · ·+ αn.an) = α1.b1 + · · ·+ αn.bn,

kde α1, . . . , αn ∈ T . Nejprve uká¾eme, ¾e takto de�nované zobrazení ϕ je lineární. Pro
libovolné a, b ∈ V, k ∈ T, β1, . . . βn ∈ T , platí:

ϕ(a+ b) = ϕ(α1.a1 + · · ·+ αn.an + β1.a1 + · · ·+ βn.an) =

= α1.ϕ(a1) + · · ·+ αn.ϕ(an) + β1.ϕ(a1) + · · ·+ βn.ϕ(an) =

= α1.b1 + · · ·+ αn.bn + β1.b1 + · · ·+ βn.bn = ϕ(a) + ϕ(b),

ϕ(k.a) = ϕ(k(α1.a1+ · · ·+αn.an)) = kα1.b1+ · · ·+kαn.bn = k(α1.b1+ · · ·+αn.bn) = k.ϕ(a).

Zobrazení ϕ je tedy lineární. Jeliko¾ a1, . . . , an je báze V , mù¾eme vyjádøit libovolný vektor
c ∈ V jako lineární kombinaci c = α1.a1+ · · ·+αn.an, kde koe�cienty α1, . . . , αn jsou urèeny
jednoznaènì. Zobrazení ϕ je lineární, tak¾e

ϕ(c) = ϕ(α1.a1 + · · ·+ αn.an) = α1.ϕ(a1) + · · ·+ αn.ϕ(an) = α1.b1 + · · ·+ αn.bn.

Lineární zobrazení ϕ je tedy urèeno jednoznaènì.
Poznámka: Podle vìty 4.1 je ka¾dé lineární zobrazení ϕ : V → V ′ jednoznaènì urèeno pomocí
obrazù vektorù libovolné báze prostoru V .
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De�nice 4.2. (Matice lineárního zobrazení)
Nech» V je m-rozmìrný vektorový prostor nad tìlesem T a V ′ n-rozmìrný vektorový prostor
nad tìlesem T . Nech» A = {a1, a2, . . . , am} je báze prostoru V , B = {b1, b2, . . . , bn} báze
prostoru V ′ a ϕ : V → V ′ lineární zobrazení. Matici AϕAB typu (m,n), která má v i-tém
øádku (i = 1, 2, . . . ,m) vektor souøadnic obrazu ϕ(ai) (i-tého vektoru z báze A) v bázi B,
nazýváme maticí zobrazení ϕ vzhledem k bázím A,B.

Pøíklad 4.1. ϕ : V3(R) → V2(R) : ϕ(x, y, z) = (x + y, z) vyjádøíme pomocí matice vùèi
standardní bázi. Postupnì dostáváme ϕ(1, 0, 0) = (1, 0), ϕ(0, 1, 0) = (1, 0), ϕ(0, 0, 1) = (0, 1).

Matice A =

 1 0
1 0
0 0

 je matice lineárního zobrazení ϕ.

4.2 Jádro a obraz, vlastnosti zobrazení

De�nice 4.3. (Jádro a obraz zobrazení)
Nech» V a V ′ jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T a ϕ : V → V ′ je lineární
zobrazení.
Mno¾ina Ker ϕ = {a ∈ V ; ϕ(a) = o} se nazývá jádro zobrazení ϕ.
Mno¾ina Im ϕ = {b ∈ V ′; ∃ a ∈ V : ϕ(a) = b} se nazývá obraz zobrazení ϕ.

Vìta 4.2. Nech» V a V ′ jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T a ϕ : V → V ′ je
lineární zobrazení. Pak Ker ϕ je podprostorem prostoru V , Im ϕ je podprostorem prostoru
V ′.

Dùkaz: Mno¾iny Ker ϕ a Im ϕ jsou zøejmì neprázdné, proto¾e ϕ(o) = o ∈ V ′. Dále
ovìøíme podmínky z vìty 1.2:
1) Nech» u1, u2 ∈ Ker ϕ. Pak platí ϕ(u1) = o, ϕ(u2) = o a ϕ(u1 + u2) = o = o + o =
= ϕ(u1) + ϕ(u2). Dále platí ϕ(α.u1) = α.ϕ(u1) = α.o = o. Ker ϕ je tedy podprostor V .
2) Nech» v1, v2 ∈ Im ϕ. Pak existují u1, u2 ∈ V : ϕ(u1) = v1, ϕ(u2) = v2 a platí v1 + v2 =
= ϕ(u1)+ϕ(u2) = ϕ(u1+u2). Dále platí α.v1 = α.ϕ(u1) = ϕ(α.u1). Im ϕ je tedy podprostor
prostoru V ′.

Vìta 4.3. Nech» V a V ′ jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T a ϕ : V → V ′ je
lineární zobrazení a V je vektorový prostor koneèné dimenze. Pak platí:

dim (Ker ϕ) + dim (Im ϕ) = dim V.

Dùkaz:
1) Pokud Ker ϕ = V , pak je tvrzení zøejmé, proto¾e Im ϕ = {o}.
2) Pøedpokládejme, ¾e Ker ϕ 6= V a oznaème dim (Ker ϕ) = r. Nech» {a1, . . . , ar} je báze
Ker ϕ. Jeliko¾ vektory a1, . . . , ar jsou lineárnì nezávislé, lze je podle Steinitzovy vìty doplnit
na bázi V : B = {a1, . . . , ar, c1, . . . , cs}. Nyní staèí ukázat, ¾e vektory ϕ(c1), . . . , ϕ(cs) tvoøí
bázi Im ϕ.
Nejprve doká¾eme sporem, ¾e vektory ϕ(c1), . . . , ϕ(cs) jsou lineárnì nezávislé. Pøedpoklá-
dejme, ¾e vektory ϕ(c1), . . . , ϕ(cs) lineárnì závislé.
Potom existuje lineární kombinace α1.ϕ(c1) + · · · + αs.ϕ(cs) = o, kde α1, . . . , αs ∈ T ,
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v ní¾ je aspoò jeden koe�cient αi 6= 0, i ∈ {1, . . . , s}. Potom ϕ(α1.c1 + · · · + αs.cs) = o,
a tedy α1.c1 + · · · + αs.cs ∈ Ker ϕ. Toto tvrzení je ale ve sporu s pøedpokladem, ¾e vektor
α1.c1 + · · · + αs.cs není prvkem lineárního obalu [a1, . . . , ar]. Vektory ϕ(c1), . . . , ϕ(cs) jsou
tedy lineárnì nezávislé.
Nyní uká¾eme, ¾e vektory ϕ(c1), . . . , ϕ(cs) generují Im ϕ. Platí

Im ϕ = [{ϕ(a1), . . . , ϕ(ar), ϕ(c1), . . . , ϕ(cs)}] = [{ϕ(c1), . . . , ϕ(cs)}],

proto¾e ϕ(a1) = · · · = ϕ(ar) = o. Vektory ϕ(c1), . . . , ϕ(cs) tedy tvoøí bázi Im ϕ a jeho
dimenze je s. Nakonec dostáváme dim (Ker ϕ) + dim (Im ϕ) = r + s = dim V.
Dùsledek: Nech» ϕ : V → V ′ je lineární zobrazení a V vektorový prostor koneèné dimenze.
Pak jsou následující podmínky ekvivalentní:
a) ϕ je prosté,
b) Ker ϕ = {o},
c) dim (Im ϕ) = dim V .

De�nice 4.4. (Druhy lineárního zobrazení)
Prosté lineární zobrazení se nazývá monomor�smus, surjektivní lineární zobrazení se nazývá
epimor�smus, vzájemnì jednoznaèné lineární zobrazení se nazývá izomor�smus.

Vìta 4.4. Nech» V a V ′ jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T a ϕ : V → V ′ je
lineární zobrazení. Nech» existuje inverzní zobrazení ϕ−1 : V ′ → V . Pak zobrazení ϕ−1 je
lineární.

Dùkaz: Platí ϕ(u1) = u ⇔ ϕ−1(u) = u1. Postupnì ovìøíme obì vlastnosti z de�nice
lineárního zobrazení.

ϕ−1(a+ b) = ϕ−1(ϕ(a1) + ϕ(b1)) = ϕ−1(ϕ(a1 + b1)) = a1 + b1 = ϕ−1(a) + ϕ−1(b),

ϕ−1(α.a) = ϕ−1(α.(ϕ(a1))) = ϕ−1(ϕ(α.a1)) = α.a1 = α.ϕ−1(a).

Inverzní zobrazení ϕ−1 je tedy lineární.

Vìta 4.5. Nech» A = {a1, . . . , am} je báze vektorového prostoru V , ϕ : V → V ′ lineární
zobrazení. Pak platí:

1. Zobrazení ϕ je prosté právì tehdy, kdy¾ ϕ(a1), . . . , ϕ(am) jsou lineárnì nezávislé vektory
(ve V ′).

2. Zobrazení ϕ je na V ′, právì kdy¾ [ϕ(a1), . . . , ϕ(am)] = V ′.

3. Zobrazení ϕ je vzájemnì jednoznaèné, právì kdy¾ {ϕ(a1), . . . , ϕ(am)} je báze vektoro-
vého prostoru V ′.
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Dùkaz:

1. Postupnì doká¾eme obì implikace:
(⇒) Tvrzení doká¾eme sporem. Nech» vektory ϕ(a1), . . . , ϕ(am) jsou lineárnì závislé
a zároveò ϕ je prosté zobrazení. Jeliko¾ jsou vektory ϕ(a1), . . . , ϕ(am) lineárnì závislé,
existuje lineární kombinace α1.ϕ(a1)+· · ·+αm.ϕ(am) = o, v ní¾ je aspoò jeden koe�cient
αi takový, ¾e αi 6= 0. Jeliko¾ zobrazení ϕ je prosté, existuje ϕ−1 : V ′ → V . Pro obraz
o ∈ V ′ v inverzním zobrazení ϕ−1 platí

ϕ−1(o) = ϕ−1(α1.ϕ(a1) + · · ·+ αm.ϕ(am)) =

= α1.ϕ
−1(ϕ(a1)) + · · ·+ αm.ϕ

−1(ϕ(am)) =

= α1.a1 + · · ·+ αm.am = o ∈ V.

Jeliko¾ A = {a1, . . . , am} je báze V , α1.a1 + · · · + αm.am 6= o. Zobrazení ϕ tedy není
prosté, co¾ je ve sporu s pøedpokladem, ¾e ϕ je prosté zobrazení.
(⇐) Tvrzení doká¾eme sporem. Pøedpokládejme, ¾e zobrazení ϕ není prosté a záro-
veò vektory ϕ(a1), . . . , ϕ(am) jsou lineárnì nezávislé. Pokud zobrazení ϕ není prosté,
existuje b 6= o ∈ V : ϕ(b) = o ∈ V ′. Jeliko¾ b ∈ V , lze jej vyjádøit jako lineární
kombinaci b = α1.a1 + · · · + αm.am, kde α1, . . . , αm ∈ T a alespoò jeden z koe�cientù
αi ∈ {α1, . . . , αn} je rùzný od 0. Dále vyjádøíme obraz vektoru b:

ϕ(b) = ϕ(α1.a1 + · · ·+ αn.an) = α1.ϕ(a1) + · · ·+ αn.ϕ(an) = o.

Jeliko¾ αi 6= 0, lineární kombinace je netriviální, a tedy vektory ϕ(ai) jsou lineárnì
závislé, co¾ je ve sporu s pøedpokladem, ¾e tyto vektory jsou lineárnì nezávislé.

2. (⇒) Nech» zobrazení ϕ je na V ′. Pro libovolný d ∈ V ′ existuje c ∈ V : ϕ(c) = d.
Jeliko¾ c = α1.a1 + · · · + αn.an, dostáváme d = ϕ(c) = α1.ϕ(a1) + · · · + αn.ϕ(an)
a V ′ ⊂ [ϕ(a1), . . . , ϕ(an)]. Zøejmì platí i [ϕ(a1), . . . , ϕ(an)] ⊂ V ′ , a tedy V ′ =
= [ϕ(a1), . . . , ϕ(an)].

(⇐) Nech» [ϕ(a1), . . . , ϕ(an)] = V ′. Pro libovolný vektor b ∈ V ′ platí: b = α1.ϕ(a1) +
+ · · · + αn.ϕ(an) = ϕ(α1.a1 + · · · + αn.an) = ϕ(a), kde a = α1.a1 + · · · + αn.an ∈ V ,
a tedy ϕ je zobrazení vektorového prostoru V na vektorový prostor V ′.

3. Plyne z 1 a 2.

De�nice 4.5. (Izomorfní vektorové prostory)
Vektorové prostory V, V ′ nad stejným tìlesem T , pro které existuje izomor�smus ϕ : V → V ′,
se nazývají izomorfní.

Vìta 4.6. Nech» V a V ′ jsou vektorové prostory koneèné dimenze nad stejným tìlesem T
a dim V = dim V ′. Pak jsou prostory V, V ′ izomorfní.

Dùkaz: Nech» {a1, . . . , an} je báze V a {b1, . . . , bn} je báze V ′. De�nujme lineární zob-
razení ϕ : V → V ′ tak, ¾e ∀i ∈ {1, . . . , n} : ϕ(ai) = bi . Podle vìty 4.5 je takto de�nované
zobrazení izomor�smus, proto¾e vektory b1, . . . , bn jsou lineárnì nezávislé a generují V ′.
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4.3 Skládání lineárních zobrazení

Vìta 4.7. Nech» V , V ′, V ′′ jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T , ϕ : V → V ′,
ψ : V ′ → V ′′ lineární zobrazení. Pak platí:

1. Slo¾ené zobrazení η = ϕ ◦ ψ : V → V ′′ je lineární zobrazení.

2. Je-li dim V = m, dim V ′ = n, dim V ′′ = p,A báze prostoru V , B báze prostoru V ′,
C báze prostoru V ′′, je matice Aη,A,C typu (m, p) a platí

Aη,A,C = Aϕ,A,B Aψ,B,C.

Dùkaz:
1. Ovìøíme obì podmínky z de�nice lineárního zobrazení:

η(u+ v) = ψ(ϕ(u+ v)) = ψ(ϕ(u) + ϕ(v)) = ψ(ϕ(u)) + ψ(ϕ(v)) = η(u) + η(v),

η(α.u) = ψ(ϕ(α.u)) = ψ(α.(ϕ(u)) = α.(ψ(ϕ(u))) = α.(η(u)).

2. Dùkaz provedeme pro pøípad aritmetických vektorových prostorù, v obecném pøípadì ko-
neènì rozmìrných vektorových prostorù bychom postupovali analogicky s vyu¾itím
vyjádøení vektorù jako lineárních kombinací vektorù bází. Aϕ = (aij) typu (m,n) a Aψ = (bij)
typu (n, p) jsou matice daných lineárních zobrazení. Vypoèítáme obraz i-tého jednotkového
vektoru z V (na i-tém místì 1, jinak 0) ve slo¾eném zobrazení η = ϕ ◦ ψ:

η(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) = ψ(ϕ(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)) = ψ(ai1, . . . , ain) = ψ(ai1e
n
1+· · ·+ainenn) =

= ai1ψ(e
n
1 ) + · · ·+ ainψ(e

n
n) = ai1(b11, b12, . . . , b1p) + · · ·+ ain(bn1, bn2, . . . , bnp) =

= (ai1b11 + · · ·+ ainbn1, . . . , ai1b1p + · · ·+ ainbnp) = (ci1, . . . , cip),

kde ϕ(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) pøedstavuje i-tý øádek matice Aϕ a eni i-tý jednotkový vektor z V ′.
Matice Aη = (cij) je typu (m, p) a platí Aη = AϕAψ.

Vìta 4.8. Nech» V a V ′ jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T a ϕ : V → V ′ je
lineární zobrazení. Nech» existuje inverzní zobrazení ϕ−1 : V ′ → V . Pak platí: Je-li dim V =
dim V ′ = m, A báze prostoru V , B báze prostoru V ′, platí pro matici Aϕ−1,B,A m-tého øádu

Aϕ−1,B,A = (Aϕ,A,B)
−1.

Dùkaz: Nech» ψ = ϕ ◦ ϕ−1 je zobrazení V → V . Pro matici tohoto zobrazení platí:

E = Aψ,A = Aϕ−1,B,AAϕ,A,B,

kde E je jednotková matice m-tého øádu, a tedy Aϕ−1,B,A = (Aϕ,A,B)
−1.
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4.4 Úlohy k procvièení

1. Zjistìte, zda je následující zobrazení lineární:

ϕ : V3(R)→ V3(R);ϕ(x1, x2, x3) = (2x1 − 5x2, x1 + 3x2, x2).

2. Zjistìte, zda existuje lineární zobrazení takové, ¾e

ϕ : V3(R)→ P4;ϕ(1, 2, 3) = x+ x3, ϕ(1, 2, 0) = 1 + x2 + x4, ϕ(1, 0, 0) = x3.

(P4 je vektorový prostor polynomù stupnì nejvý¹e 4 nad tìlesem R.)

3. Zjistìte, zda je následující zobrazení lineární. V kladném pøípadì urèete jeho matici
vzhledem ke standardním bázím:
a) ϕ : V3(R)→ V2(R);ϕ(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x3),
b) ϕ : V3(R)→ V2(R);ϕ(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x3 − 2x2).

4. Ovìøte, ¾e zobrazení ϕ je lineární. Naleznìte aspoò jednu bázi Ker ϕ a aspoò jednu
bázi Im ϕ, je-li dáno:
ϕ : V3(R)→ V2(R) : ϕ(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2 + 3x3, 2x1 + 4x2 + 6x3).

5. Zobrazení ϕ, ψ : V3(R)→ V3(R) jsou de�nována pøedpisy

ϕ(a1, a2, a3) = (a1 + a3, 2a2 + a3, 2a2),

ψ(a1, a2, a3) = (a1 − a2, 4a1 − a3, a1 + a3).

Nech» η = ϕ◦ψ. Urèete pøedpis de�nující zobrazení η. Zjistìte, zda ϕ, ψ, η jsou lineární
zobrazení. V kladném pøípadì urèete matice tìchto zobrazení vzhledem ke standardním
bázím ve V3(R). V pøípadì, ¾e nìkteré z tìchto zobrazení je izomor�smus, urèete také
pøedpis de�nující pøíslu¹né inverzní zobrazení a matici tohoto zobrazení.
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5 Permutace a determinanty

De�nice 5.1. (Poøadí prvkù)
Nech» n je pøirozené èíslo. Poøadím prvkù 1, 2, . . . , n rozumíme ka¾dou uspoøádanou n-tici
(i1, i2, . . . , in) prvkù 1, 2, . . . , n, kde se ka¾dý z prvkù 1, 2, . . . , n vyskytuje právì jednou.

De�nice 5.2. (Inverze v poøadí prvkù)
Inverzí v poøadí (i1, i2, . . . , in) rozumíme ka¾dou dvojici èísel ir, is takovou, ¾e r < s a zároveò
ir > is (tj. vìt¹í èíslo se v poøadí vyskytuje pøed men¹ím èíslem).

De�nice 5.3. (Permutace)
Permutací π mno¾iny {1, 2, . . . , n} rozumíme ka¾dé vzájemnì jednoznaèné zobrazení mno¾iny
{1, 2, . . . , n}. Permutaci π zapisujeme pomocí matice typu (2, n) tvaru(

i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)
,

ve které první øádek nazýváme poøadím vzorù, druhý øádek poøadím obrazù a pro ka¾dé
x ∈ {1, 2, . . . , n} je π(ix) = jx. Mno¾inu v¹ech permutací mno¾iny {1, 2, . . . , n} znaèíme Sn.
Inverzní zobrazení π−1 k permutaci π nazýváme inverzní permutací k permutaci π. Øíkáme,
¾e permutace je v základním tvaru, jestli¾e poøadí vzorù je (1, 2, . . . , n).

Poznámka:

• Inverzní permutaci π−1 k permutaci π získáme snadno zámìnou poøadí vzorù a poøadí
obrazù, tj. výmìnou øádkù v odpovídající matici.

• V dal¹ím textu budeme v¾dy pracovat s permutacemi v základním tvaru.

Vìta 5.1. Nech» n ∈ N. Poèet v¹ech permutací n-prvkové mno¾iny je roven n!.

Dùkaz: Matematickou indukcí. Pro n = 1 tvrzení platí. Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí
pro n− 1. Uva¾ujeme-li permutaci n prvkù, z nich¾ vynecháme libovolný prvek, dostaneme
permutaci n − 1 prvkù. Poèet permutací n − 1 prvkù je podle indukèního pøedpokladu
(n− 1)!. Jeliko¾ jeden prvek mù¾eme vynechat n zpùsoby, dostáváme poèet v¹ech permutací
n-prvkové mno¾iny je roven n(n− 1)! = n!.

De�nice 5.4. (Sudá a lichá permutace)
Sudou permutací rozumíme takovou permutaci, ve které se vyskytuje sudý poèet inverzí.
Lichou permutací rozumíme takovou permutaci, ve které se vyskytuje lichý poèet inverzí.

De�nice 5.5. (Znaménko permutace)
Znaménkem permutace π rozumíme celé èíslo (−1)k+m, kde k je poèet v¹ech inverzí v poøadí
vzorù a m poèet v¹ech inverzí v poøadí obrazù. Znaménko permutace π znaèíme sign π.

Poznámka: Znaménka permutací π a π−1 jsou stejná. Znaménko sudé permutace je v¾dy
1, znaménko liché permutace je v¾dy -1.
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De�nice 5.6. (Transpozice)
Transpozicí prvkù r < s, kde r, s ≤ n, rozumíme permutaci ve tvaru(

1 2 . . . r − 1 r r + 1 . . . s− 1 s s+ 1 . . . n
1 2 . . . r − 1 s r + 1 . . . s− 1 r s+ 1 . . . n

)
,

ve které se ka¾dý prvek rùzný od r, s zobrazuje sám na sebe, r se zobrazí na s a s na r.

Vìta 5.2. Na permutaci π provedeme libovolnou transpozici. Pro takto vzniklou permutaci
π′ platí sign π′ = −sign π.

Dùkaz: Pokud provedeme transpozici na sousední prvky, poèet inverzí se zmìní o 1,
jeliko¾ v takovém pøípadì vznikne jedna nová inverze nebo naopak ubude jedna inverze,
a tedy znaménko permutace se zmìní. Pøedpokládejme nyní, ¾e provedeme transpozici na
dva prvky ki, kj, j > i, které nejsou sousední. Tuto výmìnu mù¾eme slo¾it z koneèného poètu
výmìn sousedních prvkù. Postupnì pøesouváme prvek ki na místo prvku kj (j−i transpozic),
následnì pak prvek kj na místo prvku ki (j−i−1 transpozic, proto¾e pøi prvním pøesouvání se
prvek kj posunul o 1 vlevo). Celkem dostáváme 2j−2i−1 transpozic. Jejich poèet je tedy lichý
a znaménko permutace se zmìní.

5.1 Determinant ètvercové matice

De�nice 5.7. (Determinant)
Buï A = (aij) ètvercová matice n-tého øádu nad tìlesem T . Determinantem matice A
rozumíme prvek det A z tìlesa T , pro který platí:

det A =
∑
π∈Sn

(sign π) a1s1 a2s2 . . . ansn ,

kde π =

(
1 2 . . . n
s1 s2 . . . sn

)
. Jsou-li a1, a2, . . . , an øádkové (resp. sloupcové) vektory matice

A, pí¹eme místo det A té¾ det (a1, a2, . . . , an).

Poznámka: Pro determinant matice A budeme také pou¾ívat oznaèení |A|.

Pøíklad 5.1. (Determinant matice 1., 2. a 3. øádu)

1. Determinant ètvercové matice A = (aij) 1. øádu: det A = a11,

2. Determinant ètvercové matice A = (aij) 2. øádu:

det A = (−1)0a11a12 + (−1)1a12a21 = a11a22 − a12a21,

3. Determinant ètvercové matice A = (aij) 3. øádu:

det A = (−1)0a11a22a33 + (−1)2a12a23a31 + (−1)2a13a21a32 +

+(−1)3a13a22a31 + (−1)1a11a23a32 + (−1)1a12a21a33 =
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.
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Poznámka: Determinant matice 3. øádu lze také vypoèítat pomocí tzv. Sarrusova pravidla.
Pod matici A opí¹eme postupnì 1. a 2. øádek matice. Vzniknou tøi þdiagonályÿ ve smìru shora
dolù, které pøedstavují souèiny a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 (s kladným znaménkem),
a tøi þdiagonályÿ ve smìru zdola nahoru, které pøedstavují souèiny −a13a22a31− a11a23a32−
a12a21a33 (se záporným znaménkem). Souèet tìchto souèinù je roven det A (viz pøíklad 5.1).
Pro matice vy¹¹ího øádu v¹ak analogický postup nelze pou¾ít, zdùvodnìní necháváme na
ètenáøi.

Vìta 5.3. Nech» A je ètvercová matice a pro ka¾dý prvek i-tého øádku matice A platí
aij = bij + cij. Pak det A = det B + det C, kde matice B, resp. C, vzniknou z matice
A nahrazením prvkù i-tého øádku prvky bij, resp. cij.

Dùkaz: Pøedpokládejme napøíklad, ¾e i = 1, tj. pro ka¾dé j ∈ {1, . . . , n} platí a1j =
= b1j+c1j. Dostáváme (s vyu¾itím distributivity násobení vzhledem ke sèítání a komutativity
sèítání):

det A =
∑
π∈Sn

(sign π) a1s1 a2s2 . . . ansn =
∑
π∈Sn

(sign π) (b1s1 + c1s1) a2s2 . . . ansn =

=
∑
π∈Sn

(sign π) b1s1 a2s2 . . . ansn +
∑
π∈Sn

(sign π) c1s1 a2s2 . . . ansn = det B + det C.

Analogicky mù¾eme tvrzení dokázat pro libovolný øádek matice A, stejnì tak i pro libovolný
poèet sèítancù.

Vlastnosti determinantù:

1. Determinant matice A je souèet n! souèinù. V ka¾dém souèinu se vyskytuje z ka¾dého
øádku i sloupce právì jeden prvek. Ka¾dý prvek øádku èi sloupce se vyskytuje aspoò
v jednom sèítanci.

2. Determinant matice, její¾ jeden øádek je roven nulovému vektoru, je roven 0.

3. Determinant ètvercové matice v trojúhelníkovém tvaru A je roven souèinu prvkù na
diagonále.

4. Vynásobíme-li øádek matice prvkem α ∈ T , vznikne matice A′, pro kterou platí
det A′ = α det A.

5. Nech» α ∈ T . Pøièteme-li k øádku matice α-násobek jiného øádku, vznikne matice A′,
pro kterou platí det A′ = det A.

6. Determinant matice A′, která vznikne z matice A pøiètením lineární kombinace ostat-
ních øádkù k danému øádku, je roven determinantu matice A.

Vìta 5.4. Pro ka¾dou ètvercovou matici A platí: det A = det AT.
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Dùkaz: Oznaème matici AT = (bij), kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Podle de�nice determinantu
platí

det A =
∑
π∈Sn

(sign π)a1s1 a2s2 . . . ansn =
∑
π∈Sn

(signπ)bs11 bs22 . . . bsnn.

Nyní zamìníme poøadí èlenù souèinu (násobení je komutativní) tak, aby bylo stejné jako
poøadí sloupcù matice A, vyu¾ijeme toho, ¾e znaménka inverzních permutací jsou stejná,
a dostáváme

detA =
∑
π∈Sn

(sign π−1)bs−1
1 1 bs−1

2 2 . . . bs−1
n n = det AT

Pou¾itím v¹ech permutací π dostaneme v¹echny π′ (v¹echny tyto permutace jsou prvky
mno¾iny Sn a znaménka pøíslu¹ných souèinù zùstanou zachována).

Dùsledek: Tvrzení odvozená pro výpoèet determinantu pomocí øádkù matice A platí
i pro jeho výpoèet pomocí sloupcù matice A.

Vìta 5.5. Vznikne-li matice A′ ze ètvercové matice A n-tého øádu vzájemnou výmìnou dvou
øádkù, resp. sloupcù, potom det A′ = −det A.

Dùkaz: Nech» A′ je matice, která vznikne z matice A vzájemnou výmìnou i-tého a j-tého
øádku. Podle de�nice determinantu platí det A =

∑
π∈Sn

(sign π)a1s1 a2s2 . . . aisi . . . ajsj . . . ansn
a det A′ =

∑
π′∈Sn

(sign π′)a1s1 a2s2 . . . ajsj . . . aisi . . . ansn . Vzájemnou výmìnou dvou øádkù
získáme stejný souèin prvkù, který má ale opaèné znaménko, proto¾e platí sign π = −sign π′.
Pøíslu¹né determinanty tedy mají opaèná znaménka.

Dùsledek: Determinant ètvercové matice A, která má stejné aspoò dva øádky, je v¾dy ro-
ven nule. Po výmìnì tìchto dvou øádkù dostaneme toti¾ matici A′ = A a platí
det A = −det A′ = −det A, a tedy det A = 0.

De�nice 5.8. (Subdeterminant)
Je-li A ètvercová matice, aij libovolný její prvek, potom subdeterminantem Mij z ètvercové
matice A pøíslu¹ným prvku aij rozumíme determinant matice, která vznikne z matice A
vynecháním i-tého øádku a j-tého sloupce.

De�nice 5.9. (Algebraický doplnìk)
Je-li A ètvercová matice, aij libovolný její prvek, potom algebraickým doplòkem Aij pøíslu¹-
ným prvku aij rozumíme prvek

Aij = (−1)i+jMij.

Pøíklad 5.2. V pøíkladu 5.2 uká¾eme rozvoj determinantu ètvercové matice tøetího øádu
podle 1. øádku, který zobecníme ve vìtì 5.6:

detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33 =

= a11(a22a33 − a23a32) + a12(a23a31 − a21a33) + a13(a21a32 − a22a31) =
= a11A11 + a12A12 + a13A13 = (−1)1+1a11M11 + (−1)1+2a12M12 + (−1)1+3a13M13 =

=
3∑
j=1

(−1)1+ja1jM1j.
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Vìta 5.6. (Rozvoj determinantu podle i-tého øádku)
Nech» A je ètvercová matice n-tého øádu nad tìlesem T , i ∈ {1, . . . , n}. Pak platí

1. det A =
∑n

j=1(−1)i+jaijMij,

2. (i 6= j)⇒ ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0.

Dùkaz:
1. Tvrzení doká¾eme pro i = 1, pro ostatní hodnoty i mù¾eme tvrzení dokázat pomocí
vzájemné výmìny øádkù. Víme, ¾e det A =

∑
π∈Sn

(sign π)a1s1 a2s2 . . . ansn . Determinant je
souètem n! souèinù, které rozdìlíme do n skupin podle prvkù 1. øádku matice tak, ¾e první
skupinu tvoøí èleny obsahující prvek a11, druhou skupinu tvoøí èleny obsahující prvek a12
atd., n-tou skupinu tvoøí èleny obsahující prvek a1n. V ka¾dé ze skupin vytkneme prvek
a1j. Jeliko¾ tato skupina nemù¾e obsahovat ¾ádný dal¹í prvek 1. øádku ani j-tého sloupce,
dostaneme v ka¾dé skupinì pøímo souèin a1j(−1)i+jMij a det A =

∑n
j=1(−1)i+jaijMij.

2. Výraz na levé stranì rovnosti pøedstavuje rozvoj determinantu, který vznikne z deter-
minantu matice A tak, ¾e prvky j-tého øádku jsou nahrazeny prvky i-tého øádku. Tento
determinant obsahuje dva stejné øádky, a je tedy roven 0.

Vìta 5.7. Jestli¾e je ètvercová matice A n-tého øádu regulární, pak det A 6= 0. Jestli¾e je
ètvercová matice A n-tého øádu singulární, pak det A = 0.

Dùkaz: Ka¾dá regulární ètvercová matice má hodnost n, a tedy ji lze pøevést pomocí ele-
mentárních úprav na horní trojúhelníkovou matici, její¾ diagonálu tvoøí vektor
(b11, b22, . . . , bnn), který obsahuje pouze nenulové prvky. Determinant této matice je souèinem
v¹ech prvkù na hlavní diagonále, a tedy nenulový. Pokud je ètvercová matice singulární, lze
ji stejným postupem pøevést na trojúhelníkovou matici, ve které se vyskytuje aspoò jeden
nulový øádek. Její determinant je tedy roven 0.

5.2 Vyu¾ití determinantù

Vìta 5.8. (Cramerovo pravidlo)
Nech» je dána soustava n lineárních rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
. . . ,

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn,

ve které je matice soustavy A regulární. Oznaème sloupcové vektory matice A po øadì
a1, a2, . . . , an a b = (b1, b2, . . . , bn). Potom soustava má jediné øe¹ení x = (x1, x2, . . . , xn)
a pro ka¾dou slo¾ku xi øe¹ení x je

xi =
det (a1, a2, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an)

det (a1, a2, . . . , an)
.

Dùkaz: Uká¾eme, ¾e popsané øe¹ení je øe¹ením dané soustavy rovnic. Matice A soustavy je
regulární, a tedy det A 6= 0. Oznaème Aj, j ∈ {1, . . . , n}, determinant matice, která vznikne
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nahrazením j-tého sloupce matice A sloupcem pravých stran. Dosazením do i-té rovnice
postupnì dostáváme

n∑
j=1

aijxj =
n∑
j=1

aij
Aj

det A
=

∑n
j=1

[
aij
∑n

k=1(−1)j+kbkdet Akj
]

det A
=

=

∑n
k=1 bk

∑n
j=1(−1)j+kaijdet Akj
det A

.

Pro i = k dostáváme ∑n
k=1 bkdet A

det A
= bi.

Pro i 6= k dostáváme souèet souèinù prvkù i-tého øádku s algebraickými doplòky prvkù
k-tého øádku, který je podle vìty 5.6 roven 0. Soustava má právì jedno øe¹ení, proto¾e
matice soustavy je regulární.

Pøíklad 5.3. Pro soustavu dvou rovnic o dvou neznámých mající právì jedno øe¹ení uká¾eme
pøedchozí výpoèet pro první rovnici, tj. pro i = 1:

2∑
j=1

a1jxj =
2∑
j=1

a1j
det Aj
det A

=
1

det A

2∑
j=1

a1j

2∑
k=1

(−1)j+k bk det Akj =

=
1

det A

[
a11
(
(−1)1+1b1A11 + (−1)1+2 b2A21

)
+ a21

(
(−1)2+1b1A12 + (−1)2+2 b2A22

)]
=

=
1

det A

[
b1
(
(−1)1+1 a11A11 + (−1)2+1 a12A12

)
b2
(
(−1)1+2 a11A21 + (−1)2+2 a12A22

)]
=

=
1

det A
(b1 det A+ b2 · 0) = b1.

Vìta 5.9. (Výpoèet inverzní matice pomocí determinantù)
Nech» A = (aij) je regulární matice n-tého øádu. Potom pro inverzní matici A−1 = (xij)
(n-tého øádu) platí

xij =
Aji

det A
.

Dùkaz: Nech» C = (cij) je souèinem matic A,A−1. Uká¾eme, ¾e C je jednotková matice.
Ka¾dý prvek cij matice C je souèinem prvkù i-tého øádku matice A s prvky j-tého sloupce
matice A−1 a platí:

cij = ai1
Aj1
det A

+ ai2
Aj2
det A

+ · · ·+ ain
An1
det A

=
1

det A
(ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn)

Pro i 6= j platí
ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0

a pro i = j platí
ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = det A.

Prvek cij je tedy roven 1 pro i = j a roven 0 pro i 6= j a C je jednotková matice.
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5.3 Úlohy k procvièení

1. Urèete poèet inverzí v poøadí (2, 6, 5, 4, 3, 1).

2. Urèete poèet inverzí v poøadí vzorù, obrazù a znaménko permutace. Dále zapi¹te
permutaci v základním tvaru, urèete inverzní permutaci a její znaménko.

a)

(
2 6 5 4 3 1
6 5 4 3 2 1

)
, b)

(
6 1 5 2 4 3
6 1 4 5 3 2

)
.

3. Urèete permutaci, která pøíslu¹í následujícímu sèítanci determinantu ¹estého øádu:

a16a23a35a41a52a64.

Dále urèete, s jakým znaménkem se tento sèítanec v determinantu vyskytuje.

4. Vypoèítejte determinant pomocí úpravy na horní trojúhelníkovou matici, je-li dáno:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5 7
0 −1 8 −5
1 0 5 3
−1 2 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

5. Nech» det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5 7
0 −1 8 5
1 0 5 3
−1 2 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣. Vypoèítejte M23 a A23.

6. Vypoèítejte následující determinanty

a)

∣∣∣∣3 7
5 1

∣∣∣∣, b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
0 1 0 1
1 1 0 0
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣, c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 3
0 −1 −2 0
0 3 −3 1
1 2 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣, d)

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
4 5 1
−2 −1 6

∣∣∣∣∣∣,

e)

∣∣∣∣∣∣
a+ 1 2 3
0 5a− 1 4
a 0 −1

∣∣∣∣∣∣, f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 1 0 −1
2 1 0 −1 0
1 0 −1 0 1
0 −1 0 1 2
−1 0 1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

7. Vypoèítejte inverzní matici pomocí determinantu: a)

(
−3 5
6 −4

)
, b)

 3 0 1
−1 1 2
1 4 10

.

8. Je dána soustava rovnic:
3x− 5y + z = −4,
2x− y + 3z = 9,
4x+ 7y + z = 21.

Ovìøte, ¾e matice soustavy je regulární, a soustavu vyøe¹te pomocí Cramerova pravidla.
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6 Vektorové prostory se skalárním souèinem

6.1 Základní pojmy

De�nice 6.1. (Euklidovský vektorový prostor)
Vektorový prostor (E,+, .) nad tìlesem R nazýváme euklidovským vektorovým prostorem,
jestli¾e existuje zobrazení g : E × E → R takové, ¾e pro libovolné vektory a, b, c ∈ E
a libovolné reálné èíslo α platí:
a) g(a, b) = g(b, a),
b) g(a+ b, c) = g(a, c) + g(b, c),
c) g(α.a, c) = α.g(a, c),
d) g(a, a) ≥ 0, g(a, a) = 0⇔ a = o.
Zobrazení g nazýváme skalárním souèinem v prostoru (E,+, .).

Pøíklad 6.1. Pøíklady skalárního souèinu:

1. V3(R): g(a, b) = a1b1 + a2b2 + a3b3,

2. V3(R): g(a, b) = a1b1 + a1b2 + a2b1 + 2a2b2 + a3b3.

3. Vektorový prostor reálných funkcí de�novaných na omezeném uzavøeném intervalu
〈a, b〉:

g(f1, f2) =

∫ b

a

f1(x)f2(x) dx.

Poznámky:
a) Úmluva: Euklidovský vektorový prostor (E,+, .) se skalárním souèinem g budeme v dal¹ím
textu znaèit (E, g).
b) Snadno se ovìøí, ¾e v aritmetickém vektorovém prostoru Vn(R) je pøedpisem

g(a, b) = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn,

kde a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn), de�nován skalární souèin. Tento souèin budeme
v dal¹ím textu znaèit a · b. Nebude-li v prostoru Vn(R) zaveden jiný skalární souèin, budeme
pracovat v¾dy se skalárním souèinem a · b. Nadále budeme v této kapitole pøi násobení
vektoru skalárem vynechávat teèku, aby nedo¹lo k zámìnì se skalárním souèinem a · b.

De�nice 6.2. (Délka vektoru, velikost úhlu vektorù)
Nech» (E, g) je euklidovský vektorový prostor, a, b ∈ E. Délkou (velikostí, normou) vektoru
a nazýváme reálné èíslo

||a|| =
√
g(a, a).

Velikost ϕ úhlu mezi vektory a, b (ϕ ∈ 〈0, π〉) de�nujeme takto:

cos ϕ = g(a,b)
||a|| ||b|| pro a 6= o, b 6= o,

cos ϕ = 0 pro a = o nebo b = o.

Jestli¾e platí cosϕ = 0, a tedy g(a, b) = 0, nazýváme vektory a, b kolmými (ortogonálními)
a pí¹eme a⊥b.
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Poznámka: Výraz g(a,b)
||a|| ||b|| je v¾dy men¹í nebo roven 1 (plyne z vìty 6.1).

Vìta 6.1. (Vlastnosti délky vektoru)
V euklidovském vektorovém prostoru (E, g) platí (a, b ∈ E, α ∈ R):
a) ||αa|| = |α| ||a||,
b) ||a|| ≥ 0, ||a|| = 0⇔ a = o,
c) |g(a, b)| ≤ ||a|| ||b|| (Schwartzova nerovnost),
d) ||a+ b|| ≤ ||a||+ ||b|| (trojúhelníková nerovnost).

Dùkaz: Tvrzení a), b) plynou pøímo z de�nice 6.2.
c) Pro a = o je tvrzení zøejmé. Nech» α ∈ R. Pro vektor αa − b, kde a, b ∈ E, a 6= o,
platí podle de�nice skalárního souèinu g(αa− b, αa− b) ≥ 0, a tedy α2g(a, a)− 2αg(a, b) +
+g(b, b) ≥ 0. Tento polynom druhého stupnì má nejvý¹e jeden kladný koøen, diskriminant
pøíslu¹né rovnice tedy není kladný. Dostáváme D = 4(g(a, b))2 − 4g(a, a)g(b, b) ≤ 0, a tedy
(g(a, b))2 ≤ g(a, a)g(b, b) a |g(a, b)| ≤ ||a||||b||.
d) ||a+b||2 = g(a+b, a+b) = g(a, a)+g(b, b)+2g(a, b) ≤ ||a||2+||b||2+2||a||||b|| = (||a||+||b||)2,
a tedy ||a+ b|| ≤ ||a||+ ||b||.

De�nice 6.3. (Ortogonální a ortonormální vektory)
Nech» a1, a2, . . . , ak jsou vektory z euklidovského vektorového prostoru (E, g). Vektory
a1, a2, . . . , ak nazýváme ortogonálními, jestli¾e ai⊥aj pro v¹echna i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , k}. Vek-
tory a1, a2, . . . , ak nazýváme ortonormálními, jestli¾e jsou navzájem ortogonální
a ∀i ∈ {1, . . . , k} : ||ai|| = 1. Jsou-li ka¾dé dva vektory z mno¾iny M = {a1, a2, . . . , ak}
navzájem ortogonální, nazýváme danou mno¾inu ortogonální mno¾inou. Pokud navíc mají
v¹echny vektory mno¾iny M délku 1, nazveme mno¾inu M ortonormální mno¾inou.

Vìta 6.2. a) Nenulové navzájem ortogonální vektory v euklidovském vektorovém prostoru
jsou lineárnì nezávislé.
b) Nech» a, b jsou vektory v euklidovském prostoru (E, g). Pak platí

• a⊥b⇔ ||a+ b||2 = ||a||2 + ||b||2 (Pythagorova vìta).

• a, b 6= o a ϕ je úhel vektorù a, b ⇔ ||a− b||2 = ||a||2 + ||b||2− 2||a||||b|| cosϕ (Kosinová
vìta).

Dùkaz: a) Nech» α1a1+ · · ·+αnan = o, kde a1, . . . , an jsou nenulové navzájem ortogonální
vektory a α1, . . . , αn ∈ R. Vektory na obou stranách rovnosti vynásobíme skalárnì libovol-
ným vektorem aj, j ∈ {1, . . . , n}. Dostáváme 0 = g(

∑n
i=1 αiai, aj) =

∑n
i=1 αig(ai, aj) =

= αj||aj||2, proto¾e vektory a1, . . . , an jsou navzájem ortogonální, a tedy pro i 6= j platí
g(ai, aj) = 0. Navíc platí ||aj||2 6= 0, a tedy αj = 0. Jeliko¾ pouze triviální lineární kombinace
nenulových navzájem ortogonálních vektorù je rovna nulovému vektoru, vektory a1, . . . , an
jsou lineárnì nezávislé.

b) Postupnì doká¾eme obì ekvivalence:

• ||a + b||2 = g(a + b, a + b) = g(a, a) + g(b, b) + 2g(a, b) = ||a||2 + ||b||2, právì kdy¾
g(a, b) = 0.

• ||a− b||2 = g(a− b, a− b) = g(a, a) + g(b, b)− 2g(a, b) = ||a||2 + ||b||2 − 2||a||||b|| cosϕ.
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6.2 Gramùv-Schmidtùv ortogonalizaèní proces

De�nice 6.4. (Ortogonální a ortonormální báze)
Nech» (E, g) je n-rozmìrný euklidovský vektorový prostor, B = {a1, a2, . . . , an} jeho báze.
Je-li mno¾ina vektorù {a1, a2, . . . , an} ortogonální, resp. ortonormální, nazýváme B ortogo-
nální, resp. ortonormální bází.

Gramùv-Schmidtùv ortogonalizaèní proces.
Jedná se o postup, který umo¾òuje v lineárním obalu lineárnì nezávislých vektorù
a1, a2, . . . , am (m ≥ 2) v prostoru (E, g) najít navzájem ortogonální nenulové vektory
b1, b2, . . . , bm, a tedy i ortogonální nebo ortonormální bázi. Správnost postupu uká¾eme in-
dukcí podle k.
1. krok. Polo¾íme b1 = a1 (b1 6= o, proto¾e a1, a2, . . . , am jsou lineárnì nezávislé).
2. krok. Hledáme vektor b2 ve tvaru b2 = a2 + α21b1 (odtud víme, ¾e b2 6= o, proto¾e vek-
tory a1, a2 jsou lineárnì nezávislé) a koe�cient α21 ∈ R urèíme tak, aby vektory b1, b2 byly
ortogonální:

0 = g(b1, b2) = g(a2, b1) + α21g(b1, b1).

Proto¾e g(b1, b1) 6= 0, dostaneme

α21 = −
g(a2, b1)

g(b1, b1)
.

k-tý krok. Máme ji¾ nenulové ortogonální vektory b1, b2, . . . , bk−1, které patøí do [a1, a2, . . . , ak−1].
Vektor bk hledáme ve tvaru bk = ak+αk1b1+· · ·+αk,k−1bk−1. Z této rovnosti plyne, ¾e bk 6= o.
Koe�cienty αki ∈ R urèíme z podmínek

g(bk, bi) = 0, i = 1, 2, . . . , k − 1.

Vektory b1, b2, . . . , bk−1 jsou ortogonální (tedy g(bi, bj) = 0 pro i 6= j) a nenulové vektory,
proto dostáváme

0 = g(bk, bi) = g(ak, bi) + αkig(bi, bi),

odtud

αki = −
g(ak, bi)

g(bi, bi)
, i = 1, 2, . . . , k − 1.

Pøíklad 6.2. V euklidovském vektorovém prostoru V4(R) naleznìme ortonormální bázi pod-
prostoru

U = [(1,−2, 2, 0), (1,−2, 2, 3), (−1, 1, 0, 0)].

Øe¹ení. Pøi hledání ortonormální báze budeme pracovat se skalárním souèinem ·. Nejprve
uká¾eme, ¾e vektory a1 = (1,−2, 2, 0), a2 = (1,−2, 2, 3), a3 = (−1, 1, 0, 0) jsou lineárnì nezá-
vislé, a tvoøí tedy bázi podprostoru U dimenze 3. Hledáme tedy ortogonální bázi
B = {b1, b2, b3}. Pou¾ijeme Gramùv-Schmidtùv ortogonalizaèní proces.
1. krok. Polo¾íme b1 = a1 = (1,−2, 2, 0).
2. krok. Hledáme vektor b2 = a2 + α21b1 splòující podmínku b2 · b1 = 0:
b2 = (1,−2, 2, 3) + α21(1,−2, 2, 0) = (1 + α21,−2− 2α21, 2 + 2α21, 3),
b2 ·b1 = (1+α21) . 1+(−2−2α21) . (−2)+(2+2α21) . 2+3 . 0 = 9α21+9 = 0, tj. α21 = −1.
Získali jsme vektor b2 = a2 − b1 = (0, 0, 0, 3).
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3. krok. Hledáme vektor b3 = a3 + α31b1 + α32b2 splòující podmínky b3 · b1 = 0, b3 · b2 = 0:
Analogicky jako ve 2. kroku vypoèítáme, ¾e
b3 = (−1 + α31, 1− 2α31, 2α31, 3α32),
b3 · b1 = (−1+α31) . 1+ (1− 2α31) . (−2)+ 2α31 . 2+3α32 . 0 = −3+9α31 = 0, tj. α31 =

1
3
,

b3 · b2 = (−1 + α31) . 0 + (1− 2α31) . 0 + 2α31 . 0 + 3α32 . 3 = 9α32 = 0, tj. α32 = 0.
Dostali jsme vektor b3 = a3 +

1
3
b1 =

(
−2

3
, 1
3
, 2
3
, 0
)
.

Jedna ortogonální báze B je tedy{
(1,−2, 2, 0), (0, 0, 0, 3),

(
−2

3
,
1

3
,
2

3
, 0

)}
.

Jak získáme z ortogonální báze B ortonormální bázi D? Staèí ka¾dý vektor bi násobit èíslem
1/||bi|| a výsledné vektory c1, c2, c3 budou mít délku 1. Proto¾e ||b1|| = 3, ||b2|| = 3, ||b3|| = 1,
je hledaná ortonormální báze

D =

{(
1

3
,−2

3
,
2

3
, 0

)
, (0, 0, 0, 1),

(
−2

3
,
1

3
,
2

3
, 0

)}
.

6.3 Vlastnosti euklidovských vektorových prostorù

Vìta 6.3. Nech» (E, g) je vektorový prostor koneèné dimenze. Libovolnou ortonormální
podmno¾inu prostoru E lze roz¹íøit na ortonormální bázi E.

Dùkaz: Jeliko¾ je daná ortonormální mno¾ina lineárnì nezávislá, je toto tvrzení pøímým
dùsledkem Steinitzovy vìty o výmìnì (vìta 1.10).

Vyjádøení skalárního souèinu vzhledem k ortonormální bázi: Nech» (E, g) je vek-
torový prostor se skalárním souèinem, ve kterém je dána ortonormální báze B = {u1, . . . , un}
a vektory a, b ∈ E.
Vektory a, b vyjádøíme pomocí jejich souøadnic vzhledem k bázi B: a = α1u1 + · · · + αnun,
b = β1u1 + · · ·+ βnun a dostáváme:

g(a, b) = g(α1u1+ · · ·+αnun, β1u1+ · · ·+βnun) =
n∑
i=1

n∑
j=1

αiβjg(ui, uj) = α1β1+ · · ·+αnβn.

Není-li báze B ortonormální, dostáváme:

g(a, b) = (α1, . . . , αn)B(β1, . . . , βn)
T ,

kde matice B = (bik), bik = g(ai, ak).

De�nice 6.5. (Izomorfní euklidovské vektorové prostory)
Euklidovské vektorové prostory E(g), E ′(g′) se nazývají izomorfní, jestli¾e existuje izomor�s-
mus ϕ vektorových prostorù E(g), E ′(g′) takový, ¾e ∀a, b ∈ E : g(a, b) =
= g′(ϕ(a), ϕ(b)).
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Vìta 6.4. Nech» (E, g) a (E ′, g′) jsou n-rozmìrné vektorové prostory. Pak jsou izomorfní.

Dùkaz: Nech» B1 = {u1, . . . , un} je ortonormální báze prostoru E a B2 = {v1, . . . , vn}
je ortonormální báze prostoru E ′. Pak existuje podle vìty 4.6 právì jeden izomor�smus
ϕ : E → E ′ takový, ¾e ϕ(ui) = vi, i = 1, 2, . . . , n.
Libovolné vektory a, b ∈ E vyjádøíme pomocí vektorù báze B1: a = α1u1 + · · · + αnun
a b = β1u1 + · · · + βnun. Jeliko¾ ϕ je izomor�smus, mù¾eme jejich obrazy vyjádøit pomocí
vektorù báze B2 jako ϕ(a) = α1v1 + · · ·+ αnvn a ϕ(b) = β1v1 + · · ·+ βnvn. Dostáváme

g(a, b) = α1β1 + · · ·+ αnβn = g′(ϕ(a), ϕ(b)).

Koe�cient αiβj, i = j, je roven 1, proto¾e obì báze jsou ortonormální. Ostatní souèiny jsou
rovny 0, proto¾e vektory jsou navzájem kolmé. Ostatní podmínky pro izomor�smus jsou
splnìny (viz vìta 4.6).

6.4 Ortogonální doplnìk

De�nice 6.6. (Ortogonální doplnìk)
Nech» (E, g) je vektorový prostor a U ⊂ E. Ortogonálním doplòkem mno¾iny U v prostoru
E nazveme mno¾inu U⊥ = {u ∈ E,∀v ∈ U : u ⊥ v}.

Vìta 6.5. Nech» (E, g) je vektorový prostor a U ⊂ E, V ⊂ E. Pak platí:

1. U⊥ je podprostor E,

2. V ⊆ U ⇒ U⊥ ⊆ V ⊥.

Dùkaz je zøejmý.

Vìta 6.6. Nech» (E, g) je vektorový prostor a U, V jsou podprostory E. Pak platí:

(U + V )⊥ = U⊥ ∩ V ⊥.

Dùkaz: Postupnì doká¾eme obì inkluze:
1) Víme, ¾e (U ⊂ U + V ) ∧ (V ⊂ U + V ).
Podle vìty 1.5 platí (U + V )⊥ ⊂ U⊥ ∧ (U + V )⊥ ⊂ V ⊥, a tedy (U + V )⊥ ⊂ (U⊥ ∩ V ⊥).
2) Nech» a ∈ U⊥ ∩ V ⊥. Vektor a patøí tedy do ortogonálních doplòkù mno¾in U a V .
Libovolný vektor b ∈ U + V mù¾eme vyjádøit jako b = u+ v, kde u ∈ U a v ∈ V .
Postupnì dostáváme g(a, b) = g(a, u) + g(a, v) = 0. Vektor a je tedy prvkem (U + V )⊥.

Vìta 6.7. Nech» U je libovolný podprostor n-rozmìrného euklidovského vektorového prostoru
(E, g). Pak libovolný vektor v ∈ E lze zapsat ve tvaru v = r + s, kde r ∈ U a s ∈ U⊥.

Dùkaz: Pokud v ∈ U , pak staèí vyjádøit v = r + o. Pøedpokládejme nyní, ¾e v /∈ U . Pak
existuje ortonormální báze B = {u1, . . . , uk} prostoru U taková, ¾e vektory u1, . . . , uk, v jsou
lineárnì nezávislé. Pou¾ijeme-li Gramùv-Schmidtùv ortogonalizaèní proces, získáme skaláry
α1, . . . , αn takové, ¾e vektor w = α1u1 + · · · + αnun + v je kolmý ke v¹em vektorùm báze B
a tedy w ∈ U⊥.
Vektor v je tedy roven v = (−α1u1− . . .−αkuk)+w, kde w ∈ U⊥ a (−α1u1− . . .−αkuk) ∈ U .
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De�nice 6.7. (Ortogonální prùmìt)
Vektor r z vìty 6.7 se nazývá ortogonální prùmìt vektoru v do podprostoru U .

Vìta 6.8. Nech» (E, g) je vektorový prostor a U je podprostor E.

1. Libovolný vektor v ∈ E je kolmý k U právì tehdy, kdy¾ je kolmý k nìkteré mno¾inì
generátorù prostoru U .

2. Je-li E vektorový prostor koneèné dimenze n, pak platí: E = U ⊕ U⊥

a dim U⊥ = dim E − dim U .

Dùkaz: a) Zøejmé.
b) Nech» {v1, . . . , vk} je ortonormální báze prostoru U . Potom existuje ortonormální báze
prostoru E tvaru B = {v1, . . . , vk, uk+1, . . . , un}. Mno¾ina B je lineárnì nezávislá a ortogo-
nální, a tedy ka¾dý vektor uk+1, . . . , un je kolmý ke v¹em vektorùm {v1, . . . , vk}, a je tedy
prvkem U⊥. Platí tedy, ¾e [uk+1, . . . , un] ⊆ U⊥.
Nyní uva¾ujeme libovolný vektor w ∈ E,w ⊥ U . Vektor w mù¾eme vyjádøit jako li-
neární kombinaci vektorù uk+1, . . . , un, a tedy U⊥ ⊆ [uk+1, . . . , un]. Dostáváme tedy, ¾e
U⊥ = [uk+1, . . . , un]. Z vlastností ortogonálního doplòku plyne, ¾e U ∩ U⊥ = {o}, a tedy
E = U ⊕ U⊥. Z vlastností direktního souètu plyne rovnost dim U⊥ = dim E − dim U .

6.5 Úlohy k procvièení

1. V euklidovském vektorovém prostoru (V3(R), ·) vypoèítejte skalární souèin vektorù
a = (3, 2,−4), b = (5,−1, 6).

2. V euklidovském vektorovém prostoru (V4(R), ·) vypoèítejte ||a||, kde a = (6, 3, 0, 2).

3. V euklidovském vektorovém prostoru (V2(R), ·) najdìte v¹echny vektory x, které jsou
kolmé k a = (1, 3).

4. V3(R): Zjistìte, zda g(u, v) = 3u1v1 + 2u2v2 + 4u3v3 je skalární souèin.

5. V3(R): Zjistìte, zda g(u, v) = 4u1v2 + 4u2v1 + u2v2 + u3v3 je skalární souèin.

6. V2(R): Zjistìte, zda g(u, v) = u1v1 + 2u1v2 + 2u2v1 je skalární souèin.

7. V euklidovském vektorovém prostoru (V5(R), ·) vypoèítejte úhel vektorù
u = (1,−1, 0, 2, 1), v = (1, 1,−4, 3, 1).

8. V euklidovském vektorovém prostoru (V4(R), ·) naleznìte ortonormální bázi podpro-
storu S = [(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 2), (0, 0, 1,−2)] .

9. V euklidovském vektorovém prostoru (V4(R), ·) naleznìte ortonormální bázi podpro-
storu S = [(1, 1,−1,−2), (5, 8,−2,−3), (3, 9, 3, 8)] .

10. V euklidovském vektorovém prostoru (V4(R), ·) naleznìte ortonormální bázi podpro-
storu [(0, 1, 0, 1), (−3, 0, 2, 1), (2, 5,−1, 0)] . Danou bázi poté doplòte na ortonormální
bázi (V4(R), ·).
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11. Nech» W ⊂ (V4(R), ·), W = [(1, 0, 1, 0), (−1,−3, 0, 2]. Najdìte ortogonální báze W
a W⊥. Najdìte také ortogonální prùmìt vektoru v = (3, 2, 1, 4) do prostoru W .

12. Nech» W ⊂ (V4(R), ·), W = [(1, 3, 3, 5), (1, 3,−5,−3), (1,−5, 3,−3)]. Najdìte ortogo-
nální báze W a W⊥.

13. Nech» W ⊂ (V4(R), ·), W = [(1, 0, 1, 0), (0, 1, 2, 3), (2,−1, 0,−3)]. Najdìte ortogonální
báze W a W⊥.
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