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Tento Manual je uréen studentim nelékaiskych oborti na 1. 1ékatrské fakulté Univerzity Karlovy.
Obsahuje elementarni vysvétleni zakladnich pojml teorie pravdépodobnosti a matematické
(induktivni) statistiky a je zamyslen jako pomucka pro absolvovani pfednasek, cviceni a pro studium
povinné literatury v bakalafském studiu a pro opakovani zakladi matematické statistiky v navazujicim
magisterském studiu. Manual tedy neobsahuje vSechny pozadované védomosti a dovednosti, ale
vyrazné usnadni Cetbu povinné i doporucené literatury a bude studenta provazet zejména sloZitou
oblasti interpretace vysledkl pravdépodobnostnich a statistickych vypoctu.




Uvod

Okolo nas existuje spousta jevi, situaci a udalosti, které nelze predvidat. Jsou disledkem nahody. Patii
mezi n¢ napiiklad zakoupeni losu, ktery vyhrava, doba ¢ekani na tramvaj, zlomeni nohy na naledi,
vysledek testu hladiny glukézy v krevni plazmé, vysledky parlamentnich voleb, obsazené C¢i
neobsazené telefonni ¢islo, zasaZeni stromu bleskem, pocet ataki nemoci a doba mezi nimi, atd. Bézné
matematické prostiedky nelze k popisu ndhodnych dé&t pouzit. Napiiklad diferencialni rovnice
popisuji, jaké vztahy plati za danych podminek mezi jednotlivymi veli¢inami. Jestlize dodrzime
vsechny ptedpoklady, vysledek bude vzdy stejny a presné definovany.

Jinak je tomu u ndhodnych dé&ji. I kdyz dodrzime vSechny podminky, vysledek terapie se bude
U rtznych pacientt lisit; terapie né€kdy zabere, jindy je neucinna. Zalezi-li vysledek na ndhodé¢,
nemizeme ho nikdy piesné spocitat a popsat. V takovém piipadé nam zadna véda nepomize
predikovat vysledek uz ze samé podstaty ndhody. Mizeme vSak popsat populacni chovani takového
déje, tedy kvantifikovat samu ndhodu. Takovy popis nam sice nepomize v jednom konkrétnim
pfipadé (tam je vysledek ryze nahodny), ale pfinasi cenné informace o podilu riznych vysledku
v populaci. Tato informace se nam hodi naptiklad pii predikci potiebnych kapacit.

Otazkami nahody a nahodnych dé&ji se zabyvaji dvé matematické discipliny: teorie pravdépodobnosti
a matematicka statistika. Teorie pravdépodobnosti fesi nasledujici problém: né&jaky jev ma fadu
ruznych nésledkil. Nahoda urcuje, ktery (jediny) z nich skutecné€ nastane. Pfi nasazeni antibiotik nelze
odhadnout, jak u konkrétniho pacienta zapusobi. Teorie pravdépodobnosti poskytuje informaci, jak
ruzné vysledky pfedem kvantifikovat. Jedna se tedy o teoretickou disciplinu, jejimz hlavnim tkolem je
sestrojit teoreticky model, jimZ se dany dé&j fidi. Matematicka statistika fesi v urc¢itém smyslu dualni
problém. Vidim vysledek né&jaké skutecnosti (napi. vysledek krevniho testu) a na jeho zakladé mam
roztiidit mozné pfiCiny a vybrat znich tu nejpravdépodobnéjsi. Jedna se tedy o ryze praktickou
experimentalni védu, ktera vyuziva teoreticky model sestrojeny v teorii pravdépodobnosti a na jeho
zaklad€ se snazi interpretovat namétena (empirickd) data a soucasné poskytnout i idaj o presnosti této
interpretace.

Teorie pravdépodobnosti i matematicka statistika jsou zalozeny na znamych matematickych nastrojich
— kalkulu, linearni algebie a teorii miry. Nepfinaseji (az na vyjimky) nové matematické postupy, ale
davaji znamym postupiim novy obsah. Pfirozen¢ je tedy vénovana mnohem vétsi pozornost tomu, jak
budou vstupni udaje i vysledky interpretovany, nez vlastnimu vypoctu. Jedna se vlastné o porozuméni
Cislim a vztahim mezi nimi. Jednou ze zikladnich uloh teorie pravdépodobnosti je pocitani
s nepfesnymi &isly. Spatnou interpretaci (at’ uZ nechténou nebo zamérnou) ¢asto dochézi k posunuti
smyslu nebo minimalné k zavérim, které budi tsmeév.

Nahodna veli¢ina

Zakladnim pojmem moderni teorie pravdépodobnosti (o kterou se dnes analyza dat opird) je nahodna
velicina. Jeji matematicka definice je pomémé slozita, protoze se musi vyrovnat s riznymi meznimi
ptipady této teorie. Pfi praktickém vyuziti se vSak s témito problematickymi situacemi nesetkavame,
a tak pro pochopeni staci laicky pohled.

Snazime se popsat nahodu v situacich, jejichz vysledek praveé na nahod¢ zéavisi. Pro popis potiebujeme
vycet vSech moznych vysledki takové situace. Tim mohou byt pfirozena cisla (pocet pacientt, ktefi za
jeden den pfijdou do ordinace), realna cisla (hladina glukoézy v séru), ale i neciselnd mnozina,
napiiklad {ANO, NE} (zptsobi kousnuti klistéte borelidozu?), seznam tymu 1. fotbalové ligy (kdo bude
vitézem) nebo jeden z obrazk
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(co padne na kostce?). Abychom s takovymi vysledky mohli pocitat, potfebujeme kazdému vysledku
prifadit (realné) ¢islo. Tato ¢isla miizeme pfifadit libovoln¢; z praktickych dtvoda to udélame tak, aby
pfifazeni mélo logicky smysl, napf.
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(Poznamka. Pokud je vysledek situace Ciselny, toto pfifazeni miZze — ale nemusi — byt identickym
zobrazenim, tj. kazdému ciselnému vysledku pfifadime pravé toto ¢islo.) Tomuto pfifazeni budeme
fikat ndhodna veli¢ina. Nahodna veli¢ina je tedy pfifazeni Ciselné hodnoty kazdému moznému
vysledku situace.

Abychom nahodnou veli¢inu mohli pln€ popsat, musime umét kvantifikovat, jak Casto ten ktery
vysledek vyjde. Pro tGcely tohoto popisu délime ndhodné veli¢iny na diskrétni a spojité. Diskrétni je
takova ndhodna velicina, jejimiz hodnotami jsou izolovand cisla; téch je konecné nebo spocetné
mnoho. Diskrétni ndhodnou veli¢inu popisujeme pravdépodobnostni funkci, kterd kazdé mozné
vysledné hodnoté X; pfifadi pravdépodobnost pi. Hodnoty pravdépodobnostni funkce znazoriiujeme
obvykle formou tabulky nebo grafu — nasledujici graf a tabulka vyjadiuji pravdépodobnostni funkci
stejné nahodné veli¢iny:

Pravdépodobnostni funkce ¥

Pi 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

Vsimnéte si, Ze pravdépodobnosti jsou Cisla mezi 0 a 1 a celkovy soucet pravdépodobnosti pies
vSechny mozné jevy (vysledky) je jedna. (V bézném hovoru jsme zvykli mluvit o pravdépodobnostech
vyjadienych v procentech. Protoze procento znamena jednu Cast ze sta, tedy jednu setinu, plati
napiiklad 0,05 =5 %.)



Spojita ndhodna velicina muze nabyvat vSech hodnot znéjakého intervalu (pfi¢emZ za interval
povazujeme i mnozinu vSech realnych cisel, tedy (-o0;+w) ). Protoze je (izolovanych) hodnot na
intervalu nekone¢n¢ mnoho, musi mit kazda z nich nulovou pravdépodobnost (v opa¢ném ptipadé by
celkova pravdépodobnost ptekrocila hodnotu jedna, tj. 100 %). V ptipadé spojité nahodné veliciny
tedy potfebujeme vyjadfit pravdépodobnost jinak. Popisujeme ji funkci f(x), kterou nazyvame hustotou
pravdépodobnosti (viz nasledujici obrazek). V grafu hustoty pravdépodobnosti se hodnoty

£(x)

il i §
pravdépodobnosti vyjadiuji jako plocha pod grafem hustoty:

Bila ohrani¢ena plocha znazornuje pravdépodobnost, ze vysledek lezi mezi hodnotami X; a X, tedy
P[X e (x1;x2)]. Hustota tedy miZe nabyvat pouze nezapornych &isel a plocha pod celou kiivkou
(hustotou) se musi rovnat jedné (tj. 100 %).

Stejnou informaci jako pravdépodobnostni funkce (v pfipade diskrétni ndhodné veli¢iny) nebo hustota
(v ptipadé spojité nahodné veli¢iny) nese distribucni funkce F(X). Jeji vyhodou je, ze je definovana
stejné v piipadé diskrétni i spojité nahodné veli¢iny: F(X) = P[X <x]. Nasledujici obrazky piedstavuji
priklady distribu¢ni funkce diskrétni a spojité nahodné veliciny.
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Zatimco pravdépodobnostni funkce a hustota

vyjadiuji ,,lokalni“ informaci, tedy pravdépodobnost n&jakého bodu ¢i (libovolné malého) intervalu,
distribu¢ni funkce vyjadiuje souétovou (integralni) informaci — pravdépodobnost v§ech bodti mensich
nebo rovnych dané hodnoté souhrnné. Ze znalosti pravdépodobnostni funkce nebo hustoty lze
zkonstruoval distribuéni funkci a naopak, ze znalosti distribu¢ni funkce lze zkonstruovat
pravdépodobnostni funkci nebo hustotu. Jedna se tedy o dvé vyjadieni, kterd nesou stejnou informaci.
Kteroukoli z téchto funkci nazyvame rozdéleni nahodné veliciny.

Poznamka. Na prvni pohled je podivné, Ze se popis diskrétnich a spojitych nahodnych velicin tak 1isi.
Mezi spojitymi a diskrétnimi nahodnymi veli¢inami vSak existuje celd prechodova tfida ,,smiSenych®
nahodnych velicin, které¢ v sobé kombinuji vlastnosti spojitych i diskrétnich nahodnych veli¢in a
jejichz popis je blize jedné nebo druhé skuping. V praxi je obvykle mozné rozdélit zkoumani smisené
nahodné veli¢iny na zkoumani jeji ,,spojité ¢asti“ a jeji ,,diskrétni ¢asti®, a proto se ucebnice zakladu
pravdépodobnosti obvykle omezuji pouze na pfipady Cistych spojitych nebo Cistych diskrétnich
veli¢in.

Pravdépodobnostni model je zalozen na znalosti nahodné veliciny a jejiho rozdéleni, tedy

- vS8ech moznych vysledkti nahodného déje (mnoziny elementarnich jevi),



- &iselného vyjadieni kazdého vysledku (nahodné veliciny) a
- kvantifikace nahody, tedy informace, nakolik je kazdy vysledek mozny (rozdé€leni ndhodné
veli¢iny).

Charakteristiky nahodné veli¢iny

Nahodna velicina je plné popsana funkci (distribu¢ni funkci nebo hustotou nebo pravdépodobnostni
funkci), ¢imz je problém pro matematika vyfeSen. Popis pomoci funkce vSak neni piili§ prakticky
V béznych situacich a pro fadu lidi je nesrozumitelny. Pro rychlou pfedstavu o ndhodné veli¢iné miize
byt pomérné slozity. Vznikl pozadavek popsat ndhodnou veli¢inu pomoci jednoho, ptipadné nékolika
¢isel. Ackoli se takovy pozadavek zdd nesmyslny (chceme totiz nahradit nekone¢né¢ mnoho ¢isel
Vv popisu funkce za maly pocet Cisel), ukazalo se, ze takova Cisla, kterd podavaji pomémé dobrou
pfedstavu o nahodné veli¢ing, dokaZzeme definovat. Budeme jim fikat charakteristiky. Charakteristika
je tedy realné Cislo, které je jednoznacné pritazené rozdeleni a popisuje n&jakou vlastnost daného
rozdéleni. Charakteristik dokazeme definovat nekonecné mnoho (napiiklad nejmensi moznou
hodnotu, nejvy$§i moznou hodnotu, nejéastéjsi hodnotu atd.). Casto nam vsak sta¢i napiiklad
informace o tom, kolem jaké hodnoty se bude ndhodna veli¢ina pohybovat. Informace o primérné
hodnoté a velikosti moznych odchylek od této hodnoty mutze laikovi zprostfedkovat ptredstavu
0 nahodné veli€iné vice, nez presna, ale slozitd funkce. Mezi vSemi charakteristikami se Casem
vydélila mald skupina, kterda se dnes standardné pouziva k popisim nahodné veliCiny.

vvvvvv

Stredni hodnota p = EX nadhodné veli¢iny X je zobecnénim aritmetického priméru a pro diskrétni a
spojité nahodné veliciny je definovana vzorci

p=ipixnrespou= [ x:f(x).

P on13

Jedna se tedy o ,,prumér” vSech moznych (ndhodnych) hodnot, pticemz jednotlivé hodnoty jsou
vazeny mirou svého vyskytu (pravdépodobnosti, resp. hodnotou hustoty). Pokud jsou vS§echny hodnoty
stejné¢ mozné (napif. hod idealni kostkou), pak je stfedni hodnota prosty aritmeticky praimeér.
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Samotna stfedni hodnota pro predstavu o ndhodné veli¢in€ nestaci. Mozné hodnoty se totiz n¢kdy
mohou pohybovat v bezprostiedni blizkosti praiméru (tj. ndhodné odchylky jsou malé), jindy mohou
byt i velmi vzdalené (velké nahodné odchylky). Informaci o velikosti odchylek od pruméru dava
rozptyl 02 = var X, ktery je definovan jako

0% = E(X —EX)2.

Jedna se tedy o primérnou ¢tvercovou odchylku od stiedni hodnoty. Rozptyl velice piesné popisuje,
jak vzdalené mohou byt jednotlivé vysledky od priiméru. Protoze je vSak vyjadfen v jinych jednotkach
nez jednotliva méteni (i stfedni hodnota), Casto byva nahrazen smerodatnou odchylkou o, ktera je jeho
odmocninou, tedy

o= Vo2,

Smérodatnd odchylka ma stejny rozmer, jako méfena veliCina, a proto ji lze vyuzit k vyjadfeni
uréitého intervalu, v kterém mozné hodnoty lezi, napf. u + ko, kde kje kladné ¢&islo. K této
problematice se vratime v dal$im textu.

Celou skupinu charakteristik ptedstavuji kvantily. Pro spojité nahodné veli¢iny je jejich definice
pomérné jednoducha: ke kazdému ¢islu a € (0; 1) definujeme a-kvantil x, jako takovou realnou
hodnotu, aby pravdépodobnost vysledku mensiho nebo rovného x, byla rovna pravé a. Mame tedy



P[X < x,] = a, a protoze pravdépodobnost na levé strané této rovnice je hodnota distribu¢ni funkce,
miizeme definici a-kvantilu x, prepsat jako x, = F~1(a). Definice a-kvantilu je znizornéna na
nasledujicim obrazku:

L-kyantil

Nékteré kvantily maji zvlastni nazev. Hodnota x, 5 se nazyva medidn, hodnota x,,5 dolni kvartil,
hodnota x5 horni kvartil. Casto se také pracuje se vzdalenosti dolniho a horniho kvartilu, tedy
Xo,75 — Xo,25. Tato hodnota se nazyva mezikvartilové rozpéti. Median déli Ciselnou osu na dvé
poloviny se stejnou pravdépodobnosti (50 %). Pokud je rozdé¢leni symetrické podle sttedu, je median
shodny se stfedni hodnotou. Pokud vsak rozdé¢leni
Distribuce mezd v roce 2014 neni symetrické, median a stfedni hodnota se 1isi a
i e jejich pouziti je tfeba zvazit podle potfeby
interpretace. Typickym nesymetrickym rozdélenim
je  rozdéleni mezd. Obrazek  zvefejnény
Ceskomoravskou konfederaci odborovych svazii
ukazuje rozdéleni mezd v CR v roce 2014. Zatimco
median (dé€lici populaci na 50 % s niz$i mzdou a 50
R % s vyssi mzdou) byl 22 097 K¢, stfedni hodnota
Zdroj: https://www.facebook.com/CMKOS/photos/a.209023719111975. mzdy (primérna mzda) byla 26 804 K¢&; pod touto
63632.203251603022520/1244111912269812/?tvoe=3&theater hodnotou Vﬁak bylo 69 % pracovnﬂ(ﬁ,
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(z divodu ,,skokovitého* charakteru této funkce). Zakladni myslenka vSak zGstava stejna (rozdéleni
populace tak, aby 100 - a % jejich prvku lezelo pod x, a 100 - (1 — ) % jejich prvkt nad x,,).

Normalni rozdéleni

Z definice distribu¢ni funkce (pfipadné hustoty) je jasné, ze rtiznych rozdé€leni pravdépodobnosti je
nekone¢né mnoho. Mezi vSemi rozd€lenimi pravdépodobnosti ma zvlastni postaveni normdalni
rozdelent, jehoz hustotou je Gaussova krivka. Hustota normalniho rozdéleni je

1 _G=w?
fG)=F=€e 2 pro—o<x<+n

Hustota tedy zavisi pouze na dvou parametrech, p a o?, pficemz prvni z nich je stiedni hodnotou a
druhy rozptylem (odtud také obvyklé oznaceni pro tyto dva parametry). Jedna se tedy o ptipad, kdy

(s)~ N{wc*) (%) ~ N{.69)




dvé charakteristiky (parametry) plné uruji rozdéleni pravdépodobnosti. Normalni rozdéleni
s parametry p a o obvykle oznacujeme N(u,02). Grafem hustoty normalniho rozdéleni je diivérné
znama Gaussova kiivka zobrazena vlevo; vpravo je pak jeho distribu¢ni funkce.

Mnoho fyzikalnich méfeni lze velice dobfe aproximovat normalnim rozdélenim. Takova méfeni jsou
dvojiho druhu. Zaprvé jsou to ta, kde jsou rozdily v hodnotach zpisobeny chybou méfeni. Jestlize je
chyba pii méteni néjaké neznamé velic¢iny souctem velkého mnoZzstvi malych odchylek, které mohou
byt vlivem nahody kladné i zaporné, Ize obvykle pouzit normalni rozdéleni. Zadruhé se jedna o méfeni
veliCin, které ,,pfirozen¢ kolisaji. Naptiklad néktera méteni v biologii, jako vyska riznych jedincd,
jsou také normalné rozd¢lena. ,,Nenormalita“ je ve skutecnosti tak fidka, Ze jiz samotny jeji vyskyt je
vyznamnym ukazatelem. Casto je normalita predpokladéna ,,ad hoc“, bez hlubsi analyzy. K tomu
prispél rozvoj matematické statistiky v prvni poloving 20. stoleti. Rada metod matematické statistiky
je totiz dobfe prozkoumana pouze pro normdlni rozdé€leni, protoze nejsou dostatecné popsany
transformace (funkce) jinych rozdé€leni. (Automaticky pfedpoklad normality vSak mize vést k vaznym
chybam.)

Pro normalni rozdé€leni je také dobfe prozkoumany vliv druhého parametru (rozptylu), resp. jeho
odmocniny (smérodatné odchylky). Pravdépodobnost, Ze se vysledek odchyli od stiedni hodnoty p
0 méné nez o, je 0,6827; pokud povolime chybu 2o, pak pokryvame vysledky s pravdépodobnosti
0,9555, a v ptipadé¢ 3o dokonce 0,9973 (viz nasledujici obrazek). Odtud plyne tzv. ,,pravidlo 3c*:
pravdépodobnost toho, ze hodnota ndhodné veli¢iny X lezi mimo interval (4 — 30; u + 30), je mensi
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nez 0,003 (Casto se vSak zapomina na nutny predpoklad normality!).

Jestlize ma nahodna veli¢ina X rozdéleni N(u,0), potom ma nahodna veli¢éina Y = (X —p)/o
rozdéleni N(0,1). Toto rozdéleni nezavisi na zadném parametru a nazyva se normované normalni
rozdeleni. Hodnoty N(0,1) jsou tabelované a jsou také integrované v fadé pocitacovych aplikaci
(vCetné Excelu).

S normalnim rozdélenim souviseji rozdéleni chi-kvadrat (y?) rozdéleni, Studentovo t-rozdéleni a
Fisherovo F-rozdéleni. Tato rozdéleni se pouzivaji pti konstrukei intervalti spolehlivosti a pii testovani
hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni. Jejich kvantily jsou béZzné tabelovany a také integrovany
ve statistickém softwaru.

Rovnomérné rozdéleni

Pokud piedpokladame, Ze vSechny vysledky jsou stejné mozné, potom mluvime o rovnomérném
rozdé¢leni. Diskrétni rovnomérné rozdéleni popisuje nahodnou veli¢inu, ktera ma kone¢ny pocet stejné
moznych vysledkti (napf. hod idealni hraci kostkou na levém obrazku); spojité rozdéleni
pravdépodobnosti popisuje nahodnou veli¢inu, ktera nabyva hodnoty z kone¢ného intervalu (a, b) a
vSechny hodnoty jsou stejné¢ mozné (napi. nahodna veli¢ina na pravém obrazku).
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Stfedni hodnota diskrétniho rovnomérného rozdéleni je aritmeticky primér moznych hodnot, stfedni
hodnota spojitého rovnomérného rozdéleni je stied intervalu {a, b), tedy bod (a + b)/2. Piedpoklad
rovnomeérného rozdéleni pouzivame Casto v piipade, Ze o rozd€leni nic nevime; potom je rovnomérné
rozdélené ,,nejhorsi moznou uvazovanou variantou (nese nejméné informaci).

[e)]

Zaklady matematické statistiky

Matematicka (induktivni) statistika te$i dualni Glohu k teorii pravdépodobnosti. Zatimco v teorii
pravdépodobnosti byl nas ukol sestavit teoreticky model, ktery by kvantifikoval pravdépodobnosti
(budoucich) dusledkd néjakého jevu, v matematické statistice mame fadu namétenych hodnot, tedy
disledek, ktery mtize mit fadu (minulych) pficin, a tyto pfi¢iny chceme néjak utfidit (naptiklad najit
nejpravdépodobndjsi, vyloudit malo pravdépodobné apod.). Ulohu fesime z popula¢niho pohledu,
tj. nezajimaji nas konkrétni pfipady (z kterych jsme naméfili data), ale obvyklé situace v celé populaci.
Dv¢ zakladni oblasti matematické statistiky jsou teorie odhadu a testovaini hypotéz.

Chceme-li védét, jak chutna vino v sudu, nemusime vypit cely sud; staci maly dousek a vime, na ¢em
jsme. Obdobné pracujeme pfi statistické analyze dat. Cely soubor, o kterém chceme vypovidat,
nazyvame populaci. Takovou populaci mohou byt vsichni obyvatelé CR, viechny dospé&lé Zeny
V Plzni, v§echny mobilni telefony iPhone 6 prodané v roce 2016, nebo v§echny ryby ve VItavé. Nasim
cilem je udé€lat n&jaky zavér o celé populaci. Neméfili jsme ale vSechny jedince v populaci, ale pouze
né&jaky podsoubor. Ten nazyvame vybérovym souborem. Tedy na zakladé zjisténi provedenych na
¢lenech vybérového souboru chceme délat zavéry o celé populaci. Napiiklad na zakladé odpovéedi
1000 respondentii (vyb&rového souboru) délame zavéry o oblibé zubnich past mezi obyvatelstvem CR
(populace), nebo na zakladé chemické analyzy 1 kg rajéat délame zavéry o obsahu dusi¢nanti nebo
tézkych kovil v celé dodavce.

Zaveéry, které udélame na zakladé vybérového souboru, plati piesné pouze pro tento vybérovy soubor.
Jestlize je interpretujeme pro celou populaci, dopustime se chyby. Tuto chybu chceme kvantifikovat.
Idealni by samozfejmé bylo mit informace o celé populaci. Divodi, pro¢ misto toho zkoumame pouze
vybér, je celd fada. Mezi hlavni patii:

1. populace mize byt nekone¢né nebo tak velkd, ze neni technicky mozné zkoumat vSechny jeji
jedince (napft. vSechny ryby v mofti);

vyzkum celé populace by byl ¢asové naro¢ny;

cena vyzkumu celé populace vysoce pievySuje piinosy;

testy je mozné provadét pouze destrukéni metodou (zkoumany jedinec se pii testu znici);

¢ast populace nemame k dispozici;

vysledek testu je stejné vzdy zatiZzen chybou, Gplné presnosti nelze dosahnout.

ok~ wd



Je ziejmé, Ze presnost naSich zavéru zalezi na velikosti vybérového souboru. Piekvapivym
teoretickym vysledkem vsak je, Ze pfesnost zavéru nezalezi na velikosti populace, ale pouze na
velikosti vybérového souboru. Proto ziskame stejné piesné vysledky z vyzkumu vetfejného minéni
mezi 1000 obyvateli CR (ptame se asi jednoho z 10 000 obyvatel) jako mezi 1000 obyvateli USA
(ptame se jednoho ze zhruba 320 tisic obyvatel). Existuji matematické metody, které umoziuji
spocitat minimalni rozsah vyb&rového souboru, aby vysledky mély pozadovanou ptesnost.
Poznamenejme vsak, Ze ¢asto musime vychazet z existujicich dat a nemtizeme si velikost vybérového
souboru diktovat. To je velice Casty ptipad pii lékarském vyzkumu.

Velikost vybérového souboru vSak sama o sob& nezarucuje jeho vypovédni hodnotu. Pfi nepeclivém
vybéru mize dojit k systematické chybé, kterou anglicky nazyvame bias (Cesky se mluvi
0 vychyleném odhadu nebo testu). Takové chyby se dopustime, pokud zkoumame vybérovy soubor,
ktery nepokryva celou populaci rovnomérné — naptiklad zkoumame zdravotni stav (nebo politickée
preference) obyvatel Plzné na posluchagich 1ékaiské fakulty nebo nazor obyvatel CR pouze na
divacich diskusniho potadu v televizi Nova. Abychom se takovym chybam vyhnuli, musi byt nahodny
vybér reprezentativni, tj. musi rovnomérné zahrnovat vSechny slozky populace. Z matematického
pohledu je vybérovy soubor reprezentativni tehdy, jestlize kazdy jedinec z populace ma stejnou Sanci
(pravdépodobnost) byt do tohoto vybéru zafazen. Piestoze je tato definice jednoducha, v praxi je
mimotadné obtizné takovou podminku splnit. Existuji rizné navody, jak dosahnout slozeni
vybérového souboru, ktery by se co nejvice blizil reprezentativnimu. Pti 1ékafském vyzkumu obvykle
nemame vyberovy soubor, ktery by byl reprezentativni pro celou populaci. Musime byt tedy velice
opatrni pfi stanoveni, pro jakou populaci nase vysledky plati.

Nahodny vybér

Zakladem vypoctll v matematické statistice jsou tedy hodnoty naméfené na vyb&rovém souboru.
Z matematického pohledu je kazda hodnota v tomto souboru nahodnou veli¢inou (hodnota, kterou
naméfime jako i-tou, zdvisi na nahodé, ktera spoliva jednak v tom, kterého jedince vybereme
z celkové populace jako i-tého, jednak je dana nahodnou chybou méfeni). Jestlize ma vybérovy soubor
n jedinci, dostaneme tedy n nahodnych veli¢in. Pro jejich analyzu se ndm hodi vySe popsana teorie
pravdépodobnosti. Abychom mohli takto naméfené veli¢iny pouzit pro statistickou analyzu,
potfebujeme, aby spliiovaly dvé podminky: (i) musi byt navzajem nezavislé a (ii) musi mit stejné
rozdéleni pravdépodobnosti. Prvni podminka zajiStuje, Ze nektera z hodnot neovlivni vysledek
statistické analyzy vice, nez kolik ji pfislusi (vSechny namétené hodnoty tedy budou mit na vysledek
analyzy stejny vliv, ve kterém se navzajem neovliviiuji). Druha podminka je nutna, abychom mohli
feSit ulohy o charakteristikach takového rozdéleni (napiiklad jaka je ,,primérna hodnota“ nebo
variabilita populace).

Vyse popsany soubor nahodnych velicin, které odpovidaji vybérovému souboru ze zakladni populace,
o které chceme vypovidat, nazyvame nahodny vybér. Nahodny vybér je tedy vektor

X1, X2, X3, ..., X

nadhodnych veliCin, které jsou nezavislé a maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti. Nezavislost
zajistime usporadanim experimentu. Pro vypoCty pak musime znat alespon typ rozdélené (jeho
parametry pak odhadujeme). Pti stanoveni typu rozdéleni obvykle vychazime ze zkuSenosti. Zda se
nahodny vybér fidi ptedpokladanym rozdé€lenim, miizeme otestovat statistickym testem (viz dale).

Nejvice statistickych postupli je znamo pro ndhodny vybér z normalniho rozdéleni. Pokud nemame
divod ptredpokladat poruseni normality, je obvyklé povazovat nahodny vybér za vybér z normalniho
rozdéleni. Je vhodné tento piedpoklad pred dalSimi statistickymi postupu otestovat nékterym
z moznych testll normality (viz dale). Pokud takovy test hypotézu normality nezamitne, pokra¢ujeme



dale podle vzorct pro vybér z normalniho rozdéleni. Pokud normalitu ndhodného vybéru zamitneme,
pokra¢ujeme obvykle dale za piedpokladu rovnomérného rozdéleni; pak piedpokladame, ze
0 rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vybéru neméame zadné informace, a povazujeme vsechny
vysledky za stejné mozné (to je z pohledu vypoctu nejhor$si mozny piedpoklad; mame minimum
informace).

Bodové odhady
Nejjednodussi ulohou matematické statistiky je bodovy odhad. Ten je zalozen na nahodném vybéru
X1, X5, X3, .., X

Z populace (zakladniho souboru). Mtizeme odhadovat jakoukoli charakteristiku rozdéleni nahodného
vybéru. Pro kazdou charakteristiku pak existuje mnoho rtznych moznosti odhadu. Nejéastéji
odhadované charakteristiky jsou stfedni hodnota, rozptyl a kvantily.

Na odhadu stfedni hodnoty (tedy ,,priméru) si ukdzeme, Ze mizeme pouzit rizné odhady stejné

charakteristiky. Odhadem stiedni hodnoty miize byt aritmeticky primér 8, = %2?21 X;, mize jim byt

ale i primér z maximalni a minimalni naméfené hodnoty 8, = (maxX; + min X;)/2 nebo prostiedni
L L

namétend hodnota (tj. odhad medianu X, 5) a mnoho dalsich.

Mozné odhady budeme chtit tfidit, abychom mé¢li voditko, ktery z moznych odhadt je vhodné pouzit.
Existuji riizné kritéria pro takovou klasifikaci; nejbéznéjsi je volit nejlepsi nestranny odhad. Kazdy
odhad je funkci nahodnych veli€in, a tedy je také ndhodnou veli¢inou. Jako ndhodna veli¢ina ma své
charakteristiky, predevs§im tedy stfedni hodnotu a rozptyl. Za nestranny odhad budeme povazovat
takovou funkci nahodného vybéru, aby jeji stiedni hodnotou byla skuteéna hodnota hledané
charakteristiky. Jedna se o velice intuitivni podminku: chceme, aby hledana hodnota leZela ,,ve stfedu*
naSich moznych vysledkt. Jako nahodna veli¢ina ma odhad také rozptyl. Za nejlepsi nestranny odhad
oznac¢ime mezi vSemi nestrannymi odhady ten, ktery bude mit nejmensi rozptyl. Odhad je nahodna
veliCina, pokazdé tedy dostaneme jako odhad jinou hodnotu. Podle vySe uvedené definice oznac¢ime
jako nejlepsi nestranny odhad takovy odhad, jehoZz hodnoty se budou dlouhodobé pohybovat kolem
hledané charakteristiky (nestranny — stfedni hodnotou je hledana charakteristika) a kde odchylky od
hledané hodnoty budou co nejmensi (minimalni rozptyl).

Jestlize je ndhodny vybér proveden z normalniho rozdéleni o neznamych parametrech p a o2, jsou
nejlepsimi nestrannymi odhady téchto dvou parametrii nahodné veli¢iny

¥ = 1 1 _
X= %k X, resp. $7= —3L (X — )%

Pokud chceme odhadnout smérodatnou odchylku, vyuzijeme toho, Ze je definovand jako odmocnina
z rozptylu, a odhadujeme ji hodnotou S = VS2.

Casto chceme odhadnout nékteré kvantily (napiiklad median Xos5). Pro tento Ucel piesklddame
nahodny vybér tak, aby hodnoty jeho aktudlni realizace (tj. naméfené hodnoty) byly sefazeny od
nejmensi k nejvyssi. Protoze ndhodny vybér tvotily hodnoty pro ndhodné vybrané jedince z populace,
jeho smysl se takovym preskladanim nezméni; potfebné vlastnosti — nezavislost a shodnost rozdéleni
pravdépodobnosti — ziistavaji v platnosti. Na§ nahodny vybér

X1,X5,X3, ..., Xy

tedy uspofadame podle velikosti aktudlni realizace a jednotlivé nahodné velic¢iny v tomto
preskladaném nahodném vybéru oznadime indexem v zavorce tak, aby (1) oznacovala nejmensi



hodnotu, (2) druhou nejmensi atd. az (n) nejvy$si hodnotu. Dostaneme tedy uspoifadany nahodny
vybér

Nyni odhad kvantilu provedeme ,,odpocitinim* potiebného poctu vysledkl. Jestlize je n liché, pak

odhadem medianu bude ,,prostiedni* hodnota £y 5 = X n+1,. Jestlize je n sudé, pak zadna prostfedni

-

hodnota neexistuje, protoze by lezela mezi X @ 2 X Mezi témito ¢isly mizeme zvolit za odhad
2

G+1)°

medianu libovolnou hodnotu, neexistuje zadny matematicky divod, ktery by nékterou z nich

preferoval. Obvykle ale volime aritmeticky primér z nich, tedy X5 = (X @t X +1)) /2. Obdobné
2 2

odhadujeme jiné kvantily x, pro a € (0,1). Odhady kvantilti obvykle znazoriiujeme jako krabicovy
diagram (anglicky box plot). Typicky krabicovy diagram je znazornén na nasledujicim obrazku
(vSimnéte si, Ze muze byt situovan vertikalné i horizontalné¢).

—|— <—— Maximum = 100% kvantil

<—— Horni kvartil = 75% kvantil

L] <—— Median = 50% kvantil

l <—— Dolni kvartil = 25% kvantil

<—— Minimum = 0% kvantil

Na krabicovém diagramu jsou vyznaceny median, dolni a horni kvartil a bud’ maximum a minimum
(Jako na obrazku) nebo Castéji 5% a 95% kvantil, tedy x( o5 @ Xg 95. Oznaceni téchto krajnich hodnot
nazyvame ,,fousy”. Ve druhém ptipadé se za krajnimi body fousd vyznacuji jest¢ odlehla pozorovani,
tj. naméfené hodnoty, které lezi vné hodnot x, o5 @ x 95. Krabicové diagramy jsou velice nazorné
zejména v piipadech, kdy chceme graficky srovnat hodnoty dvou nebo vice ndhodnych vybéru, jak
ukazuje nasledujici ilustraéni piiklad (obrazek ukazuje srdecni frekvenci hrace v basketbalovém
utkani; pfevzato z knihy V. Siiss, M. Tima a kol.: ZatiZzeni hra¢e v utkani, Karolinum, Praha, 2011,
str. 105).
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Intervalové odhady

I kdyZ k odhadu parametru (charakteristiky) pouzijeme nejlepsi nestranny odhad, vysledek je vzdy
zatizen chybou. Obvykle nas zajima, jak velikd takova chyba mize byt. Matematicka statistika
vyuziva k odhadu chyby odhad rozptylu (resp. smérodatné odchylky). Konstruuje intervalovy odhad,
kde k pfedem stanovené (malé) pravdépodobnosti chyby a zkonstruuje interval, v némz dana hodnota
lezi s pravdépodobnosti (1 — a). Rikame, Ze jsme zkonstruovali interval spolehlivosti na hladiné
vyznamnosti (1 — a).

Intervalové odhady jsou dobfe popsané pro ndhodné vybéry z normalniho rozdéleni. UkaZeme si
konstrukei intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu, coz je zdaleka nejcastéji pouzivany piipad.
Jestlize se nahodny vybér o rozsahu n ¥di normalnim rozdélenim s parametry u a 6%, ma statistika X
normalni rozdéleni s parametry u a o?/n (tedy ma stejnou stfedni hodnotu jako nahodny vybér, ale
rozptyl se snizuje srozsahem vybéru; pro n — 400 konverguje rozptyl knule) a statistika
(n—1)-S?/0? marozdéleni y? s (n — 1) stupni volnosti. Potom ma statistika

_X_
~ S/n

Studentovo rozdéleni (t-rozdé€leni) s (n — I) stupni volnosti. (Poznamka. V tuto chvili neni nutné
zabyvat se podrobné chi-kvadrat rozdélenim nebo Studentovym rozdélenim. Staci védét, ze obé tato
rozdé¢leni jsou dobie popsana a hodnoty jejich kvantili jsou tabelované a integrované ve statistickém
softwaru. Dulezitou vlastnosti pro nas je, ze Studentovo rozdéleni je symetrické kolem nuly; proto pro
jeho kvantily plati obdobna symetrie jako u normalniho rozdé¢leni.)

Oznacime t,(n — 1) a-kvantil Studentova rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti; ze symetrie Studentova
rozdéleni kolem nuly plyne t,(n — 1) = —t;_,(n — 1). Potom ma interval spolehlivosti pro stfedni
hodnotu nahodného vybéru p na hladiné vyznamnosti 1 — o, tvar

- S & S
(X - tl_%(n - 1)ﬁ'X + tl_%(n - 1) ﬁ) .

Na nasledujicim obrazku je znazornén princip konstrukce intervalového odhadu na zakladé kvantili
(v naSem piipad¢ to byly kvantily ta(n — 1) a t,_a(n — 1) ) Studentova rozdéleni. Interval spolehli-
2 2

vosti pfedstavuje mnozinu hodnot, ve které hledany parametr lezi s pravdépodobnosti (I — @).

\
/ "\.\(1 —%) kvantil
A\

V praxi je nutné rozhodnout, na jaké hladin€ vyznamnosti 1 — o interval spolehlivosti zkonstruujeme.
Pokud zvolime a velké, bude sice interval piijemné Uzky, ale za cenu vysoké moznosti chyby (tj.
situace, ze by skute¢na hodnota stfedni hodnoty lezela mimo zkonstruovany interval). Pokud naopak
z dGvodu opatrnosti zvolime mozZnou chybu a velice malou, bude interval spolehlivosti tak Siroky,




ze bude v praxi nepouzitelny. Musime tedy vzdy hledat kompromis mezi $itkou intervalu a velikosti
chyby, kterou pfipustime. Obvykla hladina vyznamnosti je 95 %, vyjime¢né v ptipadé opatrnosti
(naptiklad pfi testech 1éka) 99 %.

Statistické testy hypotéz — teorie

Pti statistickych testech stavime proti sobé dvé hypotézy. Nulovou hypotézu Ho, kterou povazujeme za
platnou, pokud nedokazeme opak, a alternativni hypotézu Hi, kterd plati, pokud nulovou hypotézu
zamitneme (vyvratime). Pfedstavme si situaci, kdy 1ékaf ma na zaklad€ krevniho testu rozhodnout, zda
jeho pacient je HIV pozitivni. Test je kvantitativni — kromé krajnich jasnych hodnot (zdravy x
nemocny) miize byt vysledkem né&jakd hodnota mezi obéma jasnymi feSenimi. Kromé toho je test
zatizen experimentalni chybou a jeho hodnota se miZze od skuteéné hodnoty liSit. Lékat tak miaze pii
rozhodovani udélat chybu dvojiho druhu: miize se mu stat, Ze zdravému ¢lovéku oznami, ze ma AIDS
(jak to ten pacient snese?), muze také nakazenému pacientovi sdélit, ze je zdravy (ten bude tu nemoc
Sifit dal!). Je ziejmé, Ze pii krajnich hodnotach testové veli¢iny k chybé nejspis nedojde. Pokud je ale
jeji hodnota ,,nékde mezi“, nese kazdé rozhodnuti urcitou moznost chyby. Ktera z nich je lepsi? Ma
byt spiSe chranéna spolecnost (i pfed nejistymi pifipady), nebo ma byt jednotlivec chranén pied
chybnym rozhodnutim (i za cenu toho, Ze ndm mtiZze uniknout nemocny)? Ve stejné situaci je soudce.
Je pfed né&j priveden obvinény (tfeba z vrazdy). Soudce nevi, zda je ve skuteCnosti vinny nebo
nevinny. Na zaklad¢ netuplnych dikazi musi o jeho viné rozhodnout. Opét miize udélat dva typy chyb:
odsoudit nevinného, ale také propustit na svobodu vraha.

Stejné chyby mohou nastat i pii statistickych testech, kdy testujeme nulovou hypotézu Ho proti
alternativni hypotéze Hi. Skute¢nou situaci (zda plati Ho nebo Hi) nezname a rozhodujeme na zakladé
nepiesného testu. Pokud ve skutecnosti plati Ho a experimentator se rozhodne pro Hi, fekneme, Ze se
dopustil chyby 1. druhu; tuto chybu zna¢ime a. Pokud ve skuteCnosti plati Hi a experimentator se
rozhodne pro Ho (tj. nezamitne Ho), dopusti se chyby 2. druhu B. Tuto situaci shrnuje nasledujici
tabulka:

na zaklade testu se | V¢ skutecnosti plati

experimentator rozhodne pro Ho H,

Ho v poradku CHYBA 2. DRUHU
H; CHYBA 1. DRUHU «a v potadku

Z vyse uvedenych piikladid (HIV, soudce) je zfejmé, Ze v jednom experimentu nemizZeme soucasné
snizit obé chyby na minimum. To by bylo sice Zddouci, skutecnost je vSak takova, Ze pfi snizeni chyby
1. druhu (odsoudim nevinného) roste chyba 2. druhu (propustim vraha) a naopak. Statistik tedy mtze
kontrolovat pouze jednu zuvedenych chyb; zvolime chybu 1. druhu a. Pfi této volbé udélame
nanejvys malou chybu (o), pokud na zéklad¢ testu zamitneme nulovou hypotézu Ho. Bud’ plati
alternativni hypotéza H; a my jsme rozhodli spravné, nebo plati Ho a my jsme ud¢lali chybu — to se ale
stane nanejvys ve 100a % piipada. Pokud bychom ale Hy pfijali, miiZze byt nase rozhodnuti $patné ve



velkém procentu piipadt (chybu 2. druhu nekontrolujeme). Proto statistik voli mezi dvéma zavéry
testu:

a) na zaklad¢ testu zamitame Ho (s védomim mozné chyby nejvyse o %),
b) na zaklad¢ testu nemuzeme udé€lat o hypotézach Zzadné rozhodnuti (hypotézu Ho nezamitame,
jeji ptijeti by vSak mohlo byt chybné).

Jak by to vypadalo v ptipadé soudniho liceni? Hypotézy formulujeme takto:

Ho: obzalovany je nevinen,
Hi: obzalovany je vinen.

Pokud soudce shromazdi proti obzalovanému dostatek diikazli, zamitne Ho; jinak vychazi z presumpce
neviny.

Statistik tedy voli maximalni velikost chyby a. Cislo 1 — o se pak nazyva (obdobné jako u intervalu
spolehlivosti) hladina vyznamnosti. Obvykle se voli o = 0,05 nebo o = 0,01; tato volba samoziejmé
zavisi na povaze testu. Pokud zkousime bezpecnost nového 1éku, volime velice malou chybu 1. druhu,
pokud zkouSime, které krmivo pro psy jim vice chutna, mizeme klidné volit o = 0,10. Masivni
nasazeni vypocetni techniky umoznilo pocitat pro statistické testy tzv. p-hodnotu. Jestlize statistik
pocita p-hodnotu, nevoli hladinu vyznamnosti; jeji volbu ponechava na ¢tenafi, ktery svou volbu miize
rychle srovnat s vypoétenou p-hodnotou (tento pfistup bude jesté popsan dale).

Pfti statistickém testu tedy postupujeme nasledovne:

1. zvolime nulovou a alternativni hypotézu;

2. zvolime hladinu vyznamnosti;

3. vybereme testovou statistiku (jako funkci nahodného vybéru), ktera citlivé reaguje na platnost
¢i neplatnost nulové hypotézy;

4. ziskame realizaci nahodného vybéru (tj. provedeme experiment);

5. spocéteme hodnotu testové statistiky a srovname ji s ptislusnymi kvantily (ptipadné spocteme
p-hodnotu);

6. rozhodneme, zda mizeme nulovou hypotézu Ho na zvolené hladin€¢ vyznamnosti zamitnout.

Vzhledem Kk filozofii statistickych testti volime nulovou a alternativni hypotézu tak, aby rozhodnuti ve
prospéch alternativni hypotézy Hi vyvolavalo naslednou akci, zatimco rozhodnuti pro Hg pfedstavova-
lo ponechani existujiciho stavu. Jestlize Ho zamitneme, predpokladame, ze plati Hy a vyvolame nasi
akci (napf. zavieme vraha do vézeni); pokud Ho nemtizeme zamitnout, nic nepodnikdme.

Testy 0 parametrech normalniho rozdéleni

Jak jsme uz vidé€li v kapitole o intervalovém odhadu, pokud se nahodny vybér fidi normalnim
rozdé&lenim, zname rozdéleni statistik X a S2 a také celé fady rozdéleni, ktera jsou funkcemi t&chto
dvou statistik. Toho vyuZijeme pro testy.

Test o strredni hodnoté normalniho rozdéleni

Na zakladé n namétenych hodnot (ndhodného vybéru z normalniho rozd€leni) chceme rozhodnout, zda
se stfedni hodnota nahodného vybéru rovna teoretické hodnoté (naptiklad zda hmotnost baleni cukru
Vv supermarketu je 1000 gramil). Mame tedy nahodny vybér

X1, X0, Xz o) X



Stanovime hypotézy
Ho: = po
Hi:p# po

(testujeme tedy hypotézu, ze skutecnd stiedni hodnota populace, z které jsme vybrali ndhodny vybér,
je rovna ptredpokladané hodnoté po, proti alternativé, Ze se lisi). Pro tento test se nam opét hodi
statistika

_X-u
T—S/\/H.

Ta ma za platnosti Ho Studentovo rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti. Pokud tedy Ho plati, bude
hodnota statistiky T lezet s pravdépodobnosti 1 — o mezi kvantily Studentova rozdéleni ta(n — 1) a
2

t,_a(n—1) (viz kapitolu o intervalovém odhadu). Pokud Ho neplati, bude hodnota testové statistiky
2

T vyrazn€ vetsi, resp. vyrazn€ mensi, nez tyto kvantily. Na zaklad¢ této uvahy Ho zamitneme (stfedni
hodnota se lisi od predpokladané hodnoty), pokud

71> ¢, _a(n— 1),

V opaéném pripadé nemizeme Ho na zvolené hladin€ vyznamnosti (1 — @) zamitnout.

V nékterych ptipadech neni chybou jakakoli odchylka od teoretické hodnoty, ale jen odchylka na
jednu stranu (tj. bud’ pouze k vy$$im, nebo pouze k niz§im hodnotam). Napiiklad pfi testu hladiny
cholesterolu testujeme hypotézu Ho: p = 5,0 proti alternativé Hi: u > 5,0 (kde 5,0 mmol/l je referenéni
hodnota). Nizké naméiené hodnoty nas nezajimaji. V takovych piipadech nedélime povolenou chybu
o mezi dolni a horni extrémni hodnoty, ale ponechdme ji celou na té strané, kterd nas zajima.
Testujeme-li nulovou hypotézu Ho: p = po proti alternativé Hi: pu > po, zamitneme Ho, pokud

T> tl—a(n - 1);
testujeme-li Ho: u = po proti alternativé Hi: p < po, zamitneme Ho, pokud
T<ty(n—1)=—t;_,(n—1).

Pomoci t-testu mizeme vyhodnotit i tzv. pdrové testy. Nyni mame dva nahodné vyb&ry z normalniho
rozdé€leni o stejném rozsahu n, tedy X, X,, X5, ..., X, a ¥, Y5, Ys, ..., ¥y, pfiCemz i-td ndhodna veli¢ina
V prvnim nahodném vybéru logicky souvisi s i-tou nahodnou veli¢inou ve druhém nahodném vybéru.
Testujeme hypotézu, ze stiedni hodnoty obou soubord jsou stejné, proti alternativé, ze se lisi, tedy
Hy: uy = uy, Hy: ux # py. Uved’'me si dva typické priklady:

1. Chceme testovat prospé$nost vitaminového ptipravku pii vykrmu prasat. Z n vrhli vezmeme
vzdy po dvou selatech, jedno zafadime do skupiny s ptidavkem vitaminu v krmeni, druhé do
kontrolni skupiny bez vitaminového piidavku. Jinak v§echna selata krmime stejné. Zde Xja Y;
budou predstavovat dvojici selat z i-t€ho vrhu, z nichZ prvni dostane piidavek vitamind, druhé
nikoli.

2. Budeme testovat piinos medicinské intervence ke kvalité Zivota. U kazdého pacienta zjistime
kvalitu zivota pfed intervenci (X;) a po intervenci (Y;).

V tomto pfipadé mizeme vytvofit novy ndhodny vybér Ay, A, Ag, ..., Ay, kde A; = X; —Y;. | tento
novy nahodny vybér bude mit normalni rozdéleni; jeho stiedni hodnota bude u, = uy — ty, rozptyl
o? miZeme povaZovat za neznamy (nasledné ho odhadneme). Nase hypotézy se transformuji na



hypotézy Hy: up = 0, Hy: up # 0. To je jiz normalni ramec testovani stfedni hodnoty v (jednom)
normalné rozdéleném nédhodném vybéru, ktery jsme popsali vyse. Ulohu parového testu jsme tedy
prevedli na klasickou ulohu t-testu.

Testy o rozptylu normalniho rozdéleni

Na zékladé nahodného vybéru Xi,X,,Xs,...,X, Znormalniho rozdéleni testujeme hypotézu
Hy: 0% = of proti alternativé Hy: 0% # o (Sastdji Hy: 0 > 08, protoze nas zajima pouze prekroGeni
referen¢niho rozptylu). Pro tento test pouzijeme testovou statistiku

n—1)S2
ML
0o
kterA ma za platnosti hypotézy H, rozdéleni y? s (n — 1) stupni volnosti. Nulovou hypotézu H,
zamitneme proti alternativé H,, pokud K < x2 /2(m—1) nebo K > x:, /2(n— 1), a proti alternative

Hy, pokud K > y?_,(n — 1). (V téchto vzorcich oznaduje y2(n — 1) a-kvantil y? rozdéleni.)

Porovnani dvou populaci s normalnim rozdélenim

Velice Casto chceme otestovat shodu stfednich hodnot dvou nahodnych vybérti z normalniho rozdéleni
vSak lezi za rdmcem tohoto textu; Ctenaife odkazujeme na doporucenou literaturu). Specidlnim
pfipadem byl parovy test, Casto ale potfebujeme testovat ndhodné vybéry, které sparovat nelze (a
obvykle maji i rizné rozsahy). Ptikladem muZze byt srovnani vysledkii dvou center asistované
reprodukce (nebo dvou onkologickych klinik). Takové srovnani mizeme udg€lat pouze u nahodnych
vybéru, které maji stejny rozptyl. Uvedeme tedy nejdiive test shody rozptylt dvou ndhodnych vybéri
Z normalniho rozd¢leni.

M¢jme dva nezavislé nahodné vybéry; X4, X5, X3, ..., X;p, je ndhodny vybér rozsahu m s (neznamymi)
parametry u; a o?, Y;,Y,,Ys, ..., Y, je nahodny vybér rozsahu n s parametry u, a oZ. Testujeme
nulovou hypotézu H,: 07 = g7 proti alternativni hypotéze H;:o? # 2. Tuto hypotézu mizeme
testovat pomoci statistiky

F =S%2/s2,

kde SZ a SZ jsou bodové odhady rozptyléi prvniho a druhého vybéru. Za platnosti hypotézy ma
statistika F Fisherovo F-rozdéleni. Toto rozdéleni zavisi na dvou parametrech, kterymi jsou poéty
stupiii volnosti prvniho a druhého nahodného vybéru, tedy v; = (m — 1) a v, = (n — 1). Nulovou
hypotézu Ho zamitneme na hladiné vyznamnosti (I — ), pokud je hodnota statistiky F vétsi nez
kvantil Fisherova rozd€leni F, _a(m — 1,n — 1) nebo mensi nez kvantil Fa(m — 1,n — 1).

2 2

Jestlize Ho nezamitime, povazujeme rozptyly za shodné a muZeme piikro¢it k testu shodnosti
stitednich hodnot (ktera nas primarné zajima). Opét mame Hy: Uy = uy a Hy: uy # py. Testujeme
pomoci statistiky

1 1

kde S? je vazeny primér odhadu rozptylu z prvniho nahodného vybéru S a odhadu rozptylu
z druhého nahodného vybéru SZ, tedy



G2 (m—1)SZ + (n— 1)S2
T m-D+m-1)

Protoze piedpokladdame shodu rozptylii obou vybéri, jsou Sz a SZ dva odhady téze hodnoty a jejich
kombinaci tento odhad zptesnime. Testova statistika T ma v pfipadé platnosti nulové hypotézy
Studentovo rozdéleni s (m + n — 2) stupni volnosti, a proto Ho zamitneme, pokud

IT| > tl_a(m +n—2).
2

Neparametrické (poradové) testy

Vsechny vyse uvedené testy byly zaloZzeny na ptedpokladu, Ze ndhodny vybér je z normalniho
rozdéleni. Casto ale potiebujeme testovat nahodné vybéry, které zjevné z normalniho rozdéleni nejsou
nebo u kterych nedokdzeme normalitu ovéfit. Pro takové ptipady byly vyvinuty testy zalozené na
pofadi; skutené namétené hodnoty nahradime jejich poradim, a teprve tyto hodnoty testujeme.
V pozadi poradovych testii lezi ptredpoklad rovnomérného rozdéleni. Je to vlastné nejslabsi
predpoklad, jaky miZeme o ndhodném vybéru vyslovit; o jeho rozdéleni nic nevime, a tak
predpokladame, ze vSechny hodnoty maji stejnou pravdépodobnost. Princip poradovych testti si
ukdzeme na jednom piipadé; v doporucené literature je popsana tada poradovych testt, které lze
Vv piipadé potieby vyhledat a pomérné snadno pouzit.

Poradové testy netestuji stiedni hodnotu, ale median. V ptipadé symetrického rozdéleni je to totéz;
pokud vSak je nase rozdéleni nesymetrické, musime si byt tohoto rozdilu védomi. Potfadové testy
nemaji (témet) zddné predpoklady, Ize je tedy pouzit i v ptipadech, kdy je vychozi ndhodny vybér
z normalniho rozdéleni. Pokud vSak pouZijeme specidlni testy pro normalni rozdéleni, dostdvame
mnohem citlivéjsi kritérium. Divodem je vétsi mnozstvi vyuzité informace (predpoklad normalniho
rozdé€leni je velmi silny). Pofadové testy tedy ponechavame pro piipad, kdy nelze pouzit testy urCené
pro konkrétni typ rozdéleni.

Typickym zastupcem potadovych testli je Wilcoxoniv test. Predpokladame, Zze nahodny vybér
X1,X2,X3, ..., X, byl vybran ze spojitého rozdéleni symetrického podle medianu Xos. Testujeme
hypotézu Hy: xo5 = xo = konstanta proti alternativé H;:xgs # xo (vzhledem Kk pifedpokladané
symetrii rozdéleni testujeme soucasné i sttedni hodnotu).

Uvazujme absolutni hodnoty rozdilti |Z;| = |X; — xo|. Oznacime Ri pofadi |Z;| pro i = 1,2,3,...,n.

Spocteme statistiky
S+ = Z Ri a S = Z Ri'

i:Z;>0 i:Z;<0

Pokud plati Ho, budou hodnoty obou statistik S* a S ptiblizné stejné velké, pii poruSeni Ho bude mezi
nimi velky rozdil. Kvantily testové statistiky min(S*,57) jsou tabelované a zvefejnéné ve

statistickych tabulkach.

Testy o typu rozdéleni
V tomto odstavci se budeme zabyvat otazkou, zda nahodny vybér
X1, X2, X3, .., Xn

pochazi z n&jakého (konkrétniho, pfedem uréeného) rozdéleni. Nemame tedy k dispozici nastroj, ktery
by k ndhodnému vybéru uréil rozdéleni (nebo alespon jeho typ), z kterého nahodny vybér pochazi, ale



pro kazdé konkrétni rozdéleni dokazeme posoudit, zda mu nahodny vybér odpovida. Tento test se
nejcastéji pouziva pro normdalni rozdéleni, abychom rozhodli, zda miiZzeme pouzit specialni metody
urcené pravé pro normalni rozdéleni. Pokud rozdéleni, které posuzujeme, zavisi na parametrech,
muizeme hodnoty téchto parametrt z ndhodného vybéru nejdiive odhadnout.

Q-Q diagram

Nejjednodussi metodou, kterou mulzeme pouzit, je ®
Q-Q diagram. Ve dvojrozmérném grafu vyneseme na 2 o
osu X kvantily teoretického rozdéleni a na osu y
odhady kvantild ziskané znahodného vyb&ru. — L
V ptipadé shody rozdéleni nihodného vybéru

s teoretickym rozdé&lenim budou vSechny body lezet U
na piimce. Pokud vynesené body nelze rozumné
prolozit piimkou, shodu rozdéleni zamitneme. ~1f B B
Rozhodnuti je ponechano na experimentatorovi.

Obrazek ukazuje dobrou shodu (hypotézu o shodé o e

rozdéleni rozhodn€ nezamitneme). 37

Misto subjektivniho hodnoceni na zakladé Q-Q -3 -2 0 1 2 3
diagramu lze pouzit Shapirtv-Wilkliv test nebo Kolmogoroviiv-Smirnoviv test, které shodu
teoretickych a vybérovych (tj. odhadnutych z ndhodného vybéru) kvantili hodnoti pomoci testové
statistiky. Nejcastéji se vSak pouziva chi-kvadrat test dobré shody.

Chi-kvadrat test dobré shody

Tento test je v principu test shody naméfenych hodnot s teoretickymi pravdépodobnostmi diskrétniho
rozdéleni. Predpokladame, Ze mame Kk tf¥id, do kterych mize vysledek padnout, a pro kazdou t¥idu
mame teoretickou pravdépodobnost, Ze se tak stane. Oznacime p; pravdépodobnost toho, Ze vysledek
padne do i-té tiidy (pak nutné Y. p; = 1). Pokud provedeme n pokusi, pak teoreticky bude patfit
do 1. tiidy e; = np, vysledkt, do 2. tiidy e, = np, vysledkd, do 3. tfidy e3 = np; vysledkl atd. Ve
skuteCnosti jsme ale v jednotlivych tfidach napozorovali Cetnosti 04,0, 03, ..., 0. Zajima nas, zda
rozdily |o; — e;|, i=1,2,....,k vznikly pouze vlivem nahody, nebo zda tyto rozdily ukazuji, ze nas
predpoklad (o pravdépodobnostech jednotlivych téid) nebyl spravny. Pro test pouzijeme statistiku

k
¥2 = Z (0; — np;)?
=L

ktera ma za platnosti hypotézy o shodé teoretickych a experimentdlnich Cetnosti asymptoticky
(tj. pokud pocet pokusi roste do nekonecna) chi-kvadrat rozdé€leni s (k — 1) stupni volnosti. Je ziejmé,
ze ¢im vic se budou experimentalni hodnoty odchylovat od teoretickych, tim vétsi bude hodnota
testové statistiky. Proto hypotézu o shod¢ experimentalnich a teoretickych Cetnosti zamitneme na
hlading vyznamnosti (1 — ), pokud X2 > y2_,(k — 1), kde )(E (v) je B-kvantil chi-kvadrat rozdéleni

S v stupni volnosti. Vzorec pro vypodet statistiky X? si lze predstavit v ,,mnemotechnickém tvaru®

I3 . 2
¥2 _ (pozorovano — teoreticky) .
teoreticky
Vime, Ze prislusna statistika ma chi-kvadrat rozd€leni pouze limitné. Abychom zajistili, Ze nase
vypoCty budou dostatecné presné, je tieba provést dostateény pocet pokusd. V soucasné literatuie se



udava, ze je dostatecné, pokud 80 % tfid ma teoretickou cetnost e; = np; = 5. Nic nam vSak nebrani
ttidy s malou teoretickou Cetnosti navzajem slucovat.

Pokud teoretické rozdéleni zavisi na parametrech, miZeme tyto parametry znaméfenych dat
odhadnout. Pak se ale o pocCet odhadnutych parametrii snizi pocet stupni volnosti rozd€leni chi-
kvadrat, které v testu pouzivame.

Tento test miZzeme pomérne snadno vyuzit i pro test hypotézy, ze nahodny vybér pochazi z né¢jakého
(konkrétniho) spojitého rozdéleni. V takovém piipade rozdélime oblast s nenulovou pravdépodobnosti
vyskytu pozorovani na koneény pocet k disjunktnich tiid (tyto tfidy nemusi byt ani stejné Siroké, ani
pravidelné) a dale testujeme, zda Cetnost experimentalnich vysledkil v jednotlivych tfidach odpovida
teoretickym hodnotam. Chi-kvadrat test dobré shody se nejcastéji pouziva pro testovani shody
S normalnim rozdélenim.

p-hodnota

V soucasné dob¢ se stanovovani hladiny vyznamnosti ve statistickych testech pomérné ¢asto nahrazuje
konceptem p-hodnoty (p-value). Vyslednou hodnotu S testové statistiky povazujeme za kvantil
rozdéleni, jakym se tato statistika idi za platnosti nulové hypotézy Ho. Pokud je tento kvantil x;_g/,,
potom pravdépodobnost, Ze za platnosti Ho vyjde hodnota S nebo jesté extrémnéjsi hodnota, je rovna
L. Tato hodnota ma souvislost s hladinou vyznamnosti: (1 — ) je totiz limitni hodnota chyby 1. druhu,
kterou udélame, pokud bychom Ho zamitli. Cim mensi hodnotu S dostaneme, tim spise nulovou
hypotézu zamitame. Pokud jsme si pfedem zvolili hladinu vyznamnosti (1 — &), zamitame Ho na této
hlading, pokud p <a. Hodnotu S nazyvame p-hodnotou. Pokud napiiklad dostaneme
p-hodnotu rovnou 0,02, potom nulovou hypotézu zamitdme na hladin€ vyznamnosti 95 %, zatimco na
hlading vyznamnosti 99 % ji zamitnout nemtizeme. Cim mensi p-hodnota, tim vétsi mame jistotu, Ze
nulovou hypotézu miizeme zamitnout; p-hodnota tedy slouzi jako mira vyznamnosti zamitnuti nulové
hypotézy. Je-li p-hodnota rovna 0,000001, ukazuje na velice signifikantni zamitnuti nulové hypotézy.
Je-li p-hodnota rovna 0,0499, je zamitnuti nulové hypotézy na hladiné vyznamnosti 95 % hrani¢ni.
Je-li p-hodnota 0,27, ukazuje jasné, ze nulovou hypotézu zamitnout nemizeme.

Specificita a senzitivita testu

V medicing velice Casto popisujeme kvalitu testu (napi. biochemického krevniho testu) pomoci pojmui
specificita a senzitivita. Specificita je definovand jako pravdépodobnost, Ze test spravné urci negativni
vysledek (tj. jedna minus pravdépodobnost falesné pozitivniho vysledku); senzitivita je definovana
jako pravdépodobnost, Ze test spravné oznaci pozitivni vysledek (tj. jedna minus pravdépodobnost
falesné negativniho vysledku). Z pohledu statistického testovani hypotéz je chyba 1. druhu o rovna
pravdépodobnosti falesn€¢ pozitivniho vysledku. Stanoveni hladiny vyznamnosti je tedy omezeni
pravdépodobnosti falesné pozitivnich vysledk na rozumné malou miru. Chyba 2. druhu 3 je potom
pravdépodobnost faleSné negativniho vysledku (v matematické statistice tuto pravdépodobnost

.....

specificita testu rovna (1 — «), senzitivita testu je rovna (1 — f).



Zavéretné poznamky

Statistické vyhodnoceni experimentu je v moderni mediciné zalozené na dukazech (evidence-based
medicine) striktné vyzadovano. Pokud jsou statistické metody spravné aplikovany a jejich vysledky
spravné interpretovany, potom vyuZziti modernich metod matematické statistiky vyrazné snizuje
nebezpeci Spatné interpretace vysledkd experimentu.

Lékar by mél umét zaklady statistiky jednak proto, aby rozumél statistickym zavérim v odborné
literatuie (bez statistického zpracovani dnes nejsou experimentalni vysledky publikovany), jednak aby
se dokazal domluvit se statistikem na zpracovani svych vlastnich vysledkd.

Chybou je, pokud experimentator pfinese statistikovi ke zpracovani hotova namétena data. Pfi jejich
shromazd’ovani nejsou obvykle dodrzeny vSechny podminky, za nichz lze takova data statisticky
zpracovat. Statistik by mél byt pfitomen experimentu od samého pocatku. Pred provedenim
experimentu dohlédne na jeho naplanovani tak, aby ziskana data umoziovala kvalitni statistické
zpracovani. Po naméfeni dat provede statistické vypocty, a poté asistuje 1ékarfi pfi interpretaci téchto
vysledk.

Statistické zpracovani se vyrazné zjednodusilo masovym rozsifenim vypocetni techniky. V soucasné
dobé¢ je k dispozici n€kolik velice kvalitnich statistickych aplikaci pro stolni pocitace, které umoziuji
uzivatelsky pfijemné pouziti metod matematické statistiky. Mezi nejbéznéjsi softwarové baliky patii
SPSS a Statistica. Velice ¢asto vSak k provedeni statistickych vypocti postaci program MS Excel,
ktery ma v sobé mnoho statistickych funkci zaintegrovanych.
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