
DUALITA

• duálńı prostor

X⋆ slabá topologie w⋆: báze okoĺı 1

k
K◦ K konečné

silná topologie s⋆: báze okoĺı 1

k
M◦ M omezené

M◦ = {ϕ ∈ X♯; ∀ x ∈ M |ϕ(x)| ≤ 1}
norma

‖ϕ‖⋆ = sup
‖x‖≤1

‖ϕ(x)‖

ϕn → ϕ ve w⋆ ⇔ ∀x ∈ X ϕn(x) → ϕ(x)

ϕn → ϕ v s⋆ ⇔ ‖ϕn − ϕ‖⋆ → 0

xn → x ve w ⇔ ∀ϕ ∈ X⋆ ϕn(x) → ϕ(x)

• Hahn-Banachova věta:

(d̊usledek) věta o tečně: ∀x ∈ X ∃ϕ ∈ X⋆ ‖ϕ‖⋆ = 1 ϕ(x) = ‖x‖
vyjádřeńı normy pomoćı duálu

‖x‖ = sup
‖ϕ‖⋆≤1

‖ϕ(x)‖

úkoly:posloupnost fn ∈ C(0; 1) konverguje k f = 0 slabě a nikoli silně

• reflexivita

ǫx : X⋆ → R : ϕ 7→ ϕ(x) tedy ǫx(ϕ) = ϕ(x) ǫx je lineárńı forma na X⋆ neboli ǫx ∈ X⋆⋆

ǫ : X → X⋆⋆

X je reflexivńı ⇔ ǫX = X⋆⋆

∀ϕ ∈ X⋆ ∃x ∈ X‖x‖ ≤ 1 ‖ϕ‖ = |ϕ(x)| (James)

∀ omezená xn ∈ X ∃ vybraná xnk
→ x slabě ve w (Eberlein-Šmuljan)

(d̊usledek HB) x /∈ M uzavřený podprostor ⇒ ∃ϕ ∈ X⋆ ‖ϕ‖ = 1 ϕ(M) = 0 ϕ(x) > 0

(věta o skoro kolmici) M uzavřený podprostor ǫ > 0 ⇒ ∃xǫ ∈ X ‖xǫ‖ = 1 diam(xǫ, M) ≥ 1 − ǫ

(Rieszova věta o kolmici) X je reflexivńı M uzavřený podprostor ⇒ ∃x ∈ X ‖x‖ = 1 diam(x, M) =
1

úkoly:promyslete vlastnosti následuj́ıćıch lineárńıch forem

L : C(0; 1), f(0) = 0 → R : f 7→
∫ 1

0
f(x)dx (nenabývá normy)

fn = n
√

x ‖fn‖ = 1 |Lfn| = n
n+1

→ 1

L : L1(0; 1) → R : f 7→
∫ 1

0
xf(x)dx

1


