
VLASTNOSTI PROSTORŮ A MNOŽIN

• úplnost

X ( s topologíı τ) úplný ⇔ ∀xn ∈ X Cauchyovská ∃x ∈ X xn → x

M je hustá v X : M = X

M je ř́ıdká v X : X − M je hustá v X

prostor 1. kateforie: spočetné sjednoceńı ř́ıdkých množin

prostor 2. kategorie: neńı 1. kategorie ⇒ ∀Gn otevřené a husté v X ∪ Gn 6= ∅
prostor Baire̊uv: ∀Gn otevřené a husté v X ∩ Gn hustá v X

úkoly:př́ıklady úplných prostor̊u (C s maximalistickou metrikou) a neúplných prostor̊u (C s integrálńı
metrikou)

př́ıklady hustých množin v R - diadická č́ısla m

2n , Pythagorejská racionálńı č́ısla k

l
, kde k2 + l2 = m2 pro

jisté m,
√

m −√
n

• Baireova věta:

X 6= ∅ úplný

Un husté otevřené množiny v X ⇒ ∩Un hustá v X

úplný prostor neńı 1. kategorie, (je Baire̊uv)

dk:

libovolné Gn otevřené, husté v X

chceme dokázat ∩Gn hustá v X , neboli ∩Gn = X :

libovolná G otevřená (? ∩Gn ∩ G 6= ∅ )

G1 hustá v X G1 = X existuje x1 ∈ G ∩ Gn 6= ∅ a 0 < ǫ < 1 B(x1, ǫ1) ⊂ G1 ∩ G

G2 hustá v X G2 = X existuje x2 ∈ G∩Gn 6= ∅ a 0 < ǫ < 1

2
B(x2, ǫ2) ⊂ G2∩B(x1, ǫ1) ⊂ G2∩G

G3 hustá v X G3 = X existuje x3 ∈ G∩Gn 6= ∅ a 0 < ǫ < 1

3
B(x3, ǫ3) ⊂ G3∩B(x2, ǫ2) ⊂ G3∩G

. . .

existuje x ∈ ∩B(xk, ǫk) ⊂ ∩Gk ∩ G 6= ∅
úkoly:prostor coo (od jistého indexu nuly) neńı úplný

(neńı uzavřený) xn = {1, 1

2
, 1

3
, . . . , 1

n
, 0, 0, . . .} → x = {1, 1

2
, 1

3
, . . . } /∈ coo

• kompaktnost

dvoj́ı pohled na kompaktnost

M ⊂ X kompaktńı ⇔ ∀Gα otevřené pokryt́ı M ∃G1, . . . , Gm podpokryt́ı M

M ⊂ X posloupnostně kompaktńı ⇔ ∀xn ∈ M ∃ podposloupnost xnk
→ x ∈ M

M ⊂ X relativně kompaktńı ⇔ M kompaktńı

M ⊂ X pre-kompaktńı (totálně omezená) ⇔ ∀ǫ ∃ konečná K ⊂ X K + B(0, ǫ) ⊃ M

kompaktńı ⇒ uzavřená a omezená

⇐ pro realné množiny

• Arselá-Ascoliova věta: podmnožina M ⊂ C(K) K kompaktńı :

M kompaktńı ⇔ M stejně spojitá a omezená

• separabilita
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