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PREDHOVOR

Cielom tejto knihy je umoinit Gitatelovi ziskat zdkladné poznatky
z diferencidlneho a integralneho poétu a ich vyuiitim v niektorych
délezitych odvetviach fyziky poukdzal na vyznam vysSej matematiky.

Pojmy derivacie a integralu nie st ovela zloZitejSie, ako napr.
pojmy ,,neznédma veli¢ina“ alebo ,,podobnost trojuholnfkov*, ktoré v kaz-
dom pripade patria do utebnej osnovy strednej Skoly. Je potrebné, aby
sa pojmy integrélu a derivécie stali samozrejmymi pre kazdého vzdelaného
¢loveka bez toho, aby ich musel sdm studovat.

Nové pojmy st zavedené v prvej kapitole s najvicsou jednoduchostou
a prirodzenostou. Potom nasleduje kapitola, ktord je venovani technike
vypobtov vo vysie] matematike. V tretej kapitole a v kapitolach piate]
af dsmej ide o pouzitie vyiSej matematiky v geometrii, v jadrovej
fyzike, v mechanike, v molekulovej fyzike a v elektrine. Citatelovi, ktory
uz davno vysiel zo skoly, bude iste uZitoénd kapitola Stvrtd, ktord 88
zaoberd funkciami a grafmi. Dodatok, naproti tomu, nepatri k zakladnému
kurzu. Nakoniec v zdvere s len schematicky zhodnotené zlozitejsie
tlohy matematicke]j {yziky. '

Mnohé uéebnice st pisané takou formou, ktord pripomina rozhovor
dvoch vedcov. Citatel mé tlohu protivnika, ktory hladd vetky moZné
ndmietky. Autor postupne rozoberad logicky vietky ndmietky a jedno-
znatne dokazuje pravdivost svojich tvrdeni.

V predloZenej knihe vystupuje ¢itatel v dlohe priatela a spojenca, ktory
je ochotny verit autorovi alebo knihe a chce vyuZit pri skfimani prirod-
nych javov tie poznatky, ktoré méze ziskat pri ftadiu knihy. K pochopeniu
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zékladnych otdzok dospieva ditatel poditanim a rozborom prikladov.
Nedlo mi ani tak o presné vymedzenie pouZitia a obsahu Studovanych
zdkonov, ako o vyklad zdkladnych matematickych myslienok a ich
suvislost so &tudiom prirodnych javov.

Mohlo by sa zdat, %e nedostatoény déraz na presné matematické
dokazy je charakteristickou vlastnostou pristupu fyzika k matematike.
V skutoénosti tomu tak nie je. Rozvoj matematiky sa uskutotiiuje aj
intuiciou, jednoducho povedané — inspiraciou, vtipom a nielen poéitanim
podla uréitych zndmych pravidel. AZ potom sa vysledky odievaju do
panciera vzorcov a presnych dékazov, ktoré v udebniciach Easto tplne
zakryji pdvodnt myslienku ich tvorcu.

Osemdesiatroény patriarcha stéasnej matematiky RicEArRD Kurant
napisal v r. 1964, Ze prili§ dlho hladeli matematici na Euklidovu
geometriu ako mna vzor presného axiomatického pristupu, prisnej
logickej dedukcie (odvodzovania). Pozrime sa, ¢o viak pife Kurant dalej:

»Doraz na toto (axiomatické, logické) hladisko tplne dezorientuje
toho, kto predpokladd, Ze tvorenie, fantézia (vtip), porovnavanie a intuicia
maji len pomocnit dlohu pri rozvoji matematiky. Pri matematickom
vzdelivani skutotne deduktivna metéda, ktord vychddza z dogmatickych
axiém, umoznuje rychlejgie zvladnut problematiku velkého rozsahu. Ale
kon#truktivna metéda, ktort charakterizuje prechod od jednotlivého
k vSeobecnému a ktord sa vyhyba dogmim, vedie rychlejsie k samo-
statnému tvorivému mysleniu.*

Teda vtip, fantdziu a intuiciu kladie Kurant na prvé miesto!

Povestnd nezmieritelnost lyrikov a fyzikov (ako aj matematikov)
je len vymyslend. V matematike, ako aj v inych prirodnych veddch je
viac poédzie, ako si lyrici-profesiondli myslia. Histéria vedy dokazuje,
Ze dobrd matematika vie byt prorokom: matematickd analyza ukazuje
cestu do novych, nezndmych oblasti, vedie k vytvoreniu novych fyzi-
kélnych pojmov.

Vo ,,VyS%e] matematike pre zadiatotnikov* som sa snazZil o kon-
Struktivny pristup, o objasnenie vyznamu a ciela matematickych vztahov
a pojmov. Cheel som aspoii éiastoéne odovzdat myslienky tej sldvnej epochy,
v ktorej tieto pojmy vznikli.

Po vyjdeni 1. vydania v r. 1960 bola této kniha preloZend do
bulhardiny, japonéiny a pripravuje se preklad do francizitiny.
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Ked?e tato kniha je uréend vyulbe, je toto piate vydanie obzvlast
starostlivo prepracované zo stranky pedagogickej, v knihe st uskutonené
niektoré zmeny a niektoré Sasti st skrétenéd. Domnievam sa, Ze kniha
méze poslizit nielen uditelom a Studentom matematiky, ale aj uditelom
fyziky vys$ich roénikov gymnézif a posluchééom prvych ro¢nikov niekto-
rych vysokyeh 8kol.

Na konci knihy st dve dodatkové kapitoly: ,, Pozoruhodné Diracova
delta-funkeia® a ,,Ako dalej?** Tieto kapitoly sa nevyznaéuji zo strénky
pedagogickej nijakymi prednostami, ich #tyl je celkom iny a umoziiuji
ziskat len velmi povrchnt predstavu o zloZitejdich problémoch.

Pri napisani ,,VysSej matematiky pre zatiatoénikov mi v réznych
etapach price pomohol cely rad osdb a ja som rdd, Ze sa méZem
podakovat V. L. Manuilovovi, K. A. Semendajevovi, N. A, Dmitrievovi,
N. N. Mejmanovi, R. 8. Guterovovi, L. J. Clafovovi, G. I. Barenblattovi,
K. G. Cvangovovi, I. M. Jaglomovi, B. J. Zeldovitovi a Citatelom
E. F. Davydovi, P. P. Sklarovovi a A. G. Sokolovovi. Dtfam, Ze
pozorni Gitatelia, ktori ndjdu chyby alebo buda matf ndmety smerujiice
k zlepfeniu knihy, budd sa obracat na vydavatelstvo so svojimi pri-

pomienkami.
Akademik J. B. Zeldovié
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I. POJEM DERIVACIE A INTEGRALU

1. POHYB, DRAHA A RYCHLOST

Skimajme postupny pohyb telesa pozdl# priamky. Vzdialenost uréi-
tého bodu telesa od pevného bodu O na tejto priamke oznaéime s.
Od bodu O na jednu stranu tejto priamky budeme nandsat vzdialenost
s kladnym znamienkom a na druhd so zépornym. Nech napr. priamka,
pozdlZ ktorej sa teleso pohybuje, je zvisld. Body nad O zodpovedaji
kladnému s, body pod O zédpornému s.

Pri pohybe siradnica s zavisi od &asu (budeme skritene hovorit:
,stradnica s namiesto ,,vzdialenost uréitého bodu telesa od pevného
bodu na priamke®). Pohyb telesa je vyjadreny zdvislostou stradnice s
od gasu ¢, t. j. funkciou s(t). Ak pozndme funkeiu s(f), modZeme uréit
polohu telesa v Tubovolnom éase.

Funkeiu s(t) moZno zndzornit graficky. V rovine si zvolime dve
na seba kolmé priamky. Na jednu z nich, na vodorovni os budeme
nanasat ¢as (os £) a na druht zvisld, os stiradniec, veli¢inu s, ktord cha-
rakterizuje polohu telesa. Takto sme utvorili pravouhld stiradnicova ststavu.

Pri rovnomernom pohybe s konitantnou rychlostou v sa drdha s,
ktora prejde teleso za fas f, rovnd stdinu s — ot

Suradnicu telesa v &ase { =0 oznalime sy, potom driha, ktort
teleso prejde za Gas ¢, sa rovnd rozdielu s(t) = 5. To znamend, %e

s(t) =89 + vt (1.1)

Z toho vyplyva, Ze pri rovnomernom pohybe je zavislost stradnic s
od tasu vyjadrend linedrnou funkciou. Graf zdvislosti rovnomerného
pohybu s(t) v siradnicovej ststave je priamka.
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Pri nerovnomernom pohybe zavislost s(f) je vyjadrend ovela zloZi-
tejéim vztahom, ktorého grafom je krivka. ‘

Rozoberme podrobne nasledujicu dlohu. Je dand funkeia s(f), t.].
z4vislost siradnic telesa s od Casu, a treba ndjst rychlost pohybu telesa v.
Vo vieobecnom pripade nerovnomerného pohybu rychlost nie je kon-
gtantnd, ale sa meni s ¢asom. To znamend, Ze rychlost v je takisto funkeciou
dasu v(t). Uloha spotiva v tom, aby sme vyjadrili v(f) pomocou znimej
funkcie s(f).

V osobitnom pripade rovnomerného pohybu (pohybu s konstantnou
rychlostou) je vec jednoduché. Rychlost sa definuje ako drdha, ktora
prejde teleso za jednotku Gasu. Nakolko je rychlost konstantna, ne-
treba uvazovaf, aky usek dréhy a aky usek ¢asu sa vezme na urtenie
rychlosti.

Najdeme drdhu, ktora teleso prejde za jednu sekundu od momentu
ti(s) do momentu (f; + 1)(s). Tato drdha sa rovnd rozdielu stradnic

8(ty 4 1) a s(t):
8(ty -+ 1) — s(t1) = [$o + v(fr + 1)] — (s0 + wb1) = ¥

a 6o do velkosti rovnd sa rychlosti. Vezmeme Iubovolny éasovy tsek
medzi ¢, a ¢, a drdhu, ktord teleso za tento tasovy tusek preslo, s; — s
predelme hodnotou #; —#;:

82— 81 _ (80 4 vt2) — (80 -+ vby) —# (1.2)
Fy il tz— 1t

PretoZe rychlost je konitantnd, mohli sme brat na jej vypocet Tubo-
volny interval ¢, — t;, a vysledok nezdvisel ani od ¢asu #;, ani od velkosti
intervalu. Vo vieobecnom pripade pohybu g premennou rychlostou to
tak nie je.

Skér ako prejdeme k vieobecnej$iemu pripadu, bude potrebné zmenit
oznadenie. Oznadme # =t, t, = ¢ - Af, takze rozdiel t, —# = Af, 4.].
éasovy tisek budeme oznatovat At (obr. I). Podobne oznatime As rozdiel

s(ta) — s(t) = s(t + At) — s(t) = As
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Pri takomto oznateni strednd rychlost vsy v intervale At od ¢ do ¢ 4- At
ga rovnal):

As

Vgtr = “A—t (1.3)

hovorime o strednej rychlosti, lebo vo vieobecnom pripade sa moéie
v priebehu asu At samotné rychlost menit.

Obr. 1

Preskimajme druhy priklad, ked s(f) je dand vzfahom
s(t) = so + bt + cf? (1.4)

Na obr. 2 je zndzorneny jeden z grafov, ktoré zodpovedaji funkeii
tvaru (1.4). Vypoéitajme strednti rychlost vstr v intervale Af podla vztahu
(1.3). Mdzeme pisaf:

8(t) = so + bt + of?
s(t 4 Af) = 8o+ b(t + Ab) + ¢lt + Aty
As = s(t) + At) — s(t) = bAE + 2¢tAt + c(At)?

Z toho dostaneme:

As
Vgtr = _BT =b + 2ct + cAl (1.5)
1) Poznamenajme, %o A — nie je sadinitel, ale znak nahradzujici slovo

,prirastok®, takie vydelit A v Citateli a menovateli zlomku nemoZno. Samotny
znak A, je tladené pismeno ,,delta’* gréckej velkej abecedy a &ita sa: At ,,delta té*,
As ,,delta es®; tasto sa &ita At — ,,prirastok gasu‘‘, As — ,,prirastok drahy*‘.
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Porovnajme vysledky (1.2) a (1.5) pre strednd rychlost pri pohybe podla
vztahu (1.1) a (1.4). Druhy priklad sa odlisuje tym, Ze strednd rychlost
v fiom z&visi ako od samotného Gasu ¢, tak i od Gasového tseku At.

Ako uréime okamzitd rychlost? Rychlost sa meni postupne, preto
¢im je &asovy tsek, v priebehu ktorého meriame prejdent drdhu, mendi,
tym menej sa stihne rychlost zmenit, tym bliziia bude hodnota strednej
rychlosti k jej okamzitej hodnote.

Vo vztahu (1.5) vger obsahuje dva Eleny, ktoré nezdvisia od velidiny Af
a jeden ¢len je priamotimerny Af.

Pri velmi malych At tento &len mo#no zanedbat a ver v tomto pripade
déva hodnotu okamzitej rychlosti

vor = b + 2ct (1.6)

Vztahy (1.4) a (1.6) st uz zndme zo dkolskyeh udebnic fyziky, st to
vztahy pre rovnomerne zrychleny pohyb

2
s(t) = 8o 4 vat - 3’5—
(1.7)

v(t) = vo + at

namiesto b vSak musime dosadit vy — podiatoént rychlost (t.j. rychlost
v fase £ = 0) a namiesto ¢ ¢/2, kde a je zrychlenie.

Vypotitali sme okamZitu rychlost v ¢ase { pomocou strednej rychlosti
v intervale od ¢ do ¢ + At. Poktisime sa ju teraz vypoditat, ak vezmeme
iny &asovy interval. Néjdeme strednd rychlost v intervale od f =
= t——:)?% do t, =1t + %E— . dizka intervalu ako v predchédzajicom

pripade sa rovné t; — ¢, = Al Zo vzfahu (1.4) dostaneme:
3As 3At)\2
S(tl) = 8o + b (t'-—T) —0C (t_——r)
8(t2) :30+b(5+;ii) —f—G(ﬁ‘!‘éi)z
4
s(ty) — s(ty) = bAE | 2etAt — % c(AL)?
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7 toho vyplyva, Ze
8{t2) — s(ta)
Vstr = N

1
= b + 206 — - oAt (1.8)

Ak porovndme vztahy (1.5) a (1.8), vidime, %e stredné rychlosti v in-
3AL

]
tervale od tdo At a v intervale od § — e do ¢+ %sa lizia len hodnotou

t
et [1 — (— —;)] = 3¢ % No ak checeme néjst okam#ita rychlost, musime

zobrat velmi maly interval Af; potom rozdiel medzi dvoma vztahmi za-
nikne a pre okamZitd rychlost znova dostaneme vox = b - 2ct.

Presktimali sme pojem okamZitej rychlosti pre dva konkrétne pripady,
pre rovnomerny a rovnomerne zrychleny pohyb. V nasledujtcej casti
budeme okam?itd rychlost definovat presnejsie, t.j. pre TIubovolny
pohyb.

2. DERIVACIA FUNKCIE — LIMITA PODIELU PRIRASTEOV

V predchddzajtcej ¢asti v ulohe o okamzitej rychlosti sme skimali

vztahy tvaru
8(t2) — s(t1)
br—h

pre velmi blizke hodnoty t; a #;.
Vyraz ,,velmi malé* v stvislosti s dasovym intervalom At sa zdé ne-

uréity a nepresny. VhodnejSia formulécia je takdto: ,je nevyhnutné
najst limitu, ku ktorej sa vztah

Slta) — alh) 2.1)

tp— 11

blizi, ak sa t, priblizuje k £,%. Ak pouZijeme oznadenie At a As, mo#no ten-

to vzfah prepisat do tvaru
As

Vgtr — —E (22)

Vo vztahu (2.2) velitiny At a As navzijom zdvisia. Ak za tsek
dasu At v menovateli vezmeme lubovolny asovy tsek, tak prirastok As
v Citateli nie je lubovolny usek dréhy, ale ten, ktory zodpoved4 éasovému

17

2 Vy88ia matematika




dseku At. Vo vztahu (2.1) to jasne vidiet zo samotného zdpisu argumentov
funkcie s(t,) a s(t;) v citateli. Vzfah (2.2) je len iny zdpis vztahu (2.1).
Okam#zitd rychlost v(f) v momente ¢, ktord nds zaujima, je limita po-

As . .
meru —, ak sa A¢ blizi k nule. Je zrejmé, ze priblizovanie sa At k nule

je rovnocenné pribliZovaniu sa f k #, pretoze Af =t,—1t;. Uvedend
formuldcia sa zapide takto:

»(t) = lim (A‘g)

. ato \ Af

Pismend lim (zadiatotné pismend latinského slova limes — limita, t. j.
hodnota, ku ktorej sa premenlivd hodnota funkcie priblizuje) oznaduja
,Jimitu®. Dolu je zapisané, o aka limitu menovite ide pre pripad, Ze sa At
blizi k nule. Sipka nahradzuje slovo ,,bli%i sa (konverguje), v zdtvorke
-%-:: , ktorej limitu hladdme.

Co znamend ,limita®, ,pribliZovanie sa k limite*? Vypoéty, ktoré
sme robili v predchiddzajicej ¢asti, ndzorne objasnili tieto pojmy. Videli

je dand funkecia

sme, Ze pri malych éasovych usekoch At velitina vy v druhom pripade sa
lizila od hodnoty #qk len malou hodnotou priamodmernou At. Aj ked koefi-
cient timernosti pri At moéze byt rozny pri roznej volbe intervalu, pre
malé hodnoty At vo vztahu pre vsy sme vidy ¢len s A mohli zanedbat.
To znamend, %e vzfah

As s(tz) — s(ty)

A h—h

sa blizi k uréitej limite, ked Al =, —t; sa blizi k nule. Ak sa Af blizi
k nule (At —0), t, a ¢ sa k sebe neobmedzene priblizuju a ich spoloéni
hodnotu oznadujeme £, = #; = ¢.
Limita podielu, t. j. okamzitd rychlost », je funkeciou ¢
As
lim — = o(¢
a0 Ab ®
Preto pri vypotte rychlosti podla daného vzfahu s(t) treba urobit
taky dlhy vypocet? Prefo treba hladat As pre rbézne At a a¥ potom

. As .
lim S ? Nemo#Zno hned polozit At = 0? Ak At =, — ¢, a teda ¢, = ¢,
At—0
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tak aj s(tz) = s(t1) a As = s(t2) — s(t1) = 0. To znamend, Ze pri takomto
bezmy#lienkovitom postupe by sme dostali % = % , t. j. nedostali by

sme nijaky uréity vysledok.
Podstatné pri vypobte rychlosti je, aby sme brali malé Af a im zodpo-

; i o
vedajtice malé As. Pritom dostdvame vidy celkom uréity podiel Tj

Ked sa At zmenguje, bliZi sa k nule, potom sa As zmensuje priblizne priamo-
tmerne velitina Af, a preto tento podiel zostdva priblizne kondtantny.
As
At

Hodnota tejto limity — okaméitd rychlost v(t) v pohybe alebo vo
vieobecnosti derivdcia funkecie s(¢) — zdvisi od tvaru funkcie s(f) a od
hodnoty premennej . V nasledujicom &lénku urobime algebraicky vypotet
derivécie niekolkych jednoduchych funkeii a ndjdeme pre ne tieto limity.

Podiel sa blifi k limite pre At bliZiace sa k nule.

3. DERIVACIA FUNKCIE y = z"

Limita pomeru prirastku funkeie k prirastku argumentu, ak sa pri-
rastok argumentu blizi k nule, mé prvorady vyznam pre vysSiu matematiku
a pre jej aplikdcie. Vys&ie sme videli, Ze napriklad taky vyznamny pojem,
ako je okam#itd rychlost pohybu, moZno ndjst prave pomocou limity
tohto pomeru. Limita tohto pomeru mé S3pecidlny ndzov: ,derivécia
funkeie alebo kratsie ,,derivicia”. Prvy nazov je spojeny s tym, Ze
ak s je funkeia t, s(t), tak aj limita pomeru‘ﬁltin:[: % = v je takisto funkciou
premennej ¢, v(t) a zévisi od hodnoty ¢, ku ktorej sa bliZia £, aj t;, alebo inymi
slovami, v zavisi od hodnoty ¢, ,,v ktorej sa s derivuje®.

Derivacia m4 $pecidlne oznadenia. Jeden spdsob oznadenia je:

ds lim As
dit Ao AL
: ,o 48 . o x
Pritom vyraz i (¢ita sa: ,,dé es podla dé té“) nechédpeme ako

zlomok, ale jednoducho ako skrateny zdpis limity stojacej vpravo.
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Bt 08 — :
Derivécia 57 Je zapisand v tvare zlomku preto, aby pripominala, %e sme

. . A : .
ju dostali zo zlomku A—: pomocou limity.

Druhé oznaéenie derivdcie — pomocou &Garky je v = s'(t) alebo
napr. pre funkciu y(z) sa
_dy Ay

V=) ==l

V mechanike oznac¢ujeme derivacie podla &asu niekedy bodkou nad

; .ode :
znakom funkeie, t.j. — - = & My takéto oznadenie nebudeme pouzivat.

dt
Oznatenie funkecie niekedy nahradzujeme jej vyjadrenim: ak napr.
» o . ds d(at? 1 b)
§ = a2 + b, mbieme pisat namiesto g Priamo R T alebo

(atz + b').
Néjdime deriviciu funkcie s = {? pomocou algebraickych tprav.
Zostavime si preto pomer

As (¢4 Az —2

At At
Odstranime v gitateli zatvorku
(t+ At — 12 = 12 4 AL + (Af)2 — &2 = AL + (AL)?

Zostavime pomer

As 2t | (At

—_— = =2

At At 8
a uZ lahko ndjdeme limitu. Veli¢ina obsahuje stdet séitancov, v ktorych
jeden nezavisi od At (v danom pripade 2t) a samotné At. Ak sa At bliZi
k nule, zostane len séitanec, ktory nezdvisi od At

ds  d(r) .. As . -
Ca otk B
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Vyriesime este pripad

§=1
As = (t + AP — 8 = 3 + 312At ++ 34(A5)? + (A3 — 3
% — 362 1 3tAL 4 (Al
ds d(#3)

— =7 =1 2 =
= = lim [30 — 3t + (Atp] =3P

V tychto prikladoch bolo mozZné ndjst limitu, kedZe pri vypotte

A . ’ ; Gy s
zlomku o sa hodriota At zjednodusila. Preskdmajme zlozitejsi pri-

At
klad
1
§ = —
i
1 1
As  t+ A 1
At At

Mbzeme zanedbat velidinu At v prvom zlomku ditatela vo vztahu
1
¢+ At

1 1
dusili s At v menovateli. Ak nahradime T A pri malom Af zlomkom i

, ked prejdeme k limite? Nie, pretoZze sme eite vyraz nezjedno-

As
urobime malid chybu v jednom zo séitancov éitatela zlomlu A No

ak je v tomto zlomku At malé, je maly aj ¢itatel aj menovatel. Preto mald
chyba v éitateli nie je pripustna.
Ukézeme spravny spdsob vypoétu takéhoto prikladu

. Apo_ L 1 t—4A) A
[+ A ¢ TEN)) it + Al

As 1

AT+ A

Teraz méZeme ndjst limitu (derivdciu) a vynechat Af z menovatela:
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e

Na tychto prikladoch vidime velmi dolezita zdkladni vlastnost limity. Pri

- : A, -
zmendovani hodnoty Af rozdiel medzi hodnotou zlomku 2% & limitou

At
. o As ds 3 s ;
tohto zlomku (derivdciou) lim —— = —— mo#no urobit ,JTubovolne
ato At de
maly®, t. j. men§i ako lubovoIne zvolené &fslo.
Objasnime si to na priklade. Pre
- 1 ds 1 As 1
T At 2T A+ Ay
ds G fin
Zoberme napr. ¢ = 2, = —0,25. MoZno néjst také At, aby sa
A
—A% odlifovalo od svojej limity o menej ako 0,0025?7 To znamend, e At
treba zobrat tak, aby % lesalo v intervale medzi —0,25 + 0,0025 —
= —0,2475 a —0,256 — 0,0025 + —0,2525. Ak dosadime do vztahu Ak

At

{ = 2, nijdeme, ze Af musi byt v absolitne] hodnote mengie ako 0,02.

Presne tak je to i s inymi funkeiami: pribliZovanie sa k limite pri

At — 0 znamen4 moznost volby At, pri ktorej mo#no dosiahnut lubovolny
stupeni pribliZzenia sa k limite.

Velmi jednoducho mozno nijst deriviciu vtedy, ked s = ¢. Je zrejmé,

A
ze As = At, TA% = 1, zlomok sa rovné jednej pre lubovolné (velké i malé)

Af a teda aj v limite pre At — 0. Teda ak

ds de
S—t, —&?—E—I

Nakoniec konStantu s = C' tiez mozno skimat ako zvliitny pripad
funkeie. V tomto pripade je zrejmé, Ze As = 0 pre Iubovolné At, teda plati:

ds dac

F T TR

s = C,

Ak funkciu nésobime konstantnym stéinitelom, tak tym istym st-
Cinitelom ndsobime aj jej derivdciu, napr.:

ds d(3¢2) d(2)
= 2 T i =
s = 3i2, T T 3 T 3.2t = 6t
Vieobecne, ak
ds dy
S(t) - a’y(t): tak —(37 = GE

Je zrejmé, Ze derivdcia stétu dvoch funkeii sa rovnd suétu derivécii

tychto dvoch funkeii
ds dz d
() = o) + ), =g g

Ak tieto dve pravidla pouZijeme, dostaneme, Ze derivicia suétu na-
sobkov niekolkych funkeif s konstantnymi (vo v8eobecnosti réznymi) koe-
ficientmi sa rovnd stiétu ndsobkov tychto funkeii s tymi istymi koefi-
clentmi: s(t) = aa(t) + by(t) + cu(t)

ds

dx dy du
Pl el

Kazdé =z tychto pravidiel moZno lahko dokézaf, ak utvorime

As = s(t + At) — s(t); ak st tieto pravidld pre %:- spravne pre lubo-

volné Af, tak st spravne aj v limite, t. j. pre 5
Teraz uz lahko ndjdeme aj deriviciu mnohoélena. VypiSeme postupne
vietky doteraz ndjdené derivécie

o oAt dp)
=% =t

dw) _

2
7 3t

V prvej dasti sme zistovali funkeiu
s(t) = so + bt + ef?
Niéjdime teraz hodnotu

ds ds dt ds2
”(t)za"zm-i-ba—l—cE:O—i—b.l—l—c.2tfb-|—2ct

Je to prave vztah, ktory sme vtedy dostali pre okam#iti rychlost.
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Technika pot&itania derivécii (alebo ako sa inak hovori derivovanie
funkeit) je podrobne vysvetlend na zafiatku nasledujice] kapitoly.

Trocha predbiehajic moZeme povedat, ze derivovanie funkeii, danych
matematickymi vztahmi, je pomerne jednoduché a lahké, ovela lahSie,
ako napriklad riefenie algebraickych rovnic. Derivicie nikdy nedostdvame
zlozitejsie (v zloZitejSom tvare), ako st samotné funkcie. Ak napriklad
funkcia je mnohoclen

y = a + bx + ca? 4 lad 4 fa?
aj jej derivdcia je mnohoclen

% = b 4+ 2cx + 3lx? + 4fx8

(toto sa vzfahuje na mnohoéleny Tubovolného stuptia). Ak je funkeia ra-
ciondlna lomen4, aj jej derivécia je racionilna lomend funkeia. Ak funkecia
obsahuje odmocniny alebo mocniny, obsahuje ich i derivicia. Derivécie
trigonometrickych funkeif st takisto trigonometrické funkeie. V niektorych
pripadoch, napr. pri logaritmickej funkeii, je derivdcia tiez velmi jedno-
duchd funkcia (raciondlna lomend).

Pri hladani derivicie netreba vtipnost ani ndpaditost, dloha sa vidy
riefi presnym, postupnym pouZitim jednoduchych pravidiel, ktoré vy-
svetlime v kapitole IL. V nej sa skimajt aj derivicie roznych zloZitejsich
funkeii.

Vietky funkeie, ktoré sme doteraz skimali, boli dané matematickymi
vztahmi. Netreba si mysliet, Ze je to podmienka existencie derivdcie.
Napriklad zévislost drahy od tasu méZeme pokladat za zndmu z pokusu
v tvare velmi podrobnych tabuliek. Je jasné, Ze pomocou tychto tabuliek
moino vypoditat okamZitd rychlost (t.j. derivéciu) podla tych istych
pravidiel, podla ktorych sme ju vypotitali pre funkecie dané matematickymi
vztahmil). Pre délezitost tohto paragrafu si zopakujeme zékladné vy-
sledky.

1) Uréenic spojite] funkeie, v nafom pripade drahy telesa, pomocou najpo-
drobnejsich tabuliek je len priblizné, a teda aj derivicia tejto funkeie je len pri-
blifne uréend. Pozn. prekl.
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1. Derivécia funkcie sa po&ita ako limita pomeru prirastku funkecie
k prirastku argumentu, ak sa argument blizi k nule

dy : Ay
T (E)

2. Okam#itd rychlost pohybu telesa sa rovnd derivécii stradnice,
udévajticej polohu telesa podla fasu. Analogicky sa hovori, Ze derivécia

%» udéva rychlost zmeny funkcie y pri zmene premennej (argumentu) z

i v tych pripadoch, ked z nie je ¢as a y nie je siradnica udévajtica polohu

telesa.
(Cvi&enia

1. N4jdite pomocou algebraickych tprav derivécie funkeii:

a) § = 12,
b) 8 =13,
At At ; 5 i
ak sa f = E—T , by =1+ -5 ; pritom Iubovolny moment ¢, pre ktory hladdme

derivéciu, le#i v strede gasového intervalu od ¢; do #;.
Néjdite derivacie funkeii v prikladoch 2 aZ 6:

2.y =gk
3 y=(x+ 1=

4. y=—.

mz
b
5 y=a+ =
6.y = V;.
N4vod k tlohe 6. Rozéirte vyraz V“”"‘—i";—_l/-m suétom Vm + Az + V;

4. PRIBLIZNE VYPOUTY HODNOT FUNKCII POMOCOU
DERIVACIE

o g 8 . . . , As ;
Derivécia i o urtuje ako limita pomeru prirastkov “AF pri

; A :
At — 0. Pri At réznom od nuly pomer prirastkov Ti sa nerovné deri-
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g ds e i ds i
vacil -, no tento vzfah sa len pribliZzne rovna I pribliZenie je tym

lepSie, ¢im je mensie At.
Preto moZno priblizne napisat!):

A ds d
—A—: ~ -d% —&'(l), As— 7&% At = s'(t) At (4.1)

Z toho ndjdeme aj pribliznti hodnotu funkeie s(t 4 At)
d
s(t + At) = s(t) - As & s{t) - _(% At=st) + ) A (4.2)

Viimnime si, Ze vo vztahu (4.2) prvé znamienko rovnosti je presné
podla definicie As, druhé je priblizné.

Vritme sa k oznadeniam &, =t + Al, ¢, — t, ktoré sme pouzivali
predtym. Dostaneme:

8(t2) = s(t) + 8'(f) . (f2—t1) (4.3)
Ked rozdiel t, — t, je maly, t.j. ak sa ¢, bli#i k #;, funkcia s(t;) mobdze
byt vyjadrend pribliznym vztahom, ktory obsahuje hodnoty funkeie s(t)

& jej derivdcie s'(t) pri t = ;. V tomto vztahu je ¢, prvého stuptia, teda je
linedrne.

Priklad: Nech s = 3. Zaujimaji nds hodnoty s, pre ¢ blizke &islu 1.
Ak =1, tak s(t)) =} =1, s'(t)) = 32 =3 a priblizny vztah m4 tvar

s(t) =8 x143(,—1) =3—2

Porovnajme presné a priblizné hodnoty (fab. ).

1) Tvrdenie, #e priblizné rovnost
As = s(@ + Az) — s(z) & ¢'(z) Az

je presnd v limite pre Az — 0, je potrebné objasnit. Pri Az — 0 je zrejmsé, %o As — 0.
Preto pribli#nd rovnost As & a Az pri Az — 0 Je presnd pre TubovoInsé a, ked#e =z tejto
rovnosti vyplyva, ze 0 = 0. Ale my tvrdime ovela viac: pre konetnd Az z As & s'(z) Az

~

; As :
vyplyva, %e e 2 &(x). Tvrdime, %o aj tento désledok z pribliznej rovnosti

As & 5'(x) Aw je presny v limite pre Az — 0. To vyplyva z definicie derivécie &'(z).
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Tabulka 1
I ta 1 1,01 1,02 1,05 1,1 1,5
t3 1 1,0303 1,0612 1,1576 1,3310 3,375
3t — 2 1 1,03 1,06 1,15 1,30 2,50 4,0

Este priklad pre s = Vt_. Néjdeme hodnoty funkecie pre ¢ blizke &islu 4. 7
i

— 1
V tomto pripade s(4) = ]/4— 2. Derivacia &'(t) = V_ (pozri cvicenie 6,
¢

9
1

¢l. 3). Preto s'(4) = —1: = — a pribliZny vztah mé tvar
2l 4

s(t) =Vt = 2 + 0,258, — 4) = 1 + 0,25%,

Porovnajme aj v tomto pripade priblizné a presné hodnoty (tab. 2).

Tabulka 2
& 4 5 8 7 8
Ve 2 2,24 2,45 2,65 2,83
1+ 0,258 2 2,25 2,50 2,75 3,0 3,25

Predstavme si, Ze At je prirastok ¢asu, §'(f) — okamzitd rychlost,
As — prirastok drahy, t.j. drdha, ktord teleso prejde za das Af. Vztah

As = s'(t) At (1 )

znamend, Ze dréha sa rovné siéinu okamzitej rychlosti a prirastku dasu.
OkamZit4 rychlost sa viak sama s ¢asom meni. Preto vztah (4.4) je spravny
len vtedy, ked okam#itd rychlost sa nestadila za ¢as At znatne zmenif.
Z toho vyplyva, e &m sa rychlejiie meni veli¢ina §'(t), tym mengie At
moZzno brat vo vztahu (4.4), a naopak, #m pomaliie sa meni s'(f), tym sa
At moze zvolit vadsie, t. j. prirastok dasu At, pre ktory vztah (4.4) déva
efte mali chybu, zdvisi od rychlosti zmeny derivécie na intervale At.

Uvedené priklady potvrdzujt tento zdver.

V prvom priklade pri zmene ¢ od 1 do 2 (At=1) derivécia
§'(t) = 312 sa meni od 3 do 12 (t. j. 4-krat). V druhom priklade pri zmene ¢
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od 4 do 9 sa derivacia s'(t) = 2%;_— meni od 0,25 do 0,167 (t. j. priblizne
0 30 %,). Preto v druhom pripade je vztah presnejsi pri vad#ich hodnotdch
Al. Otézka o hraniciach, v ktorych je vzfah pouZiteIny (ak je dand poZa-
dovand presnost) a jeho moZnost je podrobne rozpracovand v poslednych
¢lankoch druhej kapitoly.

Vietko, éo sme si povedali, sa v rovnakej miere vztahuje ako na
kladné, tak i na zéporné prirastky. Priklad so zdpornymi prirastkami je
dany v cviéeni.

Cvifenia

1. Najdite (1,2)%, (1,1)% (1,05)%, (1,01)%, ak pouZijeme vztah (4.3). Porovnajte
ziskané vysledky s presnymi.

2. Pre funkeiu s(f) = 2 4 20t — 5¢* najdite pomocou derivdcie hodnoty s(1,1),
s(1,05), ¢(0,98). Porovnajte s presnymi hodnotami.

Névod. V poslednom pripade vezmite t = 1 a At = —0,02,

5. DOTYCNICA KRIVKY

Pomocou derivicie mozno riesit délezit Glohu analytickej geometrie —
tlohu o hladani doty¢nice ku krivke, ktord je dand rovnicou y = f(z).
Stradnice bodu dotyku 4 st dané: @ = xy, ¥ = 4o = f(wo).

Najst dotytnicu znamend ndjst jej rovnicu. Je zrejmé, Ze rovnica
dotyé¢nice je rovnica priamky prechddzajacej bodom dotyku. Rovnicu

lubovolnej priamky, idice]j cez dany
.Gsd\ bod A (o, ¥o), moZno napisat v tvare

Y — Yo = k(x — 20)

Aby sme nadli rovnicu dotyé-
nice, treba uréit &éslo & — smernicu
doty¢nice. Najskér ndjdeme smerni-
cu priamky prechadzajicej cez dva
dané body 4, B skdimanej krivky
(obr. 3). Tato priamka sa nazyva

0 ¥ setnica. Ak sa tieto dva body krivky
0br. 3 priblizuja, priamka sa pribliZuje
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k doty¢nici. Na obr. 3 st dve seénice idice cez body A4 a B a cez 4
a B, pricom B’ lezi bliZiie k 4 v porovnani s B.

Cim je druhy bod blizdie k bodu 4, tym je setnica bliZsie k doty¢nici.
Preto smernica doty¢nice sa rovnd limite, ku ktorej sa blizi smernica
sefnice, ak sa zmenduje vzdialenost medzi
dvoma prieseénikmi se¢nice a krivky. y

Smernicu seénice Tahko vyjadrime po-
mocou hodndt funkecie v priesetnikoch.

Vezmime za jeden =z prieseénikov
setnice a krivky bod A(xs, %), v kto-
rom chceme viest doty¢nicu ku krivke. Su-
radnice druhého priesetnika B oznatime
(@1, 1) x

Kedze tieto body lezia na krivke, Obr. 4
ktorej rovmica je y = f(x), potom ¥, =
= f(xo) & y1 = f(z1). Ako vidno z obr. 4, smernica sednice ks sa rovna

by b o Yi—Y _ J{@1) — flo)
X1 — Xy ry — Xy

Vyraz pre smernicu priamky, ktord prechddza cez dva dané body,
zistujeme v ¢l. 3 a 4, kapitoly IV.

Aby sme dostali smernicu dotyénice v bode z = zo, musime volif
bod B éoraz blizsie k bodu 4, t. j. je potrebné, aby sa x, bliZilo k ;. Smernica
doty®nice sa teda rovnd limite ks pri 2; bliZiacom sa k zy:

@, xy— T
Oznatme Az rozdiel o, — xp, #1 = 2 + Az a takisto
Af = f(a1) — flwo) = flwo + Ax) — flao)

Pri takomto oznadeni pre smernicu sefnice ks a smernicu dotyénice k

platia vztahy
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Smernica dotytnice je teda derivécia funkeie f(x)

_ 4
k*af(xo)

Vieme, ze derivécia funkecie f(z) je sama funkciou z. Ked sme hladali

smernicu dotyénice v bode A(wo, %), potom pri vypodte limity sme

hodnotu x a x, povaZovali za pevni. Preto v koneénom vztahu je f'(zo)
hodnota derivécie pre x = xp.

UvaZujme napr. parabolu y = a2, t.j. f(x) = 22. Zostavme rovnicu
dotyénice v bode zy = 2, o = f(zo) = 4.

Pozndme derivéciu

d 2

V bode, v ktorom nds zaujima smernica doty¢nice, sa
k=f(x) =20y =4
Rovnica dotyénice je:
Y —Yo = k(x — x)
y—4 =4x—2)
y =4 —4

Bez pomoci derivacie tazko moino viest dotyénicu ku krivke, ktord

je dand rovnicou y = f(z). Treba vypoéitat velké mnozstvo bodov krivky,
pomocou krividla viest krivku tymito bodmi a po-

y tom odhadom priloZif krividlo ku krivke v danom
bode. Pritom treba dédvaf pozor, aby sme neprefali

Al24) Trivku v blizkosti bodu dotyku. Pomocou derivécie
najdeme rovnice dotyénice takto: Zvolime si dva

& body leziace na tejto priamke. Narysujeme ich a po-
mocou pravitka vedieme nimi priamku-dotyénicu.

0 ¥ Ako jeden bod je prirodzene najvhodnej$ie volit sa-
motny dotykovy bod A(x, 7o), druhy bod na priamke
(bod C) mozno volit dalej od 4, aby sa presne uréil
sklon a poloha dotytnice ako priamky idacej cexz
C(04) dva body 4 a C.

Fzgy %

Obr. 5 paraboly y = a2 v bode zy = 2, y, = 4. Tato rov-
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Napriklad: Vys§ie sme nali rovnicu dotyénice

nica md tvar y = 4o — 4. Néjdeme siradnice dvoech bodov na tejto
priamke: pri # =2 sa y =4.2—4 = 4; toto je samotny bod dotyku
A(2, 4). Jeho stradnice sme ani nemuseli vypoéitat, dotyénica musi
tymto bodom prechddzat. Za druhy bod C' vezmeme prieseénik dotyé-
nice s osou . Polozime x = 0, ndjdeme y = —4 tak, Ze ' (0, —4) (obr. 5).
VEimnime si edte tito zaujimavost: bod € so stradnicami z = 0, y = —, v kto-
rom dotyénica pretina os y, leZi pod osou z tak daleko, ako daleko le%i nad osou z
bod dotyku. Nie je to ndhoda, ale je to pravidlo sprévne pre vietky dotyénice
k paraboldm s rovnicou y = ax?. Ak dotyénica ide bodom Az, e = ax), jej
rovnica }e: 7
Y = Yo = 2amo(w — m)
a pre x = () dostaneme:
Y —Yo = —2ax5, Y = Yo— 2axj = yo— 2yo = —yo

Tyrmto spésobom dotyénica ide cez body A(xg, yo = axl) a 00, y = —yo =

= —ax]).

Ak zostrojujeme krivku pomocou bodov, potrebujeme ich na to vy-
potitat pomerne velky pocet, aby sa krivka dala Tahko narysovat. Pomocou
derivicie mbzeme najskér viest dotyénice ku krivke v danych bodoch;
potom lahgie a presnejsie mézeme narysovat samotnd krivku.

Z nézoru je jasné, Ze v bodoch, v ktorych je maximum alebo minimum
krivky, je dotytnica vodorovné (rovnobeind so stradmicovou osou ).
Rovnica vodorovnej priamky je y = const, smernica vodorovnej priamky
je & = 0. V bodoch maxima a mi-
nima krivky sa teda derivdcia funk-
cie y = f(@) rovnad nule. Podrobne
sa o tomto hovor{ v nasledujicom e
clanku. Takto z podmienky f'(z) = 0
mézeme nijst x-ové siradnice ma-
xim a minfm krivky.

Stradnicuy pritom lahkonijde-
me, ak dosadime 2 dorovnice krivky.
Ak pozndme stradnice bodov, v kto- 14
rych je maximum a minimum, moZ-
no presnejiie viest samotnd krivku.

Ako cvidenie je uZitotné, hoci
len od ruky, narysovat krivku y(x) Obr. 6
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a zaroven krivku ¢'(z). Pritom si v8imame znamienko y'(x) a body,
kde y'(x) nadobtida hodnotu 0. Takyto priklad je znizorneny na obr. 6
(graf y(zx)) a obr. 7 (graf derivicie y'(x)).
Body, v ktoryech funkcia nadobida nulovid hodnotu, nie s pre
deriviciu y'(z) doélezité. Ak krivku y(x) posunieme nahor, (hornd krivka
obr. 6), krivka #'(x) sa vébec ne-
¥ zmeni. Pri rovnobeinom posunuti
sa sklon krivky zachoviva. Na-
priklad pri = x, st dotytnice ku
krivke y(x) (bod 4) a k posunutej
krivke (bod B) rovnobeZné, uhly
sa zhodné. Tieto vysledky potvr-
dzuja vlastnost derivécie, ktord ho-
vori, Ze ak pripieme kondtantu
k funkcii (na grafe to zodpovedd
o 7 > 3 i x  posunutiu v zvislom smere), deri-

vécia sa nezmeni.
Rovnako moZzno postupovat
aj v druhom pripade: od ruky na-

Obr, 7 rysujeme graf derivicie a priblizne

zostrojime graf funkecie. Pritom mu-
sime poznat jeden bod (o, (%)) & od neho viest krivku nahor alebo nadol
(podla znamienka derivacie).

Doteraz sme predpokladali, Ze na osi  a y je rovnakd jednotkovd
mierka, t. j. %Ze mierka na osi  a mierka na osi y je zobrazend na grafe
tsetkami rovnakej dizky. Vtedy sa tg o = %%

Pri zostrojovani grafov sa éasto pouZivajit rézne mierky, najmi ak
y a x si velitiny s réznymi rozmermi. Nech napr. ¥ je dréha a x je éas.
Na graf sa nand8a poloha telesa v zdvislosti od éasu y(z). Na os poradnic (y)
budeme nandfat y v mierke 1 m drahy = 1 cm na obrazku. Na os tse-
tiek (x) budeme nanagat ¢as v mierke 1 s ¢asu = 1 cm na obrizku. Vtedy

skutoénd rychlost pohybu v je vyjadrend v metroch za sekundu (rovné, sa

d
derivécii —Z_) a rovn4 sa tangensu uhla dotycnice na grafe (tg o). Ak
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si zvolime inti mierku pre stupnicu z, napr. 1 s = lem = 5 ¢em na obrézku,
dostaneme:

— = v [ms—1]

Ak za jednotku dizky na osi 2 na obrdzku zvolime I cm a na osi y
volime n cm, tak
dy

n
tg o = — —2.
£ I dx

Ked y a z s1 veli¢iny s danymi rozmermi, napr. ¥ je dané v metroch,
# v sekundéach, alebo y v kilogramoch, 2 v mesiacoch (zdvislost vihy

mé rozmer. V prvom pripade

dy
dx

dietata od ¢asu), aj derivicia

—S:% = je rychlost pohybu s rozmerom m/s, v druhom pripade % je
rychlost pribudania vihy kg/mesiac.

Trigonometrickd funkeia tg« je bezrozmernd (rovni sa pomeru
dlzok dvoch tisetiek). Neméze preto platit rovnost tg o = %xy— . lebo v nej
aj lavd, aj pravd strana maji rdozne rozmery. Stéinitele [ a n zo vztahu
tgx = % % robia rovnost spravnou z hladiska rozmerov. Tak v druhom

priklade mé I rozmer em/mesiac (1 cm na grafe na 1 mesiac veku), n mé

rozmer em/kg (1 em na grafe na 1kg vihy), takie f;_% je bez-
¥

rozmerné. Vo vztahu

tg o =

:ﬁﬂ(kg)

) cm dx \mesiac
mesiac

sa vietky rozmery zjednodusia.
Toto si treba zapamitat pri porovnivani derivdcie a sklonu
krivky.
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Cvidenia
1. Zostrojte graf funkeie y =& + 1 v intervale od & = —1,5 do = = 2,5
a vedte k nemu dotyénice v bodoch z = —1; @ = 0G;xz=lazxz=2
2. Urobte to isté pre funkecie y = 2* — 322, —1 <& < 3,5, dotyénice zostrojte
v bodoch # = —1, 0, 3. N4jdite body s vodorovnou dotyénicou.

3. N4jdite body s vodorovnou doty&nicou pre krivku y = 23 — 2 4 1. Zostrojte

krivku pre —2 < z < 2. ‘
Navod. COvitenia 1 a# 3 treba narysovat na milimetrovy papier s velkou

mierkou.
4. Zostrojte krivku y’(») pre funkeiu y(z), znazornend na obr. §.

N4vod. Najprv prekreslite obr. 8§ na éisty list papiera a na fiom zostrojte y'(x).

y

Obr. 8

5. Na obr. § je zndzornend krivka y'(z). Zostrojte krivka y(z), ktora prechadza
bodom (5, 0). Pod akym uhlom pretina g(x) os y? Pod akym uhlom pretina y(x) os
prex = 5%

‘

Y

2

Obr. 9

Navod. To isté ako v cviteni 4.

6. Zostrojte doty®nice kukrivke y = «% v bodochz = 0,5ax — 1. Néjdite priesec-

niky dotyénic s osami = a y.
7. Néajdite vieobecné pravidlo pre prieselniky dotyénic ku krivkdm y = ax?

y = ba3 so stradnicovymi osami.
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6. MONOTONNE FUNKCIE. MAXIMUM A MINIMUM FUNKCIE

Nech je dand zdvislost akejkolvek fyzikdlnej velifiny, napr. teploty
od ¢éasu.

Nech s je teplota, ¢ éas a nech je dany vztah pre funkciu s(f). Ako
uréime, & teplota v danom ¢ase stipa alebo klesd, alebo kedy dosahuje
maximum alebo minimum ¢

Ak nepozndme derivécie, odpoved na prva otdzku treba hladat
dosadzovanim: nijdeme teplotu v danom &ase ¢, potom vezmime lubovolny
nasledujici ¢as f; a presvedéime sa, ¢i teplota sttpla alebo klesla. Takyto
sposob je, pravda, nespolahlivy: ak je s(f;) vacsie ako s(t), to nevylutuje,
%e do casu ¢ teplota nemohla klesat, dosiahnut minimum a aZz potom
stapat a v Case f; by bola vidiia ako s(f).

Pomocou derivicie mozno otédzku rie§it presne: treba viak ndjst
deriviciu %j—. Ak derivacia % = &'(t) je v danom Gase ¢ kladnd, tak
s(#) je rastica funkcia: ak zvadédime 4 o mali hodnotu Af, teplota sa zmeni
o malid hodnotu As = &'(f) At (éfm menfie At, tym presnejdia je tato
rovnost). Skimajme prirastok ¢asu AT > 0. Ak s'(f) >0, At > 0, tak
i As >0, t.j. teplota sa postupne zvySuje. Ak s'(f) << 0, At >0 tak
As < 0, t.]. teplota v nasledujicom &8ase s(t + Af) bude niZSia ako
teplota s(t) v danom éase.

Vidime, Ze kladné derivicia znaci, Ze funkecia je rastica, a zdpornd
derivdcia, Ze funkecia je klesajica v danom bode.

Vyrazy ,rastica funkeia®™ a , klesajica funkcia® sa pouZivaji nielen
pre zavislost od ¢asu, ale i pre IubovoIné funkcie y(x). Pritom za rasticu
funkeciu pokladdme tid, pri ktorej sa y zvadéduje pri zvitfovani nezdvisle
premennej ).

P
Derivécia EE uddva prave rychlost rastu, t.j. pomer zmeny y

: x
k zmene 2z Zipornd rychlost rastu znamend klesanie, zmenSenie y

s d dy . 5
pri zvidSeni z, a ak —d% < 0, tak (— d—y) je rychlost klesania.
7

1) Autor volne pouZiva dva pojmy: rastice a klesajuce funkecie v bode a rastice
a klesajice funkcie na mmnoZine (intervale) bez toho, aby ich rozli&il. Pozn. prekl.
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Vyraz ,,funkeia y md velkd zédpornt derivaciu podla = znamend, Ze
’ I 4 2z 4 ] 4 2 dy ’ v
y rychle klesd so zvidSovanim x. Kladnd derivdcia 3, Zhamens, Ze y
X

rastie s rasticim x.

Fyzici a matematici, ale najmé budici matematici a fyzici, ktor{ prave
poznali, éo je derivdcia, fasto tento pojem pouZivaju i v kaidodennom
¥ivote: ,,derivdcia mojej nalady je podla éasu kladnd‘* — namiesto ,,moja
nilada sa zlepSuje.

Rieite nasledujiici Zart ako tlohu: aké znamienko mé derivécia na-
lady podla vzdialenosti od kresla zubného lekéra. Nilada sa zhorSuje
,,zmenguje sa‘, stdva sa ,zédpornou’’ so zmenSovanim sa vzdialenosti, to
znamend, derivicia je kladna.

86 funkeie, ktorych derivécie maji rovnaké znamienko pre Iubo-
volné hodnoty premennej. Tito vlastnost md napriklad i linedrna funkecia

y = kx + g, pri ktorej —j% = k — konstante. Neskor uvidime, Ze na-
priklad pri exponencidlnej funkeii ¥ = a® md derivéeia rovnaké znamienko
(hoci nie je konStantnd ¢o do velkosti) pre Iubovolné x. Rovnaké zna-
mienko derivdcie viak nie je potrebné. Méze byt rozlitné pri réznych
hodnotéch nezdvisle premenne;j.

Predstavme si funkeiu y(x), derivdcia ktorej y'(z) je kladna pri
x << @y a zApornd pri & > &, ¢o symbolicky zapisujeme:

yix) >0, z<m; Y)<0, x>

(o mozeme povedat o takej funkeii? Zaénime s x < x,. Pri zviitSe-
nom z na x, sa bude y zviélovat: pri dalfom zvadseni », y bude klesaf.
Odtial vyplyva zdver: pri # = x, funkeia y(x) nadobida mazimum.

Rozoberme opaény pripad

ye) <0, z<x; Y@ >0, x>

Ak uvaZujeme takym istym spdsobom, prideme k zdveru, Ze v tomto
pripade pri © = %, mé y(x) minimum.

Ak funkcia y(x) je dand vztahom, ktorému zodpovedd hladké krivka,
bude sa so zmenou x aj #'(z) stfasne menit. Rozdielne znamienko
y'(x) pri & < 2o a & > xp v obidvoch pripadoch znamend, Ze pri z = o
sa i'(x) = 0. Ak poloZime derivéciu rovnajicu sa nule, tak méZeme ndjst
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tie hodnoty nezdvisle premennej, pri ktorych funkcia mé maximum
alebo minimum. O vynimkéch tohto pravidla pre krivky, ktoré nie st
hladké, budeme hovorit podrobnejsie v kapitole TIT.

Uvedme ¢iselny priklad. V &l 1, kapitoly IV je tabulka funkcie
y = 323 —a? —ug, pozri str. 213. Ak si viimneme tato tabulku, vidime,
Ze funkeia sa zd4 rastica pre vietky hodnoty z, pretoze ka7de zvidienie x
o jednotku vyvolalo zvadienie y. Utvorme derivéciu

y =027 — 2 —1

Ak poloZime z = 0, dostaneme y'(0) = —1 < 0. To znamens, %e pre
¢ =0 je funkeia klesajlca; této skutodnost vyvracia predpoklad, ktory
vznikol na zéklade uvedenej tabulky, %e funkoia je viade rastiica.

Polozme y'(z) rovnajtice sa nule a rie¥me rovnicu

22 —2x—1=0
néjdeme dva korene:
¥ =—0,24, @, = 40,46

Zostavime podrobni lab. 3 tak, aby obsahovala aj nijdené body
maxima a minima.

Tobulka 3
x —2 —1 —0,30 —0,24 —0,18
—26 —3 +0,129 +0,140 J +0,131
0,40 0,46 0,52 1 2
—0,372 —0,381 —0,370 +1 +18
|

Vidime, Ze skutoéne na intervale od z = —0,24 do =z = 10,46
funkeia y klesd z hodnoty 0,14 na —0,381),

) Vysledky v tab. 3 s zaokrihlené na tri desatinné miesta, tobiz y(—~0,24) =
= 0,140 928, 4(0,46) = 0,379 592. Ani funkcia v &isle —0,24 nemd maximum, kedZe
%'(—0,24) = —0,0016, podobne je to pri minime., Maximum nadobuda v &isle

(1 —1/10)/9 = —0,2402 .. . & minimum mé v sle (1 + J/10)9 = 0,4624. ..

prekl.  Pomn.
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Porovnanie hodnot y(—0,24) so susednymi %(—0,30) a y(—0,18)
potvrdzuje, #e pri x = —0,24y dosahuje funkcia maximum a susedné
hodnoty y st mensie.)

Graf funkeie y = 3a* —a? — x je zndzorneny na obr. 10. Vidime,
e slovo maximum?) netreba chdpat ako najvadiiu hodnotu zo vsetkych

mo#nych hodndt y. V skutoénosti v bode
‘V maxima  dosahuje  funkcia hodnotu
3 y(—0,24) = —0,14 a pri z = ly = 1
pri # = 2y = 18, pri x = 10y = 269 atd.
21 pri z idicom do nekonetna aj y neobme-
dzene rastie. Cim sa odlifuje najdené
" maximum?) Tmax = —0,24, y = 0,142
Rozdielnost je v tom, Ze pri bliz-

= el 1 2 X kych susednych hodnotdch x, véacsich
ako max, alebo mensich ako ®max, hod-
noty y su mensie ako Ymax = ¥(Tmax)-
-2y Thto skutoénost ndzorne vidiet v fab. 3 (po-
rovnajte (—0,30), y(—0,24) a y(—0,18)).
Obr. 10 Taks istéd tivaha sa vztahuje na minimum:

pre Tmin = 0,46, Ymin = —0,381; pre

zdporné, no v absolitnej hodnote viésie ako Zmin sa ¥ neobmedzene
zmeniuje a stdva sa menfie ako Ymin. Bod minima (fmin, Ymin) S8
viak 1i8i tym, %e pre z blizke k min J& Ymin mengie ako prislusné y = y(x).
Podmienka, aby sa derivicia rovnala nule, dédva moZnost ndjst maximd

a minim4 funkeie4).
Uréenie maxim a minim aritmetickou cestou, vypodtom a porovna-
nim hodndt funkcie pre rézne hodnoty argumentu sa zd4 omnoho obtaz-

1) Pozri poznémku 1 na str. 37. Podla tejto pozndmky treba brat uvedené tvr-
denie len priblizne. Pritom funkeia mé v tislo x, iba lokélne maximum a v &isle z2
lokélne minimum. Maximum a minimum nemd! Pozri aj dal¥f text. Pozn. prekl.

2) Autor nerozliduje v texte pojem lokélne maximum a maximum, ani lokalne
minimum a minimum funkeie. Pozn. prekl.

3) Znamienko max pri z je skratka z latinského slova maximum a &ita sa:
,iks — max* alebo ,,iks — maximum‘’; znak min — minimum.

4) Opiit ide o Jokdlne maxima a minimé funkeie, Pozn. prekl.
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nejiie a menej presné. VySSia matematika je nielen vyznamnym
myslienkovym vydobytkom, ale aj praktické, konkrétne vypodtové tlohy
sa ovela lahgie riefia metédou vysse] matematiky.

Na zdver tejto dasti sa zastavime pri otdzke, ako odlifime maximum
.od minima, ked pouZijeme podmienku y'(x) = 0. T4to podmienka je splnend
i v maxime i v minime. Rozdiel je v znamienku y'(x) pri @ < ap a pri
xr > Xp.

Ako uréfme znamienko y'(x) pre x blizke k xy, ak nevypoéitavame
bezprostredne y' pre ostatné hodnoty ¢ V prvom pripade sme videli, Ze
funkcia y(x) mé maximum, ked y'(x) >0 pri x <z, a y'(x) <0 pri
2 > xp. Teda v tomto pripade derivicia y'(z) je klesajtica funkcia. Pri =
rasticom derivicia, ktord na zadiatku bola kladnd (pri z < x,), sa pre
x = xp rovna nule a dalej klesa, stdva sa zdpornou pri @ > zp. My viak
u# vieme, ako uréime klesajicu funkeiu. Jej derivécia je zdpornd. Teda
v prvom pripade pri tej hodnote # = xmax, pri ktorej] md ¥ maximum,

y'(xo) = 0 a derivicia derivicie je zdpornd. Tdto funkcia — derivicia
derivacie — ktort vSeobecne zapisujeme
,a(E

dy’ dx

dz dx
mé svo] ndzov — ,druhd derivdcia®. Oznaluje sa aj %'(z) alebo
d2y
da? -~

Tak#e podmienka maxima je:
y'x) =0, y'(x) <0
Takymto spésobom mozno tiez zistit, Ze pri x, pre ktoré plati:
Y@ =0, y'(x)>0
funkcia y(x) md minimum!?).
1) UVB(IIGI:.lé podmienky st len posta¢ujuce. Funkcia méZe mat lokédlne maximum,
1"esp.3 lok. minimum, aj ked uvedené podmienky nie si splnené, napr. funkeia
Yy = V:cz ma v ¢isle £ = 0 minimum, hoei %'(0) ako aj y"(0) neexistuje; podobne

3
funkeia y = Vx“ mé v Gisle # = 0 minimum, hoci y’(0) = 0 a %"(0) neexistuje
Pozn. prekl. .
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Vratme sa k prikladu rozobranému vyssie,

y=3x3—x2—z, y =9%2—2x—1

Zderivujme %’ a dostaneme:

Yy = 18z — 2

Prex = —024y =0ay” = —63 < 0askutoéne va=—024,y=
| = 0,14 je maximum. Pre » = —046 y =0, y" = 6,3 > 0, tedal) pri
- = 0,46, y = —0,38 mé y minimum.

CviGenia

Najdite hodnoty @, pre ktoré funkeie uvedené v prikladoch 1 a% § nadobudajt
maximum alebo minimum, V ka%dom pripade zistite, o aky extrém ide. Vo
funkeidch, ktoré obsahujd konstantu a, zistite pripady, ked a > 0, alebo o < 0.

1. y = ax?,
1
2. y=2+ —.
&x
3. y=u + .
&

4. y=a>—=z.
5.y =t = az? 4 b.

7. URCENIE DRAHY Z RYCHLOSTI POHYBU.
OBSAH KRIVOCIAREHO LICHOBEZNIKA

Uloha uréit okam#itd rychlost pohybu »(f), ak pozndme zdvislost
‘ polohy telesa od fasu s(t), nds priviedla k pojmu derivicie

) = —
v =5
| Opalné tloha je v uréeni polohy telesa a drahy, ktoru teleso prejde
za dany Sasovy usek, ked je dand okamzita rychlost »(f) ako funkecia casu.
T4to tiloha nis vedie k druhému délezitému pojmu vysfe] matematiky —
pojmu ntegrdalu.

1) y"(0,46) = 6,28, y'(—0,24) = —6,32. Pozri pozndémku na str. 37. Pozn.

| prekl.

; 0

Dohodneme sa o vhodnom oznadeni. Skimajme dréhu, ktord prejde
teleso za 8as od f; do £;. Aby sme nemuseli pisat indexy, nazveme zadiatok
sktimaného ¢asového tiseku pismenom n, t. j. {; = n a koniec tohto tseku £,
t, = k. Dréhu, ktort teleso preslo, oznaéime s (n, k). Zapamitajme si, Ze
ked v zétvorke pri znamienku funkecie s stoja dve pismend =» a #k,
potom s(n, k) je dizka drahy, ktort teleso prejde za tas od n do k. Ak je
s(t) s jednym pismenom v zitvorke, s(f) urtuje polohu telesa v danom
tase . Medzi tymito veli¢inami je jednoduchy stvis

s(k) = s(n) + s(n, k) }

s(n, k) = s(k) — s(n) (7:0)

Dréha, ktorti teleso prejde za ¢as od n do k, sa rovnd rozdielu su-
radnice na konei skiimaného ¢asového dseku s(k) a na zadiatku tohto dseku
s(n).

Teraz urobime vypodet s(n, k). V najjednoduchiom pripade, ak je
rychlost kon&tantnd

v(t) = const = vy (7.2)
prejdend drdha sa rovnd sddinu ¢asu, pocas ktorého pohyb trval, a rych-
losti, teda

s(n, k) = (k—n) wy (7.3)

Ak nakreslime graf zavislosti rychlosti od éasu v pripade konstantnej
rychlosti, dostaneme vodorovnt priamku (obr. 11). Driha, ktoru teleso
prejde, sa rovnd obsahu vysrafovaného obdlZnika, pretoZe obsah obdl#nika
sa rovna stuéinu zikladne (k — n) a vysky v,.

Ako to bude vo vieobecnom pripade, ked okamzitd rychlost nie je
konstantnd ?

Presktiimajme podrobne jeden éiselny priklad. Nech je rychlost po-
hybu dand vziahom v = at?, kde koeficient a predstavuje zrychlenie.
Uvazujme taky pripad, ked @ = 1m/s2, po-
tom v = {2. Ndjdeme drahu, ktord teleso v
prekonalo za ¢asodt=n=1dot =k =2.

Cely interval od # do & rozdelime na
desat Casti a zostavime tabulku pre rych-
lost (tab. 4). Malé ¢asové useky po 0,1,
na ktoré sme rozdelili cely interval od ° # k ¢

Yo

t = n do t = k, oznad¢ime skratene At. Obr. 11
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Tabulka 4

¢ 1,00 | 1,10 | 1,20 | 1,30 | 1,40 | 1,50 | 1,60 | 1,70 | 1,80 | 1,90 | 2,00
v | 1,00 | 1,21 | 1,44 | 1,69 | 1,96 | 2,25 | 2,56 | 2,89 | 3,24 | 3,61 | 4,00

V &om spodiva tazkost vypottu dréhy, ak je rychlost v(t) dand
vztahom? Obtaznost je v tom, Ze rychlost je premennd. Pre konstantnu
rychlost je odpoved jednoduchd. V skimanom priklade v celom intervale
éasu od t = 1 do ¢t = 2 sa rychlost zmeni Stvorndsobne. Ak interval roz-
delime na 10 dasti, v kaZdom malom intervale diiky 0,1 8 sa rychlost
zmeni prinajmenSom o 10—20 9%,. To znamend, %Ze v malych intervaloch
moézeme rychlost priblizne pokladat za konStantni a vypoéitat drahu
v priebehu malého intervalu ako sudin tohto asového intervalu a rychlosti.

Pre vypotet drahy v kaZdom intervale Af, ktory trvd 0,1 s, pouZijeme
potiatoéni rychlost z tohto Af; 1mfs z At od 1s do 1,1s, 1,21 m/s
vAt od 1,1s do 1,2s atd: nakoniec 3,61 m/s v poslednom At od 1,9s
do 2,0s. Celkovd prejdend drdha za Casovy interval od t =1 do t =2
pri tomto spbdsobe vypoétu sa rovna:

s(t,2) = 0,1 + 0,121 + 0,144 + ... + 0,361 = 2,185 m

V tomto vypotte sme zmensili prejdent drahu: rychlost v danom
priklade v priebehu ¢asu rastie, preto je rychlost v zadiatku kazdého At
mensia ako strednd rychlost. Aj kazdy zo séitancov, na ktoréd sme rozdelili
celt drahu, je o nieto mendi. Z toho vyplyva, Ze je mensi aj cely vysledok.

Teraz vypotitame drahu tak, Ze v kazdom At budeme braf hodnotu
rychlosti na konci intervalu A¢. Pre prvy interval At od 1s do 1,15 sa
tdto rychlost rovna 1,21 m/s, pre posledny od 1,9s do 2 s sa rychlost
rovnd 4m/s. V tomto pripade pre prejdent drihu dostaneme:

§(1,2) =0,121 + 0,144 - ... 4 0,400 = 2,485 m

Tento vypocéet diva zviéfent hodnotu s(1,2). To znamend, Ze
skutoénd hodnota je v intervale medzi 2,185 m a 2,485 m. Rozdiel medzi
2,185 a 2,485 je asi 159%,. Ak zaokrihlime hranice pre s, dostaneme:

2,18 < §(1,2) < 2,49
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Vypotet mozno objasnit na grafe. v
Zostrojme graf (obr. 12), na ktorom na
os x nanesieme ¢as a na os ¥y rych-
lost. Aby sme na obrizku dobre videli /
stupne, je interval fasu rozdeleny na /7
5 dielov (nie na desat, ako v tabulke). 7
KaZdy stitanec v prvom saéte pred- ;
stavuje obsah tzkeho obdl¥nika, kto-
rého zékladta odpovedd intervalu A v=t? ;7
a vyska zodpovedd rychlosti na za-
¢iatku intervalu. Suéet potom predsta- /g
vuje obsah vyfrafovaného obrazeca pod 0 1 2

lomenou (schodikovitou) éiarou na obr. 12. Obr. 12
Druhy suéet, v ktorom sa v kazdom
intervale brala rychlost na konei intervalu, zodpovedd obsahu vy3rafova-
ného obrazca na obr. 13.
Ako sa dé4 presnejiie vypofitat drdha, ktori teleso predlo za éas
odi=n=1sdot=Fk=2st
Rozdiel medzi dolnym a hornym odhadom, t. j. rozdiel medzi hodno-
tami 2,18 a 2,49 zévisi od zmeny rychlosti v hraniciach kazdého intervalu At.
Aby bolo mozZné nijst ovela presnej$iu hodnotu s(1,2), treba cely
tasovy interval od ls do 2s rozdelit
v na viac kratdich intervalov. Napriklad,
/ ak rozdelime interval od 1s do 2s na
Z 20 intervalov At po 0,05 s, tak rovnaky
vypodet pre rychlosti ddva na zadiatku
2 intervalov At, drdhu
Z 8(1,2) =0,06+0,05.1,1025 4 ...+
v=t2 7 +0,05.3,8025 = 2,258 75

\ / a pre rychlosti na konci intervalov Af,

0 1 2 i drahu

$(1,2) = 0,05 .1,1025 + 0,05. 1,21 +
Obr. 13 4 ...+ 005.4 = 240875
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Rozdiel medzi 2,258 75 a 2,408 75 je asi 79,. Hranice pre s(1,2) sa

zuzili. Zaokrahlene
2,26 < ¢(1,2) < 2,41

Pri zmenSovani At sa vysledok blizi ku skutoénej hodnote dréhy,
ktora dalej vypocitame a rovnd sa
1

s(L2) = 25 = 2333...

Pri zmen$en{ At zmenSuje sa rozdiel medzi podiatodnou a koneénou
rychlostou v kazdom malom intervale Af, teda sa zmensuje relativna
chyba v ka’dom séitanci; preto i cely sttet drdh za vietky Af, t.j.
hodnota §(1,2) uréuje sa tym presnejsie, ¢im je At mensie (podet malych

D n . R
intervalov rovnajtci sa 3 sa pritom zvécsuje).

Na obrazku vidno, Ze pri zvidseni poCtu intervalov At a pri zmenseni
dizky kazdého intervalu zmen3uji sa rozmery kazdého schodika na
obr. 12 a 13, a teda stupriovitd Giara sa éoraz viac priblizuje ku krivke v{t).

Na ziklade tohto prichddzame k zdveru, ze drdha, ktord prejde teleso
za ¢as od t = n do ¢t = k pri Tubovolnej zévislosti okamzite] rychlosti od
Gasu o(t), rovnd sa obsahu obrazca ohrani¢eného krivkou w»(f), zvislymi

priamkami { = n a t =k a osou ¢ (obr. 14).
v Tu vidime, ako mozno prakticky
drihu vypoéitat. MoZno zostrojit graf na
milimetrovom papieri a urfovat obsah
vysrafovaného obrazea rdtanim Stvorde-
kov. Ulohu mo¥no riefit i tak, %e tento
obrazec vyreZeme z papiera, vyrezany pa-
pier odvédzime a jeho tiaZ porovnime
=42 s tiazou z toho istého papiera vyrezandho
obdlznika alebo #tvorca so znamym ob-
sahom.

Tento spdsob je vhodny a celkom
spravny, ked rychlost presne nepoznime
Obr. 14 a dand je tabulkou alebo grafom, ktory

AN
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sme ziskali pokusom. My sa vi¥ak neuspokojime s tymito pribli#fnymi
sposobmi, ale dalej vysvetlime, ako mo#no vyjadrif vzorcom drahu, ktort

teleso preslo, ak rychlost je dand vzorcom.
Spresnime i metédu urdenia dréhy, a to tak, %e drdhu v kafdom

malom &asovom intervale uréime z aritmetického priemeru potiatoénej
a konetnej rychlosti. Pri tomto spdsobe, t.j. pri rozdeleni na desat
intervalov, vezmeme rychlost v prvom intervale od 1s do 1,1 g, ktord sa

1-+1,21 ; ;
rovna +T = 1,105 m/s a drdha v tomto &asovom intervale je
0,1105 m, drdha v druhom intervale je 0,1 1—’2}# = 0,1325 m atd.

Ak ich stitame, dostaneme drahu, ktort teleso prejde za cely cas od
n=1sdok=3s,

5(1,2) = 0,1105 4+ 0,1325 4+ ... — 2,335 m
Pri rozdelenf na 20 intervalov dostaneme takto (z priemernej rychlosti)
5(1,2) = 2,33376 m

Tieto hodnoty st bliz&ie ku skutodnej hodnote 2,3333 m, nei tie,
ktoré sme vypotitali pre zaiatotné a koneéné hodnoty rychlosti pri tom
istom poéte intervalov. Pri 10 intervaloch je chyba 0,07 %, v pred-
chédzajicom spbsobe bola 15 %, pri 20 intervaloch je chyba 0,029 na-
miesto 7 9%,

Tento spdsob takisto moZno ndzorne vysvetlit graficky. Stéin strednej
rychlosti (aritmetického priemeru rychlosti zo zadiatku a konca intervalu)
a velkosti fasového intervalu je obsah licho-
beinika ABCD (obr. 15). Jeho zakladne st v
AB a DO, vy¥ka AD, obsah

AB + DC B = v(ty) 4 w(ta)
2 - 2

(b2 —ty)

Uréenie drihy pomocou strednych rych-
losti sa nazyva ,lichobe?nikovd metéda®. Ak
mé krivka u(t) tvar, ktory je na obr. 15, obsah 0
lichobeZnikov je len o malo va&i, ako ob-
sall obrazca ohranifeného priamkami B4, 4D, = - ow. 15
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DC a tisekom krivky BC. Rozdiel obsahov lichobeZnika a obrazca ohrani-
teného tisekom krivky rovnd ga obsahu polmesiaca utvoreného tetivou BC
a oblikom krivky BC (vysrafovany na obr. 15). Tento obsah udédva
chybu — rozdiel medzi skuto¢nou hodnotou dréhy a hodnotou vypoéitanou
podla lichobeznikovej metdédy. Ak porovnime obr. 12 s obr. 13, vidime,
%e chyba v lichobesnikovej metéde musi byt mensia ako pri obdlznikovej
metode.

Ak cheeme porovndvat drihu s obsahom obrazca na grafe, nevyhnutne
treba uréit mierku, v ktorej graf zostrojime. Nech na osi tsetGiek (osi x)
na grafe 1 em zodpovedd Gasovému intervaJu 7' s, 1 cm na osi poradnic
(0osi ) zodpovedd rychlosti V m/s. Vtedy pri pohyhe s konstantnou
rychlostou v, za %as od n do k& sa drdha rovnd ve(k — n) a ohsah lichg-
be¥nfka na grafe (obr, 11) sa rovné:

Yo (k=mn)
14 T

m2

S =

Takto
§(n, k) = SVT

Tento vzfah medzi drahou, ktort teleso preflo, a medzi obsahom
obrazca na grafe rychlosti, ohrani¢eného krivkou o(f), medzi osou x
a zvislymi tusefkami plati i v pripade premennej rychlosti, danej lubovolnou
zavislostou v(t). Takymto spésobom sme podrobne zistili priblizné nume-
rické i grafické metddy uréenia drahy, ktord teleso preslo, ak je zndma z4-
vislost rychlosti od. ¢asu.

8. URCITY INTEGRAL

V predehéddzajicom ¢lanku obidve tilohy — tloha uréit drahu, ktort
teleso preglo, a rovnako ddleZitd tloha, urtenie obsahu krivodiareho licho-
befnika — viedli nds ku skumaniu suétov zvldgtneho tvaru s velkym
poétom séitancov.

Formuldcia tychto tloh vedie k pojmu integralu. Hodnota drahy
s(n, k) pri danej rychlosti v(f) sa nazyva ,urtity integrdl funkeie wv(t)
s hranicami od » do k*.

Definujme matematicky uréity integrdl spdsobom, ktory zodpovedd
idedm, ilustrovanym na numerickom priklade z predchddzajiceho ¢ldnku,

Této definfcia plati i v prirode, %e skiimame TubovoIné iné fyzikalne alebo
matematické zdvislosti a nielen rychlost a drdhu.

Nech je dand funkcia v(t). Pre vypodet jej uréitého integrdlu od =
do k rozdelime interval od 7 do k na velké mnofstvo (m) malych intervalov.
Hodnoty argumentu ¢ v koncovych bodoch malych intervalov oznadime

fo, tis ta, ..., tm_1, tm. Pritom je zrejmé, e f; — n a posledné ¢, =
= k (obr. 16).
n k
to_t; t i t oty tm
} } — +— t —t—t —t t
aty bty
Obr, 16

Dlzky malych Yasovych intervalov At sa rovnaji rozdielu susednych
hodnét #1). Oznatenie intervalu zodpoveds oznadeniu argumentu na konei
intervalu (obr. 16). Takymto spésobom pre Iubovolné

At; =l —t14

Znatky dolu pri hodnote ¢ a At nazyvame ,indexy*. (Pozri po-
znamku na str. 219.)

Pribliznd hodnota integrédlu s(n, k) je dand vzéahom?)

—m
S(n, k) = l; o(tr_1) Aty (8.1)
Znak 3 je tlatené grécke pismeno (dita sa ,sigma®). Pismeno X

v gréckej abecede zodpovedd pismenu S z latinskej abecedy, ktoré je
I=m

prvé pismeno slova summa. ;Z znamend, 7e vyraz, ktory sa nachidza
=1

vpravo od tohto znaku a zdvisi od indexu I, treba vypotitat pre

!) Ak rozdelime interval od n do % Specidlne na m rovnakygch tasti, kazdy interval
' —n ¥
sa bude rovnat At = s V dalfom netreba predpokladat, aby vietky &iastotné

intervaly, na ktoré je interval rozdeleny, boli rovnako velké, ale je potrebné, aby kazdy

interval A¢ bol maly. Citatel sa m6#e o tom presvedéit, ak porozmyila nad prikladom
draha — rychlost z 1. 7.

2) Sddet v uvedenom vztahu nazyvame integrilnym stétom funkeie v(2) pri da-
nom deleni intervalu (n, 3. Pozn. prekl,
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vietky hodnoty ! od 1 do m a v8etky tieto vyrazy treba séitat. Tak napr.
ak m = 10, tak )

=10
’U(tgfl) At; — ’U(to) Atl - ’U(tl) Atz —|~ e + 'U(tg) Atlo

l=

s

V tab. 4, priklad v ¢l. Tsatp=1;6 =1,1; =12, ..

=10

8(1,2) = 8(n, k) = ¥ 1, At = 2,185
=1

V pribliznom vyraze (8.1) sme v kazdom intervale vzali hodnotu funk-
cie v(t) na zaliatku intervalu v bode ¢;_;. Druhy priblizny vyraz sme do-
stali, ak sme brali v kaZdom intervale hodnotu funkeie na konci intervalu

I=m
S(n, k) = E_Z v(ty) Aty (8.2)

v takomto pripade stéet pre m = 10 sa rovnal 2,485.

Pod uréitym integralom funkeie v(t) s hranicami od » do & rozumieme
limitu, ku ktorej sa blizia integrdlne sttty (8.1) a (8.2), ak sa velkost
intervalov At blizi k nule.

Integrdl sa zapisuje v tvarel)

S(n, k) = j'kv(t) at (8.3)

Znak | (integrdl) pochédza z latinského pismena § (prvé pismeno slova
,.summa’‘‘), vznikol pretiahnutim tohto pismena.

Znak d¢ na rozdiel od Al znamend, Ze na ziskanie presnej hodnoty
integrilu je nevyhnutné prejst k limite, ked vietky prirastky At sa
bli#ia k nule. Vztahy (8.1) a (8.2) s konetnymi hodnotami Af daji len
priblizné hodnoty integrdlu. V ¢l. 2, v ktorom sme vySetrovali derivicie,
sme tiez nahrddzali konetné prirastky As a At diferencidlmi ds¢ a df.

Ked prirastky At st oraz mensie a mensie, potom je jedno, & sa berie
hodnota funkcie v na zadiatku, alebo na konci, alebo v I'ubovolnom bode
vnutri diastoéného intervalu iy, &>, t. j. jedno je, G vychadzame
z (8.1), (8.2), ale vo vztahu (8.3) budeme pokladat »(f) za hodnotu
funkecie v intervale df. ,

1) Cita sa; 5,08 (zévisi od en, k4) sa rovnd integralu od en do ké z vé té, dé té*,
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Daldia odli$nost integralu (8.3) od suétov (8.1) a (8.2), ktoré daja
pribliZznt hodnotu integralu, je v tom, Ze pri zmenfovani velidiny Af

a pri zvaddovani pottu malych intervalov ich nedislujeme. Preto v urtitom
integrale sa znadia len hranice premennej ¢ od # do k.

Veli¢ina » sa pife dolu a nazyva sa dolnou hranicou integrilu,
veli¢ina % stoji na hornom konci znaku integrdlu a nazyva sa horna
hranica integralu. Interval, v ktorom sa ¢ meni od n do nazyva sa
interval integricie. Funkeciu () v integrale nazyvame ,integrandom‘‘
a f — ,integratnou premennou‘’.

Teda wuréity integral sa definuje ako limita stidtu siéinov, pozostdvaji-
cich z hodnét funkecie a z rozdielov hodnét argumentov, ak sa vietky
tieto rozdiely blizia k nule

l=m I=m k
lim Y ot) A= lim Y () Aty = [ o(t) at (8.4)
At;—0 1=1 Aly—0 I=1 n

Hoci prvy a druhy stéet v rovnosti (8.4) pri koneénom podte
malych intervalov sa nerovnd, ich limity sG pri neohrani¢enom zmengovani
vietkych intervalov Af rovnaké.

Ak sa At blizi k nule, kazdy samostatny sé¢itanec sa bli#i k nule, no
potet &lenov suétn vzrastd do nekonetna. Celkovy stdet se bli%i k presne
stanovenej limite, ktord je riefenim tlohy a nazyva sa ,integral®. T4to
limita, t. j. uréity integral funkeie, sa rovnd drahe, ktord teleso predlo, ak
za funkeiu berieme okamZitt rychlost. _

Samozrejme, Ze kaZdy sudet velkého poftu m malych séitancov
sa nebliZi k uréitej limite pri m — co. Vysvetlime, preto v nafom pripade
takdto limita existuje. Rozdelime tsetku dizky k—» na m rovnakych
intervalov. Di#ka kaZdého intervalu je At; = (k— n)/m. Ak pre jedno-
duchost vezmeme konitantni rychlost », dostaneme stiéet m séitancov,
z ktoryeh kaidy sa rovnd v At — 'f’f(]‘i;;”) . Cely sadet (t. j. prejdend
dréha) sa rovnd m v At = m v(k — n)/m = vk — n), teda nezdvisi od m.
Tu je velmi délezité, #e kazdy samostatny stitanec sa zmens$uje v takom
istom pomere (pomer 1/m), v akom rastie podet séitancov m. Je jasné,
Ze ani v pripade premennej rychlosti vysledok nebude zévisiet od m
pri velmi velkom poéte m malych tisetiek Af = (k — n)/m. Ak sa chceme
0 tom presveddif, musime vypracovat cvidenia, ktoré st pri tomto &ldnku.
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Nakolko integralnd premennd méze nadobudat hodnoty = aj k, je
zrejmé, ¥e hranice integralu maji rozmer a ich rozmer sa rovnd rozmeru
integra¢nej premennej (v priklade draha — rychlost maji hranice integralu
rozmer &asu). Rozmer integralu dostaneme zo vztahu (8.1). Rozmer stiétu
sa rovnd rozmeru jednotlivych séitancov.

Jednotlivé séitance siétu (8.1) maju

(b.5(2) rozmer, ktory sa rovna saéinu rozmeru
integratnej premennej a rozmeru inte-
grandu. V priklade draha — rychlost je
rozmer integralu s m/s = m.
_ - Uréity integrdl zavisi od hodnét
0 a b b+ed ¥ funkoie, ktor4d stoji pod znakom inte-
Obr, 17 gralu len vnutri intervalu integrécie,
Hodnoty funkele mimo intervalu inte-
gricie nemaji vplyv na hodnotu integralu. Objasnime s to na pri-
klade dréha — rychlost. Dréha zdvisi od rychlosti v(t), ale len od jej
hodnoty vnhtri intervalu integricie. Prejdend draha s(n, k) vObec ne-
z4visi od toho, akd bola rychlost do momentu ¢ = n, od ktorého sme
zatali pohyb skdmat a akd hodnotu nadobudla po momente { = k.
V &l. 7 sme konstatovali, Ze drdhu mozno uréit ako obsah obrazca

y_(x) (@.y(a))

na grafe, ktory uréuje zavislost rychlosti od &asu. Vypocet obsahu obrazca
ohraniéeného zhora krivkou, ktord md rovnicu y(x), zdola siradnicovou
osou @, zo strdn priamkami x = a a = = b (obr. I7), nie je ni¢ iné ako
vypotet integrélu

b
8 = [ y(») dx

Pre objasnenie sa vratte k obr. 12 a I13. Predstavme si, Ze na os y sa
nandsaja hodnoty Iubovolnej funkeie y(x), na os x nezavisle premennd x,
pridom y(x) nemd nijakd stvislost s pohybom a rychlostou. Namiesto

n a k budeme dosadzovat a a b. Stidet obsahov obdl#nikov vyirafovanych
!

=m
na obr. 12 sa rovné Z ylay_1) Azp a na obr. I3 sa tento sadet rovnd
=1

I=m :
Z y(xg) Axy. 'V limite, ak Aw; —0, tieto suéty sa rovnaji integralu
=1

3

a sGéet obsahov obdi#nikov sa bliZi k obsahu obrazca ohranideného krivkou
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y(x), pretoZe &im sa Awx; mensie, tym bliz&ie je ku krivke schodikovita
¢iara ohranidujica obdizniky.

Na zdver uvedieme, Ze urcity integrdl zavisi od integrandu a od
hranic integralu, ale nezdvisi od oznatenia integra¢nej premennej. Nech
je dany napr. integrand

o)) =324+ 5

Ak dosadime hodnotu t = x, dostaneme:
vx) =322+ 5

Pri vypotte integralu nie je doleZité, ako sa nazyva integratné pre-
menné, ale je dblezité, v akych hraniciach sa menf a aké st pritom hodnoty
funkeie. Preto . .

S(n, k) = [ o(t) &t = [ v(z) do
n L]

Integraént premennt mozno oznaéit lubovolne.

Premenni, ktori konetény vysledok neobsahuje, nazyvame podobne
ako integradni premennt zamldanou premennou. Ak nahradime integraéni
premennt pod Iubovolnym integrélom inym pismenom, spravnost vztahov
nenaru§ime. ObyCajnd, nezamlfand premennd mozno nahradit inym
pismenom iba vtedy, ked ju zamenime vo vietkych dastiach vzfahu:
napr. vo vztahu (z + 1)2 = 22 4+ 22 + 1 nemozno pisat {f 4- 1) = a2 +
+ 22 + 1, ale v integrale mozno pisat:

k k
folt) dt = [ v(x) de

w

Cvidenia

1. Rozoberte pripad v = at + b (rovnomerne zrychleny pohyb). Najdite drahu
za ¢as od n do k, ak rozdelite éasovy interval na m rovnakych &asti; vyuZite to, %e séi-
tance suétu tvoria aritmetickd postupnost. Najdite limitu saétu pri m — oo, Porov-
najte ziskany vyraz s obsahom lichobeZnika v rovine v, f, ktory sa rovné prejdenej
dréhe,

2, Rozoberte pripad v = ¢ a néjdite drahu za Gas od ¢ = 1s do ¢ = 28, t. j,
najdite integral

2
jtz dt
1
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Interval od 1 do 2 rozdelte na m rovnakych &asti a vypoéitajte sadet X #2_, =

alebo T ¢ 83 . Obidva suéty porovnajte.
m

9. VZTAH MEDZI INTEGRALOM A DERIVACIOU
(NEWTONOVA—LEIBNIZOVA VETA)

V predchidzajtcich ¢&ldnkoch sme rozoberali pojmy derivécie
a integrdlu samostatne. Implicitne tieto pojmy pouzZivali matematici
efte pred Newtonom a Leibnizom. Velkou zdsluhou obidvoch matematikov
viak bolo, #e uréili vatah medzi tymito pojmami, ¢o viedlo v nasledujicich
rokoch a desatrodiach k velmi burlivému rozvoju matematiky. V tomto
¢lanku ndjdeme tento vztah pre pripad dréha—rychlost.

Pokladajme okamZitti rychlost »(f) za dand a zndmu funkeiu, ktord
zdvisi od Sasu. Cas t; = n. Zadiatok dréhy budeme pokladat za pevny.
Uvazujme drihu, ktord teleso preslo za Cas od {, =n do {, =k, ako
funkeiu &asu k, na konci drahy. Vieme, Ze

s(ke, m) = s(k) — s(n)

Derivujme Tavt i pravd stranu. KedZe n berieme ako konitantu,
potom aj funkeia s(n) je kondtantné. Dostaneme:

ds(k, n) ds(k)

dk dk

Vieme vdak, %e derivdcia drahy podla ¢asu nie je ni¢ iné, ako
okamzitd rychlost telesa

ds(k)
@& W
to znamena, Ze
ds(n, k)
rT

Dosadme za s(n, k) vyraz v tvare integralu. Dostaneme:

ol

7 (] ott) dt) = v(k) (9.1)

R,

Této rovnost predstavuje délezith vieobecnil vlastnost uréitého integralu.
Rovnost v tomto tvare je vSeobecnd matematickd veta; jej sprdvnost
nezavisi od toho, & »(t) je rychlost (a integral draha) alebo ind Tubovolnd
funkeia. Pre Tubovolnt funkeiut!) napriklad #(x) méme:

d b '
A (J y(x) de) = y(b) (9.2)

Veta: Derivdcia uréitého integrdlu podla jeho hornej hranice sa rovnd
hodnote integrandu, ak sa za premennii dosadi hornd hranica.

Kedze je tito veta délezitd, odvodime ju aj inym spésobom, ktory
je zaloZeny na skimani obsahov. Derivdciu budeme poéitat podla
vieobecného pravidla, ako limitu pomeru prirastku funkcie k prirastku
nezévisle premennej. Vezmime funkeiu

I{a, b) = jiy{x) de

tento integrdl uréuje obsah obrazea, ktory je ohraniteny zhora krivkou
y(z), zdola osou x, zlava zvislou priamkou x =a a sprava zvislou
priamkou x = b (obr. I7).

Ako nédjdeme prirastok integralu? Podla v&eobecnych pravidiel Al =
= I{a, b + Ab) — I(a, b). Obrazec, ktorédho obsah sa rovni integralu
I(a, b + Ab), sa lisi od obrazca, ktorého obsah je I(a, b) tym, Ze pravi
zvisla priamka sa posunula o b doprava (pozri obr. 17).

To znamend, ze prirastok Al sa rovnd rozdielu dvoch obsahov:
obsahu obrazca od @ do b + Ab a obsahu od @ do b. AT je obsah vysrafo-
vaného priuzku na obr. I7. Zikladiou tohto prazku pa osi z je Uselka
s dizkou b. Hladan4 derivécia sa rovné limite

dI(a,b) . Al
B AL

1) Uvedené tvrdenie, ako i nasledujiica veta plati iba pre spojité funkeie v bode b.
Pozn. prekl, =
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Je zrejmé, e ak sa blizi Ab k nule, obsah prazku sa priblizuje k y(b) . Ab

a vztah %% k velitine y(b). Takymto spdsobom sme znova nazorne
dokdzali, Ze plati veta
d § 9.2)
- (J (@) do) = y®) o.

Urtity integral danej funkeie y(x) alebo v(t) je funkeia hranic a, b

alebo n, k.

Definicia integralu ako limity stiétu, ktord sme definovali v predché,(}za:
jicom &lanku, ndm objasiiuje, akid tlohu hrad pojem integralu pri r%esen%
fyzikdlnych @loh: pri vypodte drihy, ak je rychlost »(f) premennd, ’pl‘l
urbeni obsahu obrazca ohranideného krivkou s rovnicou y = y(z). Této
definfcia ndm vdak neddvd vhodny vieobecny spésob vypottu integralul)
v tvare vzorca, ako funkeii hranic integralu. .

Spdsob, pomocou ktorého najdeme tento vztah, vypl)’.rva, z vyvs,sw
dokézane] vety o derivécii integralu. Okrem tejto vlastnosti sa vyuziva
oste druhé vlastnost uréitého integralu: uréity integral sa rovnd nule,
ak horng hranica sa rovna dolnej hranici:

k
s(n, k=mn)=[o(t)dt =0

T4to vlastnost je tplne jasn: drdha sa rovnd nule, ak sa Gas rovna

E—n=n—n=0 ‘ ’
Samotny vztah, ktory déva hodnotu integrdlu ako funkeciu hranic

integralu, odvodime v €l 12.

10. INTEGRAL DERIVACIE

Nech integrand funkcie v(f) se rovnd derivécii zndmej funkcie f(t),

o(t) = f'(t) = % _ (10.1)

1) Ten v zriedkavych pripadoch a s tazkostami sa podari vykonat sadet

TubovoIného pottu malych séitancov.
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V tomto pripade moZno nédjst presnt hodnotu integrdlu nasledujicim spb-
sobom: Pripometime si pribliZny vyraz pre prirastok funkeie f(cl.4)
Af 2 f't) At = o(t) At (10.2)

Stédin, ktory je na pravej strane rovnosti, je préave jeden z tych sii-
tancov, ktorych stéet tvori integral. To znamend, #e méFeme priblizne
napisat:

Af = f(tl+1) _f(tl) ~ ’U(tH—l) (tl+1 —_ tl) -~ @(tl) (t.H-l —_ tl) (103)

Ako sme uz skér hovorili, rovnost (10.2) je pribliznd a je tym
presnejsia, ¢im mensi je prirastok Atf, t. j. ¢im je mensi rozdiel ., — ;.
Pri zmenSeni rozdielu ¢, —#;,

t. j. pri velmi blizkych hodno- n k

tdch 111 a t;, zmensuje sa i roz- t * . . f

diel medzi v(t;4;) a v(t;). Na pra- ot 2t 4 tg t
vej strane vzfahu (10.3) moZno Obr. 18

teda oprdavnene poloZit w(f)

a v(f;), ako sme to ui skér urobili, a vysledok bude rovnako presny.
Napiseme vztahy tvaru (10.3) pre vietky &astodné intervaly, na ktoré je
interval (n, &> rozdeleny. Nech je napr. interval rozdeleny na 5 Zasti
(obr. 18) tak, Ze to = n a ts = k. NapiSeme vietkych pat rovnosti

Jlt) — fto) = v{t1) (b1 — to) = wlto) (t1 — to)
Jt2) — f(01) = v(ta) (b2 —t1) & v(ts) (tz — t1)
flts) — flt2) = v(ts) (bs — t2) X v(ts) (83 — 1)
J(ta) — flts) = o(ts) (ts —13) X v(ts) (ts — £3)
flts) — f(ta) = v(ts) (ts — ta) X v(ts) (ts — t4)

a stitame ich. Na Jave] stranes a zjednodugia vietky hodnoty funkeie f
pre hodnoty ¢ z intervalu a zostane:

flts) — flto) = f(k) — f(n)

_ Na pravej strane dostdvame také stéty, pomocou ktoryech sme
priblizne vyjadrovali integrdl v predchddzajicom &l4nku. Znamenali
drahu s(n, k) pri danej rychlosti »(t). A tak

fk) — fin) & Zoltrn) G — ) 2 T o(l) (i — 1) =
k
% s(n, k) = J v(t) di pri v(t) = %‘i
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Cim je mendi kazdy prirastok Af, t. j. velitina fi1 — b, tym je presnejsi
vyraz (10.3) pre prirastok funkcie f. Ak sa zmen3uje rozdiel f1+1 —1,
ststy sa blizia k integralu. Preto plati rovnost

flby—fem) = [ o) dt, o) = 5 (10.4)

Vztah (10.4) udéva zévislost integralu a derivécie. Z tohto vztahu
vyplyva, %e ak sa podarilo ndjst taku funkeiu f, ktorej derivdcia sa
rovna integrandu v, tak uloha vypoétu integralu je rozriefend — ostéva
vypotitat hodnoty f(k) a f(n) a néjst rozdiel f(k) — f(n).

Pretode vztah je déleZity, v nasledujucich ¢lénkoch poddme aj
jeho iné odvodenie na ziklade ovela podrobnejsieho skimania vlastnosti
integralu a funkcie f. (Pozri koniec ¢l. 9.)

11. NEURGITY INTEGRAL

V predchédzajticich @lénkoch sme zaviedli pojem uréitého integralu
ako limitu siétu velkého podtu malych séitancov. V ¢l. 9 sme vysvetlili
zakladna vlastnost urditého integralu: derivécia uréitého integrilu podla
hornej hranice sa rovné integrandu funkcie

x ds(n, k)

s(n, k) =ﬂj o(t) dt, i

= (k) (11.1)

Tito vlastnost chceme vyuzit na vypocet urcitého integralu.
Budeme hladat funkciu premennej k, ktorej derivicia je dand
funkcia v(k). Oznaéme tito funkeiu f(k). To znamend, Ze

df(k)
== (k) (11.2)

Rovnica (11.2) netiplne uréuje funkeiu f(k). Vieme, Ze ak pridime
k funkeii f(k) Tubovolnt kondtantu, derivdcia funkcie sa nezmeni. Teda
ak f(k) vyhovuje rovnici (11.2), tak i funkcia g(k) = f(k) + C vyhovuje
tej iste] rovici.

Funkeiu f(k), vyhovujtcu rovnici (11.2), nazyvame L, primitivnou
funkciou® a mnozina vietkych primitivnych funkeil tvorf neurdity integral.
Tento nazov je odvodeny z dvoch vlastnosti funkeie f(k). Derivicia f(k)
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je takd istd, ako pri uréitom integrdli s(m, k)!), preto sa f(k) nazyva
integrdlom. K funkeii f(k), ktord vyhovuje (11.2), méZeme pridat Tubovolnt
konstantu — odtialto ndzov ,,neuréity*.

Termin primitivna funkeia sa pouiiva vtedy, ked tlohu hladania
funkeie, ak pozndme jej derivéciu, t. j. neurdity integral, rie§fime skér, ako
sa obozndmime s uréitymi integralmi. V naich ivahdch nebudeme tento
termin pouzivat.

Lubovolné riefenie (11.2) sa méZe odlifovat od akéhokolvek iného
rieSenia f(k) len tou alebo inou konStantou. Ak druhé riefenie (11.2)
oznatime g(k), potom pre ich rozdiel dostaneme:

d
2 L) — gld)] = v(k) — o() = 0
Ale iba derivécia konstanty sa rovnd nule pre kazdd hodnotu argu-
mentu.
Aj urtity integrdl s(n, k) 2) je jednym z riefeni (11.2). To znamens,
Ze s(n, k) mo¥no pisat v tvare
s(n, k) = f(k) + B (11.3)
kde f(k) je Iubovolné riesenie (11.2), B je konstanta a treba ju len uréit.
VyuZijeme preto druht vlastnost uréitého integrilu. Integril sa rovné
nule, ak dolnd a hornd hranica st sithlasné
s(n, k =n) = s(n,n) =0 (11.4)
Ak dosadime k = » do (11.3) a pouZijeme (11.4), dostaneme:

0=f(n)+ B, B=—fn)
Odtial nakoniec vyplyva:

s(n, k) = f(k) — f(n) (11.5)

Vidime, Ze ,neuréitost funkecie f(k) vébee nebrini vypotitat s jej
pomocou uréity integrdl podla vztahu (11.5). Vezmime totiZ namiesto f(k)
Tubovolné iné riefenie rovnice (11.2), napr. g(k), ktoré sa li§i od flk)
len konstantou

g(k) = f(k) + C

1) Porovnajte vztahy (11.1) a (11.2). - o
?) Uréity integrdl ako funkeia hornej hranice. Pozn. prekl,
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Budeme potitat urdity integrdl podla vztahu (11.5), len namiesto
vezmeme g.

s(n, k) = g(k) — g(n) = f(k) + € —[f(n) + C] = flk) — fln)

Dostali sme vysledok sihlasny s (11.5).

Je vhodné oznadit neurdity integral tym istym pismenom s, ktorym
oznadujeme uréity integral.

Ak je integrand v(t) dany, uréity integral zavisi od hornej a dolnej
hranice, t. j. je funkciou dvoch premennych s(z, k). Neurcity integral je
funkcia jednej premennej. Oznaéime ju £ Potom neurdity integral s(f)
je funkeia, ktord vyhovuje vztahu

ds(t)

s(t) =—g =0 (11.6)

Pomocou tejto funkcie uréity integril s(n, k) funkeie o(t) sa néjde
podla vzfahu

s(n, k) = jk'u(t) di = s(k) — s(n) (11.7)

Zavedieme nasledujici kratky zdpis rozdielu hodndt tej istej funkcie
pri dvoch rozlitnych hodnotdch premennej

[s(t)]k = (k) — s(n) (11.8)

V tomto zépise je na lavej strane funkeia zamléanej premennej f,
ktorti pikeme do hranatej zédtvorky. Vpravo, na hornej strane ratvorky sa
pide t4 hodnota premennej, ktore] funként hodnotu berieme s kladnym
znamienkom, na dolnej strane sa piSe hodnota premennej, ktorej funkéna
hodnota sa berie so zépornym znamienkom.

Ak dosadime do integralu v (11.7) za funkciu »(f) jej vyjadrenie
pomocou s(t) podla vzfahu (11.6) a na pravi stranu napifeme vyraz

(11.8), dostaneme:
E

[&' @) dt = [s()TE (11.9)

n

Vztah si zapamitdme bez fazkosti, pretoZe n i k st vlavo i vpravo
rovnako umiestnené.
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Priklad:

Presktimajme tlohu o drahe, ktor teleso prejde od n do k, ak rychlost
pohybu v(f) = #2. Dréha sa rovnd uréitému integrdlu

k
s(n, k) = | 2 dt

n

V tejto tlohe neurdity integral s(t) dostaneme riefenim rovnice

ds(t)
— u(t) = &2
e = H =1
3
(3)
d(s 1
Vieme, ze % = 32, cize d:t3 = (362) = 2.
To znamend, %e rovnici vyhovuje rielenie
{3
Dosadime toto riefenie do vztahu (11.9) a dostaneme:
k 13 k k3 n3
pdt=|—| =———
fea=|5],-5-5
V osobitnom pripade pre n =1 a k = 2
2 8 1 7
Bdf = ———=—=2
1] 3 3 3 333

Takto sme pomocou neuréitého integrilu na niekolkych riadkoch
dostali presny vysledok, ktory sme taiko ziskali v él. 9 pomocou nume-
rickych vypodtov.

Uréity integral je limita stétu tvaru

’U(to) (tl —t(]) —I—' ’U(tl) (t; —tl) + .o

ak sa kazdy séitanec bliZi k nule a tomu zodpovedd patriéné zviciienie
pottu séitancov. Pre priblizny vypotfet uréitého integralu treba oblast
integrdcie rozdelif na niekolko intervalov, najst priblizné hodnoty drihy
v ka’dom intervale At a séftat ich. Aby sme dostali vadSiu presnost,
musfme urobit mnoho aritmetickych operdcii. No ak pozndme neuréity
integral s(f), t. j. zndma funkcia, ktorej derivdcia sa rovné integrandu v(t),

E
Tubovolny urtity integrdl [ o(f) df dostaneme okamZite podla vzorca (11.9).
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Hladanie funkeii (neuréitych integrdlov), ktorych deriviciu poznidme,
déva ,,netakane‘ spolahlivy spbsob vypottu stétov, t. j. uréitych integrilov.
Neurtity integrdl mo#no vidy vyjadrit pomocou urditého integralu:

a(t) = C + f v(x) dx 1) (11.10)

Ak pouzijeme pravidlo o derivécii uréitého integrélu podla hornej
hranice, lahko zistime, %e funkeia s(f) je dand vzfahom (11.10). Toto
tvrdenie vyhovuje rovnici (11.6) pri Iubovolnych konitantich C a a.

Vo vietkych tlohdch bude vo vysledku rozdiel hodnét s(k) — s(n),
ktory nezévisi od C'i . Preto (11.10) mo#no pisat kratsie v tvare

£
s(t) = [ v(z) d
alebo Gasto efte kratsie:
s(t) = [ o(t) At (11.11)

Tento sposob sa velmi Sasto pouZiva, aj my sa nim budeme zaoberat, Mu-
sime mat v8ak na mysli, %e je v podstate nespravny. Mozno ho porovnat s tymi
nesprévnymi gramatickymi vyrazmi, ktoré sa éasto pouZivaji v hovorovej
redi, a vietkym, okrem deti a pedantov, s pochopitelné, ako napr.

»jedenie z taniera. V zépise (11.11) je poruSené pravidlo, podla ktorého

vysledok nemé obsahovat integraéni premenni. Ak teda vyuZivame
skriteny zapis (11.11), treba si vidy pamaitat, Ze to je len dohodnuté
skridtenie presného vyrazu (11.10).

Zo znémych vztahov pre deriviciu mozno utvorit nasledujicu
tabulku neuréitych integralov:

fat =t
{2

jtdt:?
13

dt —
— =27

Ve
1) Uvedené tvrdenie plati iba pre spojité funkeie. Pozp. prekl,
2) Poari cvidenie 6 z &L, 3.
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Aby sme sa presvedéili o sprévnosti Tubovolného z tychto vztahov,
musime néjst derivdciu pravej strany. Ak pritom dostaneme funkeiu,
ktord stoji za znakom integrdlu — integrand, je vztah sprévny. Spésoby
vypodtu neuréitych integrdlov s podrobne (pre rézne funkcie) vysvetlend
v kapitole II. Vdaka vztahu medzi integrilom a derivdciou mo¥eme
ndjst integraly velkého podtu funkeif.

Integrovat sa zdd technicky zloZitejsie ako derivovat. Této zloZitost
sa prejavuje najmé v tom, Ze pri integrovani raciondlnych algebraickych
vyrazov sa objavuji vo vysledkoch logaritmy a cyklometrické funkeie.
Pri integrovani iraciondlnych funkeii sa niekedy vysledok vyjadruje
pomocou novych,-neelementérnych funkeif, ktoré nemozno vyjadrit koneé-
nym poétom operdcii s algebraickymi, mocninovymi a trigonometrickymi
funkeciami.

Aviak tazkosti vyjadrenia integralov pomocou hodnét elementirnych
funkeii nemézu urobit pojem integralu zloZitej$im. Ak nemo#no (alebo len
velmi taiko) poéitat integrdl pomocou vztahu (11.9), ete vidy ho mo#no
vypotitat priblizne, tazkymi, no v podstate celkom jednoduchymi vypoé-
tami,

Cvidenia
Vypoditajte:
1
1 ea.
0

L1
2. j 2 dte,

di

£2

[
e

3

4. jd—t_

il

5. Najdite obsah pravouhlého trojuholnika so zdkladiiou b a vyskou k pomoecou
integralu. Vrchol ostrého uhla polozte do potiatku stradnicového systému. Vrchol
pravého uhla nech mé stradnice » = b, y = 0 (obr. 19). Vyjadrite rovnicu prepony
v tomto stradnicovom systéme a néjdite obsah trojuholnika sko urdity integral.
Poutite pri integrovani vztah

a3

jxdx=?
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Poznamka: Nepozastavie sa nad tym, Ze nakoniec s tazkostami najdete
o :

! ¢nt 5 budeme pouzivat len tam,
dobre zndmu odpoved S = -gbh. Integraéni metédu bu p

kde elementédrne metody nestadia.

6. N4jdite obsah toho istého trojuholnika, ako’ v predchfi.dz:;j?m:lj \;131;1;‘13,
ak polozite pravy uhol do potiatku sﬁradnicov.'élho system‘u a nsjtry i j (; ’ S,E‘
ktorého stradnice su @ = b, ¥ = 0 (obr. 20). Pri integrovani pouite zrejmui viastno '
uréitého integralu zo saétu dvoch funlkeii j (f+ g)de = j fdz + Ig.dw, ktord plati
pre Tubovolné funkeie f, ¢ (kon$tantné, kladné aj zéporné) premennej .
Poznémka: To isté ako v cviteni 5.

e

Obr. 19

Obr. 20

7. Né4jdite obsah obrazca ohraniteného zvislou priamkou z— %o, osou @
a parabolou y = Au?, ktord ide bodom x — @, ¥ — Yo. Vyjadrite obsah pomocou

%o, Yo (0br. 21).
8. To isté urobte pre parabolu,

ktors prechddza podiatkom suradnicového

systému a mé vodorovni dotyénicu v bode (%o, Yo) (obr. 22).

Yp [T

7
‘|
|
|
|
|
|
|
|
I
I
|
S
Xp X

Yo prmm———————

Navod 1. Odpoved moiete dostat okamzite, ak pouijete vysledok z pred-
chadzajuceho cvidenia.

Navod 2. Nezjednodu$ujte si vec a urobte vetko presne za sebou bez zvldstnych
obratov. Rovnicu paraboly hladajte v tvare y = ka? + nx - m. Veliciny &k, n, m
ndjdete z podmienok, #e parabola prechidza potiatkom stradnicového systému
a bodom (%9, %) & z podmienky, #e dotyénica v bode z = o, Yy = Yo jo vodorovna.
Obsah obrazca vyjadrite pomocou w, %o.

Navod 3. Ak sa védm bude taiko potitat podla névodu 1, vypolitajte
tlohu najprv podla ndvodu 2 a vysledok vam ukdie, ako postupovat podla névodu 1.

9. NapiSte vyraz pre obsah polkruhu polomeru r (obr. 23), v tvare uréitého
integralu.

¥
(x¥)
-
0 dx X
Obr. 23

Névod. Z obrdzka vyplyva, fe podla Pythagorovej vety plati 22 4+ 42 — r2,
¢o je stlasne aj rovnica krugnice (pozri &l. 6, kap. IV).

da
14 x2

1
10. Vypotitajte integrél j lichobefnikovym pravidlom, ak vezmete
0

m = b a m = 10. Vypodet urobte s presnostou na 4 desatinné miesta.

Poznémka: Presnd hodnota tohto integralu je ; Priblizny vypotet integralu

déva mo#nost uréit priblizni hodnotu &isla .
11. Zostrojte graf funkcie

€
F(z) = [ ylz) do

Funkeia y(z) je dand grafom (obr. 24). Uvatujte pripady, ked ¢ = 0, a = 4,
a = 8.

N

4 6 8 10 x




12. Zostrojte graf funkeie

J@) = [ yiw) dz
0

Funkeia y(x) je dané grafmi podla obr. 25.

y Y ¥

Obr. 25

13. Zostrojte krivky
&
F(2) = | @) dz
0

kde funkeie F(z) s dané krivkami, uvedenymi vo vysledkoch k Glohdm 4 a 5 =z ¢cl. 6,
kap. IV. Porovnajbe P(z) s krivkami y(x), ktoré si nakreslené na str. 34 obr. 8 a 9.

12. VLASTNOSTI INTEGRALOYV

V predchédzajice] casti sme rozoberali najjednoduch¥i pripad uréitého

integrélu, ak integrand bola kladnd funkeia a horni hranica bola viciia

ako dolna .

sin, k) = [oe)dt, v>0, k>mn
n
V tomto pripade je integral zrejme kladny, pretoZe sa rovnd limite
stttu kladnych séitancov. Integrdl m4 jednoduchy fyzikdlny zmysel.
Predstavuje drahu, ktort teleso preflo, alebo, ak wv(f) je rychlost, obsah
obrazea ohrani¢eného krivkou v = v(t). :
Aké je znamienko integralu v pripade, ak je funkcia zapornd, t. j.

v pripade »(t) < 0*
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Ponechajme zatial podmienku % > n. V integrilnom stéte, ktory sa

v limite rovnd integralu v kaidom séitanci, je sadinitel At kladny,

suéinitel »(f) zdporny. Kaidy séitanec je potom zdporny, cely stcet

je zdporny a napokon aj integrdl bude zdporny. Preto ak o{t) << 0 pre
n <t < k, teda pre k > n plati:
3

j.v(t) dt < 0

n

Pri pohybe je zmysel odpovede jednoduchy. Zapornd hodnota funkcie
¥(¢) znamend, Ze pohyb sa deje v smere opatnom, ako je smer osi s, t. j.
v smere, v ktorom sa stradnica s zmenduje. Drahu prejdent v zédpornom
zmysle vidy pokladdme za zédporna. Pri takomto pohybe sa s zmensuje,

E
s(k) < s(n). Ked#e [vdf je v tomto pripade zdporny, ostdva v platnosti
n
vieobecny vzfah 1
s(k) = s(n) + s(k, n) = s(n) + [ v dt
n
Ked sa znamienko rychlosti meni, méze v mimoriadnom pripade platit,
k
ze jv df = 0, hoei k > n, k % n. Toto nastane, ked v Gasovom intervale
n

od n do k sa teleso pohybuje najprv v jednom a potom v opatnom
smere, tak¥e v Case k sa vrati do tej iste] polohy, v ktorej sa nachadzalo
v Gase f.

0 n kKt
Obr, 26 Obyr. 27

Vritme sa k tulohe o obsahu obrazca pod krivkou. Pri k > n
a v(f) > 0 sa integrdl rovnéd obsahu obrazca ohranideného krivkou w(t),
osou { a zvislymi priamkami t = n, t =k (obr. 26). Pre v << 0, &k > n

k
je Jodt < 0. V tomto pripade krivka leii pod osou tsediek (obr. 27).
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Aby sa teda zachovala platnost pravidla, podla ktorého ObSBJ}
obrazea sa Tovné integrélu, treba pokladat obsah obrazca za zdporny,
krivka le#i pod osou x!).

Ak vezmeme funkeiu, ktors striedavo menf znamienka, napr. »(f) =
— gin t, tak obsah obrazca, ktory je ohrani¢eny touto krivkou na useku

od t =0 do t=2r, sa podla

v nadej definicie rovnd nule (obr. 28).

To znamend, ¥e obsah, ktory

/ ohranituje prvé polvlna a ktory

pokladdme za kladny, sa presne

o HWM t rudi so zépornym obsahom dru-
hej polviny.

Obr. 28 Ak je dani tloha: kolko far-
by potrebujeme, aby sme zafarbili
vysrafované miesta na obr. 28, tak na tento pripad je predosld definicia
obsahu nevhodnd. Potom treba cely interval rozdelif na Sasti, v ktorych
funkeia v znamienko nemeni. Musime ho rozdelit na dve &asti, a to od.
0 do m a od © do 2rm. Potom treba vypotitat integral kazdej &astl
samostatne a séitat absolitne
hodnoty integrélov, ktoré patria
k jednotlivym &astiam.
Urtity integral zov3eobec- Obr. 29
nime aj pre pripad, ked horna .
hranica je men3ia ako dolnd. Nebudeme u# hovorif o drahe, dase a rychlosti
(81.7), ale sa vrétime k definicii integralu pomocou integr_élnych sudtov (¢l. 8).
Interval znova rozdelime od n do k (obr. 29) &islami #y, t3, ..., ma DA
tiastotné intervaly. Vietky Af st teraz zdporné. Tahko sa presvedtime, Ze

integral
& n
o) dt = — [ oft) & (12.1)
k

(]

1) V geomeotrii je obsah &islo nezdporné (kladné, alebo rovnajice sa nule), preto
pre uvatovany obsah P plati:

P = [w@)de]

3D o

Pozn. prekl.
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to znamend, e pri lubovolnom rozdeleni intervalu <¢n, k> budd sa
zodpovedajlice stéty odliSovat znamienkami vetkych At vo vSetkych
s¢itancoch.

Zikladna vlastnost integrilu spoéiva v tom, %e integraénit oblast
mozno rozdelit na &asti. Drahu, ktord prejde teleso za &as od n (zadiatok)
do % (koniec), moZno si predstavit

ako stidet drahy, ktort teleso preslo _: : :{ J
od n do ra od r do k (obr. 30) Obr. 30
E 7 k + - } t
fo)de=[o) @ + oy dt  (122) ; ;

Obr. 31

Pomocou vztahu (12.1) mézeme
rozéirit vzfah (12.2) aj na pripad, ked r nele#i vnitri intervalu {m, k).
Nech n < k << r (0br. 31). Vtedy zrejme plati, Ze

[olt) & = [ oft) &t + [ v(t) at (12.3)
7 k

n

Posledny séitanec prenesieme na lavd stranu, pouZijeme (12.1)
a dostaneme:

fvdt—fvdt=fv(t) dt+fv(t) dt=jkvdt (12.4)
n k n r n

Takymto spésobom sme dostali rovnost (12.4), ktord sthlasi so
vztahom (12.2).

Analogicky by sme mohli pokradovat aj pri inom rozloZeni &isiel
n, r, k (je Sest rozlozeni). Citatel sa aj sém lahko moZe presvedtit, Ze vztah
(12.2) je spravny pre vietky tieto pripady, t. j. nezdvisi od vzdjomného
rozloZenia &isiel n, r, k.

Vietky tieto vlastnosti uréitych integralov sme odvodili na zdklade
definicie integrdlu ako limity stétu.

Tieto vlastnosti vyplyvaja aj z vyjadrenia uréitého integrdlu pomocou
neuréitého. TotiZ, nech pre neurdity integral plati:

J o) at = s()
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Vtedy 5
[ o(t) dt = s(k) — s(r)

n

I
fu(t) dt = s(n) — s(k) = —7! w(t) dt
k

Zakladné vlastnost integrélu, Ze derivécia integrilu sa -I‘OVflé» inte-
grovanej funkeii, vztahuje sa na derivaciu podla

v “t)  hornej hranice.
Ak budeme uréity integral skimat ako
funkeiu jeho dolnej hranice, pri¢om hornd hra-
nica sa rovné kondtante, dostaneme vysledok

s opaénym znamienkom

0 n n+an K t

ds(n, k) _ d ¢ _ 12.5
Obr. 32 T dn  dn (,a[v(t) i) = Ay tah)

Znamienko minus v tomto vztahu Tahko pochopime, ak vysetrujeme
integral ako obsah obrazca. Prirastok n zmen3uje obsah obra,zc‘n?, (obr. 32).1).
TFormalne tento vysledok méseme dostat, ak vymenime navza?oxfnframce
(pritom sa objavi minus) a pouZijeme znimu vlastnost o derivéacii podla

hornej hranice . 1 N
% ([ =5, = [ote) dt) = —v(n)

V spojeni s otdzkou znamienka integrilu uvedme priklad, ktory

dasto zadiatotnici nechdpu. UvaZujme:

de 1 (12.6)

x? T
Této rovnost vyplyva uz z derivécie n&jdenej predtym

fig)

dz a?
g : R i . i
1) Obsah obrazoa ohraniteného zvislymi priamkamin + An, k, krivkou & osou z,

je mendi ako obsah obrazea, ohrani¢eného zvislymi priamkami 7, k, krivkou

a osou .
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Je sprdvne znamienko integrdlu? Moéze byt integrdl zdporny, ak je

o | ; i g . 2
funkeia —- kladnd? Neprotiredi toto znamienko vy#sie vyslovenym tvrde-
x
niam?

Nejasnost je spojend s tym, Ze vztah (12.6) sme napisali nepresne.
Ak ho napi8eme v tvare

nemdzeme hovorit o tom, Ze znamienko integralu je vidy zdporné, lebo to
z4visi efte od znamienka a hodnoty C1).

V skutoénosti vietky doteraz vyslovené tvrdenia o znamienku sa
vztahovali na uréity integril. Vezmime:

b
1 1P 1 1 1 1 b—u
sl =~ lg=r"n
a
pri b > a?) je integrdl kladny, t. j. vztah (12.6) je sprivny a v pripade
uréitého integrilu nis vedie k spravnemu vysledku. Predbiehajic vyklad

oy o 5 dx £ f
musime poznamenaf, Ze s integralom fm; st spojené iné, uiz nielen
&

predstierané, ale skutotné tazkosti, o ktorych budeme hovorit v &l 16,
kap. II.

13. STREDNE HODNOTY

Pomocou integrdlu mdzeme presne definovat stredné hodnoty pre
veli¢iny, ktoré st funkciou nejakej premennej.
Ak méme veliéinu, ktord nadobtida rad hodnét, napr. m hodnét,
Vi, V2, V3, .00, Um
tak strednii hodnotu mozno definovat podla vatahu

TR e N T o/

m

1) Uvedeny vztah plati v intervale (0, oo) alebo v intervale (—oo, 0). Pre
z < 0 je —1/z > 0. Pozn. prekl.

1) Cisla @, b su obidve z intervalu (0, o0) alebo obidve z intervalu (—oo, 0),
pozri pozn. 1 zo str. 47. Pozn. prekl.
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Ako definovat strednt hodnotu funkeie »(f) premennej #, ktors nado-

buda vietky z intervalu od n do k (n <t << E)? _
Predstavme si, e v(t) je okamZitd rychlost. Ako sa uréi strednd
hodnota 8(n, k), t. j. strednd rychlost za das od n do k? Strednd rychlost sa
definuje ako pomer drihy (ktord teleso

| y=y(x) preslo) k Sasu, ktory pritom uplynul

¥ E
oy ;[lv(t) dt

T k—n k—mn

o(n, k)

Té4to definicia strednej hodnoty funk-
x cie je pochopitelnd i vtedy, ked funk-
Obr. 33 cia nepredstavuje rychlost pohybu, ale

je to akékolvek ind velidina. Tak

napr. nech y = y(%), je rovnica krivky v rovine (x,%) (obr. 33).

I
|
|
|
|
i
|
1
b

b
Vtedy | y(x)dx je obsah obrazea pod krivkou. Vztah

y(x) dz

o

-

b
Jor Sgs (b—a)g = ylo) &z

oznabuje, %e ¥ je vyska obdi#nika so zakladiiou b — @, ktorého obsah sa
rovnéd obsahu obrazea pod krivkou. To znamena, #e na obr.33 obsah
vyfrafovaného obrazca priamkou y = 7, ktory je oznadeny znamienkom
plus, presne sa rovna obsahu obrazca oznafeného znamienkom minus
na tseku, kde krivka le#i pod priamkou y =%. Graf funkecie y(z), ak
to nie je priamka rovnobeZnéd s osou z, musi prebiehat tak, Ze jedna jeho
tast le#i pod a druhd nad gy. To znamend, e 7 je vacSia ako naj-
mendia hodnota #(z) a menfia ako najvysia hodnota y(zx) na intervale
n<az <k

Uvedme priklady.

Nech y(x) je linedrna funkeia

y="Fkr+q
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Vtedy integral je obsah zvisle polozeného lichobeznika (obr. 34) s ,,vy$kou"
b — a, zikladhami y(a) a y(b) a strednou prietkou y (ﬂ) Teda
5 )

a-+b
2

g (b—a)=y (b—a)

I(a, b) _ y(a) '2" y(b)

Tento vyraz Tahko dostaneme aj bez geometrickej predstavy

I(a, b) :j(kar m) da = [(ﬂ + mx)]b=

2
o kb2 La? b ¢
2 +mbg(_2_+ma’):(b—a)(—+ﬁ+m)

2 2
y(b) = kb + m, y(a) = ka + m

a+b a-+b
v(5) = (3) +m
odtial vyplyva vyraz totoiny s predchidzajicim vztahom.
Takymto spdsobom pre linedrnu funkeiu dostaneme:

yl@) +yb) _ " (a o b)

= B 9 (13.1)
: Pre linedrnu funkeiu teda plati, Ze strednéd hodnota funkeie v danom
intervale {a, b) sa presne rovnd aritmetickému priemeru funkénych
hodnét!) v koncovych bodoch inter- Y
valu y(a) a y(). Ind formuldcia: stred- Y ¥
nd hodnota linedrne] funkeie sa rovna
hodnote funkcie v strede intervalu, 4. j.

a-tb

=2

Jednym z déleZitych prikladov li-
nedrnej zavislosti je zdvislost rychlosti o
od ¢asu pri rovnomerne zrychlenom
alebo rovnomerne spomalenom pohybe,

t. j. pri pohybe telesa, na ktoré pdsobi stila si . )
. tods posobf stila sila, v konkrétnom pripade

|
|
|
|
1
|
|
1
b

obF———

|
|
|
|
I
arb
2

Obr, 34

v =gt +

i " .
) Budeme pouzivat vyraz strednd hodnota alebo stredny aritmeticky priemer
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Pri vypoéte drahy sme pouzili vlastnost strednej hodnoty linedrne]

funkcie

gk + gn
ﬂmM=MHﬂw@ﬂ%ﬂ@y:wﬁm(§—ﬁ+ﬂ

Treba mat na zreteli, Ze ak z4vislost nie je linedrna, vztah pre strednt
hodnotu (13.1) nie je spravny. ' i

Rozoberme si priklad kvadratickej funkecie (paraboly) y = m -+
+ pz + ¢. Vezmime r > 0 a skimajme lubovolny oblik paraboly v inter-
vale @ < x < b. Z ohrézka (obr. 35) predovietkym vidiet, Ze

ycjg)<ywy;wm

Skutoéne ¥y (a + b) je y-ové stradnica bodu € leziaceho na krivke

yl@) + y() je y-ové stradnica bodu D, leziaceho
) !

v strede tetivy, ktord spéja body krivky 4 a B, a z obrézka je jasné,
¥e € lezi pod D). .
Vratime sa teraz k integrélu | ylx) dw, b. ] k vypoltu obsahu
@

a aritmeticky priemer

obrazca, ohrani¢eného krivkou. Je zrejmé, Ze tento obsah je mensi ako

obsah lichobe#nika so zédkladiami A¢A a ByB. Na druhej strane, ak cez

bod € vedieme doty¢nicu ku krivke, této

y | dotyénica f)retne kolmice v bodoch A’

y=rxtepxeq a B’ a vytvéra lichobe#nik so strednou prieé-

\ kou CoC. Obsah tohto lichobeZnika je mensi

ako obsah obrazca pod krivkou. Takto pri
parabole, ak je r > 0, plati:

2

Agwmw:mq

b
(b—a)y (C—E—+—l—)) < [yl@)de < (b—

1) Pripomenime, Ze parabola y = r&% r > 0 je konvexné a parabolu y = ra? +
+ pz + ¢ s Iubovolnymi p, g dostaneme z paraboly y = 722 rovnobe#nym posunutim,

pozri kapitolu IV, &L 5.
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Dostdvame nerovnosti pre strednii hodnotu § v intervale od « do b:

b
(4 <oy

Pri kvadratickej funkecii plati presny vztah (uvedieme ho bez
odvodenia, pozri cvitenie 4), spravoy pri lubovolnom znamienku 7:

7= y(a—’;—b)Jr—(M)_
2

1 —
3 2
o+ b

2
3
1 2

Fy(a) + gy(

)+ 5 o) (312)

Tento vyraz ddva priblizny vztgh na vypodet obsahu obrazca ohra-
ni¢eného Iubovolnou spojitou krivkou (pozri cvidenie 6 a 7). Praktické
poutzitie strednych hodnét je velmi vyhodné, ¢asto ovela vyhodnejdie ako
poutzitie integrélov.

V podstate si tieto veliéiny rovnocennd. Ak je zndmy integral
Z :fy dz, nijde sa strednd hodnota zo vzfahu § = @T{H a ak je
zndma strednd hodunota, lahko sa ndjde integral I = (b —a) 7.

Vyhodnejsie je vBak pouzif stredntt hodnotu, pretoze tdto veli¢ina 7
mé ten isty rozmer, ako y a zrejme 7§ a hodnoty y si v skiimanom
intervale toho istého rddu. Preto fazie spravime chybu rddove 10-krit
vidsin v hodnote §, ako by sme takito chybu mehli urobit pri vypodte
integralu.

Obyé¢ajne sa predpokladd, Ze kto sa zaoberd vy3Sou matematikou,
dékladne poznd aritmetiku a algebru a nikdy sa nepomyli rddove
10-krét, alebo neurobi chybu v znamienku. To vSak vidy tak nie je.

Preto vypodet treba robit tak, aby sa zmenSila pravdepodobnost ne-
spozorovanej chyby. '

Cvidenia
1. Najdite stredni hodnotu funkeie ¥ = %2 v intervale (0, 2)!

2. Porovnajte tuto stredni hodnotu so strednym aritmetickym priemerom
funkeie a s hodnotou v strede intervalu!

3. Overte vztah (13.2) pre stredni hodnotu na zédklade cvidenia 1.
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4. Overte vziah pre strednt hodnotu (13.2) vo vieobecnom tvare pre parabolu
y = r? + pz + ¢!
5. Velkost tia%e sa zmenSuje so zvaéfovanim vzdialenosti od stredu Zeme

A : . s
podla vztahu F = = N4jdite pomocou integrélu stredni hodnotu pritazlivej sily

na tseku od povrchu Zeme (polomer R) do vzdialenosti B od povrchu Zeme
(t. j. 2R od stredu Zems)!

6. Porovnajte presnd strednd hodnotu z predchédzajiceho cvitenia s aritmetic-
kym priemerom velkosti tiaZe na koncoch intervalu (R, 2R).

7. Porovnajte presnd stredmi hodnotu v cvifeni 5 so strednou hodnotou podla
vztahu (18.2), ktory plati pre parabolu.

14. ROZNE PRIKLADY NA DERIVACIE A INTEGRALY

V predchédzajicich ¢ldnkoch sme skimali vztah medzi drihou
a rychlostou, vztah medzi rovnicou krivky a obsahom obrazca pod
touto krivkou. Tieto vztahy predstavuji konkrétne dlohy, na zaklade
ktorych sa vybudoval diferencidlny a integralny podet. Pojmy integralu
a derivdcie pouivame nakoniec nielen v spomenutych pripadoch, ale sa
vztahuji na mimoriadne Siroky okruh javov v najrozli¢nejiich oblastiach.
V podstate je diferencidlny a integralny potet akysi druh jazyka, ktory
je najviac prisposobeny na opis prirody.

Student, ktory sa zadina udif cudzi jazyk, aby si naf privykol,
opakuje podobné jednoduché frézy: ,na stole je pohdr®, ,na stole je
chlieb®, ,mna podlahe sedi maéka®, ,na podlahe sedi mys”. Tak isto na
zadiatku $tadia vyssej matematiky je potrebné si na mnohych prikladoch
opakovat vztahy medzi derivdciou a integralom. Na zatiatku sa treba
naudit cudzi jazyk, a aZ potom vyslovovat v tomto jazyku isté my3lienky,
pofiadavky, tvrdenia. Tak i my sa najskér naudime vyjadrovat uZ
znéme vztahy a formulovat tlohy pomocou vysse] matematiky a aZ potom
budeme riedit tieto tlohy a ziskavat nové vysledky?).

Uvedme niekolko typickych prikladov.

1) Goethe povedal: ,,matematici st ako Franctizi, mde sa im tokolvek po-
vedat, oni si to prelozia do svojej redi a toto predstavuje potom celkom niefo iné
ako ¢o ste Vy na zaiatku mali na mysli.* :
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A, Derivdcia podla asu

1. Predstavme si nddobu lubovolného tvaru, z ktorej vytekd kvapa-
lina (obr. 36). Hmotnost kvapaliny, ktord je v danom &ase v nddobe
sa rovnd M. Tito veliéina je funkciou Sasu M (). Kvapalina sa hromad;
v druhej nidobe a jej mnozstvo v druhej nadobe
je m(t). Mnozstvo kvapaliny vytekajicej z nddoby
za jednotku ¢asu oznadime W(t). T4to veliéina md
rozmer kgfs. Velicing m, M, W sdvisia navzdjom
vztahmi

dM dm,

S=—We, =4 Wn 4

Tieto vztahy moZno zapisat v integrdlnom tvare.
Predpokladajme, Ze v potiatotnom d&ase t, v prvej
nidobe je mnoZstvo kvapaliny M(t)) = M, a druhd nidoba je prazdna
m(to) = 0. Vtedy ’

mity) — f W(t) dt

o

M(t) = M(to) ﬁ-jl W(t) dt (14.2)

Ak nas zaujima mnoZstvo kvapaliny v danom &ase t;, vyjadrime ho

pomocou integrdlu, v ktorom integratnd premennd ¢t nadobtida vietky
hodnoty od t, do ;.

Ak chce.m.e napisat vyrazy pre m(t) a M(¢), tak pre viésiu ndzornost
bude vhodnejsie zmenit oznadenie integradnej premennej (vzhladom na to
Ze je zamlfand), napr. na v (grécke pismeno — zodpovedajice latin-
skému ¢-té). Vtedy

m(t) = tf W) dr

i
| M(t) = Mto) — | W(z) dv (14.3)
o
Oby&ajne sa jednoducho pife:

mit) = f W(t) dt

M(t) = M(t) —f Wit) dt (14.4)
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no treba si pamitat, Ze t za integrdlom mé iny V}’Tzn-a,m, ako :ugumer.m t
v M) a m(t), ktory je toto¥ny s ¢ tvoriacim hornd hranicu.

Preto zépis (14.2) a (14.3) je presnejsi ako (14.4). ‘
Vyisie napfsané vztahy zodpovedaji pokusu, v ktorom sa meria M

a prietok kvapaliny W v réznych fasovych intervaloch. - o
Uasto sa tloha formuluje takto: Nech odtok kvapaliny W Z&V.léli Zné-
mym spbsobom od jej tlaku, t. j. od vysky stipea kt-fapah’ny h. Veliéina h,
ak je tvar nadoby dany, zdvisi od M. Takto je znémy Udt?k W—
funkeia mnoZstva kvapaliny, ktord sa na-

== ¢ chidza v niadobe,
T

W = W(m)

Vtedy rovnost (14.1) nadobuda tvar

4|]
A
=

Obr. 37 ar —WiM)

Je to diferenciélna rovnica. Riefenie takychto rovnie budeme preberat
v kapitole V. Vztahy (14.2)—(14.4) v tomto pripade uZ nemo#no pisat,
lebo W nie je funkciou Casu. ‘

9. Preskimajme kondenzator (obr.37). Naboj v fiom nahromadeny
(elektricky néboj) oznadéime Q. V sustave SI sa ndboj meria V'coul?mboch.
Intenzita elektrického pridu [ charakterizuje elektricky naboj, ktory
prejde prierezom vodita za jednotku éasu. V sastave SI ]f% jej zakladnou
jednotkou 1 ampér (A). Ampér je prad, ktory, ked preteké flvoma, rovr}o-
beinymi, priamymi, velmi dlhymi vodi®mi, so zanedbatelnym kruhovyn?
pricrezom, umiestnenym vo vakuu vo vzdialenosti 1 m do seba, vyvold
medzi vodigmi siln 2.107N na 1m dizky. Voditom preteka pl:ﬁd
jedného ampéra, ked prierezom vodita pretetie za sekundu ndboj jedného
coulomba.

Vztah medzi ndbojom kondenzdtora a intenzitou elektrického pradu
je teda dany rovnicou

aQ _, (14.5)
a

(kladny smer pridu je oznadeny sipkou). Ak je dané alebo zndme z merand,
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ako sa meni intenzita pridu v zdvislosti od Gasu, potom moZno napisaf
integralny vztah

qnzmm+ﬁmm

Ak je dand kapacita kondenzdtora C, tbytok napitia na kondenzatore

mézeme vyjadrif pomocou ndboja § vztahom Ug= % . Pokles napétia na

odpore R sa rovna:

Up, = UEﬂngUE—%

kde Ug je napitie zdroja. Elektricky prid prechddzajici odporom sa
podla Ohmovho zdkona rovna:

1 Q
I:E(UE——O-)

a ak pouzijeme (14.5), dostdvame diferencidlnu rovnicu

de 1 Q
‘EZE@%—E)

Podrobnejsie tlohy o kondenzdtoroch st v kapitole VIII.

3. Pojem zrychlenia. Vy&Sie sme skdmali rychlost pohybu ako derivaciu
drahy podla éasu. Ak je okamzitd rychlost, ktord zavisi od éasu v(t), uz dand
a znidma, mdieme postavit otdzku, ako sa tdto rychlost v priebehu
¢asu meni.

Derivacia rychlosti podla éasu sa nazyva zrychlenie

dw

...... sy 14.6

T (14.6)
a oznatuje sa obyfajne @ (z franctzskeho slova acceleration — zry-

chlenie).

PretoZe rozmer rychlosti je m/s, rozmer zrychlenia bude m/s?.

Nakolko je zrychlenie funkciou &asu, okamZitd hodnotu rychlosti
méZeme pisat v tvare integralu

ol(t) = v(ty) + fa(t) dt (14.7)
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Napriklad v pripade volného pddu sa a = —g, kde g = 9,8 m/s?
(znamienko minus je spojené s tym, Ze smer nahor poditame za kladny).
Ak polofime v (14.7) @ = —y, dostaneme:

v(t) = v(to) ’j g dt = v{te) — (¢ —1t) g

Zapiteme rychlost v tvare derivacie drahy podla &asu o =

a dosadme do (14.6). Vtedy i /ds i
=3 ()
Tato funkeia — derivdcia z derivicie — sa nazyva derivdciou dru-
hého radu alebo druhé derivécia a oznacuje sa:
dzs
ST

£

a Gita sa: ,,dé-dva es podla dé-té na druha®.

Viimnime si, ako si rozumne postavené exponenty (dvojky) vo
dz

s .
vyraze Fr e Rozmer zrychlenia dosta-

8 P ; :
neme 7z - po odstréneni bezrozmer-

ného znamienka d.

P e —— B. Derivdcie podla suradnice
dh
////1__ ] / 4. Predstavme si v atmosfére zvisly
4 stipec vzduchu s konstantnym prierezom
s 1 S m?. Hustota vzduchu!) p(kg/m3) zdvisi

h od vy¥ky h nad povrchom Zeme. Objem
LJ tenkej vrstvy, uzavretej medzi b a b + dh

(obr. 38), rovnd sa § dh. Vnatri tejto

/J— e s tenkej vrstvy moZno hustotu g(h) pokla-

P d dat za konStantnt. V tomto priklade si

¢ dh mo¥no predstavit ako 1 m alebo 10 m,
Obr. 38 dokonca aj s mensou presnostou ako

1) p — grécke pismeno a &ita sa ,r6%. V gkolskych fyzikach sa Gasto poutiva
oznaienie d, pochédzajuce z franchzskeho densité — hustota. Toto oznatenie je

veelku nevyhodné, kede by sa mohlo zamienat s oznatenim diferencidlu.
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100 m, nakolko pri zmene vy$ky na 1lkm hustota vzduchu sa meni
o 12—149,.

Hmotnost vzduchu vo vrstve dk je dm = oS dh. Hmotnost vzduchu
v stlpei, ktory sa rozprestiera od ky do k;, sa uréi pomocou integrilu

ha
mihy, hy) =Jp(k) dh

Hmotnost vzduchu v stipei od povrchu Zeme (h = 0) do vysky h je:

m(0, h) = S? o(h) dh
0

Hmotnost vzduchu, ktory sa nachddza nad vy$kou £, sa rovna:

o0

m = 8 | o(h) dhV
h

Tlak P vo vyske h vyndsobeny obsahom prierezu § sa rovn4 sile,
ktorou je cely stipec vzduchu, nachddzajtci sa nad vyskou %, pritahovany

k zemi. TiaZ sa rovnd hmotnosti nésobenej zrychlenim volného pédu ¢
odkial ,

P(h) = | so(h) d
A
Ak pouzijeme vztah (12.5), dostaneme:

ar
T = el

Tento vzfah by bolo moiné napisat odrazu, ak by sme skdmali rov-
novdhu tenkej vrstvy dh, na ktort zdola pésobi tlak P(h) a zhora tlak
P(h + dh). Vyslednica tychto dvoch sil je v rovnovéhe s tiaZou uvaZovanej
vIstvy.

5. Vyjadrime v tvare integrdlu )

objem telesa (obr. 39). Rozdelme te-

o

1) Znak oo v hornej hranici na-

hradzuje velmi velké cislo h také, Ze

pri jeho dalfom zvidSeni hodnota inte-
gralu sa prakticky nemeni.

|
|
1
|
T
l
|
{
\

e e o —

Obr. 39
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‘r leso rovinami z — const na tenké vrstvy. Objem dV tenkej vrstvy sa Ovilieiin
| rovné stétu obsahu prierezu S8 a hribky vrstvy dz. Ak pozndme obsah
zvislého prierezu telesa v zévislosti od stradnice prierezu x, mbdZzeme takto

vypotitat objem telesa podla vztahu

Odvodte vztah pre objem IubovoIného ihlana, ak pou#ijete vlastnosti rovno-
beznych rezov ihlana.

i Ziver
V=] 8) dx (14.8)

o V kapitole I st zavedené pojmy derivdcie a integralu, niektoré ich
| najjednoduchfie vlastnosti a vzfahy medzi nimi. Otdzky praktického

vypoétu derivicie a integrdlov réznych funkeii st uvedené v kapitole II

\ tejto knihy. V kapitole I je len niekolko najjednoduchsich prikladov.

Cheeme Studujicim dat radu: nemerajte zloZitost éldnku poétom
vztahov, ich zloZitostou a tazkopédnostou. V skutofnosti najvéznejsia
a najdéleZitejsia je prdve matematicks formuldcia tloh v tvare algebraickej
rovnice, integrdlu alebo diferencidlnej rovnice. Prdve na toto treba
sustredit najvicsiu pozornost.

Ak sa vdm posledné tri lanky zdajt tazké, je rozumné preditat si eite
raz celd kapitolu I.

Tento vztah pouZijeme na vypodet objemu
pravidelného &tvorbokého ihlana. Hranol umiestni-
me tak, aby jeho vrchol lezal v podiatku stradni-
cového systému a jeho os v osi z (obr. 40). Nech
vyika ihlana je b, jeho zékladria (ktord sa na-
chédza hore) je Stvorec so stranou a. Z geomet-
rie je zndme, %e aj prierez ihlana vodorovnou |
rovinou vo vydke z je Stvorec, ktorého strana b sa mé k a, ako sa mé

zkukh

b=10bz) =0 1 Autor podla vlastnych sktsenosti tvrdi, Ze préce, ktoré sa mu ne-
podarilo urobit a ktoré v tom ¢ase urobili ini, neurchil preto, Ze sa
obmedzil len na vieobecné tvahy. Autor nemal odvahu pisat rovnice,
matematicky formulovat tlohu. Pottirske fazkosti v presne formulovanej
tlohe s jasnym fyzikdlnym obsahom moZno vidy prekonat, ak nie

e a ?zl dz , ' presnymi vypodétami, aspofi pribliznymi metédami.
V= ()j F - h? 0 |

=| =

a? o .
Teda obsah prierezu S(z) = b2 = 73 22. Objem ihlana teda je:

Vyu#ijeme vysledok z ¢l. 11

| 2 1 s J‘bzz dz = 23 B3 :
Jj | z2de = 3% ; =g |
E!‘ a dostaneme

i a1 1 ‘
i! V:—h—z'g'h:;:?ﬂzh .

Objem ihlana sa rovnd jednej tretine stéinu obsahu zékladne a vysky i
ihlana. Odvodenie tohto vzfahu v stereometrii bez pouZitia integralneho

podtu je ovela zloZitejsie.

- 6 VysSia matematika 81
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II. VY¥POCET DERIVACII A INTEGRALOV

L. ZNAK DIFERENCIALU. DERIVACIA SULTU FUNKCII

Vhodné nézorné spdsoby zépisu vztahov, jednoduché pravidld, ktoré
umo#tiujt mechanicky, bez rozmyslania a bez chyb robit vypolty, maji
velmi velky vyznam ako pre udenie tak i pre samotny rozvoj matematiky.

V kapitole I sme sa obozndmili s pojmom derivécie. Cielom kapi-
toly II bude vyklad pravidiel derivovania réznych funkeii: mnohoélenov,
raciondlnych funkeii, raciondlne lomenych, exponenciilnych, trigono-
metrickych a inych funkeif. Treba ndjst vieobeené pravidld pre derivicie
réznych kombindcii tychto funkeif: sattu, stéinu funkeif, zloZenej funkcie.
Na konci kapitoly II str. 163 je uvedend tabulka derivacii pre cely rad
funkeii, zhfhiajiica obsah &lénkov 1 az 12.

7 definfcie derivécie vyplyva tento sposob vypoétu: v kazdom pripade
sa treba zaoberat Tubovolnou hodnotou = a prirastkom Awz; néjst funkein

: i Af . .
f(x) a f(x + Az) a uréit prirastok Af; zostavit pomer e B nakoniec prejst

k limite pre Az — 0. N
Vzoree na vieobecné vyjadrenie Af/Az pre Tubovolné Az (A sa neblizi

k nule) je viak obvykle zloZitejsi ako vzorec pre limitu gimOAf,’Ax =

— df/dx, t.j. pre derivéciu. V daliom budeme preto Sasto pisat také
vztahy, ktoré platia iba v limite pre prirastok bliziaci sa k nule.

V tom pripade namiesto Ay, Az budeme pisat dy a dz. Treba vy-
pracovat pravidld na operacie s diferencidlmi dy, dx, aby platila zdkladnd
rovnica a

T y ()
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t.j. aby podiel diferencidlov bol totoZny s deriviciou. Predtym sme
pisali pribliZny vyraz pre prirastok funkcie

Y@ + Az) —y(@) = Ay ~ y'(z) Az

Tento vyraz je presny v limite pri Az — 01).
Pre diferencidly budeme pisat presni rovnost

dy = y'(z) dz

Slovéd o limite pri Az — 0, ktoré treba pripojit k priblifnej rovnosti
Ay~ y'(x) Az, nie s uz pri napisani druhého vztahu potrebné. Pri
pouzivani diferencidlov dy, dr ich mime len na mysli.

Pravidld pouzivania diferencidlov musia byt také, aby sa podiel
diferencidlov rovnal derivécii; preto vo vzorcoch treba vynechat éleny
timerné (dz)? a vy&$im mocnindm dz.

Vysetrime jednoduchy priklad y = 22 a na tomto priklade porovndme
techniku prace s prirastkami a diferencidlmi. Predtym sme pisali:

Ay = (z + Az)2 — 2?2 = 2z Az + (Ax)?
Ay Ay

Pomocou diferencidlov napiSeme:
dy = (z + de)? — 22 = 2z dx
(len (dx)? na pravej strane sme vynechali!
y'(x) = % = 2

Ako druhy priklad preskimame sudet dvoch funkeii vyndsobenych
8 konstantnymi koeficientmi

y = Cf(x) + Eg(=)

1) Pozri poznamku pod &iarou na str, 53.
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Pomocou diferencidlov napifeme:

dy = ylx + dv) —ylz) =
= Of(x + dz) + Bg(z + dz) — Cf(z) — Eg(x) =
= O[f(x + dz) — fl=)] + E[g(x + dx) —g(x)] =
= Cdf + Edg = Cf' do + Ey' dw
dy

:—:Or Er
¥, '+ By

Tento vztah mézeme lahko dostat pomocou prirastkov a limity.

Zépis dz, dy (Gita sa: diferencidl x, diferencidl y) nahradzuje slovd
o limite a zjednoduduje tvar vztahov. Vieobecné pravidlo je, Ze pri na-
pisani vztahov pomocou diferencidlov treba vynechdvat cleny umerné
(dz)?, (dz)® atd. Nakoniec treba zdoéraznit, Ze s diferencialmi mozno na-
rébat ako s beznymi algebraickymi velidinami.

Budeme sa zacherat s diferenci4lmi tej alebo inej premennej dz,
t atd., s diferencidlom funkcie df, diferencidlom Iubovolného zloZeného

2
vyrazu, ktory sa skladd zniekolkych funkeii, napriklad d(f?) . Ak uréime

podiel »gi , dostaneme derivacin funkecie f(z).
%

2. DERIVACIA INVERZNEJ FUNKCIE

Uréenie y ako funkeie z znamend, Ze kaidému z zodpovedd uritd
hodnota . Naopak to znamend, Ze kaidej funkénej hodnote y je priradené
uréité z1). Takymto spésobom méieme aj z funkecie y(x) dostat funkénd
zéavislost a(y). Tato zavislost nazyvame inverznou funkciou k danej
funkeii. '

1) Ide o to @, pre ktoré f(x) = y. Autor pritom mltky predpokladé, %o také z
je jediné., Tento predpoklad o jednoznaénom priradeni je potrebny aj v daldich
tvahach. Pozn. prekl.
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UkédZme si niekolko prikladov: vlavo st dané y(z), vpravo sa ich
inverzné funkcie x(y):

¥ =z a, T=y—ua
y = a2, 1) a=ly
y=x 41, x:]/y;1

V mnohych pripadoch inverznd funkcia méd jednoduch& tvar ako
3

povodnd funkeia. Ak je napr. povodnd funkecia y — Vas— 1, obsahuje
odmocninu tretieho stupila, tak inverznd funkcia z = 42 4+ 1 obsahuje
tretiu mocninu a je jednoduchsia ako pévodnd funkeia. V tomto pripade

v i i e . . dx
je jednoduchSie a Iahsie ndjst derivdciu inverznej funkcie —— , ako najst

dy
G el z ody o . " 1 0
derivéciu pévodnej funkeie - V tomto pripade nemoZno vyjadrit deri-
" ‘
véciu povodne] funkeie pomocou derivacie inverznej funkcie?

Pre povodnu funkeiu y(x) mdme:

dy =
dy = d—idx = ¢'(z) dx

Z toho dostaneme vysledok pre derivdciu «'(y) inverznej funkecie w(y)

iy B 1 B
' (y) =9 T - (2.1)

Na pravej strane (2.1) je vyraz zapisany ako funkeia premennej z,
vyjadrend predovSetkym pomocou y'(x). No ak je inverzna funkcia z(y)
zndma, potom tento vyraz mé¥eme upravit na funkeiu premennej ¥.

Co sme si doposial povedali, objasnime na prikladoch. PretoZe lineirna
funkcia je priklad celkom jednoduchy, zatneme hned od druhého prikladu

, dy dx 1 1

y:m,ﬁg—y(fc)=2x,w®~=a—,@:% (2.2)

1) Uveden4 funkeia nie je jednoznadnd. Pre x — @, x — (—a) dostdvame rovnaké
hodnoty y. Uvedené tvrdenie plati iba v intervale <0, ). Pozn. prekl.

2) Pritom treba predpokladat, %e existuje derivécia 3’ = 0 v kasdom bode
uvaZovaného intervalu a existuje inverzné funkeia x = f~!(y), ktora treba dosadit
za ¢ v menovateli. Pozn. prekl.
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Dosadime do vyrazu (2.2) inverzni funkeciu x = Vy

de _d(lfy) _ 1 _

1
- - 2.3)
dy dy 2% 9 Vy

V kapitole I sme tento vysledok dosiahli ovela zloZitejSou cestou.
Treti priklad:

dy ; 342 dx_ﬁ 1 Aﬁlﬁ
y:x3+1, -d?=y(x)= xTe, d__yﬁy’(a:) _sz
ﬁzﬂ.v;Q:%:_sl_:Lw_U-%
W “ sjy—1p

Tento spdsob bude vhodny aj neskorsie. Ked preberieme exponen.ci-
4lnu funkeiu y = a®, budeme moct skimat logaritmickd funkeiu a%zo in-
verzni k exponencidlnej. Ked sa nautime derivécie trigonometn.ckych
funkeii sin x, cos z, tg », budeme méct najst derivacie inverznych trigono-
metrickych funkeii arc sin z, are cos z, arc tg .

=4

3. ZLOZENA FUNKCIA

1 . .
Nech z je funkcia ¥ napr. z = o y je funkeia z, napr. y = 224 5.

Je zrejmé, ze ka?dému z zodpovedsd uréité y, priom kazdému y zodpc-)vedé.
urdité z. Potom v koneénom désledku kazdému z zodpovedd urdité z,
to znamend, %e z je funkcia . Vidy, ked sa dosadi za y vyraz s z, moZno
napisat bezprostredne z(z). V danom priklade

1
T B +b

Lenze pre nade ciele je vhodnejsie vietky funkcie upravit na ¢o najjed-

. . 1
noduchsie tvary. Samostatne kaidd zo zédvislosti z = ” a y=a2+5

1
22+ 5
Ak upravime vietky funkcie na najjednoduchsie, vystaéime s pra-
vidlami pre derivovanie tychto jednoduchych funkeif.

je jednoduchsia ako z =
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Néjdime diferencidl zloZenej funkcie z[y(x)]. Budeme sktimat z ako
funkeiu y. Napifeme:
dz

Kedze y je funkciou z, preto
dy
Po dosadeni dostaneme:
dz dy

Obidve strany (3.1) predelime dz. Dostaneme pravidlo, podla ktorého
sa urtl derivdcia zlofenej funkciel).

dz  dz dy?2)
@ dy dw (3.2)

Zapis uplne zodpovedd tomu, to sme si povedali o moZnosti nari-
bania s diferencidlmi ako s benymi algebraickymi velitinami: v derivécii
dz d
—— —— mozno zjednodusit dy.
dy d=z A Y

S B ; . dz . ; g
Nezabudnime, Ze z je funkciou y, preto aj FRL funkciou y. Pretoze
Y

; ; d
samotné y je funkciou #, po dosadeni y = y(z) do vyrazu ﬁ dostaneme

d
<% ako funkeiu x, potom aj 7(11% je funkeciou .

dy
Spravime vypodet pre pripad, ktory pouzijeme neskorsie. Nech
5 1
y(@)

1) V predchédzajicich &lankoch sme derivéciu oznadovali dz/de a 2’. Ked¥e
oznatenie derivéeie diarkou méZe viest k nejasnostiam (ak napiSeme 2/, nie je jasné,

S 3 d d : - 52
€1 ide o E—% alebo -é) tam, kde mé%e vezniknif pochybnost, &arku pouiivat

nebudeme,

2} Uvedeny vztah je pravdivy, ak existuje derivdcia na pravej strane v prislus-
nych bodoch, Pozn. prekl.
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1 d 1 . g
Vieme, Ze pri z = ?é T To znamend, e
1 1 dy
_d_z_ A ._l_ _(.,i,‘y,, (33)
da y? dx
1 k
Tak napr. ak y = 22 + 5, z = P , ta
dz 1 da+5)
dr (@ + b)? dz (@* + b)2

Pravidlo na derivovanie zloZenej funkecie plati i pri vadSom potte
zloziek ako dve, napr. »
z=z2y), y=yk), y==z{), t=1tw)
dz  dz dy dz dt (34)
do dy dz dt do
Ak je funkcia dana parametricky (pozri kap. IV, ¢él. 8), mozno ju
skimat ako zvlastny pripad zloZenej funkeie!). Ak je totiz dané
x=flt), y=4g0

prvi z tychto rovnic moZno skfimat ako rovnicu, ktorej rieSenie je #(x);
po dosadeni ¢(z) do druhej rovnice dostaneme:

y = g(t) = g[t(z)]
teda

Ak cheeme tento vztah pouzit, netreba vyjadrovat ¢ ako funkeiu z.

Ak by sme to urobili, odstrénili by sme parameter a to nie je vidy moZné.

Stadi vediet, #e x = f(t). Tato funkeia je inverznd k funkeii ¢(x). To

znamend, ze

¢ 1 1
de  df  de
at dt

1y To je moné iba vtedy, ked existuje inverznd funkeia t = f~1(z). Pozn. prekl.
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Takymto spdsobom

dy
dy dr
dz ~ de
-

Aj tento vztah ukazuje, %e s diferencidlmi mo#no zaobchidzat ako
s beinymi algebraickymi veli¢inami: diferencidl df sa na pravej strane
zjednodusi.
Uvedme priklad
T=10—t, y=1 1t

dz dy dy 241
S ], S e B i AP
di Toode L T w1

Ked budeme zostavovaf tabulku pre graf funkcie danej paramet-
ricky, zvolime si hodnoty ¢ a k nim néjdeme prislu$né x a y. Na zdklade
uvedeného mdZeme ndjst v Tubovolnom bode aj hodnotu derivécie dy/dz,
ktord sa rovnd smernici dotyénice v danom bode.

Cvidenia

1. Néjdite derivéciu z = (ax + b)? ako derivdciu zloZenej funkeie z = y2, ked
y = aw + b. Derivéciu vypotitajte aj tak, %e dvojélen na pravej strane povysite
na drubu a zderivujete ho.

2. Néjdite derivéciu funkeif
1

- gx -+ b’
1
T,
@z + by
1

2= e m——

QU
z

4, DERIVACIA SUCINU FUNKCIT

Néjdite derivdciu stéinu dvoch funkeif g(x) a h(z). Polo#ime:
f(z) = g(z) h(z)
df = fle + dz) — f(=) = gz + dw) h(z + dz) — g(=) h(z)
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g9(x 4 dz) = g(x) + dg
h(z + dx) = h(z) + dk

df = [g(z) + dg] [k(z) + dA] — g(z) h(z) =
= g(x) h(z) + g(z) db + h(z) dg + dg dh — g(z) h(z) =
= g(z) dh + h(z) dg -+ dg dh

Preto

VEimnime si, Ze
dg = g'(z) d=
dh = b'(z) dz
odkial
dh dg = g'(z) I'(z) (dx)?
Veli¢ina dkdg je tmernd (dz)?, preto stdin dkdg vo vyraze df za-
nedbdvame. Koneéne dostaneme:

af = g(x) db - h(z) dg (4.1)
Ak predelime v8etky ¢leny (4.1) s dx, dostaneme:
df  d(gh)  dh _(ilg
PR PR A P v &2)

Tento vyraz si treba zapamitat takto: derivdcia sadinu gh sa rovna
sudtu derivdcii, prifom v prvej povaiujeme g za konitantu a h za

funkeiu » (élen g—g%) a v druhej predpokladdme, %e h je konitanta

a ¢ je funkeia z (élen h%) Pritom prirodzene hodnota g v &lene

(g d—) sa potita v tom &fsle z, pre ktoré sa hlad4 hodnota derivécie.
x

To sa tieZ vztahuje na k v druhom séitanci.
Ako by sme hladali derivdciu stéinu pomocou prirastkov? Jedno-
duché poéitanie ddva presnii rovnost

Af = g(x) A + hiz) Ag + Ak Ag
Predelime obidve strany Ax

Af
Az

Ag AR Ag

Ah
g(x) Ay T h(z) Ay T P Az (4.3)
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Posledny stitanec sme roziirili o Az. Doteraz vietky vztahy st presné
a sprivne pre IubovoIné hodnoty Az. Prejdeme k limite pre Az — 0.
Pritom

Af . Ar . Ag J

im —— = f Iim — =}’ i
i f ’ Am]—l»lo Az K, Ali?g Az

a vzhladom na (4.3)
f'= gk + hy'

Posledny séitanec vo vztahu (4.3) pri prechode k limite vypadol, lebo
prvé dva stidinitele v limite daji stéin hg” a limita z # sa rovnd nule. Po-
mocou prirastkov a prechodu k limite dostaneme ten isty vysledok ako
pomocou diferencidlov, no potita sa o nieto dlhgie. Neméme sa o sudovat,
pretoZe pri diferenciili sme odstranili df . dg mechanicky na zédklade skér
vysloveného pravidla, v stihlase s ktorym je potrebné odstrinit ¢tleny
s (dz)?, (dz)* atd., a to znamen4, 7e treba odstrdnit i Tubovolné suéiny
dvoch, troch a vaésieho poétu diferencidlov.

Pri vypoéte pomocou prirastkov sme v podstate v priebehu vypoétu
dokézali toto pravidlo efte raz na priklade stidinu funkoeii.

Désledné poéitanie pomocou prirastkov je potrebné na zdévodnenie
pravidiel a na ich porozumenie. No po zvladnuti tychto pravidiel je
vhodnejsie pouzivat diferencidly, pretofe vedt rychlejdie k cielu. Bolo
by zbytodné stile sa opakovaf a kazdy raz pri riegent konkrétnej ulohy
vypisovat, Ze derivicia je limita podielu atd.

Priklad:

f= (222 1+ 5) 3z + 4)

Néajdite f'(x) a konkrétne f'(2). V tomto pripade

dg
= 2x2 A
g = 2z 1 5, e 4x
dr
k—3x+4, T&-:?i

%:(2x2+5).3+(3x+4).4x

f’(2)=[%] =(2.445.3+3.2+4).4.2 =239+ 80119
r=2
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Pravidlo na hladanie derivdcie sdiéinu zovieobeenime pre pripad
niekolkych stfinitelov. Napriklad pre stéin Styroch funkeil f(z), g(x),
h(z), k(z) dostaneme:
af

dk ah 7
:fghﬂ+f9kd—m+fhkﬁx‘“+ghk7 (4.4)

d(fghk)
dx

dw
Derivéciu podielu dvoch funkeii ndjdeme, ak podiel f = % zapifeme

v tvare stéinu
1
.
e
Vtedy
f’—h(l) et (4.5)
. 7 ;

1 wer )
Deriviciu funkcie ? néjdeme, ak pouzijeme vztah (3.3)

(-
g g*

Po dosadeni do (4.5) dostaneme:

hy h 1
P 0 ) e coadT gt j T
! (9) gzg+ g

(i) - h-""zf‘?_ (4.6)
g g

alebo

;

Pravidlo, v sthlase s ktorym mo#¥no derivdciu sutinu niekelkych
funkeii ndjst ako sttet derivaeii vypotitanych za predpokladu, %e vidy
iba jeden ¢initel je funkciou x a ostatné &initele povazujeme za konStanty,
v gkutotnosti mozno pouzit nielen na sadin funkeii, ale i v druhych vy-
razoch. Tahko sa presvedéime, e aj vztah pre deriviciu siétu funkei
stihlasi s touto formuldciou.

Neskor uvidime, #e tdto formuldcia sa pouZiva napr. aj pri g(x)¥®),
kde funkeia g(x) je umocnena funkeciou A(w). :
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Cvidenia

1. Najdite derivéciu funkeie y = 2% ako derivdciu stdinu * = z2 a2,
2. Najdite derivicie funkeii:

y = (2% + z) |z,
3 4 ba?
x4 1
z—1

T a2

5. MOCNINOVA FUNKCIA

Preskmajme derivdciu funkecie
y = an

kde n je konstanta. Ak n je celé kladné &islo, 27 je sudin n rovnakych
¢initelov
n krat

.
U = e

n krat

iy_ =1.zm 1 1. ar-1 4 +1.gn1

 (podla vztahu tvaru 4.4), odkiall) |

= p xh—1

a |
UkéZeme, Ze tento vztah je spravny pre lubovoIné n (racionslne,
zdporné).

- 3 ’ s m
Ak je n raciondlne, zapifeme ho v tvare n = —, kde m i p st celé
p

m
¢isla. Dostaneme y = z? alebo

Yo = gm (5.1)

!} Pre n celé éislo moZno tento vztah dostat pomocou binomicke] vety. Derivéeia
sa viak Inhko ndjde i bez binomickej vety, jej znalost nie je nevyhnutne potrebnd.
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Vyraz y? na lavej strane (5.1) je zloZend funkcia, pretoze y je
zévislé od x. Ak vypoéitame derivécie obidvoch strdn rovnice (5.1), dosta-

neme:
d dy 5
AL — -1 __Y_ — mam—1
e (7)) = Py
Odtial
dy B mam—1 _m pm—1 _ m am-1 _ ﬂ x%—l
dz  pypt  p (m)PT P, M p
x?P P
Ak vezmeme do uvahy Ze R - n, nakoniec dostaneme:
P
Ay _ en
Pri zépornom exponente n = —k, kde k je éislo kladné. Potom
1

: Lo
Podla pravidla pre derivéciu zloZenej funkcie y = 7 pritom f = ¥,

néjdeme: i
dy 1 df 1 bkl = —fogr—%-1

dr ~ f? da | atk
Po dosadeni za k = —n dostaneme aj pre zdporné n vyraz

dy  d(an)
dr  dx

= na®1

Takymto spdsobom vyraz pre derivdciu y = 2® moino pouZit pre
Iubovolny racionalny exponent n. MoZno ho roziirit aj pre pripad
iraciondlneho exponenta.

Tento vzfah mé délezity vyznam. Hoci je veImi jednoduchy, bude
rozumné zapisat ho eite v inom tvare

dy

— b S 5.2
y = ca®, B, (5.2)
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Nad tymto vysledkom sa treba hlboko zamyslief. Pre kladné n funkeia
y = a" sa vyznacuje tou vlastnostou, e ak 2 = 0, aj y sa rovnd 0.
Krivku y =ca? pri danom # >0 mo¥no viest Tubovolnym bodom
(w0, ¥o). Ndjdeme strednd hodnotu derivieie na vseku krivky od zadiatku
stiradnicového systému po bod (zo, ¥).

V sthlase s poznatkom o strednej hod-
note (pozri kap. I &l. 13)

Ex2

.

0,

/&
~N

=z

() da
. 0

270—0

ak pouZijeme vztah (11.9) z kapitoly I,
dostaneme:

7 = Y(@) —y(0) _ ylwo) _ o

Lo a To To

TotiZ pri zmene z od 0 do =z, y rastie
od 0 do y. To znamend, e stredud rychlost
rastu y (. j. strednd hodnota derivicie) sa 0 1 x
Obr, 41

rovng % , €o je zrejmé aj bez integrilov!
o

Ako vidiet zo vztahu (5.2), hodnota derivicie v bode (o, #%4) Je
n-krdt mengia (n-exponent) ako stredns hodnota derivécie. Na obr. 41

je zndzornenych niekolko kriviek s réznymi n (n :%-, 1, 2, 5), ktoré

prechddzaji tym istym bodom N(zy, ), a to znamend, %e maju rovnaki
stredni hodnotu derivicie na intervale <0, z,>. Z obrézka nazorne vidiet,
Ze C¢im je vallie m, tym je vidsia derivdcia v bode N (krivka rastie
strmsie). Vrdtme sa efte raz k vztahu (5.2)

d
Y _ .Y

dr ' x
Odtial dy = n% dz a pre malé prirastky

Ay = n% Ax (5.3)
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Zévislost (5.3) budeme pokladat za dostatoéne presnti pre Az = 0,01z,
t. j. pri zmene argumentu o 1 %. Vtedy z (5.3) dostaneme:

¥
= n-—. 1
Ay =mn = 0,01z

alebo Ay = n. 0,01y

Pri zmene argumentu o 1 9, funkeia y = a® s exponentom 7 sa meni
0
on%.
Cvidenia

Néjdite derivacie funkeii:
1.y = a5 — 3zt 4 a3 + To? — 22 + 4,
2. y=(2®+ x4+ 1)>
3.y = (22 —a 4 1)~
4.y = (3z3 — 1)t°,
5.y=r@—1
4

Ly = |
. Néajdite hodnoty y(9) a y(11), ak je dané, #e y(10) = 5 pre pripad:
a) y~ Va1
b 1

) Yy~ ”5':

3 o

c) y ~
Ulohu riedte uvahou, bez vypodtov. Porovnajte vysledly s presnym riefenim.

6. DERIVACIA ALGEBRAICKYCH FUNKCIIL

Sthrn pravidiel v ¢astiach 1 aZ 5 dovoluje ndjst deriviciu Tubovolnej
funkeie, ktort ziskame stitanim, odéitanim, nésobenim a delenim, umoc-
nenim na kondtantného moenitela vrétane lomeného mocnitela — od-
mocniny.

Na jednom priklade ukdZeme, ako sa to prakticky robi. Najdeme
derivaciu funkeie

fio) = o —1

Vysledok treba pisat naraz, bez zavddzania novych oznadeni (ako
: I
VxT:"—l = y). Derivdcia sa potita akoby osobitne podla kazdého vy-

1) Znamienko ~ oznaluje timernost.

razu, ktory obsahuje x. Odportiéame si zapamitat ako vzor nasledujtice.
(Pismend ,,a™, ,b", " ... ukazuji, na aké miesta vo vyjadreni derivicie,

ktord je uvedend nizsie, sa vztahuji slovd.) (a) — znamend derivdciu
3
podla z, ktoré stoji pred odmocninou, plus (b) derivdcia podla Vacz— 1
3

nésobené (c), kde (c) je derivécia vyrazu [/22— 1 podla 22 — 1 nésobend
(d) t. j. derivéciou 22 — 1
(@ (b) (¢) (d)

I e
T T
P — A

=P =1+ 52

Najrozumnejgie je hned od zatiatku sa nauéit tento uzitoény spésob,
bez zbytotného pisania, pricom sa dodrZiavaju nasledujice pravidli:

a) pravidlo derivovania zlozenej funkeie (¢1.3 vztahy (3.2), (3.4));

b) ak je vyraz zostaveny z niekolkych funkecii, jeho derivicia sa
rovné suétu derivdcil, ktoré vypotitame za predpokladu, Ze vidy uva-
Zujeme len jednu z funkeiil a ostatné pokladdme za konstanty (8. 4
vztahy (4.2), (4.4), (4.6)).

Vztahy pre deriviciu mocniny je vhodné pouZivat v tvare

3

d
dy _ v

y = can
! dx z

ako sme to urobili vo vysSie uvedenom priklade (pozri vyraz (c)).
Aby sme ziskali zruénost pri derivovani, je potrebné vypoditat
10 az 20 cvifeni len na techniku derivovania, bez zretela na fyzikélne
tlohy.
Cvienia
Najdite derivacie funkeif:

1. y = a3 (z2— 1)2, 2, y=mavx2 T =

4.y :(chr 715—) J=—=2.
6. yﬁ(i/ﬂ 1/1?)x

3 o8
3.y =as VE?—___—I (23 — 22)5 .

5. y = a2 V]S/x_—i— .
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@
=y
(e—1) (= + 3)
9. y-——H—l-—.
x
11. y =

V:c” -—T '

18. y = [+ 2|z
x2—2

1+ 22) T a2’

15. y =

3
1M y=(@—e—1+alzz—1

x—1

19. y = Vm+ =
chxl—l

21, y = o +1—-

3
23. y:af:VxZ—IVm—I—VE.

3
25, y:Ma:—Zv.

(@ + 1)

Obr. 42
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224+ x+ 1
R T
wrt—x + 1
32— 1 p——
10.y=75— x4+ 2.
12y =2
V:s+1

14. y = x]/z2 + T/;

3
16. y = z|/(22 + 3)2.

3
z |2z — 3)2
18y =— 1
2 ) T
g g T 2 L :i: x4 L
22+ x4 1
22. y = VT+1—'

1
24, y = (ac-}—%)ﬂ'rx’.

T

7. EXPONENCIALNA FUNKCIA

Presktmajme funkeiu
y =a*

kde ¢éislo @ je viadsie ako 1. Graf
funkeie x je na obr. 42. Ak x =0, sa
y = 1 pre lubovolné a.

Funkcia % je kladnd pre vietky
hodnoty . PretoZe s rasttcim z funk-
cia y rastie, je aj jej derivdcia viade
kladna. Ak zvidésime x o konstantu c,
dostaneme:

Y@ +¢) = a¥tt =gt a¥ = ba® =

=by(x)

kde & = a¢; hodnota ¥ sa ndsobi konitantou. Ak sa takto bude x menit
postupne, po rovnakych hodnotdch (aritmetickou postupnostou)
x=1=x9, To+¢ Xo+ 2c,...,x5+ nC

y bude nadobidat hednoty ¥, by, b2yo, ..
rastu nazyvame geometrickou postupnostou.
Néjdeme deriviciu exponencidlnej funkeie pre a = 101)

., by, Takito zdkonitost

d(10%) 1etde— 10z 10% 104z —1
dz da n da
' 104z — 1
; g AU —L
Ako uréime podiel & ?
10 —1

Vypoéitame limitu z vyrazu ak Az — 0. Tato limitu

Ax
najdeme vypoGtom ,aritmeticky*. Ak pouZijeme Stvormiestne logarit-
mické tabulky, dostaneme:

0,1
100.1 = 1,2586, M = 2,586
0,1
10001 |
0,01 — : s S Y
10 1,0233, 0.01 2,33
100,001 |
0,001 — 1.002 e T
10 L0023, 0,001 2.3
Vypoéitali sme, ze
104z — ]
— == 92132
dx .
Derivicia sa rovné
d

2 (107) =10 . 2,33)
X
1) Preto a = 10, aby sa zjednodusili vypodty.
2) Uvedeny vztah je len pribliny. Pre limitu uvedeného podielu presne plati:
: 1042 — 1
lim .= = —1n10 = 2,302 585 09...
Az Aw
Uvedené ,,hladanie aritmetickym vypoctom* je zaloZené na tom, Ze wvopred
predpokladdme existenciu tejto limity a uvedenym postupom ndjdeme jej priblizna
hodnotu. Pozn. prekl.
3) Uvedeny vztah je opét iba pribliZng. Presne plati:

d
T x
— (107) = 1021n 10
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Mozeme povedat, Ze derivdciu 10 sme nasli skusmo a pomocou tabuliek.
Ulohu pre int Tubovolnt exponencidlnu funkciu budeme teraz riesit tak,
#e ju prevedieme na predchidzajicu. Ak pouZijeme definiciu logaritmu,
mézeme pisat: 4 — 1008e, gz — 10%loga
Podla pravidla pre derivdciu zloZenej funkeie dostaneme:

da®
- 10elge 23 loga =a®.2,3.logal) (7.1)

Zvlastnost exponencidlnej funkcie spoéiva v tom, e jej derivicia je
priamotimernd samotnej funkecii, Z toho vyplyva hlavnd vlastnost
geometricke] postupnosti: ¢im je vas3df élen postupnosti, tym rychlejsie
postupnost rastie ¢ > 1.

Ak je v exponencidlnej funkeii 0 << a < 1, graf funkecie m4 priebeh
zndzorneny na obr. 43. Ak sa z zvicSuje podla aritmeticke] postupnosti,
y sa zmenduje geometrickou postupnos-
tou. Vztah (7.1) sa dd pouzif. V tomto
vztahu log @ je zaporny pri ¢ << 1 a deri-
vacia, pretoZe je priamodmernd funkeii,
m4 opacné znamienko.

V kapitole V. ukdZzeme niekolko pri-
kladov, v ktorych sa velitina v prie-
behu C¢asu zmenduje tak, Ze rychlost
zmenSenia je v danom ¢ase priamo-
tmernd samotnej velidine

-1 0 1 X dy 3
Obr. 43 a Y

Z predchidzajiceho vyplyva, Ze rieenim tilohy v tomto pripade je
exponencidlna funkeia
y =yt (a<l)

Podrobnejie o tychto tlohich si povieme v kapitole V.

1) Presny vztah je:
Laﬂ a*In 10 log a
dzx g
Pozn. prekl.
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Cvifenia

Néjdite derivacie funkeif:

i,y 1012,

2.y =22

3. y = 5oH,
1\=

4.y = (—2-) .

8. CISLO e

Najdime taky zédklad, pri ktorom derivécia exponencidlnej funkcie
by mala najjednoduchdi tvar, aby sa totiz koeficient priamej timernosti
rovnal jednej a nemusel sa pisat. Tento zdklad oznatime pismenom e.

Potom
de=

e 6% . (8.1)

Pomocou vztahu (7.1) moZno toto &islo lahko vypotitat:

1
23 .loge =1, loge = 53 = 0,4343 1)

tomu v logaritmickych tabulkdch zodpoved4 Eislo
e=2"T18

Tento postup nezodpoveds historickému rozvoju vedy a v pod-
state nie je uspokojivy. Pri vypotte sme zobrali &fsla z logaritmickych
tabuliek a pritom sme nepremyslali, ako st vypotitané?).

Néjdime &islo e zo vztahu (8.1), podla vlastnost{ exponenciilnych
funkeif e° = 1. Preskiimame funkciu y = e, Vtedy y(0) = 1 a zo vzfahu
(8.1) aj ¥'(0) = 1.

1) Uvedené vztahy st len pribliZné. Presne plati:

1
In 10
e = 2,718 281 828 459 045. . .

In10.loge = 1, loge =

Pozn. prekl.
2) Presnost, s akou je tu dané &slo e, je ovela lepdia, ako ked sme &islo e
urdovali pomocou derivécie 10% a pouZili sme ¥tvormiestne logaritmické tabulky.
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Zoberieme malé Ax = r a vypotitame prirastok funkecie y = e% pri
prechode x od & =0 do 2 = r; y = y'Aw. Preto Ay = 1. 2 = r; y(x) =

= 9(0) 4+ Ay, odkial T 8.2)

Malé ¢islo  zapiSeme ako zlomok s velkym menovatelom: r = LS , ak
n
r <€ 1, tak » > 11). Vtedy z (8.2) vyplyva:
1 1 1\=
en =1 4 — odkial e:(l —f———)
n n

Tento vyraz je tym presnejdl, ¢im je vidsie n, takZe presnd definicia

¢isla e je:
1\»
e = lim (1 -+ ﬁ)
7

H—»-00

n

o b ; 1
(¢ita sa: e je limita postupnosti (1 - E-), ak n sa blizi k nekoneénu).
Netreba sa obdvat slov | limita”, ,nekonetno’. Napriklad

1 100
(1 + W) = 2,705, o sa pomerne malo odlifuje od presnej hodnoty.

Odporucame, aby Citatel sim nagiel hodnotu vyrazu (l + %)s :
Dostali sme, Ze pre malé r
ef=1+r
¢o je tym presnejie, ¢im je r mensie?).
PresktiSajme to na éislach.

Tabulka 1
r 14+ e T 147 er

—0,5 0,5 0,6065 0 1 1
—0,4 0,6 0,6703 +0,01 1,01 1,0101
—0,3 0,7 0,7408 0,1 11 1,1052
—0,2 0,8 0,8187 0,2 1,2 1,2214
—0,1 0,9 0,9048 0,3 1,3 1,3499
—0,01 0,99 0,9900 0,4 1,4 1,4918

0,5 1,6 1,6487

1) Zapis r < 1 znadi, #e &islo r je ovela mensie ako 1.
2) Pre funkeiu y = e* st zostavené podrobné tabulky.
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Z tob. 11) vidime, Ze dokonea pri r = 0,3 chyba nie je vyifia ako
69%,. Pre vypotty je uzitotné si zapaméitat nielen e = 2,718, ale i pri-
bli#né hodnoty e? = 7,4, e3 = 20, e* = 55, €5 = 150. Struéné tabulka ez
a e~% je dand v prilohe ku kapitole II., str. 169.

Pomocou ¢isla e sa zjednoduguje riedenie tloh s geometrickou postup-
nosfou a zlozité tdlohy o percentidch. Rozoberieme priklad: o kolkokrat
vzrastie priemyselnd vyroba za 50 rokov pri kaZdodennom raste o 29,?
Treba vypotitat 1,02%0. Vyuzitie é&isla e spofiva v tom, Ze zamenime
1,02 = %02, odkial dostaneme 1,025 = 0.92.50 = ¢ = 2,72, VEeobecny
vztah na vyuzitie &isla e teda bude mat tvar

(1 4 rm = emr (r € 1) (8.3)

Ak chceme vyuzit tento vzfah m staci, aby bolo » malé; m a mr
nemusia byl malé. Ak je vSak aj mr malé, potom em =1 | mr
a dostaneme uZz skdr zndmy vztah (1 4 r)m =1 L mr, ktory sa pri
velkych mr nemdze pouzit. Vztah (8.3) plati i pre velké mr.

V priklade uvedenom vysSie je presnd hodnota 1,025 = 2,693, pri-
blizna hodnota je 1,025 = e! = 2,718 a podla vztahu (1 + r)» =1 L mr
dostaneme 1 + 50.0,2 = 2. Pri vypoéte pomocou &isla e je chyba 19,
pri vypotte podla vztahu (1 4+ #)™ = 1 4 mr je chyba 259, V&eobecny
tvar vatahu na odhad presnosti je dany v él. 17, cvidenie 5.

Ak je éislo e urené podla wvztahu (8.1), maja derivdcie exponen-
cidlnych funkeii zvldst jednoduchy tvar i pre pripad, ked &islo e je
umocnené. Tieto derivdcie sa vhodne vyjadruji pomocou samotnej
funkcie. Uvedieme cely rad vztahov

y = %, —g% =e¥ =y

y = Ce?, %:0%0&5:@,

y = Ok, %% = ng_ = Clok® _‘_1_(;‘%2_ -

y = em@), %‘Z. - d?;;m — em(@) dz*;x) — ¥ d?;bf)

1) Hodnoty e st brané zo 8tvormiestnych tabuliek.
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e T

y=f@ eon@, L= e om L fla) emenm(a) —
(ff((:)) e m'(x))

Exponencidlna funkcia premennej x so zikladom e sa zapisuje
v tvare e?. Ak sa viak x rovnéd zloZitému a rozsiahlemu vyrazu, tento

fos sy £ ; 72 3
zapis nie je uZ vhodny. Napriklad, ak z = (ﬁu%%i) Vo vyraze

( 712 4 241 )s
e £t 45

mozeme jednoducho pfsmeno e nespozorovaft, alebo nepochopit, na &o sa

vztahuje. Preto sa pouziva eite jeden zdpis pre funkciu e®
e? = exp (x)

(¢ita sa ,exponent iks“, zo slova ,exponent” — mocnitel) a zavislost e®
a samotnd funkecia e sa nazyva exponencidlna.
Podla nového oznalenia na$ priklad nadobudne nasledujtci tvar

Te2 4 24£\3
P [(___t3+5 )]

Zéver: Z predchadzajicich dvah vyplyvaji tri rozlitné definicie
¢isla e

1. z podmienky (e%)’ = o7,

2. z podmienky er =1 + 7 pri r € 1,1)

3. z limity (1 -+ %)'m pri n — co.

Na objasnenie tohto velmi déleZit¢ho rozdielu musi &itatel bez pouzi-
tia knihy sdm ukdzat, ako z kaZdej definicie vyplyvaju dalgie dve, odvo-
dené ako vlastnosti e. '

Cislo e m4 aj iné pozoruhodné definicie a vlastnosti. Napriklad rad,
pomocou ktorého sa dd presne vypoéitat éislo e, je dany v daliom na
str. 143 vztah (18.2). Spravnost vzfahu ei? — cos ¢ + isin ¢, kdei — V:T

1) V tomto pripade ide vlastne o limitu

T i,
B B
=0 r

Pozn. prekl.
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je imagindrna jednotka; pre malé @ mozno si ju priblizne overit tym, Ze
z druhej podmienky pre e vyplyva et =1t ipacospx 1, singp & ¢
pre ¢ <€ 1. KedZe funkecie sin (wt) a cos (wt) opisujd harmonické kmi-
tanie, funkcia et®? sa velmi Casto vyuZiva v tedrii kmitov.

Cvitenia

N4jdite derivacie funkeii v prikladoch 1 a# 5:

1.y =e%, 2. y = e,
3. y = T3 —3z+1, 4, 4y = QV?.

5 y = He? —e32,

9. LOGARITMY

Podla definicie logaritmom &isla f pri zdklade a je mocnitel g, ktorym
treba povydit &islo o (zdklad logaritmu), aby sme dostali dané &islo f

f=0a g=logaf

Krivka, zobrazujica zavislost y =
=loggx (pre a > 1), je zobrazend na obr. 44.
Poznamenajme, ze y =0 priz=1;y >0
pri @ >1 a pri <1 je y < 0. Celd
krivka je rozloZend doprava od osi y. Pre- 0 1 x
toze kladné &islo @ umocnené Tubovolnym
exponentom da éislo kladné, logaritmy
zapornych Cisiel neexistuji. Treba si este
viimnat, Ze v rovnostiach y = logge,
x = a¥ veliéiny z, y, @ si bezrozmerné.

Ako wvidiet z obr. 44, derivicia Obr. 44
funkcie y = loggz je kladnd pre vietky
hodnoty #; so zviaéSovanim =z sa derivicia zmenSuje. Logaritmy pri
zdklade e (pozri ¢l. 8) sa nazyvajui prirodzené. Oznaduju sa Inz (lg ),

Nijdime derivdciu prirodzendho logaritmu. UvaZujme dlnz =

= In (z 4 dz) — In 2. Pouzijeme zndmy vzfah Ina —Inb = ln%. Potom

ke LT (1 + ii-m—) (9.1)
x x

dlnz =In
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Uz vieme, (pozri ¢l. 8), Ze pre malé r
er =147
Zlogaritmujeme obidve strany
Iner=r=1In(l+7) (9.2)

Ak pouzijeme (9.2) z (9.1), dostaneme:

d]nmzln(l +-di) ==
x x
Preto
dlnz 1
iz " x (@3}

Derivéciu prirodzeného logaritmu mozno nijst ako deriviciu inverznej

funkeie, pretoze logaritmickd funkeia je inverznd k exponencialnej funkeii.

Zapiseme:
y=Inz, x=-c¥ x':ﬁzd(ey):ey
’ ’ dy dy
dy 1 1
T W=

Ked sa x meni podla geometricke] postupnosti, meni sa In z podla
aritmetickej postupnosti

z=abm, nzx=Ina-+minb
preto, &im je vidsie z, tym pomalsie rastie In z a tym je mensia derivdcia.

Odvodime vzfah, ktory spaja logaritmy jedného a toho istého Cisla
pri roznych zakladoch. Nech

f=logah, af=nh (9.4)
Zlogaritmujeme obidve strany druhej rovnosti (9.4) pri zéklade b : flogy a=
logs
= logy h, odkial f= lnga, . Ak vezmeme do uvahy (9.4), dostaneme:
b
logbh
logg b = Hna (9.5)
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Ak pouzijeme (9.5), mbzeme dostat derivaciu logaritmu pri Iubovol-
nom zéklade. Nech y = logg z. Potom

dy 1 dlnz 1 1 _ Inz
dr  Ina dv  Inez’ 7 Tna (9:6)
1
Dosadme do (9.5) b = e a h = ¢, dostaneme: log, ¢ = e vztah
{9.6) prepiSeme na tvar
d logg _ logga e ©.7)

dx T

Zo vztahov (9.3), (9.6), (9.7) je najjednoduchsi (9.3), ktory dostaneme
logaritmovanim pri ziklade o.

Pre priblizné vypotty, ktoré sme robili v hlave, je uzitotné si za-

1

pamitat: In2 = 0,69, n3 = 1,1, In 10 = 2,3 = 5434 " Struénd tabulka
prirodzenych logaritmov je v prilohe ku kapitole IT, str. 169, tab. V.

Ak za znakom logaritmu stoji lubovolnd funkeia f(z), derivdciu
néjdeme podla pravidla na derivovanie zloZenej funkeie (¢l. 3):

dlnflz) 1 df(x)
dr  flx) dx

(9.8)

Vidime, #e ak pouZijeme pojem logaritmu, Tahko ndjdeme derivdciu
funkcie y = a® pri lubovolnom a. Skutocne, ked Iny = x Ina, potom
y — evlna odkial

y =efMelng =e¢?lna=ylna

Vztah (9.8) ddva moznost hladat derivécie vyrazov tvaru f(z)(@), t. j.
takych, ktoré obsahuji premenni ako v zdklade, tak i v exponente. Nech

y = flaye 9.9)

zlogaritmujeme tento vztah (logaritmy moZno zobrat pri Tubovolnom
zéklade; zoberieme prirodzend)

Iny = h(x) In flx) (9.10)
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e

Zderivujeme obidve strany (9.10), pritom musime mat na zreteli, Ze
In y je zlozend funkeia x [tak isto ako In f(x)]

Ly = W@ i) + he T
odkial
v =y [Kemse + 1o [
alebo, ak pouZijeme (9.9),
Y = fep N @) n @) + ble) @ (o) (9.11)

)

Rozoberieme vzfah (9.11). Na pravej strane je stfet dvoch clenov:
prvy ten f(z)® . k'(z). In f(x) je derivdcia vyrazu f*, ktora sa vypotita
za predpokladu, Ze premennou je len k& a f je konitanta; druhy clen
hiz) . flx)r@ 1 f'(z) je derivécia vyrazu f* ktord sa vypotlita za pred-
pokladu, Ze f je premennd a A je konStanta. Tym sa potvrdzuje vie-
obecné pravidlo uvedené na konci ¢l. 4.

Cvidenia

1. Na zaklade In 10 néjdite In 100.

2. PouZite vztah (9.5) a najdite logs 15.

8. Pouiite vztah In (wv) = Inw + In# a jeho derivdciu pri odvodeni vztahu
pre derivéciu siéinu.

4. Pomocou vziahu mnY —lmu—Iow néjdite vztah pre derivaciu podielu.
D)

N4jdite derivéeie funkeii v prikladoch 5 aZz 14:

5. y = In 2. 6. y =In(x + 3).

7. y = In 3x. 8. y = In (2% 4+ 1).
x—1

9. y=InBx2—a + 1) 10.y=lnx+1-.

V=
11. y = In e

13. y = 23 In {x 4+ 1).

12, y =winz.
14, y = z=v,

15, y = V=L,
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"10. TRIGONOMETRICKE FUNKCIE

V tomto ¢ldnku najdeme derivicie trigonometrickych funkeii.

Trigonometrické funkecie sa definujt ako pomer 1secick, a teda st bez-
rozmerné. Zavisia od bezrozmernej veli¢iny, od uhla.

Trigonometrické funkeie pri velkosti uhla od 0° do 90° sa definuji
ako pomer tusetiek v pravouhlom trojuholniku (sinus uhla sa rovné pomeru
protilahlej odvesny k prepone atd.). My viak
cheeme definovat funkcie pre Iubovolné uhly,
teda vadiie ako pravé i mdporné, preto trigono-
metrické funkcie budeme definovat pomocou

>

kru#nice. v -
Jedinou mierou uhla, ktord sa po- L

uziva vo vySSej matematike, je oblikova

miera a jej jednotka — jeden radidn.

Struéné tabulky trigonometrickych funkeii,

pricom uhol je v oblikovej miere, si Obr. 45

dané v prilohe ku kapitole II, fab. VI.

Aby sme nemuseli viZdy hovorif o sinuse ako o pomere tseéky k polo-
meru kruZnice alebo o uhle ako pomere dlzky oblika k polomeru, budeme
uvazovat kruznicu s polomerom rovnajticim sa jednej, tzv. jednotkovi
kruZnicu. Potom modZeme kritko povedaf, #e sinus sa rovna dizke
isetky sin @ v kruhu, v ktorom sa uhol rovné dizke oblika atd.

Musime si pamitat, Ze trigonometrické funkeie aj uhly st bezrozmerné
a nemeraji sa jednotkami dizky (cm, dm, m). Sinus sa rovna dizke tsedky
sinus (cm) delenej dizkou polomeru (cm) a pri » = 1 cm sa ¢iselne rovna
dizke wsetky sinus. Grafy funkeii sinus i kosinus st zndzornené na

obr. 45.
y o
cos ¢ sy
= 4 0 x 3 2w ¥
T 2 2 R 2
Obr. 46
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Pripometime si tvar grafov funkeii sinus a kosfnus v zdvislosti od
uhla (obr. 46). Periéda funkecie sinus aj kosinus sa rovnd 2rn = 6,28
a zodpovedd celej otdcke polomeru kruZnice.

N4jdime derivicie funkeii sinus a kosinus pomocou geometrickych
avah. Na obr. 47 je koniec polomeru vedeného pod uhlom ¢ oznadeny A;
koniec polomeru vedeného pod uhlom ¢ + d¢ je oznateny B. Takymto
sposobom dizka oblika 4B zodpovedd dg. Vedme z bodu A4 kolmicu AC

na dsetku sinusu uhla ¢ + dg, BB’

i Alko vidiet z obr. 47
A4’ =sin @, BB =sin(p + de)
c A a

BC =sin (@ + de)—sin ¢ =d (sin ¢)

A Dalej
0A" = cos ¢, OB =cos (¢ + d¢)
: a
¢ 8 A A'B" = AC = cos ¢ — cos(p +
Obr. 47 48} = —d (68 B)

Ak je uhol d¢ maly, dizka oblika 4B sa neli§i od dizky tetivy AB a uhol
ABC utvoreny tetivou AB a kolmicou BOB' sa rovni, gl).
V trojuholniku ABC plati, e BC = AB cos ¢, AC = ABsin ¢. Na
zéklade tohto
d (sin @) = cos p dg, d (cos ¢) = —sin p dg
a
g (‘j’;ﬂ”—) — cos g, ﬂ?; ol _

—sin g (10.1)

Ukézeme efte iny spdsob vypodtu derivdcie sin g a cos p bez pouzitia
obrézka. Podla vSeobecnych vzorcov sa A sin ¢ = sin (¢ + Ag) —sin ¢.
Pripometime si vzfah, ktory uddva sinus siétu dvoch uhlov

sin (o + f) = sin & cos f — cos « sin f

d
1) Presnéd hodnota uhla sa rovna ¢ + _,:g?i, ale trojuholnik ABC je maly

(AB = dg), preto ak zanedbdme dg vo vyraze pre uhol ABC, dopustime sa
v hodnotéch BC a AC chyby tmernej (dg)2
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a pouZijeme ho na sin (¢ + Ag). Dostaneme:

sin (¢ + Ag) = sin ¢ cos Ap + cos g sin Ag
odtial
Asin ¢ = sin @ cos Ag 4 cos ¢ sin Ag —sin ¢

Zostavme podiel prirastkov

A s in A —
L — 1 P, el )
Ag Ag
Teraz treba prejst k limite, ak Ap — 0. Je zndme, %e pri uhloch «
alebo Ag, ktoré sa bliZia k nule, sinus sa rovnd obliku: sin o = «,
gin Ap == Agp. Inymi slovami
fig S0 Ag _
Ap—0 A(P

1

Druhy élen nahradime zo zndmeho vztahu

cos 200 =1 —2sin? o, 1 — cos 20 = 2 sin2 &

1—cos Ap = 2 sin? (A—;)

V tomto vzfahu pri malom Ag nahradime sin (%) = (—122 Dostaneme:
g (Be)?
1 —ecosAgp 2 . Ag
Ay T A T2
V limite pri Agp — 0 druhy ¢len vypadne: lim L —cosAg =0.
Ap—0 qu
Odtial
. Asing dsing
1 = =
R

Vztahy (10.1) st spravne pre Iubovolné uhly a nielen pre uhly
z L. kvadrantu. Pri pohlade na graf funkecie sin ¢ a cos ¢ si overime, %e
vztah (10.1) dé sprdvne znamienko derivécie pri Iubovolnom uhle ¢
a nielen pre uhly z I. kvadrantu.

Overime efte vztahy (10.1) pre malé uhly. Pri malom ¢ je z geometric-

kého hladiska zrejmé, e sin ¢ & ¢, cos ¢ & 1. Prvy vaztah d_zm_(p =
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d sin ¢ d cos @

= cos ¢ pri malom ¢ sa = 1. Druhy vztah

de de
=0, ak @ = 0. Z tohto vzfahu vyplyva, Ze funkecia kosinus

=%
d cos
& 7(199 4
md maximum pri ¢ = 0.
Ak pozndme deriviciu funkeie y = sinx a y = cos 2, lahko ndjdeme
derivdcie vietkych ostatnych trigonometrickych funkecii. PouZijeme zndme
vztahy medzi trigonometrickymi

% funkeciami.
Napriklad vieme, Ze tg xz =
sin @
= . Preto
GOS8 &
1
dtgx  cos?x — sin x(—sin z)
g de cos? &
T x T m ¢
2 2 2 g,
podla vztahu pre derivaciu zlomku.
-1
Z tohto
dtgx cos? x + sin? x 1
de cos? " cos?w
Obr. 48

(10.2)

Z obr. 48, na ktorom je graf tg z, vidiet, Ze funkcia y = tg x m4 pre

Tubovolné = kladnd deriviciu. V okoli bodov mnespojitosti (x:-g—,
3 o . g ; i
= ——QE i ) derivécia rastie do nekonetna. Obidve tieto tvahy tplne

stihlasia so vztahom (10.2). Uplne analogickym postupom néjdeme:

d (cotgz) 1
dx o sin? x

Derivicie tangensu a kotangensu mozno najst aj priamo. Pripomerime
sl, Ze

R e sing  sinff _ sin ¢ cos f — sin 8 cos «
cos o cos fi cos o cos f3
sin (e — B)
~ cos xcos f3
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Odtial ;
sin A
Atgg=tg(p+ Ag) —tgp = — ot AZ;) oy (103

Majtic na zreteli (pozri str. 111), ze

fim R Ag _1

ag>0  A@
z (10.3) dostaneme:
d (tg ) . Atgg sin Ap . 1 1

— = lim = lim . lim =
deg Apso A ag—0 Ag  agocos (p 4 Ag).cos g costy

Cvidenia

Najdite derivacie funkeii v prikladoch 1 aZ 9:

1. y = sin (2z + 3). 2. y = cos (x — 1).

3. y=rcos (@2—axz + 1). 4, y = sin? z.
5. y = sin 3z cos? . 6. y = (sin 2a)%,
7.y =xtga. 8. y = etg 2z,

€
9.y = cntg?.

11. CYKLOMETRICKE FUNKCIE
Nové, velmi zaujimavé vysledky dostdvame pri skimani inverznych
trigonometrickych funkeii. Pripomenme si definicie tychto funkeii. Funkeia
y = aresin x (11.1)
uréuje taky uhol, pre ktory plati:
sin y = 21) (11.2)
Rovnost (11.1) oznacuje to isté ¢o aj (11.2). Analogicky funkeia
y = arctg x
uréuje taky uhol y, pre ktory plati:
tgy ==

1) Takto zavedena funkeia je viacznacng, ¢iZe nemozno ju chéapat ako inverzna
funkeiu v zmysle vy$iie uvedene] definicie. Inverznou funkeiou je jej ,hlavna
hodnota’ y = sin x, pozri dalsi text. Podobne pre daldie cyklometrické funkcie.
Pozn. prekl.
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Podobne sa uréuji funkcie y = arccos x(x = cos y) a y = arccotg z(x =
= cotg y). Funkeia y = arcsin 2 je definovand pre tie hodnoty z, ktoré
vyhovuji nerovnosti —1 < z = 1, do vidief z (11.2). Funkcia y = arctg »
je definovand pre vietky hodnoty «.

Rozoberme podrobnejdie funkciu y = arcsin . Nech napr. z =

?:
0. 1 . ; Er . T 1 oy ;
y = arcsin 5. Ked zoberieme y = & potom Sin =2~ Mézeme takisto
; b . 5w 5% N ool
zobrat y =5 potom sin 5 tiez rovnd o Dalej by bolo mo#né
13 17 S g :
zobrat y = _6_71:} y= 611: atd. Vidime, Ze jednej hodnote x zodpoveds

nekonedne vela hodndt y. Vietky tieto vlastnosti funkcie y = arcsin z

st viditeIné na grafe (obr. 49).

T

5

krivky zodpovedd hlavnej hodnote funkcie y = arcsin , ktord sa oznacuje
y = arcsinx (pife sa s malym a). Ak sa obme-

Budeme skimat Sast krivky, pre ktort —% <y < . Tito tast

y /!* ¢ dzime na skdmanie y = arecsin x, potom kaZdému
| 2 zodpovedd len jedna hodnota y. Hlavni hodnotu
\ arkustangensu uréujeme podobne
|
I
1 ——;i = arctgx = %
g
| Né4jdeme deriviciu funkeie y = aresin . Vyuzi-
r | jeme ti vlastnost, Ze arkussinus je inverznd funkeia
A k funkeii sinus
| y = arocsin z, z =siny
0!% 1% x’y:a-y—:cosy
i
2| , dy 1 1
ﬁl| yx_ﬂ%wmcosy (11.3)
| 5. g dy
\1| 5 Avak argument funkcie je z, preto je po-
l trebné vyjadrit pomocou x a nie pomocou y, ako
Obr. 49 je to v (11.3). VyuZijeme zndmy vzfah sin?y +
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+ cos2y = 1, odkial cosy = + Vl —sin? y. Nakolko skiimame hlavné

hodnoty arkussinusu, pre ——% =y = 121- je cosy = 0, preto pred od-

mocninou bude znamienko plus: cosy = Vl —ginZ2 y. Pretoze siny = x

v stilade s (11.2), potom cos y = VI — z2. Po dosadeni do (11.3) dostaneme:

S _. L.
de "Vl 2
alebe d (arcsin x) 1
= (11.4)
da Vl 22

Vztah (11.4) méZeme pouZif nielen pre hlavné hodnoty, ale aj pre
iné tiseky krivky, musime v8ak dat pozor na sprivne znamienko pred
odmocninou. Skutoéne, pri jednej a tej istej hodnote  na réznych tisekoch
krivky mé derivdcia rozdielne znamienka; napr. v bodoch 4 aj C
(obr. 49) je derivdcia kladnd a v bodoch B a D je zdpornd.

d(arctg x)

Teraz nijdeme derivaciu . Ak y = arctg z, potom x =

= tg y. Odtial podla predchédzajiceho ndjdeme:

B e de 1
vy = -Eg}- T cos?y
dy 1 "
) =—=—"————= 11.5)
7 trigonometrie je zndme, 7e ¥
T
1 /’_
tg2y +1=— _‘/ 2
cOs2 ¥
preto =
L_ipe y T
T
Pomocou vztahu 11.5 nakoniec dostaneme: g
dy d(arctg x) 1 3 2 1 o1 2z 3%
ok, — = 11.6
dx dz 1} a2 ( )
T

Pre Iubovolnu ind vetvu grafu tangensu
obr. 50 zostane vztah (11.6) sprivny, pre- Obr. 50
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toe ju dostaneme zo zékladnej vetvy rovnobeinym posunutim, &o hod-
notu derivicie nement.

Cvidenia

1. Néjdite derivacie funkeii y = arccos z a y = arccotg x.
d(e=) d(In z)
dx

P ked wviete, Ze z rovnosti y = Inz

= e% najdite

2. Pomocou

vyplyva x = e¥.
Najdite derivacie funkeii v prikladoch 3 aZ 6:
3. y = arcsin 2.
4. y = arotg (3= + 1).
5. y = arctg («? — ).

6.y = ea.rct.gl/a?_

12. DERIVACIA IMPLICITNEJ (NEROZVINUTEJ) FUNKCIE

Funkeia y(x), ktord je dand rovnicou
Flz,y)=0 (12.1)

je ndand implicitne (nerozvinute).

Ak zodpovedajiicu rovnicu mozno riefit vzhladom na =z alebo y,
potom sa vrétime k beZnému zadaniu funkcie. Takéto rieSenie sa niekedy
nazyva rozvinuté alebo explicitné. Moze vSak viest k zloZitym vyrazom
a obéas ho vobec nemo#no najst. Napriklad rovnica kruZnice v tvare

w24ypr—1=0 (12.2)

je jednoduchgia, ako z nej vyplyvajtce rieSenia
y=+|1—a2 (12.3)
Ak je v (12.1) lavé strana lubovolny mnohotlen, ktory obsahuje moc-
ninu z alebo y vydSiu ako ¥tvrtého stupfia,vo vieobecnosti ju nemozno

rozriesit vzhladom na a alebo y. Takisto nemo#no rozrieit napr. na pohlad

jednoduchu rovnicu
Flx,y) =asineg —ysiny—ma =10 (12.4)

No aj v tych pripadoch, ked riefenie nie je udané v tvare vzorca,
pomocou ktorého moZno priamo vypotitat y pre dané x, je y funkciou 2.
Ak sa bude riesit rovnica &selne, ku kazdému z moZno nijst zodpoveda-
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jice ¥ a mo¥no zostrojif krivku v rovine Rzy. Body na krivke viak
nemusia existovat pre vietky x (napr. pri kruZnici vyhovuji len 2 medzi
—r a r, kde 7 je polomer kruZnice). Danému z moze zodpovedat i viac
ako jedna hodnota y (v pripade kruZnice zodpovedaju dve hodnoty, lebo
kvadratickd rovnica mé dve riefenia). Tieto komplikécie nerusia zédkladny
fakt: rovnica F(z, y) = 0 definuje y ako funkeiu z.

Ako sa najde derivécia Tzﬂ MoZno ju najst bez rieSenia rovnice,

t. j. bez vypoditania y, x?
Takyto vypodet spravil edte Newton. Nech =, y vyhovuje rovnici

Flx,y) =0

Vezmime susedné hodnoty x + Az, y + Ay, ktoré tiez vyhovuju

rovniei
Flx + Az, y + Ay) =0 (12.5)

Ak pouzijeme (12.1), mozeme napisat:

F(z + Az, y + Ay) = Flz + Az, y + Ay) — Flz + Az, y) +
+ F(z + Az, y) — Flz, y) (12.6)

Rozdiel F(x + Az, y) — F(z,y) znamend prirastok funkeie Flz, y),
ak ju berieme ako funkciu jednej premennej pri kongtantnom y. Tento
prirastok méze byt v limite!) vyjadreny takto

Flo+ Az, y) — Flo,y) = [@f{;ﬂ] A
y=cons

Poznamenajme, %e pri vypobte derivicie funkeie dvoch premennych
x a y podla z pokladdme y za konstantu. Takto vypotitand derivicia sa
nazyva parcidlna derivdcia a v jej oznageni namiesto pismena d sa pife 0

Flo + Ao, ) — F, y) = 2t g
oF (x, ) — lm Flx + Az, ) — Flx, y)
O Az—0 Az

1y Vyraz ,,v limite sa rovnd® pri malom @z alebo y je podrobne objasneny
v &l. 4, kapitoly T, kde sa skima vyraz na prirastok funkeie pomocou derivéeie.
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Analogicky pre prvy rozdiel vo vztahu (12.6) mo#no napisat:

OF (x + Aw, y)

Pouzitim (12.5) dostaneme:
OF (z, y) oF(x + Az, 9) N
o Mt g Ar=0
alebo
0F (z, y)
Ay - oz
Az F(z + Az, y)
oy

Ak prejdeme k limite pri Az — 0, dostaneme na lavej strane rovnosti
deriviciu a vpravo bude moZné vynechat x. Nakoniec

_aF(:c, )
dy ox
de — (=, y) 5=
dy

Vsimnite si, Ze vo vyraze je (12.7) znamienko minus a %e v fiom
nemozno zjednodusit 0F(z, y) v Citateli a menovateli. UkdZeme pouZitie
(12.7) na priklade rovnice (12.2). Mime funkeciu F(z,y) = 22 4 2 — 1

0F(z, y) OF(z, y)
87 = 23;, ﬁ..__é_:.’;m‘._. = Qy
Y e 255_ = _37_ 2
_cd&" o= (12.8)

Lahko sa presvedéime, Ze tento vysledok stihlasi s tym, o dostaneme,
ak vypoditame derivéciu (12.3).
Niéjdeme deriviciu v pripade (12.4)

gémw’y):sinw—}—xcosx, éF(‘axy%y):Siny—l—ycosy
9y sin x -+ x cos x
x siny 4+ y cos y
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Vidime, Ze vyraz — derivicia implicitnej funkcie obsahuje obidve
velidiny @ a y. Ak by sme cheeli derivicin vyjadrit &iselne, je potrebné
pre dané x vypocitat . No ak by sme nemali vztahy (12.7) a chceli by
sme deriviciu vypocitat, museli by sme vypoéitat dve hodnoty ¥, a y;
Ya— 1
P—
tym presnejsie by bolo treba vypoditat y, a y;, ¢o je asto obtazné.

Nakoniec si vimnime, Ze ak rovnica F(z, ) = 0 neuréuje jediné riese-
nie, tak pre jednu hodnotu x méZu existovat dve alebo viac hodnét y
(niekolko vetiev krivky). Vyraz (12.7) pre dané x ddva pri dosadzovani
réznych y derivécie v zodpovedajicich bodoch. Citatel si toto méze preverit
na priklade rovnice kruZnice (12.2), pre ktorii je derivdcia dand vztahom
(12.8).

Pri hladani derivdcie implicitne] funkeie sme museli zaviest novy
pojem, pojem parcidlnej derivdcie. Tento pojem ma velky vyznam a je
nevyhnutny pri funkecidch s viac premennymi, ktoré sa v tejto knihe ne-
preberaju. V skutofnosti sme sa uZ nepriamo zaoberali pojmom parciilnej
derivicie skor, pri takych elementdrnych otizkach, ako bhola derivécia
stinu niekolkych funkeil y = h(z) g(x) alebo napriklad derivicia expo-
nencidlnej funkcie y = h(x)?(®), poeri str. 108. Hovorili sme, #e y' je stdeb
dvoch ¢lenov, pricom prvy ¢len dostaneme, ak derivujeme funkeiu podla =
tak, Ze g(x) pokladdme za konstantu, a druhy ¢len dostaneme, ak pokladime
h(x) za kondtantu. Pomocou parcidlnych derivécii zapifeme toto pravidlo
nasledovne. Ak

pre dve susedné x, a x; a najst pomer . Cim st blizgie T a x,

y = Flgx), h(x))
potom
. dy 7@& oF dh

1 e - == —
O PR PRI TP
Cvidenia
o ., . dy ; . . ™
1. Najdite derivaciu i funkeie danej rovnicou (12.4) v bode z = -

2

Y = -;:— To isté pre bod & = —

|

=
P Y=

d . .
2. Najdite derivéciu % funkeie danej rovmicou x? + 3z - 43} 3y — 8 =0

vbode x =y = 1.
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13. INTEGRAL. FORMULACIA ULOHY

V kapitole I sme sa obozndmili s pojmom integrdlu. Objasnili sme si
velmi tzky vztah medzi dvoma na prvy pohlad rozdielnymi tdlohamil.
Tieto ulohy su:

1. hladanie stétu velkého pocétu malych séitancov, ked kazdy
z tychto séitancov si mozno predstavit ako v(¢) dt;

2. hladanie funkecie s(t), ktorej derivdcia sa rovnd danej funkeii »(t)

ds
S =0

Odporicame égitatelovi pred &itanim daldieho materidlu zopakovat
si ¢l 7 az 12 kapitoly I.

Ulohy fyziky, matematiky, chémie zvid$a vznikaju ako tulohy na
vypotet stiétu jednotlivych veliéin. Takdto formuldcia dlohy je ovela
nizornejsia; samotnd otdzka ui naznacuje jednoduchiy, hoci len pribliznt
cestu vypoétu hladanej velidiny. Tdto cesta vdak neuddva vieobecné
vztahy.

Druhé formulécia tlohy sa zda velmi umelo utvorend. Tdto formulacia
mé v8ak svoje prednosti. Derivovanie je jednoduché. Di sa zredukovat
na 4 a% 5 vztahov (derivdcia x”, €%, In x, sin x, cos x) a na dve-tri pravidla.
Preto mozno Tahko najst derivdcie velkého poétu funkeii. Vidy, ked
najdeme derivaciu Iubovolnej funkcie —3-:— = v, mézeme povedat, Ze
pre toto v je znamy integral s (pozri ¢l. 14). Pozndme mnoho jednotli-
vych, zvladtnych pripadov, v ktorych sa podari riesit tlohu — hladat
integrdl. Pomocou zhodnych algebraickych transformicii sa podarilo pre
niekolko jednotlivych typov funkeii v ndjst pravidld na vypodet integralov
(pozri ¢l. 15).

Toto sa viak nepodari urobit pre vietky elementdrne funkcie, takze
integrovanie je taz¥ie ako derivovanie. Tym viac vzorce, ktoré sme dostali
pre niektoré typy integrdlov v druhej formuldcii Glohy, s velmi dole#ité.
Alk sa ndm u# podarilo pre funkeiu v ndjst integral (neurdity integral alebo

1) Prvé dloha vedie k rieSeniu urcitého integralu, zatial ¢o druhd k neurditému
integralu. Pozn. prekl.
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primitivnu funkeiu), v3etky tlohy z prvej formuldcie, vietky sacty,
B
t. j. vietky uréité integraly [ o(t) di budd sa dat vyjadrit jednoduchymi
a
b

vztahmi prostrednictvom funkeie s ako j v(t) di = s(b) — s(a). Takyto vy-

@
sledok je ovela uplnejsi, velmi presny a cenny v porovnani s vysledkom
ka?dého jednotlivého é&iselného vypoctu suétu, t. j. uréitého integralu

b
j v(t) df v stanovenych hraniciach od @ do b. Preto nasou ulohou v prvom

a

rade bude riesenie ulohy z druhej formulicie.

14. NAJJEDNODUCHSIE NEURCITE INTEGR ALY

Vypiteme vztahy pre derivdcie, ktoré sme nasli v predchddzajucich
¢élankoch a im zodpovedajice integraly:

% (%) = nanl, afarlde=an+ O

% (ek7) = k ek, k| ekz dx = efe + C

d 1 1

(;1; (sin kx) = kcos kz, k[ coskx dr = sinka + C

di(cos kx) = —ksinkx,  —%k | sin bz de = cos kz + C
x
d t; = ! de =tgaz + C
—d;(gx)i costz otz L8
d 1 1 -
a(cotg:z:):—Sﬂnzm, _J‘szwdwfcotgx—l—O
—d— (arcsinx):—l__—, f—wk—dx:arcsinx+0
dz Vl_xz Vl—xz
d 1 1
d—m(arctg LU) :—1—}——:172’ fl—_}—:—a;dx = &I‘Ctgﬂ‘; + C




Urobme malé upravy. V prvom integrali oznaéime n—1 = m
(vtedy n = m + 1) a zapiSeme ho

fxmdx= -
m

Je zrejmé, Ze vztah plati pre vSetky m okrem m = —1; pri m = —1
ga menovatel rovnd nule am*1 = z° = 1, dostdvame nedefinovany vyraz

I;,;m+1 10

1
% -+ (. No prive pre m = —1, t. j. pre ;dx je vhodny vztah

fldlenx
x

Tento vzfah plati len pre kladné hodnoty z, pretoze In x mé zmysel len
pre z > 0. Pre x << 0 Inx nie je definovany, md vsak zmysel In (—=z).

Nakolko
dln (—) 1 1
PEl e

potom plati fd% =In(—x) + C, ak x < 0. Obidva vztahy pre f%ﬁ

mézeme spojit do jedného
f%x=1n|x|+0 (14.1)

Tento vztah mozno pouzit pre Iubovolny integraény obor, ktory ne-
obsahuje x = 0.
Integral z exponencidlnej funkeie zapiSeme takto

1
ekt dy = — ek - (
k
Pre sinus a kosinus dostaneme:

jsinkxdm:—%coskx—k C

fooskxdx:%sinkx—i—@
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15. VSEOBECNE VLASTNOSTI INTEGRALOV

V é&ldnkoeh 1 aZ 3 sme vyslovili vlastnosti derivdcie stétu funkeii,
derivdcie zloZenej funkcie a derivdcie su¢inu funkecii. KaZdej z tychto
vlastnost{ zodpovedd uréitd vlastnost vztahujica sa na integraly.

Pre integrily je sprdvna rovnost

J[Cf(z) + Egla)] dz = C | f(z) dz + E | g(x) dx (15.1)

Aby sme rovnost dokézali, musime vziat derivdciu vyrazu stojaceho
na pravej strane; ak je rovnost sprdvna, musime dostat funkeiu nachddza-
jicu sa pod integralom. Po zderivovani dostaneme:

[C | flz) dz + B [ g(x) dz]’ = C[ | flz) dx]’ + E[ | g(z) dy]’ =
= Of(z) + Eg(z)

tym je rovnost (15.1) dokdzana. Ukazuje, Ze integral stiétu niekolkych
séitancov sa rovnd suétu integrilov jednotlivych séitancov, pridom kon-
§tantné éinitele moZno vybrat pred integrdl.

Integratni premennt mézeme nahradif novou vhodnej$ou premennou,
t. j. zavedieme substittciu. Ukdzeme niekolko jednoduchych prikladov.

1. Najdime | (ax + b)rdx  (n £ —1).

Za nova premennt dosadime vyraz v zdtvorke. Novi premennii
oznatime z

ar + b=z (15.2)

Diferencidl de musime nahradif diferencidlom dz. Z vyrazu (15.2)
dostaneme:

dz = a dz, dx:.idi
a
Takto
J.(cws+b)"dx=fzﬂﬁzifzﬂdz:
@ a
S B ki i
_a(n+1)+0* a(n + 1) + L
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O spravnosti vysledku sa velmi Iahko presved¢ime, ak prava stranu

zderivujeme:
d [lez byt ] _ 4 [(eetbpt)
dx | a(n+1) Tde | an+1) |
P I (az + by + by
= G T D (ax-l-b)“ (a,m—i—b) a = (ax + b)»
2. Podobne zavedieme substiticiu v integrali
dx dz
am, z:ax+b, dZ—ardﬂ?, d95=-—a—
de  fdz 1 dz 1 In(ax—{—b)
J'ax—}-bgf_a—z_u? T_alnz+0 a —~ —+¥

V jednoduchych prikladoch substiticiu vobec nebudeme zaviadzat,
ale budeme priamo integrovat. Napriklad

f(ax—l— byr dz = f (ax + b)‘"'w;T d{ax + b) =

. bhyrt+1 G
(n+1)a(cm+ e

Nech f(z) a g¢g(x) sa dve rdzne funkecie premennej x. Pravidlo pre
deriviciu stiéinu hovori, ze

d df
=gl (15.3)
Z rovnosti (15.3) mozeme napisat:
_(,4 df
fi= 1Lt [ogl e (15.4)

Spréavnost (15.4) znova overime, ak zderivujeme lava i prava stranu
rovnosti. Dostaneme pritom spravnu rovnost (15.3).
PrepiSeme (15.4) na tvar

dg daf
[ =i—[oge
Skratene sa tito rovnost piSe takto

[fdg = fg—{fgdf (15.5)
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V ¢om je zmysel vztahu (15.5)? Pri integrovani neméme pravidlo na
vypotet integralu safinu dvoch funkeil pomocou integrdlu kazdého zo
stdinitelov. Ak ale v stfine dvoch funkeif fw je integral jedného zo

dg
d . _ —
f wdr =g, w e

sudinitelov zndmy, napr.

integrdl [ fw dz moino vyjadrit pomocou integrdlu, ktory obsahuje

derivéciu % Pomocou w prepiSeme (15.5) na tvar

fovt=r{ o) f{forc)ir s

| d
Pretoie {w dz = g, posledny integral v (15.6) je _[g f dz; niekedy

je jednoduchii ako pévodny integrél |fwdz, alebo vedIe na znimy

df

integral. Konkrétne, ak f je mocninovd funkecia, tak i mé stupeil

o jednotku mensi ako f. Vztah (15.5) alebo (15.6) je vztah na integrovanie
po Eastiach alebo integrdcia per partes.

Uvedme priklady.

1. Néjdime z e® dx.

Polozime f = z; vtedy w = g9 =e% o?dr=dg, ¢g=[e*dx=e?,

dx
df = dz. Podla vztahu (15.5)
frevdz =ner —[evde =26t —e? + C=e%(x—1)+ C

2. Néjdime [ a2 e da.
d
Polozime f = 22; vtedy w = d% =e?; e?de=4dg, g =[e?dr = e,
df = 2z dv. Poutijic (15.5) dostaneme [?e%dw = 2267 —2 [z e? dx;
vyuZijeme vysledok z prvého prikladu a dostaneme:

[rrerdr =a22e® —2xer {267+ O = (22 —2x 4 2)e* - C

Ak hladdme [ Pn(x)e%* dz, kde Py(x) je mnohoélen n-tého stupiia,
treba urobit integriciu per partes n-krdt. Vysledok dostaneme v tvare
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Qn(x) ek2, kde Qn(x) — je mnohotlen n-tého stupiia. Ak toto vieme,
nemusime n-krat integrovaf per partes, ale priamo hladat koeficienty

mnohoélena Qn(x).
Preskimajme nasledujtei priklad. Néjdime {22 e da. Napideme
rovnost s doteraz nezndmymi koeficientmi mnohoclena @y(x)

|22 e? dx = (a2? + 1% + ap) e® + C (15.7)
Zderivujeme obidve strany rovnosti (15.7)

a2 6% = (2a;x + ;) % + (@:r? + aux -+ ap) e

a2 e = [x2a; + (202 + a1) + (21 + an)] e®

Porovnéme koeficienty pri rovnakych mocnindch # v mnohoélenoch

na prave] i Tavej strane. Dostaneme:
) = 1
2@2 + a = 0 odkial ap = —2
a; + ap = 0 odkial @y =2

nakoniec dostaneme ako uZ predtym
[rrerde = (22 —2¢ 4 2)e® - C

Analogicky moZno vypotitat integraly z funkeif Pp(x) cos kx a Pp(x)
sin kz, kde Py(x) je mnohotlen. V obidvoch pripadoch mé vysledok tvar

Qn(x) cos kx + Ry(z) sin kz

kde Qu(x) aj Ry(z) st mnohodleny n-tého stupiia (alebo mengieho ako n).
Priklady tohto typu st uvedend v cviceni.
Uké#eme priklad na integral, ktory riefime tak, Ze ho algebraickou

cestou upravime na zndmy integral.
dx . v ;
Gitaj t — _ VSimnime si, Ze je spravna
Vypoéitajme priklad f Py " je sp
rovnost
1 1 a—b

xr—a x—b:(az—a&)(x—b)

Pomocou nej dostaneme:

1 1 1 1 ]
(x—a)(x—b) a—>b [xwa x—b
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Preto

dx 1 1 1
J(w—a)(x—b): o f(x_a _x-—,b)dx:

1 1 T—a
= el [In (x —a) —In (x — )] +- O=a'—__—bhlm*+ C

Existuju postupy, ktoré umokfiuji integrdl ITubovolného podielu
dvoch mnohoélenov (racionilna funkeia) vyjadrif pomocou elementérnych
funkeii. Vo vysledku sa v3ak objavujd nielen raciondlne funkeie, mnoho-
¢leny a podiely mnohoclenov, ale aj logaritmy a cyklometrické funkcie.
V&eobecnd teéria hladania tychto integrilov je pre nagu knihu prilis
zloZitd.

Integrovanie mnohych funkeif, obsahujtcich odmocniny a trigono-
metrické funkeie, sa méze pomocou vhodnej zdmeny premennych upravit
na integrovanie mnohoélenov alebo raciondlnych lomenych funkeii.
Presktimame nasledovny priklad.

Najdite [ |/z + 1 dv. Zavedieme substittciu: z = |z + 1, teda
# + 1 =22 Odkial 2zdz = dx. Ak prejdeme k novej premennej, dosta-
neme:

jxvg:":ﬁ_—ml dr=[(2—1)222d2s =2 (2* —2?) de =

23

5 b 2 y—
:2%_2 5 —I—C‘=EV(x+1)5—-?V(x+ 18 4 ¢

Niekolko prikladov tohto druhu je uvedenych v cviteniach.
Nakoniec uvedme integrdl, ktory sa ned4 vyjadrit pomocou koneéného
pottu elementdrnych funkeif

flz) = [e2" da
Doékaz, Ze ho nemoino vyjadrif pomocou koneéného poétu elemen-
tdrnych funkeii, je velmi zloZity a nebudeme ho uvddzat.

Tento integral je funkeia, o vlastnostiach ktorej si mézeme nieto
povedat. Z definicie f(z) vyplyva, Ze
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Pretoze =% > 0 pre Tubovolné z, potom f(z) je rasttica funkecia. Derivécia
je najvadiia pri o = 0, to znamend, Ze dotytnica k f(z) zviera maximdluny
uhol s osou z pri 2 = 0. Pre kladné aj zédporné =, ktorych absolitna

hodnota je velkd, derivdcia ——
y dw

0,88; ) je velmi mald, teda funkcia je
B ; takmer kongtantnd. Graf funkecie

i ; e flz) = fe—x‘ dzx je na obr. 51 (pre
0

uréitost sme zvolili dolnii hranicu,
~0885 ktoré sa rovnd nule).

Pre tato funkeiu st zosta-

Obr. 51 vené podrobné tabulky, preto

vypoéty, v ktorych vystupuje

tento integral, nie si zloZitejsie ako napriklad vypolty s trigonometric-

kymi funkeiami.

=1

Cvidenia

=

j':x:(x—l)2 dax.
2. f e 2 dz.

x

&

j cos (3z — 5) da.
! jsin (2w + 1) da.
5. [ )3z —2dx.
Névod. V prikladoch 3, 4, 5 zavedte substiticiu.

'

6. I x cos x dx.
7. [ Inz de.
Navod. Priklady 6, 7 integrujte per partes.
8. j x% sin? 2 da.
9. _[ 23 o7 dz.
10. j (@2 + 2 + 1) cos x da.
11. j (222 + 1) cos 3w dx.

Navod. Priklad 11 je podrobne rozrisfeny vo ,,Vysledkoch a riefeniach’,
Predchadzajtces tri priklady sa rieia podobne.

128

i3 x da
' f (x—2) (z—3)
x A B
. it £ = . Ci
Névod. Vyuzite rovnos i e = % + o Cisla 4 a B
najdeme porovnanim koeficientov pri rovnakych mocnindch mnohoélena, po odstré-

neni menovatela.

z+ 1
. — 1.
13 e da
V.
(+ 1) (z—2)

15. f Lx, Zavedte substittciu Vm_= z.
x + Vsz,

dz R
16. xi Zavedte substiticiu 22 — 5 = z,

Vzz—5
17. j- sind x cos x dz. Zavedte substiticiu cos x = z.
3
18. O_ﬁ—i dx. Zavedte substitaciu sinz = z.
sin4 x
19. I tg  de.
i dx o
20. | ————. Zavedte substiticiu & = af.
x? 4+ a?
21 dx .
’ Va,z —
22. I arc sin z dx.
23. _[ arc tg x dx.
24, j. 627 gin 3z dx,
25. | o= cos 20 da.

Névod. V prikladoch 22—25 uskutoénite integraciu per partes. Vieobecnd pripo-
mienka, Niekedy dostaneme pri pouZiti réznych postupov pre jeden a ten isty integrél
rézne vyrazy. Nesmie vas to zardZat. Ak si vypoéty urobené sprévne, vyrazy sa
odliduji len konitantou. Pri vypotte uréitého integralu budd vysledky rovnaké.

Tuato pripomienku si preverte na priklade 17, ak zavediste substiticiu sin 2 = 2.

16. VYPOCET URCITEHO INTEGRALU SUBSTITUCNOU
METODOU

Vypoéitajme nasledujuci priklad
i

| (ax + b)2 dw

"
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Mézeme postupovat takto: vypotitame najprv neurdity integrdl | (az -+
4+ b)2dx a potom utvorime rozdiel jeho hodnét pre x = k a pre x = n.

Pri vypotte | (ax + b)?dx zavedieme substitticiu premennej podla
vztahu z = ax + b, Vtedy dz = a dx a

1 _z3_(ﬂ-ﬂf+b)3
j(aw+b)2dx—?fz2&—‘§—A3a

Preto

k
(ax + b3 1* (ak + b)* — (an + D)
f (ax + b)? da = [ 3 ]ﬂ 3a

n

Mbzeme postupovat aj inym spdsobom. Objasnime, ako sa bude
menit z, ked x sa meni od n do k. Pretoie pre z a x plati vztah
z:a,:c—i-b,prizmenexodndokbudesazmenit‘odan+bdoak+b.

Teda

k ak+b b0 (k4 B3 b
1 214 (ak + b)3— (an + D)
e Bile = | 2= =
f(ax—&—b)zch:- % f 22 dz [3a]m+b 3
n an+b

Pri integrovani je vhodné postupovat takto. Vykonime substitficiu
a stdasne ndjdeme aj nové integraéné hranice. Potom do vyrazu pre
neuréity integrdl netreba dosadit naspat predchddzajicu premenni.
Uvedme priklady:

1
dz

1. Vypoéitajme integral f (—2—_7)3—

0

1—-— pri zmene « od 0 do 1 nadobida

Vidime, Ze funkecia T—ap

kladné hodnoty, preto
1
dz
=
]

menovatel v tychto hraniciach nenadobiida nulovi hodnotu, takZe inte-
grand je na celom intervale konetny. Zavedieme substiticiu premennej
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2—a =y, potom dr = —dy. Vtedy pre z = 0 sa ¥y =2, pre x =1 sa
y=1a
1 1
dx _ [ dy
B — (16.1)

3
0 2 4

Na pravej strane st integraéné hranice dané us pre y. Nemusi sa ndm
zdat spravne znamienko minus pred integrélom na pravej strane. Na
prave]j aj na lavej strane skutoéne stoja integrély z kladnych funkeii. Preéo je
PE%Y,{L strana (16.1) kladnd? Lebo v integrili vpravo je dolnd hranica
vacsia ako hornd a pri zdmene integraénych hranic integral meni
znamienko. Rovnost (15.1) moZno zapisat takto

s 2

J’ de [ dy
@—ap )y

0 1

Teraz in.tegrfﬂ, ktory stojf na pravej strane, m4 hornt hranicu vi&siu
ako dolnii a je jasné, Ze je kladny. Vypodet Tahko dokond{me

2

dy _ [_ 1 ]2 1 1 3

J y3 2:1/2 1 o 8 2 8

2. V &l 15 sme skumali funkeiu f(z) = jxe*xz dz. Casto sa stretdvame
0

[
s funkciou @(a) :6[6—’“5’ dz, kde & je konitanta. UkéZeme, %e medzi

funkeciami @ a f je jednoduché zavislost.

Vo vyraze pre g(a) zavedieme substitticiu kz? — £2. Odtial nijdeme

o t t
kx = = -
Va: t, = VE adx—wgdt. Pre =0 sat=0, pre + = a sa

il=a VI; Dostaneme:

alE . alk

, e 1 1 -
pla) = f et —— :ﬁf e ¥ dt ——fla |/k)
O
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a teda ¢la) :Vli fla VE) Teda pre lubovolnid hodnotu nezdvisle pre-

mennej ¥ . -
) = —— f(ka)
p() IC

Ak méme dant tabulku funkeif f(z), moreme najst aj integral g(z)
pre tubovolnd hodnotu k. o ’ .

3. V kapitole I sme videli, Ze ak maji integral a integratné hranice
rozmer, v tom pripade mé i urdity integral rozmer. Casto je viak vyhodné
upravit integrdl na bezrozmerny. Vietky stiéinitele, ktoré maji rozmer,
treba pisat pred znak integrdlu. UkéZeme, ako sa to robi.

Nech je dany j) f(x) dz. Najvadsiu hodnotu funkecie f(x) v obore
@

integracie oznadime fmax .

Jmax fmax

b b b
Jf () dz = j f(-’B) fmax dx = fma.x .[ de (16.2)

Integrand ;(x)

max , )
j F ro j mernym integratnym hrani-
fmax majl rovnaky rozmer. Prejdeme k bezroz v gradny

ciam. Vykondme substitticiu podla vztahu

v poslednom integréli je bezrozmerny, pretoze f(z) aj

x—a

alebo x=a-}zb—a) (16.3)
b—a

z =

7 (16.3) vidiet, Ze z je bezrozmerné velitina. Pretofe dv = (b — @) dz
bude z =0, ak x —a a z=1,akx ="D. Potom integrél zo vztahu (16.2)
nadobtda tvar

b 1 '
j@-dx = (b—a) Jﬂf’ifi(b_:ﬂ dz (16.4)
b max . max
Polozime: 1o+ Alp — a1 .
ol
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potom z (16.4)

b 1
%ﬂﬂdw: (a,;b)J @(z) dz
a o
a konetne
b 1
Jf(iff‘) dz = frmax (b — a)g @(z) dz (16.5)

1
Vo vztahu (16.5)_[ @(2) dz je bezrozmernd velitina.
0

Ak sa f(x) na integraénom obore velmi malo meni, tak f@)

~ 1, preto
Jugz "~ T

1 1
plRml . = fep)dzx1=[d=1
0 )

V tomto pripade hodnota bezrozmerného sidinitela je jednotkového
rédu, preto hodnota integrdlu sa urduje hlavne stéinom

fmax (b —a)

Vypotitame priklad: volny pad telesa za das f. Dréha, ktort
o

teleso preleti, jejv(t) dt. Rychlost telesa sa rovnd v = gf a maximalnu
0

rychlost nadobida teleso v éase fy, t. j. ¥max = gto.

Poznamenajme, Ze tu maximum nie je podmienené zmenSovanim sa
rychlosti po t = t, ale jednoducho tym, %e ¢as vassi ako £y, je mimo
integratného intervalu, 0 << ¢ < t;. Zavedieme substitiiciu

t [l t t
to Vmax gta to
1 1

: i E
2 915
v(t) df = vmaxfo | zdz =gt} | zdz = 5
‘ 0 0 0

velmi dékladne skiimat a Ze je nebezpetné len formilne postupovat.

] Na zdver si vypoéitame priklad, ktory ukazuje, Ze funkecie treba
|
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b
d oy dx 1
Vypotitame I = J._a:% Neurtity integral f“xT pR—— + C, preto
@
: da 17¢ 1 1 b—a
DO S| PPN Y. Sl T . 16.6
I:J‘XZ’—[_&']“ b+a ab ( )

Pretose je integrand kladny, aj vysledok musi byt kladny, ak je
b = a. Vztah (16.6) je skutoéne kladny pre b > a, ak maji a aj b rovnaké

1
d , g .
znamienko. Pre integral f —;— vychédza zo vztahu (16.6) viak nespravny
-1

vysledok I = —2! Pridinou je, Ze integrovand funkcia mé nevlastna
limitu +oo v bode x = 0, ktory leii v intervale integrovania. V tomto

1 L . . 1 .
bode je funkcia (—?), ktord je vysledkom integrilu z = nespojité.
V daliom je potrebné z celého intervalu —1 <=z < 1 vyladit

malé okolie bodu z = 0: —& <2 < &(e & & st malé kladné éisla)

a vypotitat cup :

Podla vztahu (16.6) dostdvame:

— g 1 1
g=lze loe ey

&1 €2 £l €2

Ak sa £ a & blizia k nule, K — co. .
V inych pripadoch integral z neohranitenej funkeie na intervale

1
dw
integrovania mé uréitic koneént hodnotu. Tak napr. f V; — 2. Na
1 0
dékaz vypotitame f % =2—2 V e, pri ¢ — 0 integral sa bliZi k &fslu 2.
@
&

Podrobné Gvahy treba nevyhnutne uskutoénit vidy, ked integrovand
funkeia nie je ohraniend na uvazovanom intervalel).

1) Posledné dva integraly ¢t nevlastné integrdly, ktoré si definované inak
ako uréity integral. Pozn. prekl.
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17. NEKONECNE RADY

Postavime si dlohu ndjst jednoduchy a vhodny, priblifny vyraz
pre funkeiun y(x) (presne zadani nejakym vztahom) pre vietky hodnoty x
z malého intervalu, napr. pre hodnoty x blizke a.

Derivéciu odvodentt v kapitole I moZno zapisal v nasledujicom
tvare

z>0 r—a

Z tejto definicie vyplyva, Ze v limite, t. j. tym presnejiie, ¢im je

mensi rozdiel (x — &), mozno napisat:

y(@) = yla) + (z—a)y'(a) . _ (17.1)

Tento vztah zodpovedd tomu vyznamu derivdcie, ktorym je rych-

lost zmeny funkcie. Ak je zndma hodnota funkcie v danom bode y(a),
s s - d
aj rychlost jej zmeny [d—i] = y'(a), potom pre z bliZiace sa k a, ked
z=0

sa argument zmenil na hodnotu (z-—a) v porovnani s podiatoénou
hodnotou @, zmeni sa funkecia na (z — a) y'(a). Vyraz (17.1) je priblizny
a jeho presnost je tym mensia, &m je viddia vzdialenost (xr—a).
Skutoéne pri vypoéte zmeny funkcie podla vztahu (x — @) y’(a) pouili
sme hodnotu rychlosti zmeny funkcie 3'(a) na zadiatku intervalu od o

do z. Medzitym sa v tomto intervale meni i samotn4 rychlost y'. Presny
vztah mé tvar

y@) = y(@) + [ y'(0) dt (17.2)
Pouzime vzfah (17.1) na derivdciu y'(z). Vtedy
y'(@) =y'(a) + (x —y) y'(a) ' (17.3)

Skoér ako pdjdeme dalej, pripomenieme si, %e y”(z) je druhd derivécia

2
funkcie y podla », ktord sa tieZ oznaduje gwyz a je to derivicia
y'(x) podla =

YU §
WEy=—
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to znamend, %e y” je spojend s y’ prave tak, ako je y’ spojend s y. Analogicky

by sa uréila y” — tretia derivécia funkcie y
" dy”
z) = ——
y'@) =3,
yIV — Stvrtd derivécia, yV — piata derivécia atd., aZ n-td derivécia,
ktord dostaneme ako vysledok n-krét postupného derivovania funkcie
dn ;
y(x), oznaduje sa y™(x) alebo d??i . 'V oznaten{ »® znak n sa pife do
X

zatvorky, aby sa odlifoval od mocnitela.

Vrdfme sa k tGlohe priblizného vyjadrenia funkcie. Vztah (17.3)
pre derivdciu je vlastne vztah (17.1), v ktorom je namiesto y(x) dosadens
funkcia y'(z). Dosadime vyraz pre derivéciu (17.3) do vztahu (17.2)

y(@) = y(a) + j [y/(@) + (¢ — @) y"(@)] dt =

= yla) + (x —a) y'(a) + % ;—E)Z— ¥ () (17.4)

Tento vzfah je presnejii ako (17.1). Pri odvodeni (17.1) sa pred-
pokladalo (v prvom pribliZeni), Ze rychlost zmeny funkcie y, t. j. jej
derivécia 4 je konitantnd a rovnd sa hodnote derivicie pri z = a.
Dostali sme linedrnu zdvislost y(x).1) Pri odvodeni vztahu (17.4) sa
predpokladalo, Ze derivacia y'(a) nie je konStantnd, no zmena y'(x)
je vypotitané len priblizne: vo vztahu (17.3), ktory sme pouzili pri odvodent
vztahu (17.4), sme predpokladali, %e 5" (x) je konStantnd, o vedie k linedrnej
zévislosti ' ako funkeie x. Pre y(z) potom dostdvame kvadraticki
zavislost.

Spresnime este vztah (17.4). Preto treba predpokladat, Ze y” nie je
kongtanta. PouZijeme vztah

yi@) = y'la) + | y(0) & (17.5)

1) Vyraz pre y (17.1) obsahuje x len prvého stuptia. MoZno povedat, ¥e y je
mnohotlen, v ktorom premennd z je prvého stupia. Taléto zavislost sa nazyva

lineérna, pretoze jej graf je priamka (pozri &l. 4, kap. IV).
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' Dostali sme ho zo}(l’? 2), ak sme zamenili y' za y. Tento vztah (ako
i (17.2)) sa Iahko overi, ak sa vypotita integrél, ktory obsahuje. Teraz
zapiieme y"(x) podla vzfahu typu (17.1)

y'(@) =y'(@) + (@ —a)y"(a) (17.6)
Vtedy zo vzfahov (17.5) (17.6) dostaneme:

V(@) = y(@) + | [1(@) + (t — a) y”(a)] dt
alebo ‘
(z—ay

y'(@) =y'(a@) +y'(a) (v —a) + S (17.7)

Vi’dime, Ze vztah (17.7) je obdobny ako (17.4), ale zapisany je pre y'(x).
Vyraz pre '(x) zo (17.7) dosadime do (17.2)

ve) = 9(@) + [W@) + '@ ¢ —a) + v LS P 0
=@+ @ Ee—0 + L @—ap + LD o _ap g

Teraz si Tahko predstavime, aky tvar by mal vztah pre y(z), ak by
sme efte dalej postupovali v spresfiovani: ak vezmeme do uvahy, Ze
y"" mie je kon$tantnd, vztah bude obsahovat »'V(a); vyraz pre y(z)
bude obsahovat (¥ —a)*. Kazdy nasledujtci krok v spresiiovani y(x)
déva doplitujici élen s eSte vy$Sou mocninou (z — a).

Této zékonitost je velmi dobre viditelnd, ked ziskané vyrazy
porovnéme. Pri najhrubfom pribliZeni, ak (x — a) je malé, mo#no pokladat
y(z) = y(a); v takomto pripade nie je potrebné poznat vyiiiu matematiku.
Tl’llto rovnost nazveme ,nulovym priblizenfm®, vyraz (17.1) — ,,prvym
pribliZenim®, vyraz (174) — ,druhym priblifenim®, vyraz (17.8) —
»tretim priblizenim* a spomenuté vztahy jeden za druhym vypiSeme:
y(@) = y(a)

y(@) = y(a) + (x —a) y'(a)

(nulové pribliZenie)
(prvé priblizenie)

@ —ay

y() = yla) + (x —a) y'(a) + 5 ¥'(@)  (druhé priblizenie)
y(®) = yla) + (z —a) y'(e) +
(:'c - a)z " - 3
+ = ) o - 3“)_ y"(a)  (tretie pribliZenie)
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i

Tahko si domyslime, aky tvar bude mat vysledok, ak budeme vztah
dalej sprestiovat. KaZdé nasledujtce priblizenie obsahuje o jeden stitanec
viac ako predchéddzajice pribliZenie. Vztah je tym presnejsi, ¢im vySsi
stupeti (x — a) obsahuje.

Tento vzfah mo¥no ziskat aj inym spdsobom. Rovnost (17.2)
budeme integrovat per partes. Najprv zamenime!) pod integrdlom d(t — %)
za dt.

) = y@) + () & = yia) + [y’ dlt— ) =
— (@) + ') (t — D) — J (¢ —z)y" (&) dt =
@) + w—a) y(@) + | @— 0y at (17.9)

Ak budeme integrovat per partes n-krat, dostaneme pre y(x) presny
vyraz, ktory sa skladd z n + 2 glenov. Prvych n 4+ 1 &lenov sthlasi
s n-tym priblizenim predchddzajiceho odvodenia. Posledny &len je zvysok
v tvare integrdlu z (n + 1)-ej derivécie funkecie y(x)

v) = 3i@) + @ —a) v + TS Ly +

1
2.3

e

fz—al oray 4 mf(x_t)ny(n+l>(t) dt (17.10)
2.3..n )

Bez zvySku je vzfah len priblizny. Vo vieobecnosti pre Tubovolnt
funkeiu y(z) ani jeden koneény stupeil (x — @) nedd absolitne presny
vztah?). Presny vzfah méze dat len vyraz, ktory obsahuje nekoneéne
mnoho mocnin dvojélena (x — a)

y(x) = ¢o + clle —a) + e —a) + ... + cnlz —a)t 4 ... (17.11)

Tento vyraz sa nazyva nekonetnym mocninovym radom. Slovo ,neko-
neény*‘ sa obyéajne vynechiva a hovori sa jednoducho ,,moeninovy rad.
Koeficienty co, €1, .--s Cn, ... 54 rozne pre rozne funkeie. St zévislé

aj od hodnoty &isla a. Tieto koeficienty mo¥no (v.porovnani s uvedenym
1) Pri integrovani je ¢ premennd (zamldana), = pokladdme za kongtantu,

preto di = d(t —z) a substiticia sa mbZe vykonat.
2) Okrem pripadu mnohoélena, pozri koniec ¢l. 18.
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odvodenim) velmi rychle ndjst. Budeme postupovat tymto spésobom
ZapfSeme rovnost (17.11) a vypoditane jeho prvi, druht as

i . ... n-t
deriviciu u

Y(@) =cot+ a(z—a) + ca(z—al + es(x—aP + ... + exlz—a)r + ...
Y'(®) = c1 + 2e(x — a) + Bea(x —a)® + ... + neg(x — a)nt 4
:f;”(:c) =20, +3.2c35(z —a) + ... + n(n — 1) chle —a)*-2 4 ..,

Lo |

y-(ﬂ)(x) =an—1)...3. 2 + (n + 1) n(n—1) ... 3. 2eps1(x —a) + ..
Kvaid.é, zo zapisanych rovnosti dovoluje uréit jeden z koeficientov ;.
Do kaZdej z tychto rovnosti, napravo aj nalavo polo¥ime x = a. Vaetky

5 2 sy
clenjf obsahujice stdinitele (x —a) budt sa rovnat nule a dostaneme
rovnice na vypocet koeficientov

y(@) = ¢ odkial co = y(a)
ye) =a o = y'(a)
y"(a) = 2¢; gy 2 é_y”(a)
y.m(a) =3 .2¢; g5 == ﬁ y"(a)
y(;”(a) =nn—1)..3.2.¢ cn - y™(a)

2.3. n—Ln

Po dosadeni dostaneme:

Y(z) = yla) + ¥'(@) (@ —a) + yé“) (& —ap + 92(“3) (& — a3) &
y1V(a) ) I
Ty 3.t 2'3y (w@—

On (x—ay 4+ ... (17.12)

) Prvych n élenov tohto vzorca aj vzorea (17.10) sa zhoduje. NapiSeme
efte zvldstny pripad, ked @ = 0

y@) =90 +y Oz + L 0 YO oy

55 (17.13)
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i e e

Pre stéin m—1 za sebou nasledujicich prirodzenych &isiel
nn—1).....3.2 je vhodné oznagenie n! (&ita sa en-faktoridl, po
latinsky faktor — stéinitel). Napriklad 3! = 3 .2 = 6; 4! :.4 i FiaiEs %4;
51 — 120. Pri definicii faktoridlu sa prijalo, Ze sa nakoniec bude este
pripisovat sadinitel 1:

wl=nn—1)....3.2.1

Stéin sa tym nezmeni a lepSie sa zapamétd: n! je silin n s sebou
nasledujucich prirodzenych &isiel od n do 1. Napriklad 3! je stéin troch
ghidinitelov 3.2.1 od 3 do 1. Pri tejto definfeii prirodzene dostaneme
1! = 1. Pomocou tohto oznalenia zapiSeme vzfahy (17.12) a (17.13) vo
vhodnej skritenej forme

y(x) = yla) +njV: -y—t,%)— (x —a)* (17.14)
N=a0 n O
y(x) = y(0) + ,?::1 -—77(,) ah (17.15)

Vzorce (17.14) a (17.15) davajd rozvoj funkeie y(z) do mocninového
radu podla moenin (z — a) (alebo ). Vzorec (17.14) sa nazyva Taylorov rad,
(17.15) sa nazyva MacLaurinov rad. Nech napr. y(z) = e?. Viedy

y' = %, y' = e, ..., ym =e?, ...
Pouzijeme MacLaurinov rad (17.15). V nagom pripade
y0) =y'(0)=y"(0)=..=1

Po dosaden{ do (17.15) dostaneme rozvoj funkeie y = e% do moeni-

nového radu podla moenin :

2 i3 ol
em:1+x+%+%—+... + T

Presktimame vzfah, ktory dostaneme z Taylorovho radu, ak sa
obmedzime napriklad na tri éleny

(@ —a)y"

y(x) = yla) + (x—a) y'(a) + 5 ~8)
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Na pravej strane odstranime zdtvorky a upravime vysledok podla
stupna

y(@) = {y(a) —ay'(a) + 5 a2y”(a>)] +
+ [y (@) —ay"(@)] = + %y”(w} 2 (17.16)

Na pravej strane je mnohodlen druhého stuptia. Ak vezmeme tri
cleny v MacLaurinovom rade, nedostaneme vyraz totozny so vztahom
(17.16)

e on L Y0
yle) = y(0) + y Oz + L0 (17.17)

Toto pochopime, ak si spomenieme, %e vztah (17.16) d4 spravny vy-
sledok, ak sa  blizi k @ a vztah (17.17) je spravny, ak sa z blizi k nule.

V kapitole VIT sme uviedli definiciu derivécie ako limitu pomeru
prirastku funkeie k prirastku nezdvisle premenne;j.

Ked je uz funkeia vyjadrend v tvare mocninového radu, mo¥no dat

vieobecntt odpoved na otdzku, podla akého zdkona pomer iAl sa

Az
E— S
priblizuje k o ak sa Az pribliZuje k nule.

Vezmeme Taylorov rad a oznadime (2 —a) = Az. Pritom y(x) —
— y(a) = Ay. Dostaneme:

A 1, 1,
Ay = V@ + 5y @) A + (@) (Ao .

Pre malé Az je druhy ¢len s Az vaési ako treti ¢len s (Az)?2. Berieme

do tvahy len prvé dva ¢leny. Vidime, v éom je rozdiel medzi pomerom %l:—
a hodnotou derivicie v krajnom bode intervalu. Rozdiel je priamotimerny
velkosti intervalu Az a druhej derivdcie »”(z). Musime pripomenit,
Ze porovndvame vztah pre prirastok na intervale od # = a do z = a + Az
s derivéciou v krajnom bode y'(a).

Derivéciu mozno vypoéitat aj inym sposobom: vezmeme prirastok
Az

; A
pri zmene x od g — 3 doa +2£?- a po predeleni Az porovnime tento
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Ye zostavovanie vzorcov mna derivovanie je celkom jednoduché. Preto
vypodet hodndt funkeif pomocou vzorcov obsahujlcich derivécie sa

vztah s derivdciou ¥'(a), t. j. s derivéciou v strede intervalu. Dostaneme:

3. Rozviite funkeiu ez do Taylorovho radu podla moenin (x — 1).

Ay = f(a+ Ax ) . (a Az ) | velmi dasto ukazuje jednoduchsi ako priamy vypoéet funkeie.
v = 2 2 Pretoze sa Taylorov rad prerudi len v pripade mnohoélena a obsahuje
Ax Ax 1 (Ax)\2 1 [Az\3,, koneény potet &lenov, potom Iubovolnd ind funkeia odli$nd od mnohoélena
f (a +-—2—) = fla) + —2—f "(a) +? (‘2—) f'(@) + I (T) f(@) sa nahradi nekoneénym radom. Praktickost radu pri vypodte spodiva
Ap\2 1 7V | v tom, Ze sa mo#no obmedzit na dva, tri éleny radu a tak dostat dostatoéne
‘ f (a-éﬂ ) — f(a)— Aﬁfﬂ @) + % (_;_) f"(a) — (_;_) f(a) presny vysledok. Je ale nevyhnutné, aby zanedbané ¢leny radu neboli
2 < velké.
Ay 2 (Az)? (@) = f'la) + (Ai )2 (@) ‘ Vypoéitame niekolko jednoduchsich prikladov. Nech y = e#. V pred-
j Ax Fo + 45173 24 chédzajtce] ¢asti sme dostali vztah
: Tento sposob je ovela presnejéi:. rozd’iel meldzi pomerom prirastkov & T L gl a2 % 37_3 N _ﬂi’:'_ e (18.1)
i a derivéciou sa li¥i dlenom, ktory je priamoimerny (Az)?a nie Az a ku kto- 2 6 nl
i 1
i rému pristupuje koeficient TR V zvla&tnom pripade, po dosadeni z = 1, dostaneme vyjadrenie ¢isla e
! v tvare radu
l o ‘, 1 1 1
: Cvifenia ' e:l—i—l—}—?-i—?—l— ot (18.2)
I nl
} 1. Rozvihte polyném tretieho stupi — aw® L+ ba? 4 cx + d do moeninového
. . yném tretieho stupna y ) . , ) .
F sdip s drsz;l_ _,C:_) Porovnajte prvé dva, tri, $tyri tleny s polynémonm. Tento vztah dovoluje rychle a s velkou presnostou vypodcitat 7, ako
; 3 Rozviite do MacLaurinovho radu funkeiu y =  e%; zistite, & jej rozvoj to. vidiet z tab. 2.
i mo¥no dostat z rozvoja 6%, Tabullka 2
H
|

v Sl ; i ¢ =0, ak eme interval Az = 2 2 3
4. Vypotitajte derivéciu funkeio o pri @ =0, ak vermeme 1n @ er |14a ltat |l4a++2 14+t LAt
1 1 1 2 6 2 6 24
=Lgsgr ¥ . !
5. Objasnite presnost vztahu (1 4 r)m = ™. Jeho Tavi stranu zapiste v tvare | 0,10 | 1,1052 | 1,10 1,1050 1,1052 1,1052
e win (L] eomile Ao S : 0,25 | 1,2840 | 1,25 1,2812 1,2838 1,2840
(14 nm = ominein aln (1 47) . 0,50 | 1,6487 | 1,50 1,6250 1,6458 1,6484
| 0,75 | 2,1170 | 1,75 2,0312 2,1015 2,1147
_ 11,00 | 2,7183 | 2,00 2,6000 2,6667 2.7083
’i 18. VYPOCET HODNOT FUNKCIE POMOCOU RADOV 1,25 | 3,4003 | 2,25 3,0312 3.3568 3.4585
| g7 1,50 | 4,4817 | 2,50 3,6250 4,1876 4,3986
i Zastavme sa na chvilu pri principoch, ktoré boli zékladom vatahov © 2,00 | 7,3891 | 3,00 5,0000 - 63333 7,0000
v & 17. Na zadiatku vyiej matematiky pokladdme pojem funkeie
za znimy a vychidzame z toho, e moZno vypotitat hodnotu funkeie ’ : :
pre lubovolnt hodnotu argumentu. Preto pri skimani derivécie sme ich =+ Ak vezmeme iba dva &leny vztahu, dostaneme presnost 0,5 %
hladali skusmo, ked sme poditali funkéné hodnoty pri blizkych hodnotéch i pri ¢ =0,1. Prvé tri tleny vztahu dévaji presnost 1,4 % pri = 0,6
argumentu. Potom sme sa naufili derivovat podla vzorcov a ukézalo sa, a prvé Styri Cleny dévaji presnost 1,8 9, pri z = 1,0.
|
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Pomerne dobra presnost je spojend zrejme s tym, Ze Cleny radu sa
rychle zmen¥uji. Kazdy nasledujtci élen radu je mensi ako predchddzajtici
predovietkym preto, ze menovatel (n + 1)-ho &lena je n-krat vidsi ako
menovatel predchidzajiceho n-tého élena. Ak je @ << 1, tak sa k tomuto
priddva efte fakt, Ze n% je tym mensie, éim je vacsie n.

Pri # > 1 vo vzdialenejiich &lenoch radu menovatel rastie nutne
rychlejiie ako &itatel. Ako vidiet z fab. 2, pri ¥ = 2 pri stitani 5 ¢lenov

x5

120 ° dostaneme 7,3500.

radu dopusti sa chyby 5 %, ak pridéme 6. ¢len

Chyba je 0,5 %.
Néjdime mocninové rady pre trigonometrické funkeie

ylx) = sinz, y'(x) = cos &, y'(x) = sinz, y"(z) = —cos x,

yV(x) = sinx

Pravidlo pre nasledujtce derivécie je zrejmeé.
Dosadime = 0 a dostaneme:

y(0) =0, y'(0) =1, y"(0) = 0, y"(0) = —1, ...

teda
. x3 x5 7
Slﬂx=$—46—+m*4—5040'+... (183)
Analogicky dostaneme vztah
a2 xt ol

Na obr. 52 a 43 st grafy funkeii sinus, kosinus a grafy mnohotlenov,
ktoré dostaneme, ak zoberieme jeden, dva, alebo tri éleny zodpovedaju-
ceho radu. Vidime, ako sa zlepsuje presnost, pretoZe berieme vidy vadsi
a vacs podet Elenov radu.

V tab. 3 a 3a st uvedené Giselné vysledky pre sinus a kosinus.
Ako vidime z tabuliek, stadia dva, tri leny radu, aby sme dostali velmi

peknti presnost v intervale od 0 do%. Vidime, e mocninovy rad déva
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velmi vhodny, prakticky spésob vypodtu hodnét trigonometrickych funkeii.
V absolitnej hodnote nenulové éleny radov pre sinus a kosinus sa presne
rovnaju zodpovedajicim ¢élenom radu funkeie er. Vietko, & sme doteraz
povedali o zanedbani ¢lenov s vySimi moeninami x vo vztahu (18.1)
pre e%, plati aj pre rady sinus a kosinus (18.3) a (18.4).

Y
,"i
3
1 -
e 'Y‘}‘ ‘(5
k5] 20
o
&
£
.
Ty
a 7 2 3 X
Obr, 52
4
y=1
1
o

Obr. 53

Ak dosadime do vyrazu (18.1) z =ig, i= V:I a vo vyrazoch
(18.3) a (18.4) zamenime z za ¢, dostaneme vzfah ei* — cos @ -+ isin ¢,
ktory sme spominali na str. 104.
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Ak funkeia y(z) je mnohodlen n-tého stuptia, tak y'(z) je mnohotlen

(n— 1)-ho stupfia, y"(z) — Jje mnohoélen (n— 2)-ho stupfia, ..

L yY™(z) je

konstanta a yn+(z) a vietky derivécie vyssieho stuphia sa rovnaji nule.

Tabulka 3
3 z3 x5
x @) sin o x B b + STT
0 0° 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
L 9¢ 0,1564 0,1571 0,1564 0,1564
20
T 18° 0,3090 0,3142 0,3090 0,3090
10
il 270 0,4540 0,4712 0,4538 0,4540
20
Ar 36° 0,5878 0,6283 0,5869 0,5878
20
i 45° 0,7071 0,7854 0,7046 0,7071
20
il 54° 0,8090 0,9425 0,8029 0,8091
20
A% 63° 0,8910 1,0006 0,8781 0,8914
20
g 720 0,0510 1,2566 0,0258 0,9519
20
9 81° 0,0877 1,4137 0,427 0,9898
20
L 90° 1,0000 1,5708 0,9248 1,0045
2

Tabulka 3a
x2 x2 x4 x? x4 26
. ¢ cose | 1= =gty tum
0° 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
-21"0- 9° 0,9877 0,9877 0,9877 0,9877
1_73 18° 0,9510 0,9506 0,9510 0,9510
% 27° 0,8010 0,8890 0,8011 0,8910
4irx
— 36° 0,8000 0,8026 0,8001 0,8090
b
5 45° 0,7071 0,6916 0,7075 0,7071
6
20 b4° 0,6878 0,5568 0,5887 0,5877
% 63° 0,4540 0,3954 0,4563 0,4539
8
s 12° 0,3090 0,2105 0,3144 0,3089
9
%. 81° 0,1564 0,0007 0,1672 0,1561
% 90° 0,0000 —0,2337 0,0200 —0,0009

19. PODMIENKA POUZITELNOSTI RADOV. GEOMETRICKY RAD

V predchddzajicom élanku sme nasli vzoree, v ktorych sme funkcie e?,

1) TUhol zodpovedajﬁci %, vyjadreny v stupfioch.

Preto sa Taylorov rad (17.14) pre mnohotlen prerufi a bude sa skla-
dat z koneéného pottu d&lenov. Dostaneme mnohoélen rozvinuty podia
moenin (z — ). Pritom pre mnohotleny n-tého stupfia sidet prvych: 2 + 1
¢lenov Taylorovho radu dé presnt rovnost, spravonu. pre Tubovolné z
a nielen pre z bliziace sa k a.
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sinz a cosz vyjadrili ake stéty mocninovyeh radov podla mocnin .
V tychto troch pripadoch sa ukazalo, Ze pre Iubovolné x kazdy nasledujuici
&len radu je mensi ako predchidzajici. Cim je &len v poradi dalej, tym je
bliz§ie k nule. Pri tychto funkecidch moZno pre Iubovolné x vypoditat
hodnotu funkecie pomocou radu, ak vezmeme dostatotny podet élenov radu,
aby zanedbané ¢leny prakticky nemali na vysledok vplyv.

Pripometime, Ze sme zaéali s tlohou — priblizne vyjadrit funkeiu
na malom intervale z oboru definicie funkcie. Zostrojovali sme ¢oraz
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presnejiie vztahy pomocou prvej, druhej, tretej a dalSich derivécif.
Presnost kazdého vzfahu

yx) =yla) (0)

y(x) = y(a) + (x—a) y'(a) (I)
(x i a}Z ” 1
y@) = yla) + @ —a)y'(@) + —5 ¥ (1)

je tym vadsia, éim je rozdiel (x — @) mensi. Na druhej strane, pI‘l danom
(x — a) vztah (I) je presnejsi ako vztah (0), vztah (II) je presnejsi ako (I)
atd. To znamend, pri zachovani danej presnosti zvééSenie pottu Elenov
radu dovoluje zvidiovat éislo (x — a).

Polozme si otdzku: mo¥no vidy pri Iubovolnej hodnote (v — a)
dogiahnut dant presnost zviéiovanim pocétu &lenov radu? Na velmi
délezitom priklade sa teraz presveddime, Ze to tak nie je. Moeninovjj
rad, zostrojeny tak, aby dal dobré pribliZzenie na malom obore hodnét x, pri
Tubovolnom (x — @) mé prirodzend hranicu pouZitelnosti, hranicu pripust-
ného zvidenia (z — a), ktord nezdvisi od poftu uvazovanych ¢lenov
radu. V prikladoch z predchadzajiceho élinku to tak nebolo.

Presktimajme funkciu

1
— = (1 —x)1
y=1— ( )

Alk postupne vypotitame derivicie, dostaneme:

|
, 1 . 1.2 gty e T
g (I — )+t

=" Y

dosadime z = 0
y(0) =1, y'(0) = 1, y"(0) = 2, ..., y™(0) = m!
Dostaneme rad

—1——1—=1+x+w2+w3—|—...+x”+... (19.1)
=z 7

Priklad funkcie T 1 nie je pozoruhodny len neobjéa,jne jednodu-

chym tvarom ziskaného mocninového radu (vSetky koeficienty sa rov-
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naji 1). V tomto pripade nie je fazké dat presny vztah pre stdet n
prvych élenov radu (19.1)
—
142424 .. L gn1 = l’l-—-—x - (19.2)
—z
O sprédvnosti tohto vztahu sa presvedsime, ak obidve strany (19.2)
vyndsobime (I — ). Vztah (19.2) mo#no napisat takto:
1 zh

l4+z4a24 ..  far1=- —_—— (19.3)

l—zx 1—zx

i
Ak porovndme (19.3) s (19.1) vidime, e 1 c je hodnota, ktorta za-

—x
nedbdvame, ak berieme prvych » &enov radu

I+xfa2+a3 b fan 4, (19.4)

Ak —1 <z < 1, tak 2" je tym bliz&ie k nule, &im je viclie n a,

ak vezmeme dostatotne mmnoho é&lenov radu, zanedbdme len mald hod-

notu. Viimnime si, Ze ém je = blizsie k 1, tym viac &lenov radu musime
vziat, aby sme dostali danti presnost.

Cely obraz sa zmeni, ak zoberieme x > 1. V tomto pripade kazdy

nasledujici élen radu (19.4) je viés ako predehddzajici. Vzfah (19.3)

je sprdvny, avSak pre x > 1 rastie 2" nechranidene s rastiicim n,

a preto nemozno zanedbat zlomok Vztah (19.1) je v tomto

—
pripade nesprdvny. Dokonca nepozndme ani jednu spolotni vlastnost
medzi stétom kladnych stitancov (19.4) a zépornou hodnotou 1/1 —x)
(pretoze = > 1). Zo vztahu (19.3) vidime, e pri z > 1 stéet radu (19.4)
neobmedzene rastie s rasticim n. Takéto rady nazyvame divergeniné.

Rad (19.4) sa nazyva geometricky rad. Nagli sme, #e sttet élenov

nekonedného geometrického radu sa rovni

1

, ak [z <1 Ak
I
# = 1, nekoneény geometricky rad nemé stset.

Este poznamendme, Ze Iubovolny periodicky zlomok je stétom
prisluSného geometrického radu, napr.

L{L)=1111...=1+0,1 4 0,001 + ... =

1 1 1 1 1 10 1
=1 — —_— _ R S
T 10 * 100 T 1000 T 1 1 0,9 9 ! 9



S jednoduchym nekoneénym geometrickym radom sme sa u¥ stretli
gkor v aritmetike a v algebre.

Funkecia y = T%—}" (obr. 54) nie je spojitd v bode x = 1. Ak sa

blizi k &slu 1 z pravej strany, — je v absolitnej hodnote velké

: 1 . ’
zéporné &islo; ak sa x blidi z Tavej strany k 1, je 12 velké kladné

tislo. Teda, ak z prechidza cez hodnotu 1, hodnota funkcie —

prechadza od velkyeh kladnych ¢isel k velkym v absolitnej hodnote zé-
pornym ¢islam. Toto zv145t-
y ne spravanie sa funkecie rad

opisat nemoze.
Este poznamendme na-
sledujicu okolnost: pre

z=1 funkcia.yzl_x

I
l
I
|
l
l - . 0
| nie je definovand a limita
_/ 1 z|y| je +oo (ém je bliz-
I = Sewxkl,tym je y v abso-
| litnej hodnote vadsie) a
| dleny radu (19.4) pri tom
l istom z = 1 prestant klesat.
| Rad je vhodny na vypodet,
| len ak jeho &leny v abso-
I litnej hodnote lklesajal).
Pri # =1 je rad nevhod-
ny na vypobet, pretoZe
jeho tleny neklesaji. To znamené, %e rad nie je vhodny na vypocet
hodnét funkcie aj pri = —1 (pretoZe pri & = —1 ani jeho é!en.y
v absolitnej hodnote neklesajii), hoei samotné funkeia v tomto bode nie je
1 1

spojitd a jej hodnota sa rovna - 5

1) Nie je chybou, ak jeden, dva alebo niekolko prvych &lenov radu rastie, ale
nasledujtice daléie éleny radu rychle Kklesaja; pozri priklad s e% prix = 2, tab. 2.
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Ak by sme zobrali mnohoélen, jeho grafom bude vidy spojitd ciara;
mnohotélen nemé body nespojitosti. Preto, ak niektora funkcia f(x) mé bod

nespojitosti v x = 2, (napr. 1 v 29 = 1), potom v okoli hodnoty

x = xp je rad vyjadrujiei f(z) na vypoéet nevhodny. Pretoze lubovolny
¢élen radu ¢,z je v absolatne] hodnote tym vaci, éim je vadsie v absolitnej
hodnote x, potom pri Tubovolnom 2z a absolitnej hodnote vaésom ako @,
je rad na vypoéty tak isto nevhodny.

Na zéklade tohto, ak funkeia f(z) obsahuje bod nespojitosti, mozno
vopred urdit také xo, Ze pri vietkych x vidsich ako z, v absolitne] hodnote
rad na vypotty nebude vhodny.

Poznamenajme, %e existencia bodu nespojitosti funkeie je postadujicou pod-
mienkou, ale nie nevyhnutnou, aby rad prestal konvergovaf. Preskiimame funkciou

1
Yy = T35 Ak pouzijeme vztah (17.13) ndjdeme:

1
_1_4_5117x+x2_m3+___ (19.5)

Vezmime napr. x = 2. Viedy

1 11
142 Jzez L14+2 3

Suéet élenov radu
11—z a2 —ad + ... (19.6)

sa rychle meni v zdvislosti od zmeny poétu ¢lenov n:

|

|3 |« | 5| 6|7
]3’—5’11'—21\43

n ‘ 1 ‘ 2
sucet élenov 1 } ]

Z tabulky vidime, #e pri # = 2 tento rad nie je vhodny na vypocet. Preto?

Ved samotn funkeia y = TS anipriz = 2aaniprexz odz = 0do & = 2 nemé bod
nespojitosti (obr. 55).
1
Funkeia y = T mé bod nespojitosti pri @ = —1. Preto pri x = —1
x

éleny radu (19.6) neklesaju. Absolitne hodnoty &lenov radu (19.6) si nezdvislé od
znamienka wx. Teda pre x = 1, tym viac pre x > 1 nie je vhodny na vypodet.
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Preto, hoci nés zaujima spravanie radu len pre x > 0, to neznamend, Ze
netreba brat do pozornosti vietky hodnoty x a teda i zdporné, pre ktoré mé
rozvijané funkeia bod nespojitosti.

Obr. 55

Na konvergenciu radu mé dokonca vplyv aj spravanie sa funkeie pri komplex-
nych hodnotéch argumentu. Ukafeme priklad. Ak zamenime vo vztahu (19.5)
x za %2, dostaneme:

1
mzl_zz_ymgmﬁ-}—... (19.7)
¥
1
-2 -1 0 1 2 X
Obr. 56

QGraf funkecie y = %? (obr. 56) nemé body nespojitosti. Ani pri kladnych,
x
ani pri zapornych = nemé nevlastni limitu plus alebo minus nekoneéno. No rad (19.7)

je vhodny na vypotty len ak x? < 1, t. jopri —1 <& < 1, lebo pri z = + V—_l =
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= 41, t. j. pre 22 = —1, funkcia y = 1) mé nevlastnd limitu plus nekoneéno,
. p P

1+ 22
preto ¢leny radu v absolutnej hodnote pri > = —1 neklesaju. To znameni, #e v ab-
solatnej hodnote neklesaju ani pri x? = 1. Otdzku o sprévani sa funkeie pri
komplexnych hodnotach z v tejto knihe nemo#no podrobne a zrozumitelnejsie vy-
svetlif. Kto sa o tuato otdzku bliz§le zaujima, tomu moZno odporiacéat napr.
knihu Zeldovita a Myskisa ,,Zaklady aplikovane] matematiky*.

Preskimajme este jeden priklad. Néjdeme MacLaurinov rad funkecie y = tgx .
Podla v8eobecnych pravidiel néjdeme:

4 sin x il 1 vy 28inz
Y= B s’ 4 )_coszm’ (=) = cosdx
" - 2+ deinax o . 16 sinx + 8 sin?x
V) = et VO ST e
v 16 + 88sin?2x - 16 sin* x
y r—;
cos’
Odtial
y(0) =0, y'(0) =1, y'(0) =0
y'(0) =2, y¥(0)=0, yv(0) =16
preto

16

5
5 a3z 1 T

2
= Lt — g3 Lt
tg x 0+1.x+0m+3'2‘1m + 0.z
Takymto spéscbom

2 7
g J N I

- 19.8
15 315 7835 © T (13

1
tge =z -+ FxS +
V poslednom vyraze koeficienty pri «? a 2° sme dostali tak, ako v texte koefici-
enty pri @, 23, x°.
Pre ktoré x z oboru definicie funkeie je wztah (19.8) vhodnyg? Pri pohlade na
graf tangensu (pozri obr. 48) si Tahko predstavime, #e rad (19.8) méZe byt vhodny

pre vypodty len pri |z | < % , pretoZe pri x = %funkcia, tg » sa spriva prave tak

zle, ako funkcia priz = 1.

—_—x

=3 2
Z pohladu na rad z -+ 3 + Hwﬁ + ..., by nebolo mo#né lahko povedat,
pri akej hodnote = nebude moZné tento rad pouZit, pretoze pravidlo, podla ktorého sa
vypoéitaju koeficienty radu, nie je také jednoduché, ako pri vyssie skimanom rade

l4+z+4+a224 ...,

1) Uvedent funkeiu chapeme ako funkeciu komplexnej premennej x. Pozn.
prekl.
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Cvidenia

x4+ 1

1—x

1. Napi$te MacLaurinov rad pre funkeiu y =

2. Napiste MacLaurinov rad pre funkeiu ¥ = In (1 + ).

3. Napiste Taylorov rad pre funkeiu y = Inw podla moenin {z — 1). Aky je
obor konvergencie radov z tloh 1 a% 3?

4. Rozlozte podla moenin « sGéin funkeii fle) gla).

5. Napitte prvé tri éleny radu Napi¥te tento rad, ak vynasobite rady pre
funkcie f(z) a g(z).

20. BINOMICKA VETA PRE CELE A LOMENE EXPONENTY

Rozlo¥me do MacLaurinovho radu lubovolnt m-tG mocninu dvoj-
tlena (a + 2); ¥y = (@ + z)™.
Podla vieobecného pravidla nidjdeme najprv derivicie

y = ma+ 2y, y' =mim—1) @+ 2
y® =mm—1) ... (m—n+1)(a + 2" (20.1)

Hodnoty funkeie a derivécii pre » = 0 st:

y(0) =am, y'(0)= mam—1
y'(0) = m(m —1)am2, ... (20.2)
y®(0) =mim —1) ... (m—mn+ 1)am?, ...

-7 tohto dostaneme MacLaurinov rad

m(m — 1)
1.2
mim—1) (m—2) ... (m—n + 1)

i !

am=2 g2

(@ + oy = am + - am-lo +

am—ngt 4+ . (20.3)

e s =

Ak exponent m je celé kladné &islo, (@ -+ z)™ je mnohoélen m-tého
stupiia, takie v tomto pripade rad (20.3) bude koneény: (m + 1)-vé
derivécia funkcie (@ + x)™, a to znamend, Ze aj vietky derivdcie od nej
vy&iieho stupiia sa rovnaji nule. Vztahy (20.1), (20.2), (20.3) tito vlastnost
vyjadruja skutotne, initel (m —mn + 1) sa pri » = m + 1 rovnd nule;
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pri » >m 4 1 sa niekde v postupnosti énitelov m, (m—1), ... ndjde
¢initel, ktory sa rovnd nule, a tak teda cely stic¢in sa rovnd nule.
Saéin v ditateli sa pri celom kladnom m moie zapisaf vo velmi
vhodnom tvare:
mim—1)...(m—n 4 1) =
mim—1)...(m—n+1)(m—n)(m—m—1)...3.2.1 m!

(m—mn)y(m—n—1)...3.2.1 T (m—mn)!

Nakoniec pre prirodzené ¢éislo m dostaneme:

o ! B m! o
Gt = o0 e T g O
m! . m! -
+mam ﬂ’ﬂ?”+ +mﬂ2$ 2"’
mm] m—1
T (20.4)

Vo vztahu (20.4) sa vpravo i vlavo mnohoéleny m-tého stuptia.
Pre pripad celého kladného m dostaneme presni rovnost, sprdvnu pre
Tubovolné hodnoty z. Vztah (20.4) je symetricky vzhladom na z a a:
koeficienty pri ¢lenoch g™ nan a aram- s rovnaké. Je to zrejmé, pretoZe
(x + )™ nie je zdvislé od poradia séitancov v zatvorke

( + ay® = (a + )™

Vztah (20.4) sa nazyva binomickd veta. Moino ju dostat i bez pouzitia
vy#se] matematiky a derivacii. Je len potrebné vziat siéin

(@ +z)(@+=z)..(a+ =

m-krat

rozndsobit a zli&if rovnaké mocniny. Av8ak pre m, ktoré je dané vie-
obecne a nie uréitym Gislom, je zlidenie rovnakych moenin taziie. Odvo-
denie binomickej vety pomocou MacLaurinovho radu je jednoduchsie.

Newton dostal veobecny vztah (20.3), t.j. rozklad (x - @)™ pre
pripad Tubovolného exponentu m. Bolo by preto sprivne prive vztah
(20.3) nazyvat binomickou vetou a nie (20.4), ktory je len Specidlny,
jednoduchsi pripad vztahu (20.3).

155




Vréfme sa k vieobeenému vztahu (20.3). Nech m nie je prirodzengé
4slo. V MacLaurinovom rade (20.3) sa mocniny premennej , t.j.
disla n st prirodzené. To znamend, 7e v (20.3), ak m nie je prirodzené
¢islo, titatel sa nebude rovnat nule pre #adne n, vztah (20.3) je potom

nekoneény rad. V pripade, Ze m = —1, m4 tento rad tvar
1 1 x x2 &3
e — 20.5
a-+ x a a? + a3 a?t + ( )

Poznamenajme, ze pre a = 1 vztah (20.5) prechddza ndm uz do zné-
meho vztahu
------- o= ] — 22—+ .

Zio vztahu (20.5) tiez nidjdeme:
1

a—Xx

1 x a2 23
s tEtaE et

1
Pre m = o5 dostaneme:
FE— — 1 = | . 1 a3
a = ||& '———7———*-—"74“——-@? (20.6)
Vat Vot 2 Yo 8 alla 16 a2la
b x4 7 x5 21 s n
128 a3]/&'+ 256 gt 1024 @l
V rozvoji (@ + )™ pre lubovolné m véetky ¢leny maju rovnaky sidet
exponentov mocnin z, @ a kazdy nasledujtci ¢len sa odlifuje od pred-

chédzajtceho ndsobkom (%) a koeficientom. Fyzik by povedal, Ze a

r v x
aj @ vo vztahu (20.3) musia mab rovnaky rozmer, to znamena, ze (;)

je bezrozmerné. Od samého zadiatku bolo mo#né vytat pred zdtvorku a,

.. :

F\m™
@+ =)™ = am (-1 +2)

T\

m

@
a rozvijat (1 + ) podla mocnin e
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Ukazuje sa, ze pre m (zdporné i kladné lomené) moZno rad (20.3)

pouit, ak % <1, t.j pi || <|a|. Pri|—|=1 je rad (20.3)

divergentny. Vynimkou st prirodzené &isla m, pretoze v tomto pripade
vztah (20.3) obsahuje koneény pocet Clenov.
Vztah (20.6) umo#iiuje vyhodny spdsob vypoltu odmoenin. Pritom

¢im je mendia | —

&
dosiahnutie zadanej presnosti.

, tym menej ¢lenov zo vztahu (20.6) mozno zobrat na

COvidenia

1. Rozvinutim do radu ndjdite hodnoty &isiel Vﬁ a Vﬁ podla vztahu
Vl-}-—x pre z = 0,1 a pre o = 0,5, ak v rozklade ponechdte dva, trl a Styri cleny!
Porovnajte s hodnotami v tabulkach!

2. Ukdate, #e pri| @ | < 1 je spravny pribligny vztah "VIT;U =1+ Tﬁ" ktory
je tym presnej#i, éim je mensis . "

3. Najdite podla vztahu z predchédzajiceho cvigenia f/fﬁ, i"i,—l, 1/1':075 Po-
rovnajte s hodnotami v tabulkéch!

4. Najdite Vg_na tri platné desatinné miesta.

Névod. Vyutite to, #e 6 = 4 + 2, |/4 = 2 a vatah (20.6).

5. Predo nemo#no rozvinit y = Vﬂc podla MacLaurinovho vzorea?

21. STUPEN RASTU A KLESANIA FUNKCII

Rozvoj funkeie do radu ddva vieobecny spbsob upravenia rozlitnych
funkeif na rovnaky tvar a umo#iiuje porovnaf medzi sebou rozne funkeie.
Takyto spdsob porovnévania je potrebny napr. vtedy, ked skimame pomer

dvoch funkeif 5((?) pri takej hodnote argumentu w, pri ktorej hodnoty

obidvoch funkeii st blizke k nule. _

Na priklade vypottu derivécii sme ukdzali, Ze pomer dvoch funkeil
blitiacich sa k nule méFe byt celkom urlité éislo. V niektorych pripadoch
tento pomer sa modZe rovnat nule, alebo nie je konetny. UlkdZeme niekolko
prikladov. Pre jednoduchost zdpisu vezmeme priklady, v ktorych hod-
nota #, ktord nas zaujima, rovnd sa nule.
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Pre malé z aj funkcie sinz a tga st malé. Funkecie .e” a cosz sd
blizke k jednej a teda e —1 a 1-—cos@ st ma:lé Pritom h?finot_y
funkcie sinz, tgx, e2—1, 1 —cosx st tym bliziie k nule, ¢im je
mengia | ¥ |.

Porovnajme tieto funkeie s funke
MacLaurinovho radu:

iou ». Napi$eme preto ich rozvoje do

23
Sinxzﬂ'i-*—'ﬁ—%'

x3
tgx =x + —3—+
(21.1)
x2 at
Iwcosxz?——zz+

a2
efﬂﬁ-lzm—}“ﬁ'—l—---

Odtial ndjdeme:

sin & x2
. = 1— 8 4+ ...
Teda '
i sin x
SMZ 1 alebo lm——-=1
x -0 x—+0
Analogicky z (21.1) ndjdeme:
tgx f_ o1
=1 + 3 + “lx—ro
l—ecoszx @ __a:i 50
x "_-? 24 + v z—0
1—cosx _i_ x? &
a2 - 2 24 -0 2
et —1

Moreme najst i ovela zlozitejiie vztahy. Napriklad

x? z5
sinz = &— - + 755

23 2
tgx:x+—*5,—+'T5—x5+-°-
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odtial vyplyva:

1 1
tgm——sinx=?m3+-8—ms+

tg @ — si d
gr —sinz 1

a3 =0 2

MéZeme zostrojit stupnicu klesania rdznych funkeii, ak sa « bliZi
k nule: stupriom klesania nazveme stupenl tej moceniny x, ktord klesd tak
rychlo ako skimand funkecia. Ak funkecia f(x) mé k-ty stupen klesania pri

flx)

malych x, to znamend, Ze klesd ako 2%, t. j. pomer =~ mé konednd limitu
@

réznu od nuly pre z — 0.

Na zdklade toho mézeme povedat, %e sin z, tg x, e* — 1 klesd podla
prvého stupna, 1 — cos  klesd podla druhého stuptia, tg z — sin  klesa
podla tretieho stuprfia pri malych z. Stupeti klesania v niektorych kon-
krétnych pripadoch moZno uréit i bez rozvoja do radu. Napriklad, ak
nakreslime grafy funkcie sinus a kosinus, z obrdzku sa presvedéime, Ze
sinz & z, tgx ~ 2 pre malé z, t.j. sinw a tga klesaji podla prvého

o, X i y
stupfia. Zo vztahu 1 — cos = 2 sin? 5 pretoze sin% je prvého stupiia,

vidime, Ze 1 — cos 2 klesd podfa druhého stuptia. Funkeiu tg 2 — sin

sin x gin x

mozno napisat ako —sinx =

(1 —cosx). Pretoze pre malé
cos @

sa cosx blizi k 1, sinx je prvého stupfia, 1 — cos x druhého stupia, je
jasné, #e tg x — sin x je tretieho stupiia. V tychto prikladoch je potrebné
vela dovtipu, a prave preto je potrebnd jednoduchd, bezchybnd, vSeobecnd
metdda.

Takyto vzdjomny vztah medzi vtipnym riefenim jednotlivych dloh
& vieobecnymi metddami pozorujeme vSade: vlastnosti dotylnic k para-
bole, obsah kruhu, objem ihlana, objem gule boli zndme u# starym
Grékom, no len diferencidlne a integrdlne vypoéty dali vieobeené a jedno-
duché spdsoby rieSenia vietkych uloh tohto typu.

Pomocou radov moZno ndjst nielen pomer funkcie k mocnine z,
ale i pomer jednej funkeie k druhej.
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Uvedme priklady:

2Bl iy Lot
e’wrﬁlﬁxJFE+ T o 2 o 3
sinz a3 __ﬂi 220
;r;—fé—‘r 1 6 + .
2 1+x i
¢F—1 x+?+“ - 2 )
1—cosx x2 ol x _wi S
5wt 2t
xZ
&b - _
o7 == :__L—:Vm+%wa+...+0
z—0

Vo V=
Koeficienty MacLaurinovych radov sa vyjadrujt pomocou derivicii.

Preto vysledky ziskané pomocou radov mo¥no vyslovit v tvare pravidiel,
ktoré sa vztahuji na derivécie. Ak f(0) = g(0) = 0, potom zo vztahov

1
fl@) = J10) + ['0) @ + 5 'O 22 + ..

a
1
g(x) = g(0) + g'(0) = + gg”(O) L
dostaneme: .
fle) = f'(0) & 4 E—f”(O) x2 4 ...
’ 1
glx) = g'(0) = + —2—9”(0) a? 4 ..
Odtial . .
jy JOEHFlOF . JOEGIOSE gy
g@) - 1 " T ’(O)
I B R R AL LR
t. .
Jz) J(0)

gx) a0 0
pri (0) = g(0) = 0.
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Teda namiesto toho, aby sme skimali pomer dvoch funkeif, ktorych
hodnoty sa blizia k nule (obidve funkeie nadobtdaji hodnotu nula pri
rovnakych hodnotdch argumentu, v blizkosti ktorého sa pomer sktma),
mo#no skimat pomer ich derivécii. Tento vysledok sa nazyva L'Hospi-
talovo pravidlo.

Po predtudovani radov je vyhodnejsie nepamatif si nejaké zvlistne
pravidlo, ale pre malé x pouZijeme mocninové rady funkeii podla mocnin .
Vade tam, kde sa nachddza sféet rozliénych stupfiov z, pri prechode
k malym hodnotdm z, ponechdme len tlen s najniZ&im stupnom.

Presne tak isto, ako sa skuma stupefl klesania funkecie pri malych =,
pri # = 0 (rovnajucich nule), tak isto moino skiimat spravanie sa funkei
pri neobmedzenom raste @, t.j. pri # — co. Pre mnohoélen je zrejmé, ze
pri velkom z je délezity len ¢len obsahujtei najvySsiu moeninu #; moZno
hovorit o stupni rastu z, z? atd.

Délezitejsie je to, Ze funkcia e stipa rychlejsie ako Tubovolnd
moenina z® pri neobmedzenom raste x. Aby sme to dokdzali, pouZijeme
vyjadrenie e v tvare radu, ktoré plati pre Iubovolné =, pozri &l. 19.

Dostaneme:
e 1 1 1 i x?
wom Tttt T e Ty T @2

€T
Pri danom n a dostatoéne velkom x zlomok % bude Iubovolne velky

vplyvom &lenov s kladnymi moenitelmi « vo vztahu (21.2). To isté sa
vztahuje na funkecie e¥* s kladnym k; ak oznaéime kz = y, ndjdeme, Ze

ekz ekz X ey
N
g (o) i ygz o0 (21.3)

- = kn

Eite poznamendme, Ze ak y — oo, tak aj # — co. Ak sa budeme za-
oberat pripadom, kde n je v tvare zlomku, ni¢ sa na vysledku nezmeni.
Vidime, #e exponencidlna funkcia, ked sa argument x blizi do oo, rastie
rychlejdie ako Tubovolnd mocninovd funkecia.

Exponencidlna funkecia so zdpornym mocnitelom, ak sa 2 v limite
blizi do oo, klesd rychlejsie, ako Iubovolnd zdpornd mocnina. Toto
tvrdenie zapisujeme takto: pre Iubovolné n

ez
f=—=2a"e® >0 ak z—>
xR
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Rozvoj e~¢ podla moenin  nemo#no pri dokaze pouzit, pretoze x je velké
a tento rozvoj mé striedavé znamienka. VEimnime si preto prevratent

hodnotu
1 1 e%

T - an e~ T an
T
V stihlase s (21.3) pre lubovolné n hodnota f = %— — o0 pri

% —> . 7 toho, %e f~'— oo, vyplyva, Ze f—>0, o bolo i potrebné
dokazat.

Zistili sme, %e v limite exponenciélna funkcia (pre velké hodnoty
argumentu, ktory je v menovateli), z4visi od # viac ako Tubovolnd
mocnina z%, n-konitanta; e? rastie rychlejiie ako 27, e~ klesd rychlejsie
ako z—". Je to ndzorne vidiet v tabulke na priklade 2° a e7:

t =
§ 1 3| 8 ~ 10 20 50 100
o 1| 32 3125 109 3.105 | 3.108 | 1010
ot 272 | 20 | 150 | 2.10° | 4.108 | 5.102 | 104
5 bt 1
2 L nar 1,6 21 5 0,01 10-13 10-33
e? =3 ‘

Cvidenia
Vypotitajte limity:
In (1 4+ 2)
==
In(l +z)—=
x? ’

1. lim

z—0
2, lim
z—+0
tgx—=x
2
T —1 —
g, T, SR,
=0

3. lim
=0

a3

et — 1

im e
20 BINT

. sine —w
6. lim ——.
0 T— tgx
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10.

PRILOHA KU KAPITOLE II

Yy =0
y=x
y==zt
y =67
y =a®
y=lInx
y = logg x
y = sinx
Y = CO8 X
y=1tgx

Tabulka derivacii

Tabulka I
dy
o= 0.
dy
de
dy Yy
e A .
e ax a-—.
dy
PN
i ev,
%- =alna
dy _ 1
de T
dy 1
dz  zlna
d
&g = cos x.
o
dx — —SINn x.
_q.g;_ 1
dr  costz
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11, y = cotg & B P
. dy 1

12. y = arcsinx i fo—Zi :
dy 1

13. y = arccos ¥ i —41—/1_:2; ;
dy 1

14. y = arctg @ Pl AP
dy 1

15. y = arccotg @ F e g

Tabulka 11
Integrily niektorych funkeii

i jdm:mﬁ—c-

o+
a — - S
Z.Jx dw—a+1+0(“# )

do 1
= e 25 b C.
4'Iam+b 2 i

€T
5. .[a,xdxs - + C.

Ina

ekz dx = %e’w + 0.

n
xn ekr do = —}c—xﬂ ek __F]E-J- an-1 ek da.
1 ekz
e el
Jrem = By
ek$

(k sin az — @ cos ax) + C.

ek gin ax dr =

<o

k2t + a?

e]ﬂ:‘t} .
10. J-ek:ccosaxdx = k2+a2—(kcosax+as1nax) + O
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1
11. fsinkxdx:—fcoskxAJG.
1 .
12. fcos kr dx = Ismka: + C.
dx 1
13. m=_Tcoth+ C-
dx
14 f cos? kx k teks + 0.

1 1
n2 —_
15. fsm kx dx 9 x 45 sin 2kx + C.
16 coszkmdxuix—l——l—si 2kx + C
) =5 p Sin 2k :
; xm i) .
I7. jmﬂs1n kxdx:—Tcos kx —}—fo”’1 cos kx dx.

xf"&
18. J‘x” cos kx de = ——

% sin kx ——% f a1 gin kx dx.

sin (k—10l)a  sin(k+1)z
2(k—1) 2k 4+ 1)
ak [ k[ =4 |1]| (ak | k| =|1|, pozri &. 15).

19. f sin kx sin lx dx = 4 C,

sin(k—0z sin(k+a
2(k —1) 2k + 1)
ak | k| # |0 (ak | k| = |1]|, pozri ¢. 16).

20. f cos kbx cos lx dox = + C,

. cos (k + 1)z cos (k—1)w

21. = — —

fsmkmcoslxdx 2% T D) 30k —1) + C,

ak | k| [1].
22, jtgkxdx=—%~lncoskx+0.
23. fcotgkxdx:—;:—]nsinkx—l—c.
24, f]/am+bdm:'3%V(ax+b)3+O
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i 26.
21,
28.
I 29,
30.
31.

32.

36.

37.
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2. j T
Va,a: + b a

33.

34.

35.

_ 2)az+ b

£ A

¥ dax

J Va,l — 2

. B
— arcsin o + C.

15a2 =T

a:Va,x +bdx =
o — 1 —— .
Va,z__xz dzx ;_?(mVa,z—»zz 4 a? arcsm;) + C.

"Va,z_xz __ =
¥ dx = |ed —at—aln

a+viz,$2 +O.

GxVa:z + m dx :—;—V{_a:?—k my + C.

* dzx

W:ln(m+vmz+m)+ C.

+ C.

nlﬁg}idpva———wmz_mﬂgii

o/

vaz+mdw:%[xVﬂ7@+Waln(x+Vx2+m)]+O.

Va-cf—az —_— @
j o dw :Vm2—a1-—aa,rccosg+ C.
X

j_ﬂLZLm“'“ + C.

z2 — a? 2a x -+ a

dx 1] x
fm=€mgz+ ¢

+0,

J‘ dx - 2 apch 2ax + Ii
aw? + bx +¢  |4ac— 2 gV4M_bz

ak dac — b2 >0,

dz 1 2ax
- +b— )b —dac
a? 1 bot+ o b —dae —— + C
—4dac 9 s
ak dac — b2 < 0. V ax+b+VbZM4ao

38, J‘ i dx _ 2ax 4 b
(ax? + bx + ¢)*  (n— 1) (dac — b2) (ax? 4 bx + c)*1 +

(2n — 3) 2a dx
(n—1) (dac — b2) | (az? + bx + )1’

o 2 8
fa,xz_a_bx_l_c—"ﬂln(ax2+bx+c)_,%j dx

Taa? + b + ¢

(pozri ¢. 37).

dx
40. J‘ o 1 xl b
+ bx 4 —mnh— - dz
93((1,;1’;2 bw c) ZG aa;z + bx o —_ f e
+ 2 2
(pozri &. 37). c ) ar? +bxr +c

41, J‘ _ dx _ 1
xm(ax? + br 4 c)* (m — 1) cgm 1 (aa? | bx + ¢yl
_(@ntm—3)a J‘ dx
(m—1)¢ a2 (gx? 4 bx + c)? o

(- m— 2) dx
(m—T)e ) 2mYaz? + bx 4 o)

w (VT ds = Mo2+ ) Jm s
fvax+bdx“mv%+b+o.

(m > 1).

z = 4 L.

43. f dx n(ax + b) 1
Vtw—i-b (n—1)a T/ax+b

44. jlnmdx:xlnx—x—l—ﬁ.
45. f(lnac)ﬂ dz =z (In x)“ﬁnJ\(}n x)r-1 da.

46. in — dy = in— + /a2 — 22
f arcsin = dr =2 aresm? -+ Va2 — a2 + (.
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Tabulka IV
x x _ SIIp— — T
2 de = 2 Vet —a2+ C. \ | { i |
417. Jarccoa o dx = x arccos P V G & ; o ' o—% ® 3 ot o
x T a 2 2 o
48. | arctg— da = » aretg —— -—2-In (a2 4 x?) + C. | 0 1,000 1,000 2,2 9,025 0,1108
a & 0,1 1,105 0,905 2,4 11,023 0,0907
‘ 0,2 1,221 0,819 2,6 13,464 0,0743
{ x x a 2 5 0,3 1,350 0,741 2.8 16,445 0,0608
f 49. j arccotg —-dz =@ arecotg —- + - D@+ v )+ G 0,4 1,492 0,670 3,0 20,086 0,0498
0,5 1,649 0,607 3,2 24,533 0,0408
0,6 1,822 0,549 3,4 29,964 0,0334
0,7 2,014 0,497 3,6 36,598 0,0273
Tabulka 111 0.8 2,226 0,449 3.8 44,701 0,0224
Niektoré rozvoje do mocninovych radov 0,9 2,460 0,407 4,0 54,598 0,0183
1 1,0 2,718 0,368 4,5 90,017 0,0111
| i 3,004 0,333 5,0 148,41 0,00674
] — s ) 3 > £ » 3
i o = 5 L o mm —1) 5 1) m—2) 5\ 1,2 3,320 0,301 5,5 244,69 0,00409
I L Q+aym=1+ o1 3! 1.3 3,669 0.273 6,0 403,43 0,00248
f 1,4 4,055 0,247 8,5 665,14 0,00150
i + o (l<z <) 15 4,482 0,223 7.0 1006.6 0,000912
‘ X . . | 1,6 4,953 0,202 7,6 1 808,0 0,000553
. @ @ x . ; \ 1,7 5,474 0,183 8,0 2 981,0 0,000335
2.8In® =T — 27T F T qp & e e Tlbianet), 1,8 6,050 0,165 8,5 4914,8 0,000203
’ 1,9 6,686 0,150 9,0 8103,1 0,000123
P 2,0 7,389 0,135 9,5 13 380 0,000075
oy R B o (e—=Tibevolng): 10,0 22 026 0,000045
3. cosx =1 30 - Y Bl + ( )
1 2 17 62
5 — e —_— :155 — a:T mg +
4. tgzx x+3w+15 + 315 + 2835
T 2 T
+ ... ——2‘<ﬂ’5 5 | . Tabulka V
i& 2 3 4 ‘
1 €T x xX x ’
r} 5. e$:1+—11—+—§T++3—1+j+--- (x—l'ubovol’ne). x . Inz @ Inz x Inz
i E " "
1 a2 @ x 1,0 0 2,2 0,788 5,0 1,609
i) g " < 1). , , : ; ,
6. In(l+2)=2——+ 33 +o <=l 1,1 0,0953 2,4 0,875 5,5 1,705
: 1,2 0,182 2,6 0,956 6,0 1,702
. 1,3 0,262 2,8 1,030 6,5 1,872
. 7. W (l —z) =—a— ﬁ_fi_._x—_ (—1 =z <) 1,4 0,336 3,0 1,099 7.0 1,946
I’ a ( = B 3 4 1,5 0,405 3,2 1,163 7.5 2,015
1,6 0,470 3,4 1,224 8,0 2,079
3 1.9.08. 1.8.5:2 ’ 1,7 0,531 3,6 1,281 8,6 2,140
1 na—i e =+ $e sl ew=ll) 1,8 0,588 3,8 1,335 9,0 2,197
{ 8. arasl +to 3 T3 4.5 2.4.6.7 1.9 0,642 4.0 1,386 9.5 2,251
‘ 2,0 0.693 4,5 1,504 10,0 2,303
x3 a’ al
1
| 4 x SR T ST + il (-_1 < x < 1)'
! 9. arctg = 3 -+ 5 7
169
168




Tabulka VI
x sinx CcOs & tg © sin @ cos T tgx
0 0,000 1,000 0,000 3,2 | —0,0584 | —0,998 0,0585
1,0 0,0998 0,995 0,010 3,3 | —0,158 —0,987 0,160
0,2 0,199 0,980 0,203 3,4 | —0,256 —0,967 0,264
0,3 0,296 0,955 0,309 3,6 | —0,351 —0,936 0,375
0,4 0,389 0,921 0,423 3,6 | —0,443 —0,897 0,493
0,56 0,479 0,878 0,546 3,7 | —0,530 —0,848 0,625
0,6 0,665 0,825 0,684 3,8 | —0,612 —0,791 0,774
0,7 0,644 0,765 0,842 3,9 | —0,688 —0,726 0,947
0,8 0,717 0,697 1,030 4,0 | —0,757 —0,654 1,158
0,9 0,783 0,622 1,260 4,1 | —0,818 —0,5675 1,424
1,0 0,841 0,540 1,557 4,2 | —0,872 —0,490 1,778
L1 0,891 0,454 1,965 43 | —0,916 —0,401 2,286
1,2 0,932 0,362 2,572 4,4 | —0,952 —0,307 3,006
1,3 0,964 0,268 3,602 4.5 | —0,978 —0,211 4,637
1,4 0,985 0,170 5,798 4,6 | —0,994 —0,112 8,860
146 0,997 0,0707 14,101 4,7 | —1,000 —0,0124 80,713
1,6 0,9996 | —0,0292 |—34,233 4.8 | —0,996 0,0875 |—11,3856
1,7 0,992 —0,129 —7,697 4,9 | —0,982 0,187 —B5,2687
1,8 0,974 —0,227 —4,286 5,0 | —0,959 0,284 —3,381
1,9 0,946 —0,323 —2,927 5,1 | —0,926 0,378 —2,449
2,0 0,909 —0,416 —2,185 5,2 | —0,883 0,469 —1,886
2,1 0,863 —0,505 —1,710 5,3 | —0,832 0,654 —1,501
2.2 0,808 —0,5689 —1,374 5,4 | —0,773 0,635 —1,218
2,3 0,746 —0,666 —1,119 5,6 | —0,706 0,709 —0,996
2,4 0,675 —0,737 —0,916 5,6 | —0,631 0,776 —0,814
2,5 0,598 —0,801 —0,747 5,7 | —0,661 0,835 —0,660
2,6 0,516 —0,857 —0,602 5,8 | —0,465 0,886 —0,525
2.7 0,427 —0,904 —0,473 5,9 | —0,374 0,927 —0,403
2,8 0,335 —0,942 —0,356 6,0 | —0,279 0,960 —0,291
2,9 0,239 —0,971 —0,246 6,1 | —0,182 0,983 —0,185
3,0 0,141 —0,990 —0,143 6,2 | —0,0831 0,997 —0,0834
3,1 0,0416 | —0,999 —0,0416 | 6,3 | —0,0168 1,000 04,0168

III. APLIKACIE DIFERENCIALNEHO
A INTEGRALNEHO POCTU NA PRIEBEH FUNKCIE
AY GEOMETRII

1. VYSETROVANIE MAXIMA A MINIMA FUNKCIE POMOCOU
DRUHEJ DERIVACIE

Uloha n4jst také x, pri ktorom dani funkecia y = f(z) nadobida
maximum alebo minimum, vieobecne sa neda rieit prostriedkami elemen-
térnej algebry. .

V kapitole 1 sme si povedali, Ze v bodoch, kde funkcia dosahuje
maximum alebo minimum, jej prvd derivdcia sa rovnd nule. TieZ sme
ukdzali, ako sa pomocou derivicie y'(x) uréi, éi ma funkeia v danom bode x,
maximum alebo minimum.

Bolo treba vypoctitat hodnoty " pre hodnoty « bliZiace sa k x, sprava
i zlava.

V tomto ¢éldnku sa budeme zaoberat inym spbsobom uréenia maxima
alebo minima funkecie, pri ktorom budeme brat do tvahy aj jej druhu
derivéciu (y"). V tomto pripade musfme poznat len hodnotu 3" pri & = .

UkédZeme, Ze ak x = x,

fl@o) =0, f'(x) <O

potom v skiimanom bode funkecia f(x) mé maximum. Suéasne z pod-
mienky f'(@) = 0 vyplyva, Ze dotydnica v bode x = z, je vodorovnd.
Z nerovnosti f"(x) << 0 vyplyva,l) Ze bod z = 2, je bod, v ktorom je
krivka konk4vna, t. j. graf v blizkosti x = x, sa nachadza pod dotyénicou.
Tieto dva fakty znamenajd, ze funkcia f(x) v bode z = xp mé maximum.

Presne takou istou avahou sa lahko presvedéime, Ze ak v bode
x =@

f@) =0, f(a)>0

1) Pozri ¢l. 5 tejto kapitoly, str, 195.




tak v skimanom bode mé funkcia f(z) minimum. Aj k tymto vysledkom
sa dostaneme pomocou Taylorovho radu

1) = flwo) + f(@o) (6 — o) + o f*) G —wof o (LD)

Nech f'(z) 7 0. Napriklad nech f'(zo) > 0. Pre a blizke k x, velitiny
(x — @)%, (& — %), ... mo¥no v porovnani s (z — o) zanedbat. Do-
staneme:

fla) = f(xo) + f' (o) (x — %0)
fl@) — flzo) = f' (o) (& — 20) (1.2)

alebo

Z (1.2) vidime, Ze pri x > %o, fla) — flmo) > 0, t. . fla) > flwo). A.k
% < xo, tak fla) < flx). Preto pri x = %o nie je ani maximum, ani mi-
nimum. Analogicky nie je ani maximum, ani minimum, ak f'(xy) < 0.
Ak f'(2o) = 0, tak &len s (x — xo)? u% zanedbat nemozno. Ak zanedbime
tleny s (xr— o)}, (¥ — xo)* atd. a vezmeme do uvahy &len (x — xo)2.
Z (1.1) dostaneme:

i) = flaw) + 57 f*) (e — 2o

Odtialto vidime, 7e pri f"(z) > 0 je f(x) > flxo) nezavisle od toho, &
@ < xp alebo > 3. To znamend, e f(zo) je mensia ako vietky susedné
hodnoty flz), a preto f(x) je minimum funkecie. Ak f"(x) << 0, tak
flax) < flzo) & flwo) Je maximum funkecie).

Moze sa viak stat, 7e aj f"(xo) = 0. Ako v tomto pripade vygetrime
funkeiu v okoli bodu x = x,? Treba sa obratit k dalsim derivacidm
funkcie flz). Ak f"(x) # 0, pri zanedbani velitiny (x — 20)* atd., do-
staneme z (1.1) vztah obsahujtici ¢len s (x — x0)3.

flo) = flw) -+ " (ao) (2 — o)

Rozdiel f(x) — flxo) meni znamienko v zévislosti od toho, ¢i bude
x >z alebo ¥ << 2. Pri @ = xo neexistuje ani maximum, ani minimum.

1) Autor uvazuje o lokalnyeh maximéch a lokdlnych miniméeh a nie o maxime,

resp. minime funkeie. Pozn. prekl.
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Ak sa aj f"(#0) = 0 a fTV(x) = 0, potom
1
fl@) = f(@o) + 51 1V (o) (% — 20)*

Znamienko vyrazu flx) — f(zo) je rovnaké pri @ < x aj pri ¢ > xo,
uréuje sa znamienkom fTV(x). Ak fIV(xg) > 0, nastdva minimum,
ak fIV(x) < 0, nastane maximum.

Pozorny ¢itatel si iste uz domys- :
lel, Ze ak pri z = x, je prvid od nuly {

rozna derivdcia nepdrneho stupia
(prvd, tretia, piata atd.), tak maximum
ani minimum neexistuje. Ak je prvi

rozna od nuly derivécia parneho stupna

(druhd, $tvrtd atd.), potom maximum
alebo minimum existuje a zdvisi od

znamienka derivacie.

Preskumajme priklady.

1. Zo &tvorcového plechu, kto-
rého strana sa rovné 2a, treba urobit Obr. 57
zvrchu otvorend debnu s éo najvaciim
objemom, v rohoch vyrezat rovnaké stvorce a potom zohnit plech tak, aby
tvoril boéné steny debny (obr. 57). Aka musi byt dizka steny vyrezaného
stvorca?

Oznadime strany vyrezanych 3tvorcov wz. Objem debny zdvisi od
toho, aky Stvorec vyrezeme, preto je prirodzené oznadit objem ako V(x).
Tento objem vypobitame:

Viz) = (26 — 22)? x = 4(a — x)?
Niéjdeme derivaciu
Vi) =—8(a—=x)z + 4(a —x)?
RieSime rovnicu V'(z) = 0:
—8(a—ax)x + 4ae—=z)2=0 alebo (@a—=)(a—32)=0
odkial

XL =a, Tz =—
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Vidime, %e hodnota z; = a nis nezaujima, pretoZe pri takejto volbe

a :
strany by sme debnu nedostali. Zostdva z = 5 Pri tomto

@ 4a?2 1 60',? 7

V(?)ﬂ-*’@*'?: a7
a
3 lad )
()
V(%) = 8x — 8(a — x) — 8(a — z) = 24z — 16a

a
"|—)=—8a <0
V(s) a

a .
Pretoze V" (-g—) < 0, funkcia V(z) ma pre x = -3 Waximum.
. a ;
To znamend, %e najva¢i objem bude mat debna pri x = 3 t. .

1 3 o
treba vyrezat Stvoréeky, ktorych strany st ' strany zdkladného stvorca.

.a ;
Vypotitajme V(z) pre niekolko hodnét x z okolia 3 Vysledky
vypottov st zhrnuté do tabulky:

@ Vix) x Vi(x)
0,25 0,562a3 0,40a 0,6764a3
0,332 0,588a? 0,45a 0,640a3
0,33a 0,592a3

a ;

7 tabulky vidno, e malé zmeny x v okoli z = 3 t. j. okolo hod-
noty #, ktorej zodpovedd maximum funkeie, vyvoldvaji celkom malé
zmeny V. Funkcia v okoli maxima sa meni velmi pomaly. .

Toto vidiet i z Taylorovho radu (1.1). Pretoze v bode maxima
f'(x0) = 0, potom (1.1) nadobtda tvar

110) = flao) -+ - o) (@ — o + g o) (& — 0+ .
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Rad neobsahuje (x — ). Najnizdia moenina je (x — 2,)? a je velmi mals
pre z z okolia %,. V naom priklade zmena x 0 99, (z 0,334 na 0,30a) vy-
voliva zmenu objemu ¥ men$iu ako 1% a zmena x o 249, vyvol4
zmenu V o 59.

Preto ak zaujima maximélna hodnota funkecie a pri riedeni xp z rov-
nice f'(z) = 0 dopustili sme sa malej chyby, napr. ak sme riedili tuto
rovnicu priblizne, mé to velmi maly vplyv na maximum funkeie. Hodnota
funkeie pre x z okolia %, bude velmi blizka k jei hodnote v samotnom
@ = 2.

2. y = A 4 B(xz — a)3. Nijdite maximum a minimum funkeie:
¥ =3Bz —aP, y(a)=0
y' = 6Bz —a), y'(a) =0
y"=6B 0
Prvd od nuly rozna derivécia je derivéicia tretieho stupna, preto

v bode = @ nie je ani maximum, ani minimum, ale je tam inflexny bod.
Nézorne to vidief na grafe zndzornenom na

obr. 58. (Je zostrojeny pre pripad 4 =2, B — 1, 4
a=1.)
3. y = A 4+ Bz — )% Nijdite maximum
a minimum funkcie. *
¥y =4Bx —a), y'(a)=0 f
¥ =12B(x —a)?, y'(a) =0 / .
Y= 24B(x —a), y"'(a) =0 &1 4 8 4

yIV=24B £ 0

Prvd rozna od nuly je derivdcia 3tvrtého
stupfia. Ak je B >0, je kladnd a funkeia m3
minimum; ak je B < 0, m4 maximum.

Tento zdver moZno urobit i priamo, Skutotne
pri B <0 je B(x—a)* ziporné pre vietky Obr. 58
x 7 a, pri = a je to nula. Preto od A sa vidy od-
tita nejaka kladné hodnota a pri # = 0 sa nié neoddita. To zZnamend, %e pri
¥ = o je maximum.

Analogicky, ak B > 0, je pri # = ¢ minimum.
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4. Z dosiek mdzeme urobif ohradu I metrov dlhi. Ako touto ohradeu
ohradime obdl#nikovy dvor s najvaésim obsahom, ak vieme, ze z jednej

strany je stena susednej budovy (obr. 59)1 v
Nech dve strany st # metrov dlhé. Vtedy tretia strana ma dizku

2—2z. Obsah dvora je S(x), pridom S(z)=1— 2 = —22 | 1z,
S'(x) = —4w + 1. Ak riefime rovnicu S'(x) = 0, dostarllemc o = o
8'x) =—4 < 0. Pri x = Tmé’ S(x) ma-

s, g , ximum.
Z / Zapiteme S(x) podla vztahu (1.1). Ak

polozime xg =
2w

Za
2
Obr. 59 () = %2_2 (x_zl) (1.3)

Pretoze S(x) je mnohoélen druhého stupiia, (1.3) je presnd rovnost (pozri
¢l. 17, kap. IL.). Z nej priamo vidiet, Ze S(x) m4 maximum pri z =

Rovnost (1.3) mozno dostat i bez aplikdcie vyiSej matematiky.
Skutoéne, nech treba vyhladat maximum (alebo minimum) mnohoélena

druhého stuptia Y= az? 4+ bz + ¢ (1.4)

Upravme mnohoélen nasledujicim spbsobom:

b b b b ¢c]
y=“(’“2+?m+%):“[’“z“§;“ m-@ﬁ?] =

b\2 dae — b2 b \2 dac — b2
=a[(ﬂl+2—a) + 4q2 ]za(x+2a,) +T

A tak

b\2  dac—b2 15)
y=ofst “2“;) T (
b\’ 8 i t plati len pre
Pretoze (x + %) = 0 pre vietky z, pritom rovnost plati p
x :_j— dostaneme z (1.5), #e y mé maximum, ak a < 0, a toto
2a "’
b P
maximum dostaneme pre z = —%; ¥ ma minimum, ak e > 0 a toto
b
minimum dostaneme pre x = — 5"
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b
Hodnotu z = — 5, Sme dostali tak, e sme urobili Specidlne umeld
ipravy s mnohotlenom (1.4). Ak pouZijeme derivéciu, najdeme z — -2i
a

automaticky. Skutodne, ak polo¥ime deriviciu (1.4) rovnii nule, dostaneme
3 b S ,
2a2 + b =0, odkial » = — P Druhé derivicia z (1.4): 4" — 2a. Preto

otdzka o tom, & nastiva maximum
alebo minimum, sa riedi v zavislosti
od znamienka #isla a.

5. Chodec, ktory ide z bodu A,

|
|| [ 8
musi prist k rieke (priamka A,B)) “ [ !
a potom prejst do bodu B. Ako musi i p ifj I
chodec ist, aby presiel najkratiiu | ;
drdhu (obr. 60)? A, M J 8,
Nech AA] =a, BBI = b, AlBl = ¢

=c¢; Cisla @, b, ¢ st dané. Draha Obr. 0

chodeca nech je zobrazend lomenou

Giarou AMB. Treba zistit, pri akej polohe bodu M na priamke 4B,
bude tito driha najkratsia. Aby sme uréili polohu bodu M, stadi, aby
sme poznali vzdialenost M od bodu Ay, ktory lezi v pite kolmice spus-
tenej z bodu 4 na priamku zobrazujicu rieku. Oznalme tito vzdiale-
nost 4, M ako x. Vtedy

AM = oz a2, MB = o2 1 (c —ap

Dréhu, ktora prejde chodec, oznaéime s(z)

@) =Vt + 22 4+ Vi (e —ap (1.6)
Néjdeme:
Sr(x} == ‘__'_—E‘ S _"—*———__C l
Vaz + a2 l/b2 + (¢ —x)2

Ak sa s'(z) bude rovnat nule, dostaneme:

r C—ux
Va.z -+ a2 ]/b’- + (c—uz)2
12 vy3sia matematika 177
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Tato rovnicu nie je tazko riedit. Ak obidve strany umoenime, dostaneme:

x? (c —=x)?

a? + a? T4 (¢ — x)?

alebo
26?2 + 22(c — x)? = a?(c — x)? | x*c — x)?
x2? = a(c — x)?
22 a2

T Y

Po odmoeneni obidvoch stran dostaneme:

2 a
c—zx iub_
odkial
ac o
xl:m’ T2 =0 h

Po dosadeni x; a x; do pdvodne]j rovnice (1.7) vidime, Ze druhy korei
rovnici nevyhovuje. Objavil sa preto, Ze sme rovnicu povysili na druhu.
Teda x = . Ny

a+b

Nazornti geometrickti predstavu, ktord ndm umoZni ndjst rieenie,

mo#no si utvorif aj bez riefenia rovnice. Podmienku (1.7) prepiseme:

Aviak i—lﬂﬂ;— = cos < Ay MA = sin «. Analogicky % =cos L B MB=
= sin 8. Z podmienky (1.8) vyplyva, ze
sin o = sin f (1.9)
Uhly « a f sa ostré. Preto z (1.9) dostaneme:
x=p

Takymto spésobom sa chodec musi pohybovat tak, ako sa pohybuje
¢ svetla: uhol dopadu sa rovnd uhlu odrazu.

Pre tiplné dorieSenie tilohy ostéva dokézaft, Ze pri tejto polohe bodu M
draha bude skutofne minimélna (a nie maximdilna). Moino to dokizat,

ak vypotitame druht deriviciu z (1.6).
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Mozno v8ak pouzit aj iné spdsoby. Z vyrazu (1.6) pre s(zx) vidime,
Ze pri lubovolnom z veliéina s(x) jo kladnd. Pritom s(z) neobmedzene
rastie spolu s rastom absolitnej hodnoty x nezdvisle od toho, ¢ je x > 0
alebo 2 << 0. Ak s'(z) nadobtida nulovi hodnotu len pri jedne] hodnote z,

je jasné, Ze pri tejto hodnote z funk-
A

cia s(z) md minimum. Ak v intervale,
v ktorom funkciu skdmame, prva
derivdacia mé len jeden koreri, potom
ndzorné utsudky ndm dasto dovoluji
vyhnat sa formalnemu skimaniu po-
mocou druhej derivacie.

Ulohu 5 mo#no riedit aj Ciste
geometricky, bez poufZitia vyssej mate-
matiky. Na predizenie tsetky 44, (obr.
61) nanesieme 4;4" = A4, a bod A4’
spojime s B. Vtedy AM = A’ M, preto-
e NAAM = NAA'M. Preto AM +
+ MB =AM+ MB = A'B. Pre Tu-
bovolny iny bod na tsecke A4.B; Obr. 61
bude platit AD + DB = A'D+ DB '

a A'D + DB > A'B, pretofe lomend ¢iara je dlh#ia ako tisedka. Hladany
bod M je samozrejme priesetnik priamok A'B a A4;B;. Odtial vyplyva,
e o = f.

Dva posledné priklady ukazujt, %e niektoré ulohy na hladanie maxim
a minfm mo#no riesit prostrednictvom elementarnej matematiky. No nie
vietky dlohy moZno zvlidnut bez pouZitia vyS$fe] matematiky a rieenie
elementdrnymi prostriedkami vyzaduje dévtip a bystrost; vysfia mate-
matika déva Standardny sposob riefenia takychto dloh.

To nernamend, Ze vo vyS8e] matematike nie je potrebny dovtip
a bystrost! No teraz bude dovtip potrebny na taigie otdzky.

Cvidenia
1. Z obdl#nikového plechu so stranami a, b sa urobi debna tak, #e sa vyreiu

v rohoch rovnaké &tvorce. Akéd musi byt strana vyrezaného S$tvorea, aby debna
mala maximdlny objem?
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2. Do ostrouhlého trojuholnika so zékladiiou a, vyikou H Vpiéte_ o.l.ovd:I’%.nik, kto-
rého dva vreholy lezia na zékladni trojuholnika a ktory bude mat najvidsi obsah zo

vietkych obdi#nikov tohto tvaru. )
3. Urdte najvadsi obsah obdl#nika vpisaného do kruhu s polomerom R. N
4. Pri akom polomere zékladne a pri akej vyske bude mat uzavreta valcovita

; : . s h?
banka daného objemu ¥ najmensi povreh: ) .

" 5. Dve telesad sa pohybuju po ramenéch pravého uhla s kontantnymi rychlos-
fami »; a vz (m/s) smerom k vreholu uhla, od kterého na zatiatku pohybu sa p,rve
naéhédza.lo vo vzdialenosti a(m), druhé vo vzdialenosti b(m). O kolko gsekund

i i . medzi telesami najmensia?

1 zatiatku pohybu bude vzdialenost me J et '

" 6. Dokédte, %e sidin dvoch kladnych éisiel, ktorych sudet je kondtantny, maé

jvadsi 1 i sacinitelov.
najvissiu hodnotu pri rovnosti sacimni o . \
: =, Priamkou [ je rovina rozdelend na dve éasti (prostredie I a IT). Teleso sa

pohybuje v prostredi I ryehlostou vy & v prostredi 11 rychlostou vs. Po akej drihe

sa musi pohybovat bod, aby sa %o najskér dostal z daného bodu A v prostredi I do da-

ného bodu B v prostredi 117

2. INE TVARY MAXIM A MINIM. BODY ZLOMU
A NESPOJITOSTI

Doteraz sme hovorili, #e funkeia mé maximum a minimum pre v‘uie
hodnoty #, pri ktorych sa prvé derivacia funkcle_ 1.'0v11a 1’:1}1@. Axlrsalf
maximé a minimd mdZu byt aj

pri takych hodnotéch argumentu,

R r
Yo ‘———-‘ E H pri ktorych sa prva derivdcia ne-
rovnd nule.
Preskédmajme nasledujtci pri-

klad. Uréte, pri akej hodnote od-

Obr. 62 poru R, zapojeného do série s od-

porom 7, bude na odpore r maxi-

mélny vykon (obr. 62). Odpor 7 a napitie batérie U, pokladdme za
konitantné. Velkost pridu v obvode dostaneme z Ohmovho zékona

Vykon P(R)=IUy, kde U, je tbytok napitia na odpore r. Podla

Ohmovho zékona U, = Ir, teda -
— o
P(R)=IUT';II?"—(R+T)Z
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v —_— , o . dP
Na uréenie maximdlneho vykonu P(R) riedime rovnicu —— =0

R
Odtial vyplyva: d
2 r o

—20 i =

Ziskand rovnica nems riefenie. To znamend, Ze vykon méze rést ne-
obmedzene a tloha o maximdlnom vykone nemd zmysel? Ved z fyzi-
kdlncho hladiska zo zmyslu tlohy vyplyva, Ze vykon je najvicdi pri

U2
R=0 (v tomto pripade P = j‘i) . Preto sme hodnotu B =0 z rovnice

dpr
—— — 12
iR 0 nedostali?

Aby sme tomu porozumeli, preskimame graf zdvislosti P(R)
(obr. 63)1).

Z grafu vidiet, ze ak by E mohlo nadobudat zdporné hodnoty, pri
R = 0 by maximum nebolo. Aviak zdporny odpor neexistuje. V kazde]
fyzikdlnej tlohe sa predpokladd, ze B = 0. V takomto pripade veli¢ina P
méd maximum pri B = 0, pretoZe interval hodnét argumentu je ohra-
ni¢eny?). To znamend, Ze ak obor definicie je ohrani¢eny interval, potom
pri hladani maxima a minima treba
preskimat hodnoty v koncovyeh bo- \P
doch intervalu. \

V pripade, %e maximum (mini- N
mum) sa dosahuje v koncovom bode
intervalu, rad

J(@) — flwo) = fl(zo) (x — 2o) + 0 R

+ % "(x0) (2 — o) + ... Obr. 63

sa mdZe zadinat nie (v — 20)2, ale (x — x,). Preto, ak sa maximum funkcie
dosahuje pri # = z, a my berieme x z okolia x,, potom sa méZeme pri

1) Doteraz sme nerozliovali lokalne maximum, resp. lokélne minimum funkeie
od maxima, resp. minima funkcie. Z toho vznikd uvedeny rozpor. Dosial ilo

o lokélne extrémy, zatial ¢o v tomto pripade ide o absolitne maximum, resp.
minimum funkeie. Pozn. prekl.

?) Uvedend podmienka ohranitenosti nepostatuje. Funkeia y = @ na ohraniée-
nom intervale (0, 1) neméd ani maximum, ani minimum. Pozn. prekl.
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uréeni hodnoty maxima dopustit dost velkej chyby. Této chyba je priamo
timernd (x — %) & nie (x — xo)?, ako to bolo v &l. 1 tejto kapitoly. To
‘ | znamend, 7e nepatrny odklon od hodnoty argumentu, v ktorom sa
H' dosahuje maximum, je v tomto pripade neziadici.

V preskiimanom pripade sa rozumie, %e vztah pre funkeiu f(z) je
‘ sprévny aj pre x < Zo. Pre dant konkrétnu tlohu nés viak hodnoty
funkeie pri @ < 2o nezaujimaji (nemaja fyzikdlny zmysel).

Moie sa staf, %e f(z) jednoducho nemé zmysel pre niektoré hodnoty
| argumentul). Tak napr. ak funkeia obsahuje odmocninu pérneho stupfia,
H"'é: napr. kvadratickt, potom interval hodndt argumentu, ako vieme, je
1 ohranideny?) (vyraz pod odmocninou neméze byt zéporny). Potom hra-
niéné sa tie hodnoty argumentu, pre ktoré sa vyraz pod odmocninou rovnd
nule. Pri hladani maxima musia byt tieto hodnoty argumentu pre-

é Setrend zvlast.
: Preskdmajme priklad. Nech
d " 1
4 =qag—|b—u=m, y =—me— 2.1
hoci ' nenadobuda nulovi hodnotu, sktimanie nie je skontené. Pre hod-
notu z — b sa vyraz pod odmocninou rovni nule. Z (2.1) vidime, Ze

y=aprix="0: ak je x < b, je y <& pretoze od a sa oddita kladné
¢islo. Preto ¥ mé maximum pri z = b.

Maximum alebo minimum mé%e byt aj vo vnttornych bodoch, kde

| <a derivécia nerovné nule, ak krivka mé body zlomu?). S takymito bodmi

Ii sa menovite stretdvame vtedy, ked krivka pozostdva z dvoch Casti,

1 zadanych réznymi vzfahmi, napr. pri x <@ a pri ¥ >z Ukdieme

fyzikdlny priklad tohto typu. Nech na elektrickom variéi s konstantnym

li vykonom sa zohrieva gajnik s vodou. Je potrebné urdit éas, ked Eajnik

obsahuje najvidsie mnozstvo tepla. Pre jednoduchost budeme pokladaf,

%o kooficient atinnosti platne je 100 %, t. J. %e plathia odovzdd vietko teplo

1) V takychto pripadoch je presnejdie hovorit, Ze funkcia nic jo definovana.

Pozn. prekl.
2) Presnejiie zdola, resp. zhora ohranigeny. Pozn. prekl.
3) Bodom zlomu funkeie nazyvame bod, v ktorom existuje derivicia sprava

i zlava, ale sa nerovnaji. Pozn. prekl.
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¢ajniku. Cajnik sme postavili na plathiu v momente ¢ = 0. V tomt
= U 0

é .]
momente & Illk Obsallo \ af] Q k&lOI 11 tle pla . MI].OZSt' Vo be p]EL Od( wwzdane
. ) d

| _ ¢ = 0,2412R¢
kde I je prid v ampéroch,

R — odpor v ohmoch,
{ — ¢as v sekunddch;
v tomto pripade @ dostaneme v kaléridch.
Za &as ¢ bude ajnik obsahovat mno#stvo tepla

Q = g+ 0,2412R¢
Nech v ase ¢ =, voda v dajniku zovrie. V tom momente je v hom

nahromadené mno#stvo g + 0,2412R¢, tepla.

Ked v Gajni &f
oda v éajniku zovrela, zaéina sa vyparovat?). Na premenu

jedného gramu pary je ! 511
| potrebné 539 kalérii. Ak oznaéf 7
vody, ktoré sa vypari za Gas df, dostaneme: SR

_ 0,2412R dt
539

dm

Za jednu sekundu sa vypari dm 02412
TPl =gy = 539 & vody.

Mnozstvo vody, ktoré sa vypari za 1 8, odoberie z dajnika teplo

g = F I2R = 0,4112R cal

Preto za Gas t(t > 1) vyparena voda odoberie cajnika,

Q1 = 0,04112R(t — 1,) cal

; Teda, ak ¢t < #, (

do zadiatku varu ” Saind
vyjadrit vztahom: by TOLRETR eple v e et

Q =q -+ 0,2412R¢
aak t = ¢ (potom ked u voda vrie), je toto teplo dané vztahom

Q@ =g+ 0,24I2Rt, — 0,04112R(t — tg) = q + I2RE(0,281¢ — 0,041¢)

') Za nulovu sa berie tepelns energia vody pri 0 °C

5 g
) Premena nastéva i pri teplote mengej ako 100 °C, ale my to zanedbdm
.
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Graf Q(t) je znézorneny na obr. 64. Z ob-
rézka je jasné, Ze (t) mé maximum pri
{ = t,, hoeci derivdcia sa pri tejto hod-
note ¢ nerovné nule?).

Derivécia pri t =1, je nespojitd.
Skutotne je @Q'(f) = 0,24I2R ak ¢ <t
Q'(t) = —0,0412R ak t > lo. Graf derivé-
cie je zndzorneny na obr. 65.

o 23’:22 Posledny priklad ukazuje, Ze maxi-
mum mbze nastat i v pripade, ak deri-
vécia je nespojité, t. j. krivka mé bod
zlomu.
Nakoniec z obr. 662) (graf derivécie
pre tento pripad) vidiet, Ze maximum
¢ o, ! alebo minimum méZe nastat pri tych hod-

 —
Obr. 65 notdch argumentu w, kde derivdcia je

nespojitd a neohranifend (m4 nevlastné
limity -} o0, Tesp. —o). Zodpovedajici bod krivky sa nazyva hrotom
alebo bodom vratu. V tomto bode ako aj v pripade beiného minima,
pri @ <wo Y <O0; ak sa x bliZi v
k x, funkcia zlava klesd. Pri 2
x>z y >0; pri zvadieni x, ak
prekrodime hodnotu x = %o, funk-
cia rastie. Pri x = 2, derivicia nie je

¥
3 =2 it 0 1 2 X
2

A
J

2
0 1 2 3 X
a b

Obr. 66

1) Derivéacia v tomto bode neexistuje. Pozn. prekl.

2) Na grafe jo zobrazend funkeia y = #*P = 3]/;2 (a), a jej derivécia (b).
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definovani. Pre hodnoty  blizke k w,, ale x > x, dosahuje derivicia Tubo-
volné velké hodnoty a pre x blizke k x, ale z < 2, dosahuje v absoliitne;j
hodnote velké zéporné hodnoty. V takomto pripade, t. j. ak pre
hodnoty argumentu z z blizkeho okolia bodu x,, také, Ze |2z — x| <
kde § je Tubovolne malé kladné éislo plati, Ze f(z) < flwo) [f(x) > f(zo)]
hovorime, %e funkcia nadobtda ostré minimum [maximum]. ’
V stvislosti s vySetrovanim singuldrnych bodov na krivkich
a v prvom rade bodov zlomu (pozri obr. 64), mo#no spresnit uvahu, ktord
nés priviedla k pojmu derivdcie. V kapitole I. sme o tomto nehovorili
skimali sme len hladké krivky. ' ’
Derivicia y'(f) v bode ¢ sa rovnd limite pomeru

ylb) —ylt)

. tz — f‘l (22)

ak sa t; aj f; blizi k ¢, (pritom rozdiel £, — #; sa zrejme bliZi k nule). gpecié.lne
sa podéiarklo, Ze tdto limita nezdvisi od toho, ako st uréené t, a f;: obidve
mézu byt vacsie ako ¢, obidve mensie ako ¢, alebo jedno z nich vaddie a druhé
mensie ako f, alebo jedno z nich sa rovni ¢ a druhé viésie alebo mensie
ako . V podstate, ked berieme:

y(t + AL —y(t)
At

a At >0

potom tento vyraz zodpovedd pripadu, ked v (2.2) ¢, = ¢, f, = ¢ + At > ¢
Ked berieme: -
y(t) — yit — At)

At At >0

toto zodpovedd vztahu (2.2), ak ¢, = — At < ¢, f, = . Nakoniec sme
poéi.tali aj derivaciu ako limitu pomeru

o+ )2

At
: , X At At
¢o zodpovedd stavu, ked #; = t—_z— <l by =t — >t
5 :
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V pripade spojitej krivky vsetky tri vyrazy daji jednu a td istd
limitu, ktord sa rovn4 derivécii v danom bode. V pripade krivky, ktord
mé bod zlomu, sa situdcia meni. Totiz, nech pre ¢ = #;, nastdva bod
zlomu. Ak vezmeme vztah

y(to + At) — y(to)
At

dostaneme pre At kladné a bliZiace sa k nule uréiti hodnotu — v priklade
na str. 183 sa tdto hodnota rovnd 0,041712R a nazyvame ju ,,derivdcia
sprava‘‘, Ak zoberieme
y(to) — y(to — A)
At

dostaneme pre At kladné a bliziace sa k nule druhd limitu, ktord sa
v spomenutom pripade rovni 0,24I2R. Tédto hodnota sa nazyva ,,deri-
vacia zlava“.

Ak zoberieme f; a {; z rdznych strin f;, modZeme v limite pre
ty — to, t — to dostat rozne hodnoty pomeru (2.2). Takymto spésobom
v bode zlomu derivicia neexistuje, ale mozno uréit ,deriviciu zlava
a ,,derivdciu sprava‘“.

V kapitole I, ked sme sa prvy raz stretli s derivaciami, vedome sme
pre zjednoduSenie vidy zvIast nezdéraziiovali, Ze uréitd hodnota derivicie,
ktord mnezavisi od spdsobu, ako sa blizi k nule (zlava, alebo sprava),
existuje len v bodoch, v ktorych je krivka hladkd. Ako vidiet z obr. 65,
v bodoch zlomu krivky y(¢) je graf derivicie nespojity. Ak graf v okoli
hodu zlomu nahradime oblikom malého polomeru, ktory sa dotyka krivky
zlava aj sprava (ako hovoria kresli¢i, vyhladime krivku), potom na
intervale premennej, kde je krivka y(t) nahradend oblikom, sa krivka y(f)

prudko meni (obr. 67).

Ak krivka y(f)

1 mé bod mnespojitosti
v bode t, (pozri obr. 68),
moZno povedaf, Ze

| i {

| ! . e,
L A =V bode t; je derivicia
to t 0 GEY - - ¥

Q) Qi)

o] y'(t) nekoneéna, pri-
a b padne neexistuje, ak
Obr. 67 funkecia nie je v bode fo
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definovand; totiz, ak graf funkeie v malom okoli bodu nespojitosti od
to—¢ do 1y 4 ¢ nahradime tiseékou od y; do y., potom v tomto okoli
sa derivicia rovnd y, — y1/2¢, t. j. je velmi velkd, tym vitsia, ¢im je
mensie & (obr. 68).

P YN
y-
yit) 1) :——: 2
|
Yz | |
| |
| I
| |
| b
% S l
1
1 i
g t 0 to-€ tg tyeE t
a b

Obr, 68

b
Ako to bude s integrdlom [y(t) df, ak funkcia y(z) nie je hladk4?
a@

Ak graf funkecie mé bod zlomu, tak pri vypoéte obsahu obrazca ohranide-
ného krivkou y(f) nové otdzky nevznikaji. V &l 10, kapitoly I sme
priblizne rozdelili obsah obrazeca vyjadreny uréitym integrilom na sidet
obsahov obdl#nikov tvaru

Y(tn) (o1 — ta) alebo  y(tn+1) (tos — tn)

V limite pri zmenSovani velkosti intervalov, t.j. rozdielov (ty+1 — fn),
je jedno, &i sa berie y(t,) alebo y(fn11), ako pre hladkd krivku y(f), tak
i pri krivke s bodmi zlomu.

Ak krivka y(f) mé bod nespojitosti v bode ¢ = &y, ale je ohranitend,
potom pre interval, ktory obsahuje bod nespojitosti (t, <ty << tp41),
hodnoty ¥(lx) a y(tp+1) ostani rézne, akoby sa ty a tp41 navzdjom nepribli-
zovali. Takymto spésobom vo vyraze integralu ako suétu hodnota jedného
z0 stitancov v tomto pripade zdvisi od toho, & sa vezme sufet podla
vztahu (8.1) alebo (8.2) z kapitoly I. Ak sa vSak hodnota rozdielu
tnt1 — tp blizi k nule, samotny séitanec sa bliZzi k nule. Preto limita
sadtu, t. j. integral, ma 1iplne presni hodnotu, (ktord nezdvisi od sposobu
vypottu siétu) i v tom pripade, ked integrand md v obore integricie
bod nespojitosti.

Zachovéva sa i vztah medzi integralom a derivaciou.
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Znova sa vratme k obr. 64 a 65 oznaéme teraz funkciu Q'(t), ktorej
graf je zndzorneny na obr. 65 @'(t) = f(t). Potom funkcia Q(f), ktorej graf
je znazorneny na obr. 64, je urdend integrdlom Q(t) = [ f(t) dt. Na tomto
priklade vidime, Ze nespojitost integrandu f(t) vedie v integrile k bodu
zlomu funkeie Q(f).

Urcity integrdl funkcie s konefnym pocétom bodov nespojitosti sa
vypobdita pomocou neuréitého integralu podla vieobeeného pravidla

{ft) dt = Q) — Qla)

Mozno zdjst aj dalej: skimajme obr. 68, moéZeme povedaf, Ze pre
funkeiu, ktord sa na danom intervale stiva neohranidend, pricom dizka
intervalu sa blizi k nule, (obr. 68 vpravo), integral je nespojitd funkcia
(obr. 68 vlavo). Treba viak spresnit pravidlo, kedy sa funkeia bliZi
do nekonetna a interval k nule. My sa v3ak nebudeme tymto zaoberat.
Priklady takéhoto druhu vedd k pojmu d-funkeii. Pozri dodatok
na konei knihy.

Cvifenia

1. Najdite najmensiu hodnotu funkeie y = #2 — 2% 4 3naintervale 2 < x < 10
Néjdite ostré maximum funkeii:

3
2. y=(xz—D5) V:cz.
37
Ly =1— [a?
i Va: 3. VYPOCET OBSAHU OBRAZCA

V kapitole I sme ukdzali, Ze hod-

b
nota uréitého integrélu [ f(x) dx sa rovnd
a

obsahu obrazea ohraniteného zhora d&ia-

rou y = f(z), zdola osou x a po strandch

kolmicami x = a a & = b (obr. 69). Preto,

ak vieme vypotitat uréité integraly, bu-

r=Ie) deme moct vypocitat beinymi postupmi

%l rézne obsahy, nakolko elementdrna ma-

ol e b x tematika dovoluje vypoéitat len obsahy
Obr. 69 priamodiarych obrazcov a kruhu.
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Néjdeme obsah obrazca ohranideného zhora krivkou y = can(n > 0),
zdola osou x a sprava priamkou x = %, (obr. 70 n = 2, ¢ = 0,25):

Zo
7+l 7] % n+1
= fcx” doe = [—fiﬁ — o (3.1)
n+1]g n+1
0
Vztah (3.1) prepiSeme takto y
1
w1 b
ale pretoze cal = y(x,), dostaneme: :
1 o 1 2 Xg X

velitiny y a « maju rozmer dlzky. Z (3.2) vidime, %e S sa meria v plosnych

jednotkéch. Zo zépisu vidief, Ze rddove je velkosf obsahu dand saéinom

Y(%o) . xo; od toho stiéinu sa hodnota obsahu obrazea odlifuje len suéinitelom
1 : ; :

e ktory je rddove blizky jednotke pre nie velmi velké n.

Ako daldi priklad ndjdeme obsah obrazca ohraniteného zhora &arou

T

y=ce ¢ (a>0) (3.3)
zdola osou =z, zlava priamkou = z, a sprava priamkou x = 4(4 > z,)
(obr. 71). Obsah tohto obrazca sa rovné:

4 2 _E]* A& 4
S4=fce “dx:—m[e “]xu=ca[e a —g ”] (3.4)
o
~n A
Ak je A v porovnani s zp velké, take ¢ >e ¢, Ak zvildime &fs-
lo 4, z (3.4) vidime, Ze sa hodnota 8,4 takmer nezmeni. Pri neobmedzenom
4
vzraste 4 hodnota e ¢ sa neobmedzene priblizuje k nule. Obsah takéhoto
obrazca (obr. 71), ktory je z pravej strany neohraniteny, potom je:

x %o

8o =[ce “dr—cae * =y(z)a (3.5)

&o
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Vo vztahu (3.3) musi byt mocnitel
bezrozmerné &islo. Preto rozmer a je taky
isty, aky je rozmer z, t. j. dizka. Aj I-'OZ-
\ mer y je dlzka. Rozmer S je ploind jed-
notka.
Ukazuje sa, #e moino velmi lahko
1 vyjadrit obsah pod jednym oblikom si-
4 nusoidy (obr. 72). Tento obsah je:

Obr. 71 8 :oj sin z dz = [—cos #]§

Uréime obsah elipsy. Vidime, Ze na zédklade symetrickosti staé‘i néjsl’i
obsah 8; tej dasti elipsy, ktord leii v prvom kva,dxa.vz‘lt.e. a vys:;efloe
vynésobime Styrmi. Potom S = 48;. Aby sme :-S’l vypotitali, vyja I;m
z rovnice elipsy y. Rovnica elipsy s polosami a a b a so stredom
v potiatku stradnicového systému mé tvar

2
o .y
a? b2

(pozri &l. 7, kap. 1V). Pretoie v prvom kvadrante je y >0, sa

by ¥
e P T i A2
?;’*‘W‘CLV“ % 1
Preto
d R S— T X
b 1 2d 56) °l
Sl:FIVa o ( Obr. 72
4]

Hodnotu integralu (3.6) si lahko vypotitame, ak zavedieme substitd-

ciu ¢ = a sin t. Dostaneme:
T

u g

fva,z__;&!dxz aVT sin2 t e cos tdi =
0

T

5 el
3 = (3.7)
. 4

sin 2¢ ] w2 g2

14 cos2t = t s
:falcosltdt:wzf-—é——dtaz[2+ %
0 0

Ak pouiijeme (3.7), dostaneme z (3.6) 8§ = % ‘n:TaZ = jzi . Obsah
celej elipsy 8 = nab. Ak @ = b = 7, dostaneme S — mr2 (obsah kruhu)
v tUplnej zhode s tym, e pria = b — ¢ prechddza elipsa do kruZnice.

Pripomerime efte jednu vdZnu okolnost. V kapitole I sme poznamenali,
Ze obsah obrazca (integril) méze byt ako &islo kladngé, ale aj zdporné.
Preto je pri hladani obsahov potrebnd istd ostrazitost. Napr. chceme
vediet mnozstvo farby potrebnej na zafarbenie obrazca ohranifeného
oblikmi sinusoidy a osou x (obr. 28), ak vieme, #e na zafarbenie jednotko-
vého obsahu treba @ gramov farby. V tomto pripade nemo#no naraz
vypotitat obsah cely jednym integrdlom (pozri str. 66). Treba brat
integrly oddelene, po intervaloch od 0 do 7 a od = do 2m.

Ak integrand y = f(x) meni znamienko, pre riefenie tilohy o spotrebe
farby treba integraény obor rozdelit na dasti, v ktorych funkeia znamienka
nemeni, vypotitat integrély jednotlivych &asti a potom vziat stdet ich
absolitnych hodnét.

Néjdime edte obsah obrazcs ohrani¢eny zhora &iarou ¥ = a™ e~" (n — prirodzené
¢islo), zdola osou z pri z = 0 (sprava obrazec nie je ohranideny).
Tento obsah sa vyjadri integralom

= ”
f i _[ xm e~ dax
0

Pri vypotte pousijeme metédu per partes. Predpokladajme, e

e~z dy = dg, zn = f
Vtedy

g =s—p=T

df = nen—1 dg

I et o T dr = —gneT | j nat~1e—% dy
Preto
oo 0
_[ et dy = [_a:" e~ 8° = _[ na"1 o= dg
0 0
V @l 21, kapitoly II sme odvodili, %o 27 o= = . _, 0. Protozo ane-s — ¢

er a0

pri @ = 0, potom [»—acﬂ e‘ng’ = 0, tak
o

j zte T dr = ann—1 e~z dx
0 0

e
Oznatme j a" e % dx = I,. Potom I, — nly_y.
0




Ak budeme aj I, ; integrovat per partes, dostaneme, ¥%e I, ; — (n — 1).
I,_; atd. Preto o
In=nn—1)n—2).3.2.1,

w0

Ale Iy = j e~% dz. Hodnotu tohto integralu dostaneme, ak do (3.5) dosadime

0
e=1,a=1,z = 0. Vtedy I, = o? = 1. Takymto spésobom

o]
In:jx”e*“’dx:n(n—l)(n"—E)...3.2.1:71! (3.8)
0

Cvitenia

1. Néjdite obsah obrazea ohraniéeného
jédnym oblikom éiary y = sin?x a osou z (graf
funkeie y = sin? @ je zndzorneny na obr. 73).

Néavod: Pouzite vztah sin2 2 — —
Obr. 73 _ 1 2
—5 cos 2z,

2. Urobte to isté pre funkciu y = cos? z.

3. Ndjdite obsah obrazca ohranifeného zhora &iarou y — a(l —z) a zdola

osou .
1
4. Nijdite obsahy obrazcov, na ktoré parabola y = 5 2 rozdelf kruh 2 4 y2 =
=8,

5. Kolko farby je treba na zafarbenie obrazca ohrani¢eného krivkou y = =

1+ a2

osou z a kolmicamix = 1 a & = —1.
6. To isté vypotitajte pre obrazee ohranideny krivkou y — a3 + 222 — g — 2
a osou z.
Ndévod: Najskor zostrojte graf funkeie y = 23 222 — 2z — 2,
2 2
il

7. Najdite obsah elipsy, ktorej rovnica je 25 + o ma

4, STREDNE HODNOTY

Pripomenime si, Ze strednou hodnotou funkcie f(z) na intervale
odz=adox=250je

j?f(w) dx
Fla by = & — el

b—a
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Vyzdvihnime dve zikladné vlastnosti, kt :
» ktoré sa vzfahuiy
hodnoty. zZtahuji na stredné

. v1. Stredng h’odnot& konStanty na Tubovolnom intervale je t4to
t)nstanlta. samotnd. Je to jasné i z fyzikilneho hladiska: ak sa okam#it4
rychlost nemeni, stredni rychlost na intervale sa rovni konstantne;j

hOante Ok&mzitej r Y Ch]OS tvl. Ce]kom -e( I u 1 A4 e -e
) - J nOd ChO OtO tr I‘d
( : 111 dost&neme

_Cb—a)

b
!
B i

a(ﬂ, b) =

2. Strednd hodnota sidtu dvoch funkeif sa rovng

. ) stétu stredny
hodnét jednotlivych séitancov Felayen

Skutotne, U=t f v

b

fyl(ﬂ’) dz -

13

1 b
Y1+ gy = e f [ya(z) + Yalz)] dz =

b—a
b

1 e

+b__—"afy2($)dx=yl+y2

. Néjdeme strednd hodnotu funkeie ¥ = sinz na intervale od z — (
ox =1 -

n
[ sinz da
0

7(0, t) =
9(0, ) =%

= — = 0,637
T

Stredna hodnota funkeie ¥ =sinx na intervale od x — Odox=14p

b

o Jsinxdx b
900, )IT;(TI 7 4.2)

"wCo sa,- stane, ak sa zadne &fslo b nechraniéene zvitiovaf, t. j- bude sa
Zvacsovat integradny obor?

L Citatel vztahu (4.2) pre lubovolné b nie je vads ako dve (rovnd sa
vom, ak cosbh = —1], t. j- pri b=r, 3z, 57.) Menovatel (4.2) bude

13 Vyssia ma tematika
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neohranitene rést, ¢im sa cely zlomok bude zmengovat az na nulu. Preto
¢m je vadk interval, na ktorom skimame stredntt hodnotu, tym je
stredné hodnota sin z mensia.

Uké#eme, %e aj strednd hodnota funkeie y = cosz na nekonetne

velkom intervale sa rovné nule. Skutoéne

b
| cos z dz T ;
- b _ [sin xlp  sin b_ 4

Ak budeme teraz neobmedzene zviésovat &islo b, menovatel (4.3) bude
neohranitene rist a Gitatel nebude vt ako jedna. Teda cely zlomok
bude nadobidat nulovi hodnotu: (0, w) = 0.

Rovnakym spoésobom dostaneme, %e aj strednd hodnota funkcie
y = cos kx na nekoneéne velkom intervale sa rovné nule.

Najdeme strednt hodnotu funkeie y = sin’z na intervale od « = 0

do z — co. Podla znémeho vztahu z trigonometrie

5 1—@032;1:.
sin? ¢ = 2
Odtial -
1 1 1 1
gin? x 3 3 cos 2z 5 3

Ak poutijeme vztah sin? @ + cos?x = 1, dostaneme stredni hodnotu

cos? # na tom istom intervale
1 1

=] —simp=1——"— = —
cos?x =1 sinzx =1 5 2

Cvitenia
1. Najdite stredna hodnotu funkeie y = " na intervale od z = 0 do = = %o.

2. Najdite strednt hodnotu funkeie y = C ek* na intervale, na ktorom sa y
meni od y = n do y = m. Vyjadrite tito stredni hodnotu pomocou n a m vyligenim

. . n
C i k z vysledku, Preskimajte ziskany vyraz pri m blizkom k?r? =n+r, vE&n.

3. Najdite stredné hodnoty funkeii y = sin2z a y = cos’x na intervale:
a) odz =0doz =m,

b) odx::(]dom:%.
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4. Uréte periddu funkeie y = sin (wf + «), kde , o sa konstanty. Néjdite
strednid hodnotu funkeie ¥? a jej periodu.

5. DLZKA OBLUKA KRIVEKY, KRIVOST KRIVKY

Uréime si tlohu néjst dizku oblika krivky y = f(z) od bodu z = a
do bodu 2 = b (obr. 74).

Dizku malej dasti krivky 4C zamenime diZkou tisetky spajajicej body
A a O. Budeme skimat len krivky spojité a bez] bodov zlomu. Podla

Pytagorovej vety dostaneme: y
|
As = /(A2 + (By)? = |
[
Ay \2 |
—wa )1+ () |
|
Odtial I
[ b x

As Ay \2
= Vl & (Kw’) (5.1)
Vo vztahu (5.1) prejdeme k limite pre Az — 0; pritom % prejde
do derivicie y' = f'(z), kde y = f(x) je rovnica krivky; dostaneme!):

ds = |1+ f(z) dv
Cel4 hladand dizka je:

b
s = [T+ (@) de (5.2)

Preto¥e pod integralom v (5.2) je odmocnina, integrdl sa mélokedy
podari lahko vypoéitat.

Ukézeme niekolko prikladov, kedy dopoditanie integralu nebude
robit taikosti.

1. Ditka krufnice. Budeme hladat di¥ku kruznice x? 4 y2 = R2
Stadi najst dizku #tvrtiny kruznice, ktord le#i v prvom kvadrante,
a vysledok ndsobit Styrmi. Z rovnice kruznice

T

1) Rozdiel medzi dizkou oblika a dizkou tsetky je druhého stupiia (Az)?
a pri limitnom prechode (k diferencialom) sme vyrazy obsahujice (Az)? zanedbdvali.
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Podla vztahu (5.2)
¢ ¢ R dzx
=z = | s 5.3
”JV”??&“# V7w (5:3)
b 0

Zavedieme nov premennu ¢ podla vztahu z = Rsint; vtedy dx =
— R costdf az (5.3) dostanemet):

f2

R
0

2 bt i
odkial dostaneme dlzku kruznice € = 5 4 = 2nR.
9. Retazovka. Je to krivka, ktorej rovnica je
a

y = —2—(e$m + e—a/a) (5.4)

kde @ je konstanta. Nazov ,,retazovka‘ je odvodeny z toho, Ze podobny’
tvar nadobida ohybnd a neroztaind tazkd

’ nit (napriklad retaz) zaveseni za obidva
konce. Graf retazovky je mna obr. 75 (pre
a = 2).
Néjdeme dizku oblika refazovky od bodu
2 =0 do bodu v = 2. Z (5.4)
pzle — g—z/a
. y' =
0 1 X 2
Obr. 75 preto

4 2

e2zle 9 | g~2z/a V'emfa + e @la  evla 4 ewlo

e TG

z
g f E“’M de = % afex/a — ehxm]zo — %_ (eeit — g o/a)
o 2
0

1) Pozri &l. 16, kap. IT.
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S dlzkou oblika je spojens definicia polomeru krivosti B v niektorom
1
bode krivky. Veli¢inu 3 nazyvame krivostou (¢im je mendf polomer,

tym sa krivka ostrejiie zatdda).

Vezmime maly tsek krivky (obr. 76) s dizkou ds a najdeme uhol
medzi dotyénicami ku kriv-
ke na koncoch tohto tseku.
Tento uhol mozno sku-
mat ako prirastok de -
uhla e, ktory zviera do- : o
ty¢nica s osou z. V dvoch
susednych bodoch vedme
normély (kolmice na do-
tytnice). Uhol, ktory zvie-
raju normély, je ten isty
uhol «, ktory zvieraju do- Obr, 76
tyénice podla zndmej geo-
metrickej vety. Z tohto mo#no ndjst vzdialenost R prieseénika normél
od krivky.

Budeme skumat maly tsek krivky ako obltk kruznice. Normala
ku kruznici je zrejme polomer. Priesetnik normsl je stred kru¥nice.
Ak by krivka bola krusnicou, tak ds — B de alebo %Zi:—%;
derivédcia je konstanta pre Iubovolny tsek oblika krugnice. Derivécia

tato

a r - W . - - v 3 AW
4, Pre TubovoInt krivku, ak uvaZujeme jej nekonetne maly tsek, méze
s

slazit ako definfcia krivosti v danom bode. Ak pouzijeme vztah pre ds,
a to, Ze « = arctg y’, dostaneme vyraz pre krivost

e 4y
y da = d arctg y' = T g
% ds = |1 ¥ 42 de
’ da 1 dy
l ds (L+y7p2 dw
0| xo d y”
Obr. 77 = 1+ yrz}a,'z
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o e o el
4 Znamienko krivosti e sthlasi so zna-

mienkom druhej derivicie y” a urduje, & je
krivka konvexnd alebo konkdvna, Ak v hode
%o hodnota " =0 (obr. 77), potom krivka v bliz-
¢ * kosti tohto bodu lexi nad dotyénicou a v tomto
Obr. 78 bode je konvexna. Ak y"(xg) << 0 (obr. 78), krivka
ide pod dotytnicou a je konkdvna,
d Mbize sa stat, Ze y'(zo) = 0, pridom z pra-
vej strany od o (t. j. pri @ > ) y"(x) > 0
a pri ¥ < % bude y’(2) < 0. To znamens, %e
M napravo od bodu x, krivka je konvexn4 a z la-
vej strany — konkdvna (obr. 79). V tomto bode
(bod M na obr. 79) prechidza krivka z jednej
strany doty¢nice na druhd. Krivka v tomto
bode sa meni z konvexnej na konkivnu alebo
naopak, , prehyba sa‘. Také body sa nazyvaji
Obr. 79 body obratu — inflexné body.

oS —

Cvidenia
1. Zapiste v tvare integralu ditku oblika paraboly y = 22 od bodu (0, 0)

do bodu (1, 1)! ) y
2. Zapiste v tvare integralu dizku oblika &iary ¥ = e2 od bodu z — 0 do

bodu z = 1! )
3. Zapiste v tvare integralu di¥ku obluka elipsy.
4. Dorieste tlohu 2, ak zavediete substiticiu 1 + 2% = 22,

6. PRIBLIZNY VYPOCET DLZKY OBLUKA
V &l b sme dostali vztah na vypotet dizky oblika krivky
b
s = [T+ y2e) d (6.1)
@

Konstatovali sme, e integrovat funkeciu ]/1 + »*(z) len pomocou ele-
mentarnych funkeif je tazké (najéastejsie nemoiné), pretoze sa tu vysky-
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tuje odmocnina. Poktsime sa preto odvodit priblizné vztahy na vyposet
di¥ky oblika.

Predpokladajme, e hodnota 3'2(z) jé v porovnani s jednotkou
mald: |y'(x) | < 1. Ak vtedy zanedbame v (6.1) y'2(x), dostaneme:

s X

R o

Rozdiel b—a je ditka vodorovnej Usetky, ktorej konce st z — a
& % = b. Vztah (6.2) ukazuje, Ze ak je y¥' v absolitne] hodnote velmi malg
(krivka sa odchyluje od osi z len velmi mélo), aj dl¥ka oblika tejto
krivky sa blf# k diske vodorovnej tsetky (obr, 80a).

Ak y2z) > 1, potom v (6.1) mo#no jednotku v porovnan{ s y'2(z)
zanedbat, Dostaneme:

b b
9% Vyie) de = [ y/(2) dr — y(6) — y(a) (6.3)

Vztah (6.3) ukazuje, e v tomto pripade je dizka oblika krivky velmi
blizka dl¥ke kolmej tisetky, ktore] konce sy y(a) a y(b) (obr. 80b).
Skutoéne, ak derivicia ¥ je velkd, krivka sa strmo dviha nahor,
a preto sa podobd kolmici (pre priamky takmer kolmé je derivg-
cia v absolitnej hodnote vel-

mi velks). ¥

Vztahy (6.2) a (6.3) su
jednoduché priblizné vztahy
pre dizky oblika, ale pri-
bliZenie, ktoré dévaju, je vel-
mi hrubé a mosno ho dostat
i bez (6.1).

y(a)

Obr, 80

199




Odvodime presnejiie vztahy. Nech | y'(x) | < 1. Pri ponechanf dvoch
prvych &lenov v binomickom rozvoji (€. 20, kap. I1.), dostaneme:

JTF 9@ = 1+ 5 v2)

Ak pouzijeme vztah (6.1), bude sa s rovnat:

I3

b
§ f [1 +~;—y'2(x)] de = (b—“)+%fy'2(x)dx

[

Ak | y'(z) | > 1, tak
VT +y7@) = y'(@) ]/1 =T

: 1
na posledn odmocninu pouZijeme binomicky rozvoj. PretoZe 77 <1

2
1T e e e G| o] s} e

Ak toto dosadime do (6.1), dostanems:

e P L -

@

= yb) — @) + f o

Takto sme dostali priblizné vztahy

= (p—j+ %fyv(x) dz,  ked|y(@)| <1
(6.4)

s = Y6 —yl@) + fy(x) ked | y/(2) | > 1

Tntegraly, ktoré sa tu nachddzajua, s jednoduchsie ako integral v (6.1),
preto potitat pomocou tychto vztahov je ovela jednoduchsie ako podla (6.1).
Aj tieto vztahy s vSak len priblizné. .-
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Akej chyby sa dopustime pri ich pouéiti? Prvjr Z0 vzﬁa,hov je tym
obidva Vztahy daju najhorsi vysledok pri |4 | = 1. Preto ak chceme
odhadntt najvacsiu chybu, uvazujme o najnevyhodnejom pripade y(x) = 11).
Podla presného vztahu 6.1

b
=14+ 1de =}2(0 —a) (6.5)
Podla prvého vztahu zo (6.4)
b
1 3
s={b—-a)-l—?jdx=?(b—a) (6.8)

a

Druhy vztah (6.4) da to isté: s = —2— (b — a). Pri porovnani (6.5)

a (6.6) vidime, Ze najvacsia chyba pribliZného vztahu je 6 9.

Pri vypotéte dlzky oblika krivky treba rozdelit oblik na casti,
v ktorych je alebo | 4" | = 1, alebo | ¥’ | = 1. Vtedy chyba bude v kazdom
pripade mensia ako 6 9. Pretoie ¥'%(z) nadobida hodnotu, ktori sa
rovng 1 len v jednotlivych bodoch krivky, ak si krivku spriavne rozdelime
na &asti, bude chyba menSia ako 6 9, Dltky priamodiarych tsekov
netreba hfadat podla pribliZného vztahu.

Presktimame priklady.

1. Njdite dizku oblika paraboly y = 22 od bodu (0,0) po bod (2,4)2).

Néjdeme hodnotu derivdcie 4 = 2z pre rézne x. Prex = 0,5say’ = 1
a je vadsia ako jedna pri 2 > 0,5. Preto dlzku oblika (s,) zodpovedajticu
zmene & od 0 do 0,5 ndjdeme pomocou prvého vztahu (6.4) a dizku (s)
zodpovedajicu zmene x od 0,5 do 2 ndjdeme podla druhého vztahu:

0,5

ﬁ:mﬁgm+ﬂﬁfox_O5+2£%ﬁ:0%

o

d
@:4—m%+m5fggz&%+a%m2—mam:£w

1) Ak y'(x) = 1, tak y(x) = = + c. Graf tejto funkeie je priamka.
2) V tyehto prikladoch poéitame na dve platné desatinné miesta.
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Hladand dizka oblika
s =8 + 8 = 0,58 + 4,10 = 4,68

Vypoéitame presni hodnotu dizky oblika podla vztahu 6.1:
2
4 = j Vl + 422 de
0
Zavedieme substitticiu 22 = z a podla vzorca 33 (str. 166) dostaneme:
e 1 1 e =
H/l + dx2dx = 5 [x V4:E2 + 14+ ?ln (22 + V4m2 -} 1)] (6.7)

O spréavnosti vzorca sa mozeme presveddit tak, Ze pravi stranu

(6.7) zderivujeme.
Pouzitim (6.7) dostaneme:

g = }2_ [2Vﬁ+%—ln(4 + Vﬁ)] — 4,65

Chyba pri vypotte podla vztahu (6.4) je asi 0.7 9%,

2. Najdite dlzku oblika krivky y = e* od bodu (0,1) po bod (1, e).

V tomto pripade y’ = e® a pri zmene x od 0 do 1 derivdcia rastie
od 1 do e. Preto pouzijeme druhy vzfah (6.4)

dx
s§=el—ed + 05[; =272 —1—0,5[e*]} = 2,04

7 presného vztahu vychddza hodnota dliky oblika (pozri lohy 2
a4 v ¢l b)

—— = 1. JT—e—1 1/2
= — — = 2,00
2= I +7 VZ*zhlw 2+ 1 V2+1
X Chyba priblizného vypoétu je 2 %.

Niekedy priblizne potitame dizku oblika
pomocou rozvoja integrovanej funkeie v (6.1)
do mocninového radu podla mocnin z. Ak

30"

B somemnpel

0 x pritom zachovéme patritny potet ¢lenov roz-
/ voja, moseme dostat hodnotu dizky oblika

/ s Tubovolnym stupiiom presnosti.
Presktimame priklad. Uréime dizku krui.-
Obr. 81 nice. Budeme hladat diZku s oblika kruznice,

202

ktory zodpoveds stredovému uhlu 30° (obr. 81). Dizka celej kruznice €' = 12s.
Je zrejmé, ze dostaneme taky integril ako v 9.3, no s inou hornou hranicou

- J‘ Rdx
V_RZ_ 2

Poznamenajme, ze 04 = R . sin 30° = % R. Preto

= f ]/Rz = (6.8)

Vyraz pod integrdlom upravime nasledujiicim spdsobom

R R 1

/R —a2 RV(

T
F“—(i—)zz[l‘(f)]z

R

Ale
(6.9)

Vyraz (6.9) rozlozime podla binomického rozvojal). Preto poloZime

T 2
(—) = t. Dostaneme:

2 \2]-% -+ 1 ] 5 35 B
[1—(5)] = [t B Lo gl e P i e

1 [x\2 3 [x\4 5 [xz\¢ 35 [z
=t (7 +v (3 tw(E) +@(§) e 010

Po dosadeni (6.10) do (6.8) a in‘aegrovani dostaneme:

1 5 35
Sl e R+4o st 7ol ot
11 3 5 35
+"'_R[?+E+ 40 .32 +16.7.27+128.9.2°+'“] (gLl

1) Pozri kap. II, vztah 20.3.
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Vidime, #e ¢leny radu (6.11) velmi rychle klesaji. Aby sme dostali s,

staé{ vziat niekolko prvych é&lenov radu. Ak vezmeme len jeden &len,
1

dostaneme s = ?R, z Soho dl¥ka celej kruZnice €' = 6R. Ak sa vezmu
dva tleny, dostaneme s = 0,521R, ¢ = 6,252R. Tri éleny radu daju s =
= 0,623R, C = 6,276R atd.

Vieme, #e dizka kruZnice 0 = 2nR. Ak 2nR porovnime s ndjdenymi
vysledkami, dostaneme priblizni hodnotu &isla 7:

3, 3,126 3,138 ...

(%m viac 8lenov radu (6.11) vezmeme, tym dostaneme presnejiin
hodnotu 7. Hodnota &sla m na sedem platnych desatinnych miest
je 3,141 5926.

Cvidenia

1. Pouitim pribliznych vztahov najdite dizku oblika retazovky medzi bodmi
z =0 az=2(a=1). Vysledok porovnajte s presnou hodnotou dizky oblika.

2. N4jdite dizku oblika hyperboly zy = —1 od bodu (0,5, —2) po bod (1, 1).

Poznémka: V tomto pripade nedostaneme presné riefenie, pretoZe integral
v (6.1) nemdze byt vyjadreny pomocou elementarnych funkeii.

3. Zistite pribliznt hodnotu &isla 7, ak na vypoget poufijete dizku oblika
krugnice so stredovym uhlom 45° (ponechajte tri, Styri a pét élenov radu).

7. V¥POCET OBJEMOV. OBJEM A POVRCH ROTACNEHO
TELESA

V &l 14, kapitoly T sme dostali vztah

V = [ S(z) do (7.1)

To

kde S(z) je obsah rezu telesa rovinou kolmou na os z a prechddzajicou
cez bod @ (odportifame zopakovat si odvodenie tohto vztahu).

Pomocou tohto vztahu sme dostali vyraz pre objem ihlana. Doslovne
takym istym sposobom sa zfska objem kuzela. Nech potiatok stradnico-
vého systému sa nachddza v strede kruhu, ktory lezi v zdkladni kuZela.
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Os x nech mé kladny smer v smere vyiky kuzela (obr.82). S (z) je rez
kuZela rovinou kolmou na vyiku a vzdialenou od zakladne kuZela
o dl#ku vzdialenosti . Tymto rezom je kruh s polomerom ry. Z podobnosti
trojubolnikoy -
rp  H—a
rH
kde # jo polomer zakladne, H - vytka kusela,

4 tohto ry = —;;—T- (H — ) a teda

H ) i
7 2
V=f7r—H—z-(H--m)2dxz—;I_z_. (H —z)2 dx =
0 0
_ [@—1)3 B s 2 H
g |3 |0 3H2 T3

Pre vypotet objemu gule poloZime podiatok stiradnicového systému do
stredu najvédSieho kruhu a os « nech le#fi v smere priemeru gule
kolmo na rovinu tohto najviésicho kruhu.

Rezom kolmym na os = a vzdialenym X
od podiatku sdradnicového systému o dizku
# je kruh s polomerom R;. Podla Pythago-

rovej vety Ry = Vm Preto for==
. _‘__’; H
S(z) = nRZ = m(R2 — x?)
r —————
V=fW{R2—$2)dx:n[R2m— b TN
0 o}
x3 R 4
- ?:I 0 - 3 e Obr. 82

Zo vzfahu (7.1) vyplyva Cavalieriho principl): nech medzi dvoma
rovnobeznymi rovinami « a f su dve telesd. Ak rez tychto telies s Tubo-

) Cavalieri — taliansky matematik z prvej polovice XVII. storodia. Spome-
nuty prineip bol vysloveny v podstate bez dokazu v jeho knihe: ,,NestdeliteIns
geometria‘ roku 1635.
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volnou rovinou rovnobeinou s o a f s obrazece s rovnakym obsahom
{rovnajice sa integrandu S(z)), tak aj objemy tychto telies st rovnaké.

Nech teleso dostaneme rotdciou obrazca zobrazeného na obr. 83 okolo

osi @ (obrazce takéhoto tvaru sa nazy-

¢ vaji krivoéiare lichobezniky). V tomto
A pripade rez je kruh polomeru y = f(z)
: a S(z) = ny? Ak pouZijeme 7.1, do-

staneme ,
V—n|yde (7.2)

4] r b X @
Obr. 83 Najdime napr. objem telesa, ktoré

dostaneme pri rotdcii hornej polovice

2 7 v L & W
elipsy z—i + ubyf; = 1 okolo osi 2. Toto teleso sa nazyva rotaény elipsoid.

b j—— B W
Z rovnice elipsy y = ;Vaz —a? a zo (7.2) vyplyva, Ze

Pri @ = b = R dostaneme objem gule s polomerom R.

Odvodime teraz vztah pre povrch rotaéného telesa (obr. 84). Skii-
majme teleso ohraniéené ,
rezmi, ktoré idd cez body
xz a =z -+ dx. Oznaéme po-
vrch pldsta tohto telesa
ako dF. Ak ho pokladdme
za zrezany kuzel, dosta-

neme:

dF = nly(z) + yl@ +
+ dz)] ds

kde ds je dizka malého
useku krivky, pricom ds =
= ]/1 + y'¥(x) dx (pozri dl, Obr. 84
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5). Stdet y(x) + y(x + dz) mosno nahradit vyrazom 2y(z), ak velidinu
y'() de v porovnani s y(x) zanedbdmel).
Preto '

dF = 2my(x) Vl + y'2(z) dx
Cely obsah rotatne; plochy je:

b
F=2n [y T+ y22) da (7.3)

Pomocou tohto vztahu Tahko ndjdeme povrch gule. Gulu dostaneme

rotaciou hornej polkruznice okolo osi . Rovnica kruznice je 22 4 52 — g2,
odkial

o Gr

Po dosadeni do (7.8) dostaneme:

13

F=2r |2 45— 2rex]” = 2na?
Vaz —_— 2 s

—a

Cvidenia

1. Najdite objem valcovitého odseku, t. j. telesa
odseknutého z rotaéného kruhového valea s polome-
rom R rovinou, vedenou priemerom zékladne valca
pod uhlom o (obr. 85).

2. Néjdite objem kugela, ak ho povaZujeme za ro-
tadné teleso, ktoré dostaneme rotdciou pravouhlého troj-
uholnika okolo jednej z joho odvesien. Oby. 85

3. Najdite objem telesa, ktoré dostaneme rotdciou

obrazea ohrani¢eného zhora &iarou i = Vx, zdola osou x, sprava kolmicou z — 3.

8. ZOSTROJOVANIE GRAFOV

Najjednoduchif spdsob zostrojit graf funkeie f(z) je vo vypoditani
hodndt f(z,) pre velky poéet bodov w,; pritom sa obytajne body =z,

!) Poznamendvames, %6 vo viraze dF stdet Y(@) + y(x + dz) sa nasobi ds, takde
velitina, ktortt zanedbivame, je druhého stupiia do ds ~ du,

~
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berti v tvare xy = xo - na; n =0, +1, +2, ... Tento spbsob, pravda,
nie je ekonomicky. Preto, aby sme preskimali zmenu funkcie na intervale
Az, treba volit krok a ovela mendf ako Az: a < Az. No pri malom kroku
je potrebné velmi vela bodov, aby sa obsiahla celd cast oboru
definieie, ktord nis zaujima,

Metddy vysvetlend v éldnkoch 1 a 2 dovoluji velmi rychle a spolahliva
zostrojit graf a predstavit si tvar krivky. Preto predovietkym treba
néjst na grafe vyznadne body, t. j. body maxima, minima, body zlomu,
inflexné body atd.

Uké¥eme si to na priklade grafu mnohotlena tretieho stupiia, t. j.
grafu funkeie s il &)

Ak budeme poznat graf, budeme moct o funkeii dostat viac dolezitych
tdajov, napr. podet rtedlnych korefiov, intervaly, v ktorych sa korene
nachddzajt atd.

Zostrojme napr. graf funkecie

y = 0,603 — 0,762 — 3z | 2,5 (8.2)
Predovietkym ndjdeme maximum a minimum. Ak vypoéitame deri-
véiciu z (8.2), ktord sa rovna nule, dostaneme:
y = 15622 —1br —3 = 0 (8.3)
odkial ndjdeme 2, = —1, 2, = 2.

Skimajme kadi z tychto hodnot osobitne. Néjdeme preto y” : y" =
=8x—15, y¥—1=—45 < 0. To znamend, %¢ v bode z; = —1 mé

funkeia maximum,
Ymax = —0,6 — 075 +3+25= 4,25
y"(2) = 6 —15=4,5>0. Preto v bode 2, =2 mé funkeia minimum
Ymin = —2,5

Teraz sa pozrieme, ako sa bude spravat mnohotlen pri velmi velkych
hodnotach z v absolitne] hodnote. Vidime, Ze pri velmi velkych z Clen
obsahujtici 23 bude prevyfovat v absolutnej hodnote vietky ostatné
¢leny. Preto znamienko mnohodlena (8.1) bude dané znamienkom vy-
razu ax3, e ;
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Ak je a >0, tak a23 > 0 pri 2 > 0, pravé rameno grafu smeruje
nahor; ax3 < 0 pri z << 0, Iavé rameno grafu smeruje nadol. Je jasné, Ze
pri @ << 0 lavé rameno smeruje nahor a pravé nadol.

Ndjdeme inflexné body. Z toho, ¢o sme si povedali v &l. 5, je jasné,
e ak hladdme inflexné body, musime rie§if rovnicu f’(z) = 0. Ak poui-
jeme (8.3), néjdeme y" = 3z — 1,5, Z povnice y" = 0 vychddza v = 0,5,

i

1
Protode y" == 3, potom y—§ m?(m == 0,63, kde ako § je oznadend

y-ova stradnica dotytnice. Preto ak o > 0,5, tak y — § > 0, ak # < 0,5,
tak y — ¢ < 0. Na zdklade tohto mdZeme povedat, %e bod, ktory md a-ovi
stiradnicu z = 0,5, je inflexny.

Graf mnohotlena tretieho stupiia m4 vidy jediny inflexny bod. Ak y
je mnohotlen tretieho stuptia, tak y” =0 je rovnica prvého stupiia.
Rovnica prvého stuptia mé vidy jediny koret. Pretofe i — const,
potom y—j = A(z — )3 Je jasné, Ze y —4§ meni znamienko pri
prechode = cez hodnotu z,. '

Vritme sa k zostrojeniu grafu. Vypoéitajme y-ovii stradnicu in-
flexného bodu; dostaneme y == 0,88. Uréime eite smer dotyénice ku
grafu v inflexnom bode. Ak pouZi-

jeme (8.3), dostaneme tg o = 3'(0,5) = 4
= 3,38. Ak pouZijeme vietky odvo- 51
dené vysledky, dostaneme pre (8.2) 7 NG T
obr. 86. ) 3\
Zaiste, ak by sme nevypocitali 2

dalsie hodnoty funkcie, dostaneme graf,
ktory zhruba kvalitativne urduje prie- )

beh funkcie. U% takyto graf ddva moz- -3 / 2 -10
nost vypoéitat poéet koretiov (t. j. ]

potet prieseénikov grafu s osou x) 2 \J/
a urobit aké-také zavery o ich hod- "
notach. V nafom priklade na obr. 86 Obr. §6

vidime, Ze korene s tri, Ze jeden
z koreniov lezi niekde medzi hodnotami 0,5 az +2, druhy korefi je uréite
kladny (je vadi ako 2) a tretf je zéporny (je mendi ako —1).

Graf mezno spresnif, ak vypotitame hodnoty funkeie eSte pre
niekolko z. & e : om0 RE L

14 Vystia matematika 209




V nasom priklade vypoéitame ete tri hodnoty funkecie. Pri 2 =0

y = 2,5. Toto ndm dovoli lepéie si predstavit priebeh krivky medzi maximom
a minimom. Pre x = 3 y = 0,25. Tato hodnotu sme vypoéitali, aby
sme i predstavili, ako rychle sa dviha pravé rameno krivky. Analogicky
by sme dostali predstavu o rychlosti klesania lavého ramena krivky, ak
vezmeme x — —2. Dostaneme y = 1,5. Ak tieto hodnoty nanesieme,
dostaneme graf priebehu funkcie

(obr. 87). Z tohto grafu moéZeme uro-

! bit ovela presnejile zdvery o korefioch:
1 jeden koreti le#i medzi « = 0,6 a & =
¢ — 1; druhy medzi 2 =2 a x =3,

blizdie k « = 3; treti koreni je mensi
2 ako —2 (jeho hodnota je blizka k 2 =
1 \ — —2.5).

v /'2 Sy \1 ; 3"’ - - ?\f[ﬁie sa stat, Ze ak urtime de-
-1 rivéciu, ktord sa rovnd nule, nedo-
21 staneme redlne korene. To znamend,
-3 %e sktimany mnohotlen nemé ani ma-

( ximum ani minimum. PretoZe vietko,

Obr. 87 %o sme si povedali o priebehu mno-

hotlena pre &isla z v absolitnej

hodnote velmi velké, ostdva v platnosti, tak v tomto pripade

graf pretina os @ len v jednom bode (mnohoélen mé jeden redlny
koreti).

Nakoniec derivécia moze maf len jeden dvojndsobny koreil o.

Viedy mé tvar
y = Az — xo)? (8.4)

Ak integrujeme (8.4), dostaneme:
A
3

y = (& —u0)? + C (8.5)

Vidime, %e v tomto pripade sa mnohotlen li#i od tretej mocniny
(kubickej paraboly) iba kontantnym séitancom. Z (8.5) vyplyva, Ze ¥y

nemé ani maximum ani minimum (pozri priklad 2, €. 1). Graf pretina
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os z v jednom bode. Tento bod najdeme vtedy, ked v (8.5) zvolime y
tak, aby sa rovnalo nule

A
5 @—®nP+0=0

3¢

(2 —moP = — =
x_x_3 3C
=RV g

Hladat maximum a minimum mnohodélena treticho stupfia a skimat
jeho graf moZno vidy, pretoze ak polozime deriviciu rovnajicu sa
nule, dostaneme kvadratickl rovnicu, ktorej korene nie je taiko vy-
poditat.

Cvidenia

1. N4jdite maximé a minimé nasledujicich funkeii a zostrojte ich grafy:
a) y = «* — 3x? 4 2,

b) y = 23 — 3a? 4 3z — 15,

c) y = &% — 32 + 6w | 3.

2. Urdte pocet redlnych korenov rovnic:

a) 223 — 32 — 122 + 156 = 0,

b) 423 + 1622 — 18z — 2 = 0,

¢) 2a3 —a2—4x + 3 =0,

d)y ®—a242=0
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IV. FUNKCIE A GRAFY

1. FUNKONA ZAVISLOST

V prirode, technike a matematike sa velmi Casto stretdvame s funké.
nymi zdvislostami. Skutotnost, Ze kaZdej hodnote x zodpovedd uréitd
hodnota y, nazyvame funkénd zavislost veli¢iny (y) od (x)!).

Velidina « sa nazyva nezdvisle premennid a y je funkciou tejto
premennej. Niekedy sa vSak nazyva i argumentom tejto funkecie. Tieto
pojmy vysvetlime na niekolkych prikladoch z geometrie a fyziky:

1. Objem gule V je funkciou jej polomeru r

_47:

4 73
2. Objem kuzela V s danou vyfkou A zdvisi od polomeru jeho

podstavy r

V= % mwreh

3. Draha volného padu s zavisi od ¢asu £, ktory uplynul od okamihu
zabiatku padu

1
= —_— tz
§= 57
4. Intenzita pridu I podla Ohmovho zdkona zdvisi od odporu vodita R
pri danom potencidlovom rozdiele U/

U

I=— (L.1)

1) V dalsom texte uf & a y nebudeme dévat do zétvoriek,
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Mohli by sme este uviest vela takychto prikladov. Vo vitdine pripadov
v prirode aj technike, funkeia, ktord nds zaujima, zdvisi od niekolkych
veli¢in. Napriklad aj v poslednom priklade intenzita zivisi od dvoch
velitin: od potencidlového rozdielu U a od odporu vodita E. Objem
kuZela zdvisi od jeho vysky % a od polomeru podstavy 7.

Ak vietky velitiny okrem jednej mame dané a kon$tantné, skiimame
funkeie, ktoré zdvisia len od jednej premennej. V tejto knihe sa budeme
zaoberat prevaine funkciami jednej premennej.

Majme napriklad batériu akumuldtora s danym napitim U. Budeme
menit odpor vodita R a merat intenzitu pridu I. V tomto pripade
intenzita pridu zévisi len od odporu R a velitinu U vo vztahu (1.1) povaiu-
jeme za kon§tantu.

V' matematike vyjadrujeme funkénd zévislost obyéajne takymito
vzlahmi: . g e

x—1

x4+ 1°

y=2x-+4+3, y=2a2+435, y=38%—at—a, y= x#=—1

(1.2)

Zo vztahov vidno, Ze sa zaoberdme funkciami jednej premenne;j.
Takyto vztah umoZiiuje vypotitat hodnoty funkeie pri kazdej danej hod-
note nezdvisle premennej.

Ak pozndme vztah, ktory uddva zdvislost y od x, mbieme zostavit
tabulku funkénych hodndt ¥ pre niekolko lubovolne zvolenych hodnét x
z oboru definfcie funkcie. Zostavime napriklad tab. I pre tretiu funkeiu
z (1.2). 'V hornom riadku si uvedené nami zvolené hodnoty =

a v dolnom riadku pod kazdym danym z je jeho zodpovedajtica hod-
nota y.

Tabulka 1
@ wf | a3 | 0 1 2 3
y=33—x2—p | —87 | —26 | —3 0 1 18 ‘ 69

Podla daného vztahu moino zostavit aj ovela podrobnejiiu tabulku,
ak vezmeme napr. hodnoty z = 0; 0,1; 0,2; 0,3; ... atd. Teda vztah je
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presnejii ako Iubovolnd tabulka. Podla vztahu moZno nislen zostavit
dant tabulku, ale mo¥no nijst aj hodnoty funkcie pre tie mnezdvisle
premenné z, ktoré dand tabulka neobgahuje. Na druhej strane je tabulka
vyhodnejiia, pretoZe pomocou nej moZno rychlejdie najst hodnotu y
pre dané x, ked  je v tabulke, pretoZe vypodty podla vztahu sme uz urobili
pri zostavovani tabulky.

Ak teda pozndme zikon skimaného javu, mdzeme ho vyjadrit
vzfahom. Mé¥e nastat aj taky pripad, Ze fyzik alebo chemik, biolog,
technik mo¥e dat len vysledky uskutolnenych pokusov — zdvislost
skimanej velidiny od velitiny danej pri realizdcii pokusu, napr. pri
hladani zdvislosti odporu vodita od jeho teploty. V tomto pripade
funkénd zévislost moze byt vyjadrend len tabulkou, ktord obsahuje vy-
sledky pokusu.

Z pokusu vyplyva, %e elektricky odpor pre dany vodié¢ zo zndmeho
materidlu, zndmeho prierezu, zndmej dizky zévisi od teploty vodita.
Pri kazdej hodnote teploty vodida 7 md vodid urtity odpor R, preto
mo#no hovorit o funkénej zdvislosti R od 7'

Meranim mo#no najst hodnoty R pre rozne teploty 7' a takymto spo-
sobom néjst zévislost R(T), pritom vysledkom pokusu je tab. 2, v ktorej
stt dané hodnoty R pri réznych T, napr.:

Tabulka 2
T [°C] a2 25° 50° 75° 100°
RO 112,0 118,4 124,6 130,3 135,2

Ak nds zaujimaju hodnoty R pri teplotéch, ktoré tabulka neobsahuje,
musime urobit dopliiujice merania, pretoie nepoznéme presny vztah,
ktory udéva zévislost R(T). Moieme viak zvolit priblizny vztah, ktory
by sthlasil s pokusom pre tie teploty, pri ktorych sa meranie robilo.
Vezmime napr. vztah

R = 112,0 + 0,272T — 0,00047
a zostavme podla neho tab. 3.
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Tabulka 3
n * 0 25 50 75 100
R (zo vztahu) l 112,0 118,55 124,6 130,15 135,2 ‘

Vztah udiva hodnoty B velmi blizke hodnotdm z pokusu pre tie
teploty, pri ktorych sa merania robili. Z tab. 3 vyplyva, e vztah presne
vystihuje funként zédvislost E(T) pre stredné teploty (10 °C—80 °C). Aviak
pouZitim vzfahu za hranicami skimaného intervalu (napr. pri —200 °C,
alebo —500 °C) vznikaji chyby, nakolko niet dévodu, aby sme R(T)
vyjadrovali kvadratickym trojclenom.

Vztahy, ktoré ziskame z vysledkov merani a nie teoreticky, nazyvame
empirické, t. j. skdsenostné, zakladajiace sa na pokusoch.

2. SURADNICE

Pre nazornost zobrazujeme funkénd zdvislost na obrdzku (grafe)
pomocou suradnic. Majme v rovine dve navzdjom kolmé priamky. Vodo-
rovni oznacime ,,08 2 alebo ,,08 abscis® a zvisla ,,08 y*“ alebo ,,0s ordi-
ndte, Prieseénik osi x a y nazyvame , poéiatkom si-
radnicového systému® (bod 0 na obr. §§). Rovinu, y Alx=2,y24)
v ktorej sme zaviedli siradnicovy systém, si pred- c ___T
stavujeme ako zvisli stenu proti sediacemu cditate- I
lovi. Os 2 orientujeme zlava doprava a os y zdola I

|

nahor. |
Dvojica hodndt x a y, napr. x =2, y =4 je _

zobrazend na obrdzku jednym bodom (bod 4). Po- ¢ 4 )

lohu tohto bodu uréuju nasledujice podmienky: Obr. 88

kolmica AB spustend z bodu 4 na os x ohrani-

¢uje na tejto osi usek OB, ktory sa rovnd dvom jednotkim dizky; tsek
OB od pobiatku stiradnicového systému O po patu kolmice B pokla-
ddme za kladny a zodpovedd kladnej hodnote @, ked bod B le#i napravo
od bodu 0.
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Kolmica AC, spustend z bodu 4 na os y, ohrani¢uje na osi y asek OC,
ktorého velkost sa rovnd 4 jednotkdm dizky. Ak péta kolmice spustend
z bodu A na os ¥ lezi nad potiatkom stiradnicového systému, je hodnota y
kladna. Kladny smer osi oznadujeme Sipkou a pismenom, oznaéujtcim,
o ktord os ide. Hovorime, Ze &im vadsie je y,
tym vysie lezi nim uréeny bod, zéporné hod-
noty y lezia pod kladnymi. Funkéni zavislost

Al2,4)

je najvhodnejdie zostrojovat na milimetrovy
papier.

Dalezité je naudit sa na obradzku priamo
vyznacift bod A, zodpovedajtci hodnotam
x a y. Nie je vhodné rysovat do obrazku dal-

o
=
N
W
: T
|
|
]
L e ———d

T
w]
|
|
Ft171 4 gie body B a (' pomocou preruSovanych &iar
b E(3-2) (kolmic AB aA(), a tym prepliovat obrazok.

Obr. 89 Ziporné hodnoty w odéitame nalavo
od O a zéporné hodnoty y odéitavame na-
dol od O. Na obr. &9 je znizornené niekolko bodov, pre ktoré x a y maju
rézne znamienka. Zistite, ¢i body na obr. §9 si zakreslené spravne.
St to nasledujtce body:

Dixg=—2y=3
Fre=—1,y=—1

Suradnice bodov sa niekedy oznaéuja skratene, v hranatych zatvor-
kéch hned za oznadenim bodu, prifom na prvom mieste piSeme hodnotu «
(abscisu bodu), na druhom mieste hodnotu y (ordindtu bodu), pozri obr. 89.

Saradnicové osi rozdeluja rovinu ob-

razka na 4 ¢asti — kvadranty (pozri y
obr. 90). V kazdom kvadrante maji hodnoty . + |+
x a y presne stanovené znamienko. V 1. kvad- =
: 3 2 ﬂ I
rante @ >0, ¥ >0, t. j..z a y si kladné;
v druhom kvadrante z <0, y >0, t. j. = 2 E -

je zdporné a y je kladné; v III. kvadrante T v
<0, y<0, t. j. z a y sa ziporné; - -
v IV. kvadrante z > 0, ¥ < 0, t. j. = je
kladné a y je zdporné. Znamienka v jednotli- Obr. 90
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vych kvadrantoch pozri na obr. 90. Porovnajte tieto hodnoty s hodno-
tami siradnic bodov 4, D, E, F na obr. §9.

Ak m4 bod G (obr. 91) x = 0, bod ¢ lezi na osi y; kolmica z & na os z
je totoind s osou y. To znamend, e pita kolmice je totoZnd s potiatkom
stradnicového systému 0. Pretoze vzdiale-
nost pity kolmice od pociatku sdradnico- ¥
vého systému sa rovna nule, mo#no povedat, el
ze z-ové suradnica bodu @, leziaceho na osi
¥, sa rovnéd nule. Ak bod F md y = 0, tak

lezi na osi #, pridom kolmica z bodu F 0o Bl

spustend na os y je totoind s osou z a pita Lo Hio-1) !
kolmice je totoZnd s podiatkom siradnico-
vého systému O,
Na obr. 91 si priklady takgch bodov: bl
Gix=0,y=3, Fiz =2 y=0

Har=0y=—1 Kiz=-=3y=0

Bod, ktory ma x = 0, y = 0, je potiatok stradnicového systému.

Vyssie sme radili nevyndat do obrdzku pity kolmic, t. j. ne-
postupovat tak, ako to bolo na obr. 88 a 89. Na obr. 88 bolo treba ne-
vyhnutne zaznaéit bod 4 (z =2, y = 4), prid¢om body B a C boli po-
mocné len na zostrojenie bodu A. Boli uZitotné len vtedy, ked sme
robili prvy krok, ked sme prvy raz urdovali stradnice. Treba sa naudit
priamo rysovat bod 4; ak st na obridzku nanesené aj body B a C, mb-
Zeme si mysliet, Ze sme mali zostrojif 3 body: 4 (2,4), B (2,0), C (0,4).
Musime sa dokonale nauéit zostro-
ic jovat body =z, t. j. nandfat siradnice
8 kladnymi, zdpornymi a nulovymi hod-
notami pre x a y. Tak isto sa musime
nautit rychle uréovat, hoei len pri-
blizne, sprivne hodnoty « a ¥ pre body
narysované na obrazku.

Y

e O
@

i L Cvidenie

. - L. Uréte stradnice bodov od 4 do O
Obr. 92 o ‘narysované na obr. 92. '
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¥ 3. GEOMETRICFE VEI:IGINY VYJADRENE
POMOCOU SURADNIC
Alx.Y)

BT ! Dve éisla — hodnoty x a y — uréuji polohu
< I bodu v rovine. Preto aj vietky geometrické veli-
. G | / ¢iny, ktoré sa k tomuto bodu vztahuji, mozZno

I vyjadrit pomocou stradnic bodu.
0 2R ’ Néjdime vzdialenost bodu A4 so siradni-
Obr, 93 cami 2 a y od podiatku stradnicového systému,

t. j. dlzkn tsetky » = 04, ktord spdja podiatok
stradnicového systému O s bodom 4 (obr. 93). Najdime aj uhol « (e—,,alfa*
prvé pismeno gréckej abecedy)!) medzi priamkou 04 a osou z. Vedme
pomocné tsetky AB a AC. Ditka OB sa rovné |z |, di¥ka 4B sa rovné
dftke OC, t.j. | ¥ |. Z pravouhlého trojuholnika O4 B podla Pythagorovej

vety plati:
(DA =12 = (OB)? + (AB)? = ? + 2

VFTT
Dalej pre tangens uhla o dostaneme:
i _AB gy
EB*=0B ~ =

Nech napr. ¢ = 2, y = 3 (obr. 93). Vtedy r = |13 =3,6
3
— = 56°
arctg 3

Vidime, #e uhol o sa vidy uréuje od kladného smeru osi x, preto napr.
ak y =2, x=—2 (obr. 94), je uhol « tupy,

2 5 ¥
tga:T—?=—1,(x= 135°.
Ked bod lezi pod osou z, je zvykom potitat
uhol « od kladnej &asti osi x smerom nadol, pri- N‘
tom ho pokladdme za zdporny. Na obr. 95 su -~ ~
dva priklady: bod 4 (z = 2, y = —2), ktorého g
uhol & = —45° a bod B (x = —3, y = —3), pre Obr. 94

1) Grécka abeceda a ndzvy gréckych pismen su na konei knihy, na str. 528.
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tento bod sa uhol o = —135°. Na ziklade tohto moZno usnadif, Ze uhol o
pre lubovolny bod je v medziach od —180° do +180°.

TLahko sa riefi aj opa¢nd uloha: nech sa bod 4 nachadza vo vzdiale-
nosti r od poéiatku stradnicového systému O a tsecka 04 s osou z
(rozumie sa kladnou, pravou Gastou osi z)

nech tvori uhol o«. Uloha znie: néjdite sa- y
radnice bodu 4. Ak pozrieme na obr. 93,
mézeme pisaf: o )
@ =7eos ¥
yo==rsin g
A
Tieto vztahy platia pre lubovolné, klad-

né a zdporné uhly «. Uddvajt hodnoty z a y Obr. 95
v lubovolnom kvadrante.

Prejdime k tlohdém s dvoma bodmi 4; a A,; siradnice prvého
bodu oznadime z;, ¥, suradnice druhého bodu =, ¥ (obr. 96).
Nijdeme vzdialenosf #, medzi tymito
bodmi a uhol &; medzi tsetkou 4.4,
a osou zx!).

Vedme bodom A; priamku rovnobeZnt
s osou x a cez bod A, priamku rovno-
bezntt s osou y. Na obr. 96 s priamky na-
znatené prerufovane a ich prieseénik sa
ozna¢i B. V trojuholniku A4,4,B dizka
tselky A;B je |a,—a |, dlika tusetky
Obr. 96 AB je | y2 — y1 |. Vsetky konstruk-

1) Oznacenia dolu pri pismenéch nazyvame indexy. Po latinsky znamend index
,ukazovatel*. Nesmieme si ho mylit s moenitelom (exponentom). Rovnaké pismend
s réznymi indexami Yo, #1, Y2, Y3, Ya, Yo 82 Pidu namiesto réznych pismen, aby sa
ukdzalo, %o ide o podobné (no sucasne rézne) velitiny. Tak napr. z; a z, sa dve
volitiny vztahujice sa na os &, obidve st z-ové stradnice bodu, no siéasne sa vztahuja
na dva rézne body. Veliiny oznafené réznymi pfsmenami, no s rovnakym indexom
sa vziahuji na jeden a ten isty bod: 4, je oznaéenie bodu, %, je jeho z-ova stiradnica a y;
jo y-ovd stradnica. Niekedy sa pidu i dva indexy, napr. r; ¢ita sa er jedna — dve
a nie er dvandst., Pomocou nich sa oznaduje napr. vzdialenost medzi prvym
bodom (4,;) a druhym (45).
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cie trojuholnika A4,4,B st podobné ako konStrukcia na obr. 931).
Z Pythagorove] vety dostaneme:

r12 = V(mz — &) 4 (g2 — )

Thol oy, sa uréi z podmienky

¥ Ay(3,3)

,/IT tg 12 = L yl (31)
! Xz — X7
a2 =T 4

LR

-8 Musime sa presvedéif, & pri Iu-
bovolnych znamienkach vsetkych Sty-
roch hodndt =, x;, %1, ¥ a pri lu-
Obr, 97 bovolnych vztahoch x> a;, x << a3,

Y1 > Y2, Y1 < ¥z su vzfahy spravne?),

Tak napr, na obr. 97 st narysované dva body 4, (z; = —2, y, = 1),

Ay (e, = 3, y3 = 3), v ktorych je 2, < 0, x; > 0. V tomto pripade dizka
tselky A4;B sa rovnd stdtu absolitnych hodn6t?). |2 | =2, |2;| =3,
Toto zodpovedé vieobecnému vztahu

AB=|m—a|=|3—(=2)|=[3+
+2|=|5|=5

y

teda st spravne aj vzorce pre ri; & tgoas.
Budeme riedit aj dlohy, ktoré sa vzta-

huji na tri body: 4, 42, A;. Ako zistime

vypoétom pomocou siradnic bodov a bez 7o X

zostrojenia bodov, & dané body lezia na jed- Obr. 98

nej priamke? Je zrejmé, ze ked uhol tsetky

A,A, s osou x, gz sa rovnad uhlu o usetky 4,45 s osou z, to znamend,

e usetky 4,4, a A 45 lezia na jednej priamke. Na obr. 98 je pripad, ked

1) Plati pre pripad, Ze tsctka 4,4 nie je rovnobeini s niektorou siradnicovou
osou. Pozn. prekl.

2) Spréavnost vztahu pre vzdialenost bodov treba overit aj v pripade rovnosti
stiradnic. Pozn. prekl.

3) Dve zvislé Siarky oznatuju ,,absolitnu hodnotu”. Pre nezdporné d&isla
{(kladné a 0) sa tym nié nezmeni: | 3 | = 3, | 0,1 | = 0,1, | 0 | = 0. Absoltitna hodnota
zdporného &isla je kladnéd a rovnd sa sdéinu (—1)a, fiZe |a | = —a. Napriklad
| —3| =3, | —0,1| =0,1. Niekedy sa pouziva slovo ,modul® | —3| — modul
minus troch sa rovna trom.
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o1z > ouz, potom bod Aj lezi nad priamkou idtcou bodmi 4,4; a z tohto
obrdzka vidno, Ze ak by uhol &3 sa rovnal a2, potom by bod A3 lezal na
priamke predlzujicej tsedku A14,;.

Z vyrazu pre tangens uhla (3.1) vyplyva, %e pri oz = o
pre stradnice bodov plati vztah

Y21 Y4 (3.2)

Xy — X1 X3 — X

Bez poutitia trigonometrie
mozno povedat, Ze vztah (3.2)
je podmienkou podobnosti dvoch
pravouhlych trojuholnikov 4,4,8
a A4145C. Z podobnosti trojuhol-
nikov vyplyva rovnost uhla pri
vrchole A;.

Vztah (3.2) mo#no pouzit Obr. 99
i v tom pripade, ked bod 4,
lezi medzi bodmi 4, a A; (obr. 99). Ak tri body leZia na jednej priamlke,
z podobnosti 44,8 a 4,430 vyplyva tmera (3.2). V priklade ukizanom
na obr. 99 je a3 —x; <0, y3—y; <0, ich pomer je kladny a rovni
sa pomeru dvoch kladnych veli¢in @ — 2, a 4, — y;.

Cvidenia

1. V gsturadnicovej rovine vyneste bedy (1, 1), (—1, 1), (—1, —1), (I, —1).

2. Vynmeste body (1, 5), (5, 1), (—1, 5), (—5, 1), (—1, —8), (—b, —1), (1, —5),
(5, —1).

3. Vyneste body (0, 4), (0, —4), (4, 0), (—4, 0).

4. Vypoéitajte vzdialenost od poéiatku sdradnicového systému a uhol « pre
body (1, 1), (2, —2), (—3, 3), (—4, 4).

5. Uréte vzdialenost dvoch bodov: 4, (1, 1), 45(1, —1); 4;(1, 1), 4, (—1, —1);
4, (2, 4), Az (4, 2); 4, (—2, —4), 4;(—4, —2).

6. Zistite, ¢i trojica bodov leZi na jednej priamke:

A, (0, 0), 4, (2, 3), 4; (4, 6);
A, (0, 0), A, (2, 3), Az (—2, —3);
A, (0, 0), A2 (2, 3), As (—2, 3).

7. Najdite stradnice vrcholov &tvorea so stranou a, ak uhloprietky Etvoreca
80 totoZné s osami z & y.
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8. Néjdite sdradnice vroholov pravidelného gestuholnika so stranou a, ak
jedna z jeho uhlopriedok je toto¥né s osou » a stred lezi v poéiatku stradnicového
systému.

9. a) Napiite suradnice vreholov rovnostranného trojuholnika so stranou a,
ktorého zdkladha leii na osi @ a protilahly vrehol na osi y.

b) To isté urobte v pripade, ak zakladna leZi na osi z a vrehol jedného z uhlov
je totozny s podiatkom siradnicového systému.

10. Je dany bod A; so saradnicami @1, ¥1. Napiite suradnice bodu 4, siimerne
zdrugeného podla osi @ s A4, siradnice bodu A; sumerne zdruZensého s 4, podla
osi y a suradnice bodu A, stimerne zdrufeného s A4, podla poéiatku siradnicovej

sustavy.

4. GRAF FUNKCIE. ROVNICA PRIAMKY

V &l. 2 sme ukézali, e kazdej dvojici #, y zodpovedd v rovine jediny
bod. Ak je y urtitd funkeia z, to znamend, e kaZde] hodnote z zodpoveda
hodnota y. Pre rozne hodnoty » néjdeme im zodpovedajice hodnoty ¥
a tieto dvojice hodndt ndm daji mnoZinu bodov v rovine. Ak zvadsujeme
podet jednotlivych hodndt » tak, Ze si Coraz blizsie, tak nakoniec body
splyntt do stvislej giary — do krivky. Této krivka sa nazyva graf
funkecie. ,

V skutoénosti stadi naniest niekolko bodov a ostatné body ako
aj cely graf funkcie dostaneme, ak nanesené body pospdjame suvis-
lou Yiarou. Aby sme sa pritom nedopustili velkych chyb, treba
maf vieobecnd predstavu o tvare &iar, ktoré zndzorfiuji rézne funkcie.

Presktmajme tzv. linedrnu z4-

vislost Tabulka 4
y=kx+ g
Nech napr. © 0 1 2 3
y=2x+1 -
Y 1 3 5 T
Zostrojime mniekolko bodov, pre

ktord st x a y udané v tab. 4.

Tieto body vynesieme do grafu (obr. 100). Hned vidiet, Ze tieto body
lezia na jednej priamke. Ak v tomto pripade vedieme priamku (odtial
nézov ,linedrna zdvislost®, ,linedrna funkeia®), dostaneme cely graf
funkeie. Pre Iubovolné =z, bod, ktory mé stradnice (v, y), leii na
priamke.
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Pre TubovoInd funkeiu tvaru y = kx + ¢ pre k aj ¢q rézne doka-
Zeme, %e vietky jej body leZia na jednej priamke. Prekontrolujeme, &i
podmienka odvodend na konci él. 3 je splnend pre Tubovolnt tro-
jicu bodov grafu. Vezmeme dva body A(z;, 71) a B(xy, y). Ich st-
radnice musia spltiat rovnicu y = kx + ¢q. Vtedy

Y
Yo —y1 = kxz + g — (k21 + q) = k(z: — 2,) ’
odkial
Yo—Y1 _ k
Ty — X1
Pomer nezdvisi od 2; a x;. Pre Iubovolntt int
dvojicu bodov z grafu, a teda aj pre dvojicu bo-
dov 4 (z;, y1) a C(x3, ys), dostaneme:
ya— y . o X
T Obr. 100

To znamend, Ze pre lTubovolIni trojicu bodov grafu 4 (x,, 1), B (22, v2),
C(z3, ¥3) je sprdvny vztah
Y2—¥i . H—Hh

X2 — X1 T3 — Xy

t.j. body 4, B, C lefia na jednej priamke. Z toho vyplyva, Ze vietky
body grafu funkcie y = kv + ¢ leZia na jednej priamke. MoZno povedat,
ze grafom funkeie y = kz + ¢ je priamka.

Rovnica y = kx + ¢ sa nazyva rovnica priamky. Koeficient & (smer-
nica priamky) uréuje tangens uhla medzi priamkou a osou z. Ak v rovnici
priamky poloZime z — 0, dostaneme y = ¢q. Z toho vyplyva, Ze jeden
z bodov priamky je bod (0, g). Tento bod lezi na osi ¥ vo vyfke ¢ nad
potiatkom suradnicovej ststavy. Ak je ¢ < 0, tak bod le#i pod poliatkom
sturadnicovej sustavy. Teda g je y-ovéd stradnica priesetnika priamky
s osou y a |g| je dlzka tsetky, ktord priamka vytina na osi y
(na obr. 100 q = 1).

Ak chceme zostrojit priamku zodpovedajicu danej rovnici, nie je
potrebné vypocitat stiradnice velkého mnoZstva bodov a naniest ich na
graf: stac¢i zostrojit dva body, a tym je priamka prechidzajtica tymito
dvoma bodmi jednoznaéne urdend. Je napr. vhodné braf dva body
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2=0,y=qa =1, y =g+ k a viest priamku tymito bodmi. Ako
druhy bod mo#no tiek vziaf prieseénfk priamky s osou @(x = o, y = 0).
Z podmienky y = kxo 4 ¢ = 0 vyplyva xo = — %

Délezité je precvidit sa v zostrojovani grafov, aby sme si vedeli hned
z pohladu na rovnicu predstavit priebeh a polohu zodpovedajicej éiary.

Pre linedrnu funkeiu, ktorej grafom je priamka, je to velmi jedno-
duché. Ved v skutoénosti priebeh priamky zavisi len od dvoch velitin k&
a g, ktoré sa v rovnici priamky nachéddzaji. Teda je potrebné presktimat
niekolko pripadov: k méZe byt kladné alebo zédporné, k modze byt vicsie
alebo mensie v absolitnej hodnote ako 1 (va&Sie ako 1 alebo mensie ako 1),
g moze byt kladné alebo zdporné.

Ukézeme, ako to mozno urobif.

Za¢neme s pripadom g = 0, t.j. s rovnicou y = kz. Zodpovedajica
priamka prechddza potiatkom stradnicového systému, t.j. cez bod
=0, y="0. Na obr. 101 je zobrazené niekolko priamok pre rézne k:
E=01;k=1;k=—01; k =—1; k =—10. Hodnoty k& pre jednotlivé
priamky s na obrdzku naznacené z oboch strén kazdej priamky. Overte
si spravnost zostrojenia kazdej danej priamky a presvedéte sa o platnosti
nasledujicich vieobecnych zaverov:

1. Ak je k>0, priamka le#f v I. a ITI. kvadrante, ak je k <0,
priamka lezi v 11 a IV. kvadrante.

2. Pre k = 1 podla uvedeného
lezi priamka v I. a III. kvadrante.
Cast priamky leziaca v 1. kvadrante
zviera 8 osou z uhol « = 45°, t. j.
rozdeluje uhol medzi osou = a y na
polovicu. Treba pripomentt, Ze pod
slovami ,,uhol s osou z*° rozumieme
uhol s kladnym smerom osi , ktory
je oznafeny #ipkou. PredlZenie
priamky do III. kvadrantu utvira

s osou z uhol o = —135° (na obr.

101 nie su uhly uvedené).
ket k=<0 3. Pre k = —1 gast priamky,
Obr. 101 ktord lezi v II. kvadrante utvdra
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s osou z uhol x = 135° a predlzenie priamky do IV. kvadrantu uhol
o = —45°,

4. Ak | k| < 1, ide priamka mierne, t. j. je bliz8ie k osi x ako k osi y
a ide tym miernejie, ¢im je menSia |k|. Ak |[k| > 1, ide priamka
strmo, blizsie k osi v ako k osi x a tym strmdie, éim je vicsia |k |.

Teraz, ked uz toto ovlidame, vySetrime vieobecny pripad priamky,
ak g je rézne od nuly. Nech je na grafe narysovand priamka s ¢ =0,
napr. y = 0,5z (obr. 102). Cim

sa od nej lifia priamky s tym 7

istym k, ale g £ 0, napr. priamka Yo=G5x+ 2
y = 0,62 + 2% Vyhodnejsie bude,

ak oznadime gy, = 0,5z a ¥y, = yusisix

= 0,6z + 21). Pri kazdom da- I
nom z je hodnota 3, o dve jed- i
notky vaciia ako .. To zna- / |
mend, e body priamky #; dosta- !
neme z bodov priamky ¥y, tak,
Ze tomu istému x bude zodpo-
vedat y zvidiensé o dve jednotky. -Obr. 102

Priamka 3, je rovnobeZnd s priam-

kou g, a le#i nad fiou vySfie o dve jednotky. Je samozrejmé, Ze toto
pravidlo je spravne pre kazdé ¢ (ak ¢ < 0, leZi priamka pod potiatkom
suradnicového systému niZdie ako priamka y = kx).

Ak vieme, ako prebiehaju priamky s rovnicami y = kx pre rozne k,
lahko si predstavime v8eobeeny priebeh priamky y = kx 4 ¢ pre rozne k
aj ¢. Ulohy na precvitenie si na konei &ldnku.

Hodnota k& v rovnici y = kr 4 ¢ sa nazyva smernica priamky,
pretoZe od nej zdvisi sklon (smer) priamky. V osobitnom pripade, ked
k = 0, dostaneme rovnicu y = ¢ (to znamend, %e y = ¢ pre rozli¢né hodnoty
). Tejto rovnici zodpovedd vodorovnd priamka, ktorej smernica sa rovnd
nule. Pre ndzornost si moZeme predstavit chodea, ktory ide po priamlke

o
>

1) Teraz pouZivame indexy v inom vyzname ako prv, %, sa vztahuje na
celu priamku, Nie je to y-ova siradnica uréitého bodu, ale y-ové stiradnica lubovolného
bodu na priamke s danym %k a ¢ = 0; ¥, je y-ova stradnica Iubovolného bodu na
priamke 8 danym % a ¢ = 2, t. ]. yo nie je ¢&islo, ale funkecia premennej x, yolx),
& podla toho ¥,(x) je iné funkcia premennej .
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zlava doprava, na stranu rasttcich hodnédt z. Ak je k > 0, ide chodec na-
hor (smernica je kladna), ak je k < 0, ide chodec nadol (z4porn4 smernica).
Veliéina & udéva pomer zmeny funkénych hodnét k zmene jej argu-
mentu:

Y@2) —yl@)  kap + b — (kay - b)

Ty — Iy Xy — 1

=k

S tymto vztahom sme sa stretli uz skor, ked sme dokazovali, 7e gra-
fom linedrnej funkeie je priamka.
V dalfom vieobecnom pripade Tubovolnej funkcie sa budeme zaoberat
vztahom
Y(x2) — y(1)

X2 — &

ktory sa rovné tangensu uhla utvoreného wsedkou, ktord spaja dva body
(%1, y(21)) & (22, y(x2)), a osou 2. Linedrna funkeia sa vyznaéuje tym, Ze tdto
hodnota je pre fiu konitantnd pre lubovolni dvojicu bodov. Nezavisi
od ; ani od ;, preto dostivame, Ze vietky body grafu linesrnej funkeie
lezia na jednej priamke.

Cvidenie
1. Zostrojte priamky: y = 3z, Yy = 3z 4 2,
y=3z—1, Yy =2—ua,
y=2_0,5mr Y = —x—3.
5. PARABOLA
Presktimajme funkeciu
Yy = ax?

pre rozne hodnoty a. Zo zadiatku vezmeme pripad ked a = 1.

Aké st vieobecné vlastnosti tejto funkeie?

1. Ako pre » > 0 tak i pre < 0 je vidy y > 0. Z tohto vyplyva,
Ze celd krivka le7f nad osou # a len v potiatku stradnicového systému sa
dotyka osi .
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2. Najmensia hodnota (minimum) sa dosahuje pri x = 0. Minimum
v 2 = 0 sa rovnd 0. Minimum na grafe je najnizgie polozeny bod krivky.

3. Pre dve hodnoty =, ktoré sa lisia len znamienkom, ale v absolitnej
hodnote st rovnaké, dostaneme hodnoty y rovnaké o do velkosti i zna-
mienka. To znamend, ze krivka je stmernd
podla osi . Y

Krivka je zakreslend na obr. 103. Na-
zyva sa parabola (pre Iubovolné hodnoty a,

a # 0).

Pre Iubovolné kladné @ md rovnica y=x?
Yy = ax? tie isté vlastnosti, ako su uvedend
vysiie pre y = a2,

Co sa stane, ak bude a < 0? Pre-
skimame pripad pre a = —2, y — — 22,
Krivka je zakreslend na obr. 104 (mierka
na obr. 104 je jemnejia ako mierka na Obr. 103
obr. 103). Vlastnosti tejto krivky si:

1. Pre Iubovolné = je y < 0. Celd krivka lesi pod osou z a osi sa
dotyka v potiatku siradnicovej sustavy.

2. Funkcia dosahuje najviéiu hodnotu (maximum) pri z = 0.
Hodnota tohto maxima je y = 0. Pripometime si, %e ziporné hodnoty s

mensie ako nula, tak¥e najvilsia (maximélna)

y hodnota y je medzi hodnotami uvedenymi v ta-

x  bulke, prive y = 0. Na grafe je maximum zobra-
zené najvyiie poloZenym bodom krivky.

3. Krivka je stmerns podla osi y, ako v pri-

pade kladného a.

Skimajme teraz podobnti rovnicu

0 ’ X

Yy = a(x — n)?

y=-2x2

Obr. 104 Vezmime napr. pripad, ked a =1, n = 3.

Krivka je zobrazend na obr. 105. Je to t4 istd

parabola ako na obr. 103, ale je posunutd v smere osi z o tri jednotky
doprava.

Tento jednoduchy poznatok sa obydajne tatko osvojuje.
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Ak je dané funkeia y = f(x) a porovndvame ju s druhou funkeciou
y = f(x — n), potom graf druhej funkeie je posunuty vzhladom na prvy
graf o n jednotiek doprava. Pritom predpokladime, ze v obidvoch pri-
padoch je f jedna a ta istd funkeia; v naSom priklade f oznacuje druhi
moeninu argumentu, t.j. drubd moe-
ninu toho, ¢o je v zdtvorkdch pod

! | znakom funkecie:
I
|I flgy =9  fh)="2
| f@) =a%  fl—w) =
| 2 flo—2) = (@ —2p
A fle—n) = w—np
I
5 = Preto je graf posunuty doprava?

Vysvetlime to podrobnej$ie. Nech
na grafe funkecie y; = f(x) existuje
nejaky vyznaény bod x = x,, akdsi
,,znacka”. Napriklad to moze byt maximum alebo bod zlomu, alebo
jednoducho méze v fiom funkecia nadobudat nejakd kladni hodnotu yq.
Vtedy na grafe novej funkcie y, = f(x — n) sa tito hodnota y, alebo tento
bod zlomu objavi, ak argument funkeie f sa bude rovnat argumentu o,
t.j. (#—mn) = 2. To znamend, Ze stradnice ,znacky"” sa teraz z =
= x5+ n, ¥ =flx). Z toho vidno, Ze Iubovolnid ,znatka” sa spolu
s grafom posunie doprava (z = z, + n namiesto x = xo). Porovnajte
krivky na obr. 103 a obr. 105. Tu je vyhodné ako ,znatku® vziat
xp = 0, flzg) = (0)2 = 0.

Hoci st tieto Gvahy velmi jednoduché, treba si ich dokonale osvojit
a nie im len rozumief. Mnohi §tudujici sd ochotni v prvom okamihu ne-
sprévne odpovedat, e pri zmene y = 22 na y = (x—3)> sa krivka
posunie dolava, pretoze sme od x odpoéitali 3. Netreba lutovat ¢as na
podrobny rozbor prikladov.

Teraz mdZeme sformulovat vieobecnd pravidla:

1. Osou stmernosti krivky y = a(x — n)? je zvisld priamka z = n.

9. T4to krivka pre a = 0 leZi nad osou » a mi minimum y = 0 pri
x = n. Ak je a < 0, krivka leii pod osou z a md maximum y = 0 pre

Obr, 105

r = N.
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Nakoniec existuje eite jedna zmena rovnice, pri ktorej krivka ne-
meni tvar. Preskimajme funkciu

y=oalr —n)?2+m

Vieme, #e krivka zodpovedajica tejto rovnici, sa lisi od predchddza-
jticej (ktors m neobsahuje) len posunutim v zvislom smere o hodnotu .
Poloha osi simernosti sa nemeni; pri
@ >0 mé funkcia minimum pri z = y
— n a hodnota funkcie v minime sa
rovnéd y = m (spolu s celou krivkou sa
posunie aj minimum o hodnotu m). Ak
je @ <0, mé funkcia v bode z=n,

y = m maximum. UkdZeme dva priklady
(pozri obr. 106 a obr. 107):

y=(&—3)?>+2
y=—(x—3?2+2

Os stimernosti na oboch obrdzkoch 0
je vyznaéené. prerudovanou &iarou. Mi- Obr. 106
nimum na obr. I06 a maximum na
obr. 107 ledia v priesetnikoch kriviek s osami simernosti (prerusované
priamka).
Teda funkcia
y=alz—np +m

je zndzornend parabolou s osou simer-
nosti = % a minimom y (ak a > 0)
v bode z =mn,y=m. Pri a <0 ten

Y
I y= —(X—3)2+2

isty bod predstavuje maximum y.
Na grafe zodpovedd minimalna

|
!
! i (najmensgia) hodnota y bodu krivky,
| ktory lezi najniZSie zo vSetkych ostat-
| nych bodov, t.j. bodu krivky, ktory
: mé y-ovi siradnicu mensiu ako ostatné

body. Maximum funkeie y(x) (najvac-
Obr. 107 §ia hodnota funkcie) zodpovedd mna
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grafe bodu, ktory lezi najvysiie. Aby sme nemuseli hovorit o bode na
grafe, ktorému zodpovedd minimum alebo maximum funkeie, budeme
skrdtene tento bod nazyvat bod maxima, alebo minima krivky.

Ak odstrinime zidtvorku VO vyraze y — a(x — n)2 + m, modieme
pisat:

Y = ax? — 2anx | an? + m

Tento vyraz je polynom (mnohoélen) druhého stupfia. Polynom dru-

hého stupiia vSeobecne zapisujeme:

y=a1x2+bx+c

Ak si v predchidzajicom vyraze vhodne zvolime hodnoty a, n, m,
moézZeme ho stotoZnit s poslednym vyrazom. Preto porovndme zodpove-
dajice si ¢leny s 22, x a bez x:

01? = ax?, —2anx = bx, an? +m=c

Z prvého vyrazu vyplyva %e a; = a,

b
z druhého —2an = b, odkial 7 — i
b2
a z treticho an? 4 m = ¢, m — ¢ — gn2 — c—ra :

MéZeme teda napisat identitu
b \2 b2
ax2+bx+c=a(w+2—a-) +( _—ZE)

Pomocou grafu paraboly mo#no sa orientovat v rieSeni kvadraticke;
rovnice pre rézne pripady. K rieeniu kvadratickej rovnice

ax? +bx +c=0
moino prist takto: presktimajme celti krivku
b \2 b2
y=m2+bx+c=a(x+é§) +( —ZJ)
a néjdime prieseéniky tejto krivky s osou . V tychto bodoch sa musi
Yy =0, z &oho vyplyva, %e hodnoty x zodpovedajice prieseénikom, s

korene kvadratickej rovnice.
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Vieme, #e krivka Y =ax? 4 bx + ¢ je parabola. Vieme, e pre tito

parabolu je os stimernosti kolmica 2 — ——EZ—)_, Ze pri @ >0 m4 parabola
o

minimum a vygka tohto minima sa rovng ¥y=c— Ei (uvaZujeme o Tave;j
. 4a

strane posledného vziahu, ktory

mé obvykle tvar (2 —n)2 4 m).

Konce ramien paraboly pri g >

su obrétené nahor.

Je jasné, Ze ak minimum lei
nad osou z, vtedy parabola og
% nepretina (obr. 108, krivka 1).
To znamend, ze pri g >0, ¢ —
— ZZZ— > 0 kvadratickd rovnics
nemai reglne korene?).

Ak minimum lesi pod osou
# a konce ramien paraboly sa
dvihaji nahor, parabola pretina Obr. 108

08 v dvoch bodoch; tieto body

SG4 simerne poloZené vzhladom na priamku z = 5 — ——Eb— (krivka 2,
a
b2

obr. 108). To znamend, Ze pria > 0, ¢ — 2o < 0 mé rovnica dva korene
Z1 a %, ktoré sg zakreslené na, by, 108,

Nakoniec je mozny i krajny pripad, ked sa parabola dotyka
osi z (krivka 3, obr. 108). Tento pripad nastane viedy, ked

2
C“—L=O

4q

Ak prechddzame postupne od krivky 2 ku krivke 3 tym, Ze posiivame
parabolu nahor, obidva korene sa budy priblizovat, kym nesplynti do
2

) Na grafo sa vyndSaju iba redlne g g y. Preto koinplexné a imagindrne korene
nezodpovedajii na grafe ¥iadnym priesednikom.
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o jednom koreni, ale o dvoch navzédjom rovnakych korelioch rovnice
(dvojnisobnych korerioch).

Podobne sa skima aj pripad pre a < 0, ked md krivka maximum
a konce jej ramien s obritené nadol. Nakreslite si teraz sami krivky
a preverte, Ze pri:

2
a<0, ¢— b— <0 — nie st redlne korene,
b2 .
a<0, ¢ g >0 — gtt dva redlne korene,
@
b2 ; i ; v
a<0, ©— N 0 — dotyk, jeden dvojnasobny koreil.
(L

Vieobecny vztah na vypotet koreiiov kvadratickej rovnice je:

Rovnica mé dva redlne rozne korene v tom pripade, ak je redlna od-

mocenina Vb2 — dac, t. j. ak
bz —dac >0

Tento vyraz zapiSeme takto:

B2
b2 —dac = —4a (6——--)
4a

Podmienka b2 — 4ac > 0 je splnené v dvoch pripadoch:

B2
La>0 ¢c——_—<0,
4a
B2
2.a<0, ¢——=>0.
4a
Toto zodpoved4 pre tie pripady existencie dvoch korefiov, ktoré sme
dostali vysie, ked sme sktmali krivky y = aa? + bz + c.
Nakoniec si véimnime, %e v z4vislosti od znamienka koeficienta pri 22
v rovnici paraboly je krivka (pri @ > 0) konvexnd alebo (pri a < 0)
konké&vna. Tato vlastnost nezavisi od hodnét a znamienok b a ¢ v rovnici

paraboly y = ax? + bz + c.
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Presnéd definicia konvexnosti, resp. konkdvnosti znie: Vezmime na
krivke dva body 4 (1, 1) a B(2;, y2) a vedme nimi priamku. Ak t4 éast
krivky, ktor4 je medzi tymito bodmi, lezi pod priamkou, hovorime, Ze je
krivka konvexnd. Ak cast krivky, ktord sa nachddza medzi bodmi, lezi nad
priamkou, hovorime, #e je krivka konkdvna.

Konvexnost, resp. konkdvnost paraboly je
Iahko a nézorne viditeInd z obrizka, no mo#no ju
uréit aj algebraicky. Vezmime nezévisle premenné
#; a x3. Im zodpovedaji na parabole body4d (2, I . 8
y; = ax? + bxy + ¢) a B (x2, y2 = awi 4 bxa + c).
Néjdeme stradnice bodu M, ktory lei v strede a AN
useéky AB. Pomocou geometrie moéZeme ukézat, !
7o ak sa useSky AM a MB rovnaja (obr. 109), tak !
stradnice bodu M (zp, ym) s aritmetickym prie- j

merom siradnic bodov 4 a B 0 X KpyHa X
2y — 2 —;— T2 & B Y1 -52- Y2 Obr. 109

Teraz najdeme stradnice bodu N (2, ya), ktory lezi na parabole a jeho z-ovéd
x + Xz

R Ak toto x, dosadime do rovnice, vypotitame yn.

stiradnica x, = oy =

MoZeme sa presvedtit, Ze
T+ @a2\? o i @y — 33\2
y"_y”‘_“( 2_) (“T+a7)__“( 3 )

S 2
Ostatné tleny, ktoré obsahuju b a ¢ sa zrusia. Hodnota ($1 3 x;,) jo kladnd

pre lubovoIné z;, x,. Teda pri @ > 0, ¥y < ym bod na parabole leii niZSie ako
jemu zodpovedajiei bod (s tym istym =), ktory leii na priamke, t. j. parabola
je konvexnd.

6. KUBICKA PARABOLA, HYPERBOLA, KRUZNICA

Este kratko rozoberieme niekolko prikladov kriviek, ktoré zobrazuju
jednoduché funkecie.
Na obr. 110 je krivka, ktord je zostrojend podla vztahu

y=a3t

Této krivka sa vyznaGuje tym, Ze na Iubovolnom tdseku so zvié-
Sovanim =z zvidiuje sa aj y: krivka prechddza tak, Ze pri prechode
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zlava doprava sa Clara dviha. Krivka nemé ani minimum ani maximum.
Je teda jasné, Ze tdto krivka pretina os « len raz, pri * = 0. Na nasleduji-
com obrazku je krivka (obr. 111), ktord je zostrojend na ziklade vztahu

y=a3—zx (6.1)

Ako vidief, na tejto Lrivke moZno ndjst dva tGseky, kde y so
zvadiovanim z rastie — pri zapornych z, x < —0,57!) a pri kladnych
> 0,57. Medzi nimi na Gseku —0,57... << # < 0,57... funkeia y s rastom
klesd. Funkcia méd maximum v bode, ktorého x = —0,57, y = 0,38.
Slovo maximum v tomto pripade neznamend, Ze y = 0,38 je vidy naj-
v&8&ia moind hodnota y pre vztah (6.1). Pri velkych, kladnych hodnotéch
aj hodnota y nadobtda velké hod-

y noty. Cfm sa vyznaduje maximum
e (x = —0,57, y = 0,38)?
y g B
0 X
=1 o T &
Obr. 110 Obr. 111

Ako vidiet z grafu, hodnota y je vatiia ako v susednych bodoch.
Maximum oddeluje tsek na grafe, kde je funkcia rastica (nalavo od
maxima), od Useku, kde funkecia klesd (sprava od maxima). Takéto ma-
ximum sa nazyva miestne (lokélne), pretoZe hodnota y v tomto bode je
najvidéia z hodndt y(z) v tych bodoch, v ktorych stradnica z nie je velmi

1) Presna hodnota je [/3/3 = 0,577 35...
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vzdialend od x = —0,57. Analogicky v bode # == 0,57, ¥ = —0,38 m4
funkeia lokdlne minimum.,
Na obr. 112 st uvedené dalsie dva priklady kriviek, ktoré zobrazujt
mnohoélen tretieho stupiia. Rovnica tretieho stuptia, ktort dostaneme,
ak sa tento mnohoélen bude rovnat
yi l nule, v pripade hornej krivky ms,
jedno redlne rieSenie x == 0,48 a v pri-
yex6xi x4 pade dolnej krivky - tri riefenia
: z=1, 2, =2, w3 = 3. Lahko sa pre-
svedtime, Ze rovnica tretieho stupiia
nemd nikdy menej ako jeden redlny
koreni: pre toto odportidame poroz-
myslat o priebehu krivkyy = ax3 +
+ ba? + cx 4 d pre kladné aj z4-
porné z velmi velké v absolitnej

0 7 2N_"3 4+ x  hodnote.
¥
ot
y = x16x%11x -6
\ 0 X
Obr. 112 Obr. 113
Odportitame dalej zostrojit si krivky y — 3 a y = —a3.

Na obr. 113 je zobrazeni krivka

1
y:—u
xr

ktord sa nazyva hyperbola. Zvléstnostou tejto krivky je, %e pre malé
zdporné x je y zdporné, v absolitnej hodnote velmi velké a pri & malom
kladnom je y velmi velké kladni hodnota — pozri tab. 5.
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Tabulka 5
s | =1 [—01| —oor | —o001 | 0,001 001 | 01 | 1
y ‘ —1 | —10| —100 ‘ —1000 l 1000 100 | 10 | 1

Preto sa hovori, e hodnota y pri x = 0 je 4-oo, t. j. plus nekoneéno,
alebo minus nekoneéno, v zdvislosti od toho, z ktorej strany sa k « =0
blizimel).

Ako vidiet z obr. 113, krivka sa skladd z dvoch vetiev. Pri x < 0
a pri # > 0, ktoré nie si medzi sebou spojené.

Doteraz sme poznali y ako funkciu x a zostrojovali zodpovedajiicu
krivku. Teraz na priklade kruZnice budeme riefit opaéni ulohu. Uddme
krivku a budeme hladat, akd funkénd zavislost y od =z tejto krivke
zodpovedd. Preskimajme kruZnicu s polomerom r a so stredom v po-
Yiatku stradnicového systému. Body kruznice sa nachddzaju vo
vzdialenosti 7 od potiatku stiradnicového systému. Podla Pythagorove]j vety

to znamend, Ze
x2 4 yz el

Ak vyjadrime y pomocou x, dostaneme:
Yy = iV;Z —a?
Ked skimame kruZnicu ako graf funkecie y(x), z grafu vidime, Ze
méme dve funkeie: pri kazdej hodnote z (pri | x | < r) moZno na krivke

najst dva body — jeden na dolnej a jeden na hornej polkruZnici. Tymto
dvom bodom zodpovedaji dve znamienka druhej odmoeniny. Funkeii

y = —|—Vr_2—ja:2 zodpovedd hornd polkruznica, funkeii y = —Vr2_x2
dolné polkruZnica.

Teraz zostavime rovnicu kru#nice so stredom v bode (a, b). Budeme
postupovat formélne: ak zamenime vo vyjadreni funkcie (x —a) za =,
graf funkcie sa posunie o a jednotiek doprava. To znamend, Ze

y= tjA—@—ar

1) Uvedené tvrdenie je nepresné, Funkeia y = 1/z nie je v &isle 0 deﬁnov.a.né,
a preto nemd ani hodnotu pri # = 0. Existuje limita sprava a limita zlava, pri¢om

lim 1z = 4+ o0, lim 1fz = —c0. Pozn. prekl.
2 0F z—+0-

236

je rovnica kruZnice posunutej vpravo o a jednotiek, t. j- 8o stredom v bode
(* =a, y = 0) na osi x.

Dalej, ak ku vietkym hodnotdm y priddme jednu a ti istt hodnotu b,
cely graf sa posunie nahor o b jednotiek?).

To znamend, Ze hladand rovnica kruZnice so stredom v bode (a, b)
je

y=2r—@—ap +5b

V danom pripade by holo jednoduchiie odvodif rovnicu bez-
prostredne geometricky z vyrazu pre vzdialenost dvoch bodov (x, ¥)
a (a, b)

"= (g —aft + (y — b

Vedome sme postupovali ovela formélnejsie, aby sme elte na jednom
priklade ukizali, ako zmena  na (x —a) a y na (y — b) posunie krivku.

7. ZMENA MIERKY KRIVKY

Z predchddzajiccho &lénku vieme, ako treba menit rovnicu krivky,
ak cheeme, aby sa krivka posunula, t. j. aby i8lo o rovnobeiny posun krivky.
Zmena x na (x 4 @) v rovnici krivky vyvoléd posunutie krivky o a jednotiek
dolava. Pri zmene y na (y + b) krivka sa posunie o b jednotiek nadol.
Ak cheeme, aby sa krivka posunula o g jednotiek doprava, treba zamenit z
na (¢ —g) a aby sa posunula krivka o & jednotiek nahor, treba zamenit y
na (y — h).

Rovnica kruznice polomeru # a so stredom v potiatku stradnicovej
sustavy je a2 + y2 = r2. Rovnica kru’nice so stredom v bode Xy =g,
Ys =h a s rovnakym polomerom, t.j. posunuté o g jednotiek doprava
a o kb jednotick nahor (pévodn4 poloha — stred v podiatku), je

@—gP+ (y—hz=r

') Bolo by aj tu mo#né povedat, Ze graf sa posunie nahor o b jednotiek, ak
sa (y — b) zamen{ za y. Potom by sme dostali

y—b = t)r—G—ap

o je ekvivalentny vztah k rovnici v texte.
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Pre Tubovolnt krivku, ktorej rovnica je zapisand v tvare y = f(x),
pre posunutie o g jednotiek doprava a o kb jednotiek nahor dostaneme:

y—h=fz—yg) alebo y="h+ flx—g)

Pre krivku, ktorej rovnica je zapisand v tvare F(x, y) = 0, pre ten
isty posun je potrebné previest rovnicu na tvar F(x—g; y —h) = 0.

Teraz si postavime otdzku: ako treba zmenit rovnicu krivky, aby
sa vietky jej zvislé rozmery zvalili C—Lkrdtl)?

Namiesto rovnice y, = f(x) treba vziaf rovnicu y, = Cf(x). Potom
pri tom istom z je hodnota y;, C-krdt vicsia ako predtym, t.j. je C-krét
vadEia ako yp.

Ako priklad uvazujme rovnice priamok, ktoré prechddzajt podiatkom
suradnicove] stistavy. Rovnica priamky, ktord v I. kvadrante zviera
s osou @ uhol 45°, je

Yo =2
Rovnica
iy = 10x

zodpovedd priamke, ktord ide velmi strmo a mé pri danom z stradnicu y
10-krat vadcsiu (obr. 101).
Pravidlo zmeny y, = f(x) na y = Cf(x) moZno zapisaf aj takto:

1

YL t.§. piSeme & = f@)

o}
Vtedy zéavislost y; od x je charakteristickd tym, Ze krivka y,(z) je pre-
dlZens C-krat v zvislom smere vzhladom na krivku yo(z).

Na prvy pohlad sa ndm zd4, Ze nie st potrebné dve rdzne formu-
lacie, ktorych totoznost je natolko zrejma

v rovnici krivky yo = f(x) vymenime %, na

v = Cfl@) - %5 = fix)

Druhé formuldcia, zmena 7, na %L je vhodnd vtedy, ked krivka

je dand implicitne, t. j. rovnicou tvaru F(z, y) = 0.

1) V dalom budeme pre jednoduchost vykladu predpokladat, %e € > 1;
zviddit lubovolni hodnotu dva razy, znamené vyndsobit ju dvoma, ale zvadsit 0,3krat,
to znamené vynasobit ju 0,3, t. j. v skutodnosti ju zmengsit.
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Tak napr. rovnicu kruZnice s polomerom 1 mo#no vhodne zapisat
Fz,yo)=2*+y3—1=0

Ako napiSeme rovnicu krivky, ktord je 3-krat predlzens v zvislom
smere (obr., 114, krivka oznadend y(x))?

Podla pravidla préve vysloveného staii *

o PO w_r 1 -
vymenit v rovnici kruZnice 3, na —% . Dosta- Y=y (x)
neme:

2 (%)2_4 o

Y= K(x)

Této krivka sa nazyva ,.elipsa®.
V tomto priklade moZno rovnice lah- -1
ko riesit:

y0=]/1—-:n2, y1=3V1—x2

a ndzorne vidime, %e pre rovnaké z je y; =
= 3yo. Pravidlo, ktoré hovori, Ze zmena ¥ na

% predliuje krivku C-krét v zvislom smere, Obr. 114
.

je spravne i pre krivky, ktoré urduje takd

zloZitd rovnica F (x,y) = 0, ktort algebraicky nemo#no vzhladom na y

riefit. Napriklad

z+ylogy =0

Ako sme vymenili y na ﬁcy— , podobne urobime zmenu 1 pre stradnicu &,

.y, X1 w . v r s
Pri zdmene & 2% %o V TOVIic] krivky graf krivky sa roztiahne v smere osi

@ C-krat, t. j. pre rovnaké y je hodnota »; C-krit vissia ako hodnota .
Nezatneme s dokazom, ale si najskér ukézeme priklady:

&y

= ‘"1'6 = 0,13’)1

Y = %o, Y
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——

(pozri obr. 101). Prva priamka zviera s osou & uhol 45°, druhé sttpa velmi

mierne.
Druhy priklad:

2 1 \? 2 e
f+y2—1=0, 5| +#—1=10
Prvé rovnica zodpoved4 krunici s polomerom 1, druhd je rovnica

krivky roztiahnutej v smere osi

4 1‘1 . x dvakrat. Lahko sa presvedéime,

; x=x,(¥) #e priesefnik krivky s osou z je
W v bodoch
y="0
-2 -1 0 1 2« 2
% (3)-1-0 =-a

1
(pozri obr. 115).

KA Ak to chceme dokizat, mu-
sime vyrieit rovnicu vzhladom na z: ak y = f(xo), ¥ = f (x—(;) Po vy-

riefeni dostaneme:

T =@, F= ®(y)

kde g je inverznd funkcia k funkeii f.

Je ddle¥ité, %e v hornom riadku je f jedna a t4 istd funkeia vo vztahoch
k 2 aj k ;. Preto ¢ je rovnaké pre xo aj ;. Druhu rovnost prepifeme
takto

o= @(y) -z = Coly)

dostaneme:
21(y) = Cxoly)
x

o krivka sa roztiahne

%o zodpovedsd formulécii: Ak zmenime z na

O-krét pozdlZ osi .
Ukéazeme priklad

&y

y=10%, y—10°
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Inverzna funkcia je logaritmus

T

2o = log v, 5 logy, @ =2Ilogy

Co sa stane, ak sa v rovnici y = f(z) zmeni « na kz! Preto, aby sme
poutili vyssie vyslovené pravidlo, pripomenieme pravidlo delenia zlomkov:

1
nasobenie s k je to isté ako delenie =

kx =

eari)—-||—‘

1
To znamend, Ze = teraz nahradzuje (' z predchddzajtcich vztahov.

1 1 .
Ak napr. k= 5 tak i 2, t.j. C = 2; to znamena, Ze zmena

na 0,5z, je zmena o na a vedie k dvojnisobnému roztiahnutiu

1
2

krivky v smero osi x.

1 1

1
Ak k= 3, tak P =3 t.j. O =3 To znamend, ze ide o zmenu x

na 3z. Je to zmena x na % Co to znamend z geometrického hladiska?

3
Doteraz sme sktmali len pripad, ked hodnoty €' boli kladné a vacsie
ako jedna, ¢ > 1 a potom sme formulovali vysledok takto: pri zmene y

na % v rovnici krivky sa krivka C-krdt prediZi v zvislom smere, pri

zmene & na % sa krivka C-krit roztiahne vo vodorovnom smere.
Ak je € kladné, ale menSie ako 1, 0 < C <1, to zodpovedd k& > 1,
pri zmene y na % sa zvislé rozmery zmenia C-krat; kedze je C >1,

potom C-nésobnd zmena znamend teraz stlacenie; napr. pri 0 =05
bude C-nisobné zmena rozmeru znamenaf vyndsobenie vysky éislom 0,5,

t. j. zmengenie na polovicu. To isté sa vztahuje aj na zmenu x na —, ak:
xr
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0 < C <1 vedie tito zmena k stladenin krivky. UkdZeme eSte jeden
priklad.
Na obr. 116 st zndzornené dve krivky

Yo = sin®, % = sin 3w
Druh4 krivka mé
¥y = Sinx y, = sindx vodorovné rozmery
zmensené 3-krat.
Zavislost y=sinz

Ol

AN,
o I N 7 gﬂ 2T x je periodickd: pri z =
A = 2% % 6,3 radidnu (¢o

v stupfiovej miere zod-
poved4 uhlu 360°) sinus
mé taki vlastnost ako
x = 0, ak k Tubovolnému uhlu pripoéitame hodnotu 2w, hodnota sinusu
sa nezmeni. Aj funkecia y = sin 3z je periodické, no jej periéda je 3-kratb

Obr. 116

. v ; 2 5
mensia: stadi, aby sa x zmenilo o Tﬁ ~ 2,1 radidnu, vtedy 3z (ten uhol,

ktorého sinus nand$ame na os poradnic) sa meni o 2r a sin 3z nadobada
ti istd hodnotu

sin 3x = sin 3 (a: -+ 2?11:)

Na tomto priklade porozmyslajme, ¢éi plati v8eobecné tvrdenie, %e
zmenou x na kx v rovnici krivky sa vSetky vodorovné rozmery ndsobia 7
V danom priklade k& = 3 vodorovné rozmery, a teda aj vzdialenost na osi
medzi bodmi, v ktorych y = 0, sa ndsobia %, t.]. 3-krdt sa zmengia.

Pri periodickej funkeii sa pri zmene x na ka k-krdt zmensi peridda,
ale nisledkom toho sa k-krét zvidiuje polet periéd na jednotku dizky.

Akokolvek st tieto dvahy ,aritmeticky” jednoduché, predsa za-
¢iatodnici (ktorym je tdto kniha adresovand) sa v nich Casto zmylia.

Nakoniec preskimajme, 8o sa stane s funkciou pri zmene y na A

C

alebo = na %—, ak C bude zéporné. Tato zdmenu moZno urobit dvoma
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spdsobmi: napifeme ¢ = (—1) b, kde b je kladné a urobime dve zmeny

i3 2 ___ Y2
Yy T =5 b
Prvi zmenu #, na —3;)1— , kde b > 0 sme u% prebrali, ndsledkom nej sa

b-krit zmenia zvislé rozmery. Ostdva
preskiimat, 8o sa stane zmenou zna-

mienka y, t.j. zmenou y na —y. Pre

jednotlivé body sa tdto otdzka uz skua- .
mala v &l 1. Uvedme vysledok bez dé- )

kazu: pri zmene znamienka y dosta- Fitayl=a) Fixy)=o

neme krivku stimernd podla osi z, zmena .0 x
znamienka x prevedie krivku na krivku FExry)=0| Flxiy)=0

s fou stmernt podla osi y. .
Priklad: £3-5)

Fz,y) = (x—3)*+ (y — 5 —
—4=0 Obr. 117

Y

Je to rovnica kruZnice s polomerom 2, ktorej stred md sdradnice
x=3, y=2>.
Na obr. 117 st znidzornené krivky

Flg—gl—= B3P + [ —dp—4=10
Fl—&g)= (-2 —3P+{—6f—~4=0
Fl—zx,—y)=(—2—32 + (—y—52—4=0

Ako zo vztahov vidiet, znak F vo vietkych pripadoch predstavuje
jednu a td istd funkeciu (pozorne skiimajte prava Gast vztahu). Pozorujte,
¢o sa robi s krivkou (kruznicou) pri zmene x na —zx, ¥ na —y, ak sa
sttasne meni x — —=x a y — —y. Aby ste porozumeli uvedenym pravidldm,
zostrojte a vySetrite fTubovolnu krivku.

y = flz) alebo F(x,y) =0
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Predstavte si, aky priebeh maju krivky pre vietky podobné funkcie

y—w:;%x_“)emm F(”ﬁa,y”*)=o
[ C1 C1 Ca

pri Tubovolnych znamienkach kongtdnt a, b, ¢, ¢z.

Cvicenia
2 2 2 IR 2
1. Zostrojte krivky ‘”T 8 f.’g_ 11— & i I LW . 5 1o,
— 5)2
@ —)— + —(i—t )— — 1 =0, ak viete, #e x> + y>— 1 = 0 je rovnica kru#nice,

9 4
Pri zostrojovani kriviek odportitame postupovat takbo: néjdite stred, najniZfie & naj-
vysiie polofeny bod, krajny pravy a krajny lavy bod a tieto body od ruky spojte
plynulou &iarou.

2, Zostrojte krivku y = sin z tak, Ze vezmete interval od —= do 7w s krokom
0,267, Uhol x je vyjadreny v radidnoch. Je vyhodné vziat uvedené ndsobky w,
ked#e potom uhly vyjadrené v stuptioch budu celé: 0,26w = 45°, 0,6 = 90° atd.

Mo#no pouzit tabulky na konei kapitoly 11, kde je dany sinus v zdvislosti od
uhla vyjadreného v radidnoch. Na siradnicovi os nanéSame vo vietkych pri-
padoch z v radidnoch.

Zostrojte krivky:
a) y = 2sing,
b) ¥ = sin 0,5z,
¢) ¥ = 3sin 3z,

d) y = cos .
Névod: Poutite trigonometricky vztah cos = sin (x + %)
@) y = cosx + sina = Vﬁfsin (x —i—;—),
1 1 1 1 . T
= 2 == ——— — 3 = — p— ——
f) y = cos? 2+20052m 2+251n(2m—{—2),

: 1 1 . T
g) y =s8in?z = 5 g oK (Zm + ?)

Vietky tieto krivky od a) do g) zostrojte tal, Ze posuniets, predizite alebo stladite
krivku y = sin z.

3. Zostrojte krivky z bodov:

a) y = i]/aﬂ —1
alebo v implicitnom tvare y? —a? 4 1 = 0, v intervale od —5 do 5 s krokom 0,5.
Ak dostaneme hodnotu y imagindrnu, pre dané « krivka neexistuje;

py=2+e—17—1,

c) y = + sz + 1.
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Navod: Ak upravite funkeiu na tvar a2 —4? - 1 = 0, viimnite si, %o pripad c)
dostanete z a) zdmenou x a ¥;
d) 492 + 4y — a2 = 0.
142
Névod: Zapiste rovnicu v tvare 4 (y 4= ?) — x2—1 = 0. Tato krivku dosta-

nete posunutim a stlagenim krivky v priklade c).

8. KRIVKA DANA PARAMETRICKY

Nech kazd4 z hodnédt z a y je dand ako funkeia Sasu ¢, t. j. s dané dve
funkeie z(t) a y(t), napr.
x=cost, y=sint

Tieto zavislosti mo¥no zobrazit graficky ako dve krivky, ak budeme
nanadat na prvy obrizok na os tisetiek ¢ a na os poradnic z a na druhom
obrizku na os tsetiek ¢ a na os poradnic y.

No je mo#ni aj ind formuldcia otézky: predstavme si, Ze @ a y
st stradnice bodu, kazdej hodnote ¢ zodpoved4d uréité poloha bodu; aki
krivku bude opisovat bod v rovine z, y pri zmene ¢?

Pre odpoved na tito otdzku je vhodné z dvoch rovnic z = x(f),
y = y(t) vyladit velidinu ¢; dostaneme vyraz, ktory bude obsahovat len
x ay t.j y=yx), alebo F(z,y) = 0. Potom zostrojime krivku ako
obyéajne, ak budeme volit rézne z a hladat im rodpovedajice .

Tak v uvedenom priklade néjdeme:

a2 o y2 = cos?t 4 sin2t =1
y = :]:Vlu—xz alebo 24+ y2—1=10
z &oho vidime, #e v rovine x, y je krivka kruznica.

No pomerne jednoduché funkcie x(f) a y(f) vedi pri pokuse vy-
it ¢ dost Sasto k takym zloZitym vztahom, Ze sa s tym nemé vébec
zmysel zaoberat. Napriklad, ak

r = ﬂ'}lt“ + b1t3 + Elt2 Jr d]_t + e
y = agt* + Dot + cot? + dot + €2

a cheeme z nich vyltéit ¢, treba riefit rovnicu Stvrtého stuptia, ¢o vedie
k velmi zlozitym vyrazom.



Krivku v rovine z, ¥ mo#no zostrojit i bez vylidenia ¢: stadf vziat
rozlitné hodnoty ¢ a pre kazdd z nich vypotital = a y. Pozri tab. 6
pre prvy priklad.

Tabulka 6
T i 3
14 ey R S
0 4 ! 2 4 ”
& = cost 1 0,7 0 [—0,7 |—1
Y = gin ¢ 0 0,7 1 0,7 0

Pravda, netreba brat hodnoty t vidsie ako 2, pretoze sa budd hod-
noty x a y opakovat. Pomocou tejto tabulky zostrojime jednotlivé body
krivky. Potom pouzivame len hodnoty z a y. Hodnoty ¢, pre ktoré sme z
a y potitali, sa pri zostrojovani bodov nepouzivaju. (Podla porekadla
»Maur si précu vykonal, Maur mée odist*.) .

Takyto spdsob zadania krivky, resp. funkecie y(x) nazyvame para-
metrickym a hodnota ¢ sa nazyva parameter, |

Cvidenia

1. Zostrojte krivku, ktord je udand rovnicami

a) * = cos ¢, Yy = sin 2,

b) » = cos ¢, Yy = sin 3¢.

Névod: Preto¥e sin 3¢ sa menf velmi rychle, treba volit hodnoty ¢ dostatodne
blizko, napr. d: 0; 0,1; 0,25 s

2. Uloha na dévtip: zostrojte krivky

a) ¥ = cos 3¢, ¥ = sin 3¢,

b) x = cos (5t + 1), Yy = sin (5 -+ 1),

3. VdZna tloha: zostrojte krivku

¥ = cost, y=eos(t—|—%).
4. Zostrojte krivku
r = cost, Y = cost,

5. Zostrojte krivku, po ktorej sa pohybuje bod 4, ktory le#i na obvode
kottéa, na krugnici s polomerom 1 em. N ech sa kotaé kotila po osi rychlostou 1 em/s.
Stred kruhu @ le#i na zadiatku na osi ¥ a skiimany bod 4 — v potiatku strad-
nicového systému. Za das £ budd saradnice Qu(t, 1), kruh sa otodi o uhol ¢ radidnov.
Krivka sa nazyva cykloida,
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V. VYTOK VODY. RADIOAKTIVNY ROZPAD
A STIEPENIE JADIER

Absorpeia svetla

1. VYTOK VODY Z NADOBY. ZADANIE ULOHY

Budeme sa zaoberat vytokom vody z néddoby cez otvor alebo cex
tenkt trubicu na jej dne. Do nidoby méie voda aj pritekat z vonkajsieho
zdroja. Je to tloha velmi jednoduchd, ale tie matematické metddy, ktoré
potrebujeme na opisanie vytoku vody, sa pou¥ivaji aj v zloZitejsich
a zaujimavejiich tilohéch.

UvaZujme néddobu, do ktorej priteks, (alebo z ktorej vyteks) voda.
Nech ¥ (m3) je objem vody v nidobe. Tento objem sa s ¢asom menf, t. j.

V je funkciou &asu t(s). Aky m4 velitina % fyzikélny zmysel?
Je zrejmé, e dV = V(i 4 df) — V(t) je ten objem vody, ktory za
V A
¢as dt v nddobe pribudne. Preto _C:i—t_ je mnoistvo vody, ktoré pribudne

v nédobe za jednotku asu, t.j. je rychlostou zmeny mno#stva vody
v nddobe. Tito velitinu nazyvame tok kvapaliny a oznalujeme ako v(t).
Ak je v > 0, voda do niddoby pritekd, ak je v < 0, voda z nidoby vyteks
a mnoZstvo vody v nidobe sa zmensuje,

Ak pozndme zdvislost toku kvapaliny od Casu, t.j. funkciu o(t),
tak

%f— = v(t) (1.1)

V tomto pripade urdenie ¥ je analogické urteniu dréhy podla danej
rychlosti. UZ v kapitole I sme ukdzali, #¢ takato tlohu mdZeme vyriefit
integrovanim.




ZAVER

AKO DALEJ?

., Vy&ia matematika®, presnejiie diferencidlny a integrilny potet,
umoziiuje riesit ulohy réznych druhov, ktoré nemozno vyriesit metédami
aritmetiky, algebry a geometrie. Velky vyznam mé samotnd formuldcia
novyeh pojmov, ako okam#ita rychlost, zrychlenie, impulz sily (a mnohé
iné z daliich oblasti fyziky), ktoré mozno presne formulovat len pomocou
derivécii a integralov.

Poznatky, ktoré ste ziskali pretitanim ,VyStej matematiky pre
zadiatoténikov®, predstavuji len mald Sast matematiky, malt &ast tych
matematickych disciplin, ktoré sa vyuiivaji vo fyzike.

Spomenieme teraz eite niektoré z tych oblasti fyziky a s nimi
stivisiace oblasti matematiky, ktoré mame este pred sebou.

Knihu sme pisali ako uéebnicu, takZe pri dostatotne]j snahe a pozornosti
sa dalo podrobne pochopit vietko, o éom sme hovorili. Musime vés upo-
zornit, #e v dalfom texte, kde budeme hovorit o zloZitych otdzkach,
musime sa ulebnicovej formy zrieknut. V kritkom zdvere nemozeme
vysvetlit celi matematickid fyziku, mbzeme sa len pokusit vytvorif u vés
nejaki predstavu a zvySit vas zdujem.

Aby sme Iahgie pochopili dalsie ivahy, pokisime sa strucne charakteri-
zovat tlohy, ktorymi sme sa zaoberali doteraz. Boli to tlohy o pohybe
jednej &astice v mechanike, wilohy o tasove] zmene jednej alebo dvoch
veli¢in: polohy a rychlosti telesa alebo ndboja na kondenzétore a pradu
v sieti. Zaoberali sme sa funkciami jednej premennej — éasu. Skumali
sme funkeiu jednu (prid ako funkeia ¢asu) alebo dve — poloha telesa z(t)
a rychlost telesa v(f).
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Pontitka sa nam prirodzené, disto kvantitativne zovieobecnenie:
nasledovat budd dlohy o 'pohybe dvoch telies, troch telies atd. Za tymto
,,atd.” pride tiloha o pohybe plynu alebo kvapaliny. Ved jeden kg vodika
obsahuje 3 . 1026 molekiil, t. j. 3 . 1026 samostatnych telies.

Tu ndm uZ musi byt jasné, Ze treba hladat nové met6dy: nielen Ze
3.10% rovnic nemd%eme riesit, ale na napisanie tolkych rovnic nemdme
ani dost miesta ani dost ¢asu.

Vznikajt nové odvetvia fyziky — hydrodynamika a dynamika plynov,
a na rozdiel od mechaniky hmotného bodu, aj nové metédy, formuldcie
a rieSenia Wuloh. Zaujima nds, kolko molekdl sa nachidza v tej, alebo
inej tasti vySetrovaného objemu.

Tuto tlohu moéZeme riesit uréenim rozdelenia mernej hmotnosti plynu
v priestore g(z, ¥, 2), tlaku plynu p(x, y, 2) a rychlosti plynu v réznych
bodoch priestoru. Treba dodat, Ze vietky tieto wveliciny st i funkeciami
dasu, napr. ¢ (z, y, 2, t). Okrem toho rychlost plynu je vektor, t. j. v kaZdom
bode musime poznat jej velkost a smer. Inymi slovami, musime poznat
tri zlozky rychlosti. Takto sa dostdvame od Gloh s niekolkymi funkeciami jed-
nej premennej k tlohdm, v ktorych sa stretdvame s funkciami niekolkych
nezavislych premennych.

V désledku toho sa pri zostavovani rovnic objavuji derivicie podla

o s , 0p Op 0o o

¢asu i podla suradnfe, napr. 5 % 5 o
meno ¢ pifeme vtedy, ked ide o parcidlne derivacie, t. j. ked uvaZujeme
zmenu funkeie pri zmene jednej z premennych, pritom hodnoty ostatnych

premennych sa nemenia. Napr.

Pripominame, ze pis-

Ay, 2, t) —
00 _ iy Byt DY 20 —0® 4,5 1)

3y Ay—+0 Ay

Jednou z najddlezitejich Casti matematickej fyziky je préve skiimanie
vlastnost{ parcidlnych diferencidlnych rovnic. Parcidlne diferenciilne rov-
nice opisuji pohyb kvapalin, plynov i tuhych telies, &irenie tepla v tychto
prostrediach, difiziu atémov a molekul. '

Vo vsetkych tychto pripadoch, ako sme uZ spomenuli, by bolo
principidlne mozné, tak, ako predtym, skimat osobitne jednotlivé Castice
a velké mno¥stvo funkeil jednej premennej — &asu. Existuju viak aj
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ing fyzikdlne tedrie — predovsetkym tedria elektriny a magnetizmu, kde to
tak nie je.

Uvazujme dva bodové naboje, ktoré s v pokoji. Sila, ktord medzi
nimi pésobi, zdvisi od polohy (od vzdialenosti medzi nimi). Zdalo by sa,
ze ide o tlohu so Siestimi funkeciami (zy, yi, 21, %2, Y2, 22) & s jedinou
premennou — &asom. Pohyb ndbojov situdciu v prvom pribliZeni prakticky
nemeni: treba brat do uvahy len to, Ze nastiva vzdjomné pésobenie
magnetickych poli oboch ndbojov, ktoré zdvisi od ich rychlosti.

Omnoho ddlezitejfia skutoénost, ktord vyZaduje principidlne novy
pristup, je ta, Ze vzdjomné pdsobenie ndbojov sa nedeje okamiite, ale sa
§fri s rychlostou svetla. Preto pésobenie jedného néboja na druhy zdvisi
od polohy (i rychlosti) prvého ndboja v uréitom predchidzajiicom &ase.
Teéria, v ktorej vSetko, ¢o sa deje s nabojmi v &ase -+ At, je aplne
uréené stavom v Case !, nazyva sa teériou elektromagnetického pola.
V tejto tedrii spolu s jednotlivymi nidbojmi uvazujeme elektrické pole £
a magnetické pole H, ktoré st uréené a zapliiaji cely priestor. Velitiny
E a H st vektory a stlasne funkcie stradnic a ¢asu. Z matematickej
stranky je teoria elektromagnetického pola tedriou parcidlnych diferencisl-
nych rovnic, ktord je podobnd tedrii pruZnosti, akustike alebo dynamike
plynov. Rozdiel je len to, Ze sme v poslednom pripade odvodili rovnice
na zéklade zidealizovanych predpokladov: ked sme totiz hovorili o mernej
hmotnosti plynu, nebrali sme do tvahy molekuldrnu Strukttru plynu.
Len pri tomto pribliZeni méZeme hladiet na plyn ako na kontinuum, ktoré
charakterizuje spojitéd funkeia g(z, y, 2, t). Naproti tomu intenzita elektric-
kého pola E je skutoéne spojitou funkciou.

Matematicky aparét pre elektromagneticka teériu pripravila hydro-
dynamika, ktord vznikla v XVIII. storoéi. NemozZno sa preto ¢udovaf, Ze
spotiatku boli snahy preniest do elektromagnetickej teérie aj niektoré
dalsie myslienky z mechaniky — napr. my8lienku o zvlistnej latke, étere,
ktorého pohyb vysvetluje vietky elektrické a magnetické javy. Vieme, Ze
takito matematickd analégia sice jestvovala, aviak fyzikdlny zmysel
elektromagnetickej tedrie je uplne iny.

Ked hovorime o matematickej tedrii, musime rozhodne hovorif nielen
o formuldcii dlohy a vychodiskovych rovmiciach, ale aj o vlastnostiach
vysledkov.

Pri parcidlnych diferencidlnych rovniciach mézeme rozdelit riefenia na
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dva druhy. Jeden druh je typicky pre ohranieny objem — sti to vlastné
kmity s uréitymi frekvenciami. Telesu uréitého tvaru prislicha uréity
stbor frekvencii.

Spomeiite si na kyvadlo: kyvadlo m4 uréitt vlastnd frekvenciu kmi-
tania. Ak na kyvadlo posobi vonkajsia sila, ktorej frekvencia priblizne
zodpovedd vlastnej frekvencii kyvadla, vaniké rezonancia. Tieto vysledky
sme ziskali na zdklade teérie obyéajnych diferencidlnych rovnic: m (;i;i =
= —kz + f(t). Z tebrie parcidlnych diferencidlnych rovnic vyplyva, Ze
teleso mé cely sibor vlastnych frekvencii a spriva sa ako stbor, ako
mnozstvo kyvadiel s réznymi vlastnymi frekvenciami, m4 mnoho rezo-
nanénych frekvencif. Ak méte doma klavir alebo pianino, presvedéte sa
o tom. Pomaly, potichu stlatte klives, tak, aby ste len uvolnili strunu
a neudreli ju kladivkom. Teraz kritko udrite po druhych klivesoch a po-
éavajte, ako odpovedd volnd struna...

Pre latku, ktord zapltia cely priestor, je charakteristicky druhy typ
rieSenia parcidlnych diferencidlnyeh rovnic — &renie vlnenia. Takym
vlnenim st v elektromagneticke] teérii rozhlasové viny a svetlo, v pruzngch
prostrediach — zvuk. Pozoruhodnd vlastnost vin je ich schopnost prensgat
informaciu: tlak alebo intenzita elektrického pola v danom bode (v blizkosti
prijimata — ako funkecia ¢asu) zdvisi od fasu tak, ako t4 ist4 velitina
v blizkosti zdroja — vysielada.

Vieme ndjst rieSenie rovnic, ktoré opisuji usmerneny lué svetlometu
alebo lasera. Do oéi bije podobnost medzi liéom zo svetlometu a pridom
vody z hadice. Znalost vlastnosti riefeni viloh rdéznych typov malo a mé
velky vyznam pre rozvoj fyziky.

Spektré atémov boli pre fyzikov dlho zéhadou. Zahadou neboli ani
natolko konkrétne zakonitosti a &iselné hodnoty frekvencii, ako to, Ze
urity atém vyZaruje alebo rezonanéne absorbuje vinenia niekolkych
roznych, ale presne uréitych frekvencii. Podobnost s kmitanfm tuhych
telies umoznila prejst k formuldcii rovnic kvantovej mechaniky. Kvantové
mechanika vyuZiva i podobnost vlnenia a prida pohybujicich sa &astic.

Na matematiku mézeme principidlne hladiet ako na druh spresnene;j,
zdokonalenej logiky. Je zaujimavé, #e ked &lovek objavil zdkonitosti tejto
logiky a nauéil sa ich vyuzivat, ziskal omnoho mocnejsi prostriedok, ako
Je obyéajny ,.zdravy rozum‘. ‘
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Clovek zhotovi rukami jednoduché ndstroje, pomocou nich vie vyrobit
obrabacie stroje, ktoré pouZiva na vyrobu ¢oraz dokonalejsich a zloZitejdich
mechanizmov. Tieto mechanizmy zase umo#fiuji urobif to, & holymi
rukami urobit nemo7no. Tak aj matematika, tym, Ze rozvija Eoraz zloZi-
tejgie tedrie a zavddza stdle nové pojmy, umoznuje pochopit a ovlddat aj
najéudesnejsie prirodné javy.

Doteraz sme uviedli len nickolko prikladov, ktoré sa vztahovali na
tedriu rovnic uréitého druhu.

Druhy zaujimavy priklad méZzeme nijst v geometrii.

Doterajéie skisenosti nds presved¢ili o tom, %e je vhodné zaviest
v priestore tri stradnice , y, z. Zdalo by sa, Ze daliie diskusie o tejto otdzke
84 u% zbytoéné. Okrem toho viak mozeme zaviest siradnice aj inak, tak, aby
stiradnica £ = const zodpovedala nejakej zakrivenej ploche (ak by o =
= const, pri lubovoInych v, z by tato podmienka bola rovnicou roviny, ktors
je kolmé na os x).

Mbzeme teda zaviest krivodiare stiradnice &, 7, £ a s velkymi tazkostami
sa nautit poéitat vzdialenost dvoch bodov a ostatné veli¢iny pomocou no-
vych stradnic. '

Na prvy pohlad je to nudnd a zbytodnd prica. Treba mat velmi
zvla¥tny sposob myslenia, aby si ¢lovek oblibil prekondvanie tazkost{ pri
rozvijani tedrie s lubovolnymi, zovSeobecnenymi stradnicami,

A zrazu, ako tder hromu, vznikd v8eobecna teoria relativity (moézeme
povedat, Ze tedrie Lobadevského, Bélyaiho a Riemanna boli len bleskami,
ktoré tomuto tderu hromu predchddzali). Zovieobecnené stiradnice si rov-
nako vyhodné (alebo rovnako nevyhodné) na opisanie priestoru, v ktorom
plati Euklidova geometria, ako na opfsanie zakriveného priestoru. Pravo-
uhlé stradnice z, ¥, z s vhodné na opisanie obycajného priestoru, ale
tiplne nevhodné na opisanie zakriveného priestoru. Stradnice x, y, z do-
konca ani nenazna&ujii moZnost existencie nejakého iného priestoru.

Stadium krivodiarych stradnic, ktoré sa zdalo byt zbytotnou kompli-
kéciou, nds pripravilo na §tidium vlastnosti takého priestoru, o existencii
ktorého sme vobec nevedeli. Pri tomto $tidiu sa ukézalo, Ze gravitaénd
sila stvisi predovietkym s tym, Ze priestor je do iste] miery zakriveny.
Velkost zakrivenia stvisi pritom s podmienkami na Zemi a v slnefnej
stistave. Pri javoch velkého meradla (katastrofy hviezd, evolacia Slnka)
méze byt priestor aj silne zakriveny. Pri vyskume prirody treba vedief
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prekondvat matematické tazkosti, ovlidat matematicky aparit a mat
istd fyzikdlnu intuiciu, treba vediet ndjet savislosti medzi vysledkami
tedrie a experimentu. Len syntéza vietkych tychto vlastnosti umoifiuje
vykonat pri vyskume prirody daldi krok dopredu.

Vritme sa este k matematike a Specidlne k matematickej fyzike.

Niektori I'udia hovoria: ,,Matematika je mlyn, ktory zomelie len to,
¢o sa do neho vlozi.** Tak oddvodiuja fudia z18 vysledky, ku ktorym dospeli
pomocou nespravnych matematickych postupov a na zéklade nespravnych
predpokladov. V skutotnosti totiZ tento mlyn dé ¢asto viac, ako sa do neho
vlozilo, d4 i to, do sa vbbec neotakavalo!

Na koneci kurzu matematicke] fyziky sa méZeme opit opytat ,ako
dalej*. Netreba si viak zufat, pretoZe tam je uz blizko hranica, na prechod
ktorej uz uéenie nestadi. Tu u# treba i tvorit, rozvijat nové tedrie.

Cheeli by sme vidiet, &itatela, ktory o niekolko minut s ulahéenim tito
knihu odlozi. Predpokladdme, Ze vatina z vds st Studenti poslednych
rotnikov strednych ko6l a prvych roénikov vysokych 8kél, ktori sa este ne-
mali moznost presvedéit o tom, éo matematika v Zivote dnesnej spoloénosti
Znamend.

Zelame vam viak, aby pre vis bola matematika vzdy presnym a pek-
nym jazykom, spésobom vyjadrovania mySlienok a metédou myslenia.
Nech pre vas nikdy nie je matematika len predmetom, z ktorého treba
urobit skugku a ktory vdm nié nového neprinesie. Oblubte si matematiku
a tento vztah bude vzdjomny. Matematika vam poméZe.
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RIESENIA A VYSLEDKY

Kapitola I.

0.3
At\2 At)2 As ds
1. a)s:tZ,As=(z+T)—(t—?) :23A3,—§-=2z,—£:2t; b)s =
Azy\2 Atys (Azp - As (Ae)2  ds
:‘3’“:(‘*7) *(t_T) SERAE S e Mg = T A

S st . . As
Vysledky suhlasia s vypodtami v ¢l. 8; viimnite si, #e v pripade s = £2 pomer—jt— ne-

A 5
zévisi od At & v pripade s = ¢# pomer Tl: obsahuje len (Af)2. 2. y" = da3. 3. ¢ =

RN JELA L P
TEARAY = Y = 6 =

a3

Gl 4

1. Najdeme (1,2)2. Preskiimame funkciu s = #2; nech ¢ — 1 a8 Az — 0,2; & = 2;
§'(1) = 2; preto As = 2. 0,2 = 0,4; (1,2)2 = 12 + 0,4 = 1,4. Presnd hodnota (1,2)2 =
= 1,44. Chyba je priblitne 3%. (1,12 = 1,2; presné hodnota 1,21. Chyba
je 1%. (1,06 = 1,1; presnd hodnota je 1,1025. Chyba je 0.2%. (L,01)2 =
= 1,02; presnd hodnota 1,0201. Chyba je 0,01%,. 2. Pozri tab. 1.

Tabulka 1
i
8 Zaokriihlen4a
¢ S presné chyba v ¢,
i |
i |
1,1 18,0 17,56 ‘ 0,3
1,05 17,5 17,4875 0,07
0,98 16,8 16,798 0,01
i
|
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1. Pozri obr. 237. 2. Pozri obr. 232. 3. DPozri obr. 233. 4. Pozri obr, 234. 5. Pozri

3 1 1 1
obr. 235. 6. y:?x—z, (F, 0); (0, —T)’ ¥y =3z —2, (E_, 0), (0, —2),

ls

Obr. 231 Obr. 232
TR AR I T .~
V 345 U
Obr. 233 Obr. 234

7. Dotyénica ku krivke ¥ = ax* v bode (), ¥o) pretina stradnicové osi v hodoch
@

(?g, 0) & (0, —yo) (pozri str. 31).

v bode (2o, 4o) y = 3acie — 2uy,. Prieseéniky

Rovnica dotyénice ku krivke Yy = ax? je

_— EN - . 2
dotyénice so stradnicovymi osami st (— xo, 0) .

3
(0, —2y5). perez o
3 5 7 10
€6
1.2 = 0, minimum pre ¢ > 0, ma- Obr. 235
Ximum pre @ < 0. 2 z — —1 maximum,
# =1 minimum, 3. z — *-V;(a > 0) maximum, z — Va_(a > 0) minimum, Pre
@ < 0 neexistuje ani minimum ani maximum. 4, ¢ = —lfvgmaximum, @ = ljvg

minimum, 5. a) a>0, =10 minimum; b) a =0, £ =0 minimum; ¢) o < 0,
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Tabulka 2 . a ..
z = 0 maximum, £ = — —?Hum-
m 10 20 50 oo a .
mum, = = |/ — 5~ minimum.
At 0,1 0,05 0,02 0
Boac | 218 | 22 | 230 | 2,38 L 8

ol At 2,49 | 241 | 2387 | 2388

2. V tab. 2 st vypoéitané hodnoty
suctov pri deleni intervalu na m &asti,
kde m = 10, 20, 50, co. Vidiet, Ze u% pri m = 50 sttty sa malo odlidné od limitnej

hodnoty prim — co.
€111

y(z) dz, kde y = y(z) jeo

O,

1 o
1.%. 2. 0,11033... 3. . 4 2(f3—1). 5. 8=

rovnica prepony. Vezmeme na prepone Iubovolny bod A so stradnicami z, y.
Cez tento bod vedieme zvisli priamku (pozri obr. 19). Z podobnosti trojuholnikov
b b
h h b h [x2]b 1
i i Ztohtoy=~gm.8=f wdz:-gfxdx:—b-[— =?bh.7.S:—
i 0

b

==

b 2o

-r
2 S
= —;—x{)yn. 8 8= '?-.'%uyo- 9. §= J- ]/'r-?-—mz dze. 10. 0,7837 pre m = 5; 0,7850

==

pre m = 10. 11. Pozri obr. 236. 12. Po-

F zri obr. 237,
a=0
a=8
F I F
/f~\\ _ /
‘ X
/ & u ; ; :
Obr. 236 Obr. 237
Gl 13
2
w2 dx 22 1 4 y(0) + u(2)
== | ~ =] —=— 2. 94(0) =0, y(2) = 4,7 " _ 9.
Lg=a= [T [T =5 2vm =0 s
0

0 2 . 1 2 1
y)=1; y() =1<g=133< wz 2. 8. §=oul0) + =yl
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b
(2) :E—}—i-.ﬁiz 1,33. 4.fydm:[(im3+—14p:c2 + gz ]b=i-r(b3—a3) -+
3 6 3 2 2 2
@
1
+ 5 P2 —a?) + glb —a) = (b —a) [? r(b2 4 ab + a?) + — p(b + a) + q].Pndl'a
b

vztahu (13.2) musi byt Jy z = (b—a)yg = (b — @) [%_ yla) + % y(a '2|A !i) A

o]

1 b
=+ —G—y(b}]. Ak dosadime y(a), y(i) a y(b) a porovndme s vydiie ziskanym

2
2R 2R
s = 1 A 1 A
Tazom, presveddim s Jesutotodné, 8§, F=— - | = = —|(—= =
vy presv © sa, Z iné 2R—RJ. = dr R[( )]
R

r
R

1 A A A
== (— £ + —1?) = 0,5 -7 Stredna hodnota sily na tomto useku je poloviéng

ako sila na povrchu Zeme, F = 0,5F,. 6. F(R) — Fy, F(2R) — _;L F DB PR

2

R+ 2R 3 .4 1 2 4

= 06258, > 0,6F,. 7. F[— ") _p(3p) = £ p 1 E .=

o> 0.5 7F( 2 ) ﬁ(2R) g T g Hoting ¢ el
-i——l— LF = IOQF = 0,505F,. Chyba je 19,1
6 40T g =0 o- Chyba je 19!
Kapitola II
L3

1. Néjdeme derivdciu z = (ax -+ b)?, ak odstranime zatvorky: z = a2 +
+ 2abx + b2, 2" = 202 + 2ab = 2a(ax + b). Teraz ndjdeme t4 ista derivéciu podla

pravidla pre derivéciu zlodenej funkecie z — ¥, ¥y = ax - b, j—; = -g—:'_ Tcii% =
a 2a 1
= 2ya = 2ay = 2 b).2.8 = —— sy =
ya ay a(ax + b). 2.2 low T B¢ ° z (ow £ ) B EFIp
€4
L. y=at =222, y = 2za? + z?,3% — 443, 2. y’=(4m+1}[/:;:_+
1 (322 + 102)(z 1) — (23 + 522) 1 2a(x? + 4z | 5)
+ (222 2)——. 3. ¢ = — =
e v EERYE @y
Fan —x? | 2z + 2
@ + 22
€5

1.y’ = Bt — 1223 322 + 14w — 2, 2. ¥ =20 4+ x + 1) (322 + 1), 3. gy =

=4t —a + 1P (20— 1). 4. 2’ = 10(322—1)- 6z. 5. y' = . 6. Je vhodné

— B,
in—l
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zapisat y ake mocninu s lomenym exponentom y = %25, Teraz sa najde derivéeia
. . 2

podla vieobeeného pravidla pre derivéciu moeninove] funkeie; 3" = 5 7315, 7.a) Ak

sa x zmeni o 19, potom Ay = n . 0,01y; preto prizmene z 0 k % bude Ay = » . 0,01 .y.

1
. k. 'V danom pripade sa # zmenf o 10%, Ay = n . 0,1y. Pretoze n = 5 potom Ay =

= % . 0,1y = 0,05y. Proto y(11) = %(10) + 0,05 .5 = 5,25; y(9) = y(10) — 0,05.5 —

= 4,75. Hladajme presné riefenie. Koeficient umernosti oznatime k; vtedy y =

= k |/z. Protoze pri @ = 10, musi sa y = 5, musi sa 5 = &k [/10, odkial % = 1,58

(vypolty sa sprdvne na dve miesta za desatinnou &iarkou). Preto y = 1,58 V;,-

y(11) = 1,58 /11 = 5,24; y(9) — 4,74. b) Priblizné hodnoty y(11) = 4,50; y(9) =
= 5,50. Presné hodnoty y(11) = 4,564; %(9) = 5,56. ¢) PribliZné hodnoty y(11) =
= 6,00; y(9) = 4,00. Presné hodnoty %(11) = 6,05; y(9) = 4,05,

(1.6

1y = 32222 — 12 + 23.2(22 — 1)20 = 222 — 1) (T2 —3). 2. ¢ =

3
— (22 — 1) a8 3],4_ 1 VoB e
=3t et + & + —————. 8 ¥y = b2t Vaer—1(2® — 2x)ls 4 _ ¥¥ T
xV 2Vx2+:r: 4 } ( 3 —1
1 (23 — 2x;)Us e , 1
2w, 253 — 2a)VS _|__5..W (322 — 2) 25 Jo? —1. 4.y = 1_ﬁ2_]7ﬂ_;_3
1
3, +1
I 3— 3 Va2
s o gty e -l e
B —
& & 2V Ve + =

1 \4 1 1 Tz 1 A5 , 22 -1
V‘x';'"_) ( 35 3,ﬁ)m+ (Vert) '7'y:mi'
V:ﬂ 3]/m2 3 Jat V:v

1— a2 a2 + 2z + B —12¢ + 5y—
=l fom E T L P A0 e T
8-y-2(m2_m+])2.9.y @+ 1) 0.y = an+2+
= 1
M- ll-y’:————l—,t-.m.y’:? g e —
2m3V£c3 + 2 (22 — 1) V:cz—l ,V'x T 3 I/m
gy : T
_ 5 .
L L. UL Y 14-y':l/$2+v'x+M§__=
3 + 1P A EERE 6Va2 + Vo
o 3 2 3
T 15-y'=(—§%416.y':}/(2w+3)2+x - f
: b et Y
6 sz + i/; 312z +3)
8 222 ’
17. y =32 |z —1 + +YE—14+ —S5— 18 y =

2V 3 V2 — 1)
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—2x2 — 2z 4 9 , x4+ 1 1 , 4 — 1022 — 222 — 11
=k—-T—_-.19.y=l T g Y = _
e — x 1(x + 1) 3. .
3z — 1) )2z — 3 3(z—2)2 J(z + 1)
— 2 + 1 2 x2+2x
21 o = . B, ’_7l/( 2 ) .23.
! (@3 + 1) sz~1 ¥ Zrz+l) @y =Y
2 P
—VE i Ve Ve 4 - 1f=v+ o A dise V"T_xvaf . 4y =

6Vz ]/'r+ Vm)1

S -
1 11;.:*2;3 1—6 YR —dx

(x + 1) ]fw+l 3z + 1) Vailw + 1)

.7

s 1
1y = 10/ In 10 2yﬁ' 2.y = 2%log 2In10. 3. y’ = In 10 log 5. 5=+1,
x

1 x
4. ' = —In 10 log 2 (—2—)
(18
2 3 1 V=
1. ¥ =—e % 2 ¢y = 2xes. 3 y = (322 — 3) ex’3a11, 4, Yy =—=8".
2 Yz
5. y = 5e%— 3 e32,
€L 9
log 15 . ’
1. 2,3026; 4,6052. 2. logs 15 = BeE = 1,6825. 3. Po zderivovani obidvoch
(14'/!))' ul ,Uf 1
tran = — —. Z toh f=u LBy = — (23) = —
stran dostaneme -——— e e = oho () = w'v + w’. 5. y 2x( x)

Tento vysledok moZeme dostat aj takto: y = In 2z — In 2 + Inaz; ¥ = (In2) +

1 1 2z 6z — 1
ng) =—. 6.y =—— . 7.9 =— . 8.9 =—— _ gy =21
el = e B e LY =8 e kv
2 2 11—z
10, y — = S | P . L N A 1.
Y S "I De—1) ~ @@= ¥ oD y =lnat
3
13.y' = 3z2In (w + 1) + p i o 14. Aby sme nasli derivédciu, musime najprv obidve

strany rovnosti zlogaritmovat (zdklad logaritmov mé%e byt Tubovolny, budeme
brat prirodzené logaritmy) Iny = x In . Teraz vezmeme derivdciu obidvoch stran

tejto rovnosti, ak vieme, %e y je funkcia @ aj Iny, tak zlofend funkeia: — y* =
Y
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= Inz 4 1. Dostaneme, ¥’ = y (In « + 1), alebo nakoniec " = a® (Inz -+ 1). Analo-

Y —_ 1 2__ ]
gicky sa rie$i nasledujtcei priklad. 15. y* = al#—1 (V$2nii + Vm = —) .
-

C1 10
1Ly =2cos(2x + 3). 2.9y = —sin (zx—1).3. 9y = —(2z — 1) sin (22— + 1),
4.y = 2sinwcosw. 5. ¥y = 3cos3zecosix— 2 cos wsinasin3x. 6. ¥y = (sin 2w)®
2
[ln sin 2z 4 M] (pozri rie¥enie prikladu 14 z &l. 9). 7. ¥y’ = tg o + =
sin 2z cos?
2 1 1
o 2 otB2E, @, g — —
8. v cos? 2z © %y LI
sin? —
2
L
1 ) s 1 ) r l 3 y’ 2 4 ’
. a =— — -3 & =——— 3 = e, 4. =
Y l/l—x2 ¢ 14 22 V1—4x2 ?
e .H._g.___ By = 2x — 1 . Bgi= __ui—l-_earctg}’;i
922 + 6x + 2 at — 2z + 22 4 1 2}/5(14—93)
€12
1. —1;1.2 1—,
Gl 15
1. Pre vypocet integrdlu odstréanime zétvorky; dostaneme integrdl z mnoho-
4
é]enaJ-x(x~l)2 dz = jm($2—2x +de = f (0 — 207 + o) dw = 2 —%xw—
1 - 72 + 22— 3 3
-+ -é-;ﬁ + €. 2. Integrand zapiSeme takto: e . + 2 Bt Integrdl

z2 + 22— 3

2
de = .l’g_+2x—3lnx+ C. 8. Zave-
x

sa teraz lahko vypodita: f

1 1
dieme substiticiu 3z —5 =¢; dt = 3 d=, f cos (3z — 5)dx = 3 f costdt = T sin ¢ 4+

+ C = ——e‘l—ain (3z — 5) 4+ C. 4. Riedi sa analogicky ako predchddzajiei, Dostaneme
[ .
——;: cos (2z + 1) + C. 5.—9—V(3x——2)3 + C.6.cosz + xsinz + C.7. z(lnw —1) +

+ C. Priklady 8 a% 11 mo#no potitat metdédou per partes. Vhodnejiie v8ak je po-

4
9, (—a3—3x2—6zx—8B)e= L 0. 10. (2z+ leosz+ (@2 4+ x—1)sinz + C.

; . 1 " 1 1
u#it metddu mneuréitych koeficientov. 8. — @ sin 25— (? x2m—) cos2zx + C.

11. J(2x2 + 1) cos 3z dw = (@22 + bz + o) cos 3w -+ (@222 4 b2 +- ¢2) sin 3z. Zderi-

vujeme obidve strany rovnosti: (222 4 1) cos 3z = (2ax + by) cos 3w — (Bay2? +
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+ 3biz + 3¢4) sin 32 + (2azx + b3) sin 3z + (32222 + 3bax + 3c2) cos 3z, alebo takto:

(22* + 1) cos 3 = (—3ax* — 3bix — 3¢y + 2a2% + b2) . sin 3z + (3ax? 4+ 3byx
+ 8¢a + 2aqz + by) cos 3x. Preto sa musi 202 + 1 = 3a? 4 3bax + 32 + 2a4x + by,
0 = —3a@? — 3byw — 3¢y + 2a9x + b2. Ak sa maji dva mnohoéleny rovnat, jo

potrebné, aby sa rovnali koeficienty pri rovnakej mocnine . Po porovnani koeficientov
dostaneme: 3a; = 2, 3by 4 2a; =0, 3c, + by =1, —3a; =0, —3b; + 20, = 0,

2
—3¢; b2 = 0. Z tohto vyplyva, %e @ =0, b =0, ¢, =0, b ==y b = %,
c ) Preto J.(2a:2+1)cos3a:d$* 4:ccos3m—l— 2 2 5) sin 3z + C
T 9 YT gy e
A B
12. i + . Po upraveni na spoloéného menovatela

@—2)(z—3) «—2 @ x—3
a jeho odstrdneni dostaneme: A(x — 3) + B(zx — 2) = = alebo z(4 + B) — 34 —
— 2B = . Ak porovnéme koeficienty pri rovnakej mocnine «, dostaneme 4 + B = 1,

. x da —2
— 834 — 2B = I 4=—9 B =23 -
34 — 2B — 0, odkia 3 f FE i f{m—f?, +
z 4+ 1 x4+ 1
= —21 — 2)+31 —3)+ C. 13. = ===
4 mu_~3}dair n (x )+ 3In (x—3)4 C. 13 T ST s P
A B . .
e + B Az —2) + Bw—1) =z + 1. V poslednej rovnosti polo-
— P
#ime @ = 2, dostaneme B =3; ak poloZime =z =1, dostaneme A4 = —2,

j—de=rﬁ21n(w~g1)+3ln(m‘—2)+0. 4. —In(z—1)+In(z—2) +

w2 — 3z + 2
— d. 222 d
+ . 15. PoloZime Vw:z. Potom x = 22 a doe = 22 dz;f b fz 208

srle 4 FHE
22 dz 22—1-+1 1
= = = S | i PR, (- e 1
2f1+z EJ T3 dz ZJ‘[(Z )—E—1+z:|dz z 22— 1In (1 +2) +
E_ e — 1 1
+C:x-—2V:c+In(l+Vx)+C. lﬁ.Vx2_5+C'. 17.——-2—0052394-?00549:-}
-+ . 18. ——-l—m - + C. 19. —Incosxz + C. 20. _l—arctgi—k .
3sin2 sin x o a

TR 1
21. &rcsini + C. 22, z aresinz + Vl — a2 + C. 23. xarctgm—gln (2 + 1) + C.
o
24. Budeme integrovat per partes, poloZime f = sin 3z, dy = e2* dz. Dostaneme

1 3 .
J. e2% gin 3z do = o 2% gin 3z = 5 e cos 3z dx. Posledny integral znova integru-
jeme per partes, poloZime f = cos 3z, dg = e22 dz. Dostaneme f 827 gin 3z dx =

1 3 : v g ;
= ge” sin 3z — %(% e2% cos 3w + ?f e2% gin 3z dw) . Ak rie§ime poslednt rovnost

62#(2 sin 3z — 3 cos 3x)
13

ako rovnicu pre f e2% gin 3z dz, dostaneme J-e” sin 3z dz =

e? (cos 2z -+ 2 sin 2x)
: :

25.

507




€L 17

1.y = azd + b23 + cxl + d + (3az; + 2bxo + ¢) (x — @) + (Buwe + b).

(z — @) + a{z — x0)3. Vietky nasledujiice &lony sa rovnaji nule. Stéet vypisanych

$tyroch élenov sa rovné mnohoélenu. 2. y(0) = 0,%°(0) = 1, y"(0) = 2, ..., y")(0) =n,
w:i

2
y=x+x2+2—l+.=m(l+m—}—-:—'—|— ...):xex. 3. y=e[1+(x‘—1)+

+ ~2—1|-—(x—1)2 + % (x —1)3 + ] 4, Prvy sposob: y(0) =1, Ay = y(Ax) —1.

1 1 J 1 ‘
Az 1 —2_. % | & Az — 0
¥ (Az) 2,7188 1,6487 1,2840 1,1881 1+ Az
% 1,718 1,207 1,136 1,065 1

Druhy spésob: Ay = y(%m-) — y(— T) .

i 1 1
Az 1 5 g = A — 0
‘g Az
Y (7) 1,6487 1,2840 1,1331 1,064 404 | 1 + -
Y (— ATa:) 0,6065 0,7788 0,8825 0,939412| 1— 921
Ay 1,042 0,56052 0,2506 0,125 082 Az
L. 1,042 1,010 1,002 | 1,0008 1
Az
. o, . dln(l 4+ 1) 1 Aln(l+7) 1 d3ln (1 + )
5. Ndjdeme derivécie: e 1."'—5471" ) = “—{1 ey a4 =
2 ; ; s
= —— . ... Hodnoty tychto derivdcii pri »r = 0 sa rovnaji: 1; —1;2; ...
AL’ odnoty ty p i ;
. , 1 1
7 MacLaurinovho vztahu vychadza In(l + 7)) =r— el r2 4+ i 23 4 .. =
mr2 mr3
r2 r3 o 5 = ;
=r—— ?—i—...,emiﬂ(l“}:em.e 2 3 ..; pri malom *e”r sa
mr?

odliuje od skutotnej hodnoty stéinitelom e 2.V priklade z ¢l. 8 na str. 103.

mrt

m = 50, r = 0,002; & 2 = o001 = 0,99; chyba jo 1% ; m mbie byt Iubovolné

velké &islo, nech je maly len siéin ms2, potom mr?, mrd, ... st uréite malé.
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2
1. $?+J=1+2m+2x2+2x3+2x4+ ...2.y:1n(1+x}=x—%+
i

-+ %3—%4—5— B y=Inz= (x—l)——;—(x—l)z - % (x—1)3—%(xm1)4+...

V prvom i druhom priklade st rady vhodné na vypodty, ak |z | < 1; v tretom,
1

ak 0 <z <2 4 f(2)g(z) = £0) g0) + [£(0) g(0) + ¢'(0) SO & + 5 [1(0) 9(0) +

+ 2/7(0) g"(0) + g"(0) f(O)] 2% + ...

1. 21
1 1 1
1. 1. 2.—-;. 3. T 4. 0. 5. 1. 6.?.
Kapitola TIT
¢l 1
b— Ja2 + b2 —ab

1. = i + L—————Vﬁ 3 = . 2. Zékladha trojuholnika je AC = a, vyska

BH = h, DEF@ je hladany obdlinik. Z podobnosti {obr. 248) vypb’fv&-% = %;

h— HH
ak oznatime DFE = z, dostaneme % = T}-—— , odkial H\H = h (1 ——i) . Obsah
a
A
B
I
a
- H \p .
&y
A X M 5 {
B
4 6 H R I g
Obr. 238 Obr. 239

h
obdlinika S(z) = xh (1 _—%) = hmf-g x?. Po vyriefeni rovnice S’(x) = 0, dosta-

R 1
neme x = %; viedy H.H = —;— 3. Hladany pravouholnik je stvoree, S = ?Rz.

avy + buy 7. Gas

e
vi + 3

oo ey § [ S
pohgby P Ve ¥ == + = Vo2 ¥ (c— =), kde ¢ = 4B, (obr. 239). Z pod-
izt 2

T
vV
4, Polomer zékladne banky + = VE:RT , joj vyska H = 2r. 5.t =
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mienky _11?'1 = 0 Vyp]yva, p== __11_ = g7 . Ak sl viimneme, Ze
de I/az +az vy Vb’ c + z)?
. ) ;
T b o, = G e sin f, dostaneme :E—a =1 T je Bnellov zdkon
Va,z + a2 Vb2 + (¢ —a)? sinff v

lomu, t. j. bod sa pohybuje tak, ako prebicha svetelny 14é na rozhrani dvoch prostreds.

dz7
Aby sme dokézali, Ze skutoéne dostaneme minimum 7', staé¢i napisat e Lahko sa

d27

da? =

presvedéime, Ze pri vietkych o bude

€. 2
1. Ymin = 3. 2. Pre x = 0, Ymax = . 3. Pre = 0, ymax = 1.

0. 3
ro_oom 1 4 4 ) 5
1. e 2. 5 S'K' 4, 27t + 3 61-:*—5—. 5. aln 2, kde a joe mnoZstvo farby,
37
potrebnej na zafarbenie jednotkového plofného obsahu. 6. 1z % 7. 10m,
CL 4
.-—":GO—--. 1 u—. Pre m =n +viom=Inn+ v) =Inn +
w4+ 1 Inm—Inn
v 1 v v? b G = v 7in(l+v)7n+m
*'1“(”;):“”*;—%' g § g ) =
n 2n?
: . . . L 1 1 4 Ak e T
3. a) Obidve stredné hodnoty st rovné o b) T e + Pl je

periéda, potom sa musi sin [w(t + T) + o] = sin (wt + a), odkial w(t + T) + « =

2 . &
=wt+ o+ 2m, 0T =21, T = % Periéda funkeie %2 sa rovna i . Tak

gy

teda treba najst stredna hodnotu funkcie ¥ = sin? (wf + «) na intervale od ¢ = 0

T

jsin2 (ot + o) di
0

S
N

T 2

(0]

1 1
L T LN L0 {—L——COSZ(wt-‘ka)}dt:w—.
w k1 2 2

D“——-:SIIS

€. 5
N ] % b?.z
e 4
1. s:jV1+4xzax- 2. 8= [JT+ o= aa 3-S=;fl/ g
0 0 0

JiTe

22 dz
22 —1"

4. Ak uskutonime dani substitdciu, dostaneme S = J' Néjdeme
2

510

z2dz 22 dz 2—1 4 dz
J‘zi:ii \lame]zzil-._f-zl—_kl-g dz 7f(1+ — )dz—er [---—_1

V' poslednom integrali zapifeme integrand talto: ! = :
22—1 z—1(E=4+1)

A B » .
= e + W}- . Cisla 4 a B nijdeme, ak zlomky upravime na spoloéného
menovatela a porovnime &itatelov A(z + 1) + B(z — 1) = 1, odkial 4 = %, B =
1 . z2 dz 1 z—1 1 z2—17)1+e
=—— > = —In —— - et =
5 Nakomecfzz_l z~|~2 nz_!_l,pret.oS [z+2lnz+1]va_
o T | a2 T
=1/1+ez_1/2+?1 Vit --—11 V?:,—l-

]/+32+1 V21
€l 6

1. Interval rozdelime na tseky od @ = 0 do = 0,9 od & — 0,9 do z = 2,

[ 809 L g=0,9 1 2
dost: = 1,04 = — o= e o e el 2
ostaneme S, ,043, 8, 3 3 + 3 f s m——— dz. V po

slednom integréli mo#no polo#it e* = ¢. Nakoniee dostaneme 8; = 2,624, § = 8, +

+ 82 = 3,667. Podla presného vztahu dostaneme § = 3,627. Chyba je 1%.2. 8§ =
R .

R
5]
R dz
= 1,146. 3. DI#ka oblika krugnice, o ktord ide, jo 8= f V f ( +
Rz _ 42

3 [x\4¢ 5 fx)\¢ 35 [=x 1 3 5
+§(E) +m(§) +m(§) +°--}M:R'V‘;{l+ﬁ‘+m+m+

—1%4552— + } Vzhladom na toto dostaneme pre éislo w:
a) T Viz_{l + —11? + Tzﬁ} = 3,117,
b) m» rl;%_ﬁ{l-i—%—l-%%—r;} = 3,133,
SR /IR SO N A
.7

1. Zvolime os z v priemere AB, bod 4 je poéiatok suradnicovej ststavy.
Prierez, ktory je kolmy na priemer AR, je pravouhly trojuholnik PQR, jeho obsah

; 1 1
(pozri obr. 85) S(z) = ?PQ QR = ?PQ2 tg «. Podla zndmej vety z geometrie
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2R

1
PQ:— AP .PB = 3(2R —2). Preto S(zx) = - a(2R —a) tg. V = f Bl i =
2 (]
=—3-R3tg<x. 3.V =_2m

0L 8
1. Ymax = 2 pre £ = 0, Ymin = —2 pre v = 2. 2. Maximé & minimé neexistuja.
8,
Krivka pretina os @ v bode x = 1 + ]/14 ~ 3,4 a 08y v bode y = —15. 3. Maxima

a minimé neexistujia. Krivka pretina os z medzi bodmi 2 =0 a o = —1 a os y
v bode y = 3. 4, Tri korene. 5. Tri korene. 6. Dva korene. 7. Jeden koreti.

Kapitola IV
G 2
A2, 1), B{, 2), €0, 3), D(—I1, 2), B(—2, 1), F(—3, 0), G(—2, —1)
H(—1, 2), K(0, —8), L(1, —2), M(2, —1), N(3, 0), 0(0, 0).
a3
1. Pozri obr. 240. 2. Pozri obr. 241. 3. Pozri obr. 242. 4. r = |/2, « = 45°;
r=2)2 a=—45%r=38)% a=—135°%r =42 «=135° 5. 2; 2]/3; 2 ]2,
2 V2. 6. 440, 0), 4i2, 3), A4, 6) le-

‘ $ia na jedosj priamke; 4,0, 0), 4s2, 3),
(2)® of1) As(—2, —3) leizia mna jedne] priamke;
A0, 0), A2, 3), A3(—2, 3) nelekia na jed-
—
nej prismke. 7. (0, —E:),- (i_ 0); (0,—
@° ) £ E
a @ 5
Obr. 240 — ﬁ)’ (— T/T?;, 0) ; pozri obr. 243. 8. (a, 0);
e | et
¥
®(1]
(iJ (2)
A () (3)
[ ] - &
- (s) (@) x
{5)e I.r;) $2)
Obyr. 241 Obr. 242

a aVS_ a aV?._ a aV3_ a aVﬁ' .

(£, 2, (-2, 21}, qop (200, (2, 2P, e
) a a a3 _ _ a

obr.244.9. a) Dva pripady: —5 0]; - 0 ;( = ); pozri obr. 245a; (“?’O);

3 §
(i, 0) : ( s E%/f) . b) Styri pripady: (0, 0); (a, 0); (G L!‘% ); pozri obr. 245b;

2 9’
¥4
a
a
& . 1
Obr. 243 Obr. 244

05 05 (55 0 (5, — “!ﬁ); © 0 (—a 0 (— “_!3—); (0, 0); (—a, 0);

a al3
('— 5 }3/ ) - 10, Az(@s, —u)s As(—w1, y1); As(—w1, —y1); pozri obr. 246,
oA, oA,
¥
. /N S I
P’ a
' a N eA, oA,
Obr. 245 Obr. 246

€l 4

1. Pozri obr. 247.

L7

1. Pozri obr. 248. 2. Pozri obr. 249. 3. Pozri obr. 250.
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2 1 €l 8

4 2 1. Prva krivka je zndzornend na obr. 251. 2. Pozri obr. 252. 3. Pozri obr. 253
4. Hladany graf — priamka y = @, no nie cel4 priamka ale len tsetka uréens bodmi
(—1, —1), (1, 1), pozri obr. 254. 5. Pozri obr. 255. Navod. Parametrické rovnice
krivky st # = t—sint, y = 1—cos ¢.

SRV SIS
| O ot 2

Obr. 247 Obr. 248

N
/

:\;ia

t=7

Obr. 253 Obr, 254

Obr. 249 Obr. 255
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