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FUNKCIONALNI ROVNICE

Vit Musil, MFF UK

Tento text je urcen stfedoskolskym studenttim, ktefi maji hlubsi zajem o matematiku ¢i fesi mate-
matickou olympiddu, a klade si za cil seznamit ¢tenafe s metodami feSeni funkcionalnich rovnic. Vyklad
zacind vysvétlenim zakladnich pojmi a uvadi do problematiky feSeni rovnic. Postupné predstavime za-
kladni i pokro¢ilejsi metody FeSeni, definujeme nékolik zakladnich vlastnosti realnych funkei a vyslovime
o nich nékterd uzitecna tvrzeni.

Vétsina principd a novych pojmu je nazorné vysvétlena na piikladech, apriori nepfedpokladame
zédné znalosti nad ramec stiedoskolského udiva.

Text je doplnén mnozstvim FeSenych tloh a jednoduchou ,kuchafkou®, jak fesit rovnice.

Ctenaf v textu nenalezne tilohy z oblasti funkcionalnich rovnic na piirozenych éislech, které spadaji
do problematiky posloupnosti.

POJEM FUNKCE

Funkci nebo téz zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y véts§inou chapeme jako néjaky predpis, ktery
prvkium z X prifadi pravé jeden prvek z Y. Funkce zpravidla zna¢ime pismeny f, g, h. Defini¢ni obor
funkce f oznacime jako Dom(f) = X, obor hodnot jako Rng(f) C Y. Pro zjednoduseni pouzivime zapis

[ X =Y.

V naSem textu budeme za mnoziny X a Y brat vétsinou nasledujici:

Q mnozina racionalnich ¢isel

R mnozina realnych ¢isel
RT mnozina kladnych realnych ¢isel
]RS' mnozina nezapornych redlnych ¢isel

Je-li funkce f:R — R, fikdme casto, ze f je realna funkce. S témito funkcemi budeme pracovat
nejcastéji. Uvédomme si jesté, ze realné funkce nemuseji byt vzdy dany explicitnim vzorcem, jak jsme
ze stfedni Skoly zvykli. Existuji napiiklad dobie popsatelné funkce, pro které zadny vzorec neexistuje.
Funkce také miZeme definovat vice vzorecky, uvazme napiiklad nésledujici predpis

1, SCEQ,
f(x):{o, r€R\Q,

coz je korektné definovand (tzv. Dirichletova) funkce.

POJEM FUNKCIONALNI ROVNICE

Nyni si uvedeme nékolik zadani, a aniz bychom tlohy fesili, ozfejmime si, co pfesné se po nas chce
a jak ulohy chéapat.

Uloha 1. Najdéte vSechny funkce f:Q — R spliiujici pro vSechna x,y € Q rovnici

fle+y) = flx)+ fy).
Predevsim si vSimnéme zakladni odlisnosti od béznych rovnic: cilem neni hledat hodnoty z a y, které

rovnici vyhovuji, ale hledame takové funkce, které rovnici spliuji pro kazdé pripustné dosazeni hodnot
za x a y. VSimnéme si, ze kupfiikladu funkce f(z) = 2 rovnici spliluje, nebot

flz+y)=2(x+y)=2z+2y = f(z) + f(y),
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ale napiiklad funkce f(x) = x + 1 rovnici nevyhovuje, jelikoz
flety) =oct+y+1#a+14+y+1=f(z)+ f(y).

Ke spravnému vyfeseni ulohy navic musime najit vSechny takové funkce neboli ukazat, ze zadné jiné
funkce nez ty, které jsme nasli, rovnici nespliiuji. Déle si v§imnéme, Ze tkolem je hledat funkce definované
v Q, coz tlohu podstatné zjednodusuje a odlisuje napriklad od dlohy nasledujici.

Uloha 2. Najdéte vSechny rostouci funkce f:R — R spliiujici pro viechna z,y € R rovnici

flx+y) = f(=)+ f(y)

Rovnice ma v tomto pfipadé stejny tvar, ale funkce f musi byt definovana na celém R a muze
nabyvat i libovolnych realnjch hodnot. Oproti pfedchozi illoze mame navic zadanou omezujici podminku
na funkci f. Bez této podminky lze tlohu také fesit, ovSsem FeSeni je oSklivé az lehce nechutné. Tato
rovnice ma dokonce i sviij nazev, fika se ji Cauchyova rovnice a jesté se o ni v textu zminime.

Uloha 3. Naleznéte viechny funkce definované na celém R splitujici rovnici

fl@+y) +2f(x—y) —4f(x) + af(y) = 3y* — 2° — 2zy + xp/°

pro kazdou dvojici [z,y] € R2.

V této uloze je pouze jinak napsané totéz. Mame hledat realné funkce, které spliuji rovnici pro kazdé
dosazeni x € R a y € R. Protoze viak vzdy dosazujeme obé hodnoty zarovei, hovofime o dvojici z R?.

IDEA RESENI

Zakladni myslenkou feseni bude néasledujici ivaha: Predpokladame, ze funkce f spliuje zadani a
zkouméame, jaké musi splilovat vlastnosti. Ziskavame tak informaci, Ze pokud néjaké feSeni rovnice exis-
tuje, tak musi néco splinovat. Méjme tedy na paméti, Ze obecné nepostupujeme ekvivalentnimi tpravami.
Nejlépe je to vidét na prikladu.

Uloha 4. Najdéte vSechny realné funkce splijici pro kazda z,y € R rovnici

flx+y) = f(z) +y.

Reseni. Ptedpokladejme, 7e jiz mame funkci f splitujici rovnici pro kazdou dvojici [z,y] € R?. Pro
tuto funkeci si ozna¢me ¢ = f(0). ProtoZe je rovnice splnéna pro kazdou dvojici [z, y], specidlné musi byt
splnéna i pro jednu konkrétni dvojici [0, y]. Musi tedy platit

fO+y)=f(0)+y,
neboli f(y) =y + ¢. Dosazenim do rovnice ovéfime, Ze
f@aty)=zt+y+tc=x+cty=f(z)+y,
¢ili funkce f(z) = x + ¢ je feSenim tlohy pro kazdé ¢ € R. O

Pro¢ jsme si vSak v FeSeni mohli ¥ici, Ze f(0) je konstanta? Pfedpokladali jsme totiz, Ze mame funkci
f, ktera rovnici spliiuje. Hodnota f(0) je tak jiz konkrétni dosazeni do konkrétni funkce, a tedy se dale
nemeéni.

Pro nazornou predstavu: ,,Je to jako se zajicem v pytli. Jesté nevime, jak vlastné vypadé, ale mtizeme
dloubanim zjistovat, jak rychle se vrti, za jak dlouho se unavi, atp. Je to vSak jiz konkrétni zajic, ktery

Uvédomme si vSak, Ze obracena implikace, tj.,kdyz ma funkce f nésledujici vlastnosti, tak Fesi
rovnici“, obecné platit nemusi. Ukazme si to opét na prikladu.
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Uloha 5. Najdéte viechny funkce f: Rt — RT, které vyhovuji rovnici

25, _ Y

pro vSechna x, y z defini¢niho oboru f.

Reseni. Necht f je funkce, ktera vyhovuje zadani. Protoze defini¢nim oborem f jsou pouze kladna
realnd ¢isla, miizeme provést tzv. substituci neboli dosazeni [y/z,1] misto [z,y]. Funkce f tedy musi

splnovat
2\ _ /z 1

Hodnota f(1) — 1/f(1) je konstantni, oznacme ji ¢. Potom f musi mit tvar

flx)=+vVzx+ec.

Zkouskou neboli dosazenim do zadani zjistime, ze jedina funkce, kterd zadani vyhovuje, je pro ¢ = 0, tj.

fx) = . O

Vidime tedy, ze provadét zkousku je vzdy nutné.
V predchozi tloze jsme provedli vic nez jen dosazeni konstanty za proménnou, nahradili jsme pro-
ménnou néjakou jeji funkci. Této metodé feseni se budeme nyni vénovat podrobnéji.

SUBSTITUCE

Tento princip je elementérni a zcela zasadni pro fesSeni funkciondlnich rovnic. Téméf v kazdé tloze
provedeme alespon jednou néjaké dosazeni nebo substituci. Klicova pro nas bude nasledujici formulace:
»Pokud funkce f spliiuje zadanou rovnici pro vSechna [z, y] z definiéniho oboru, pak tuto rovnici spliuje
i pro néjaky specialni pripad“. Pfesné tuto ivahu jsme provedli v tloze 4. Podle tohoto schématu tedy
muZzeme snadno dosazovat konstanty z definiéniho oboru funkce f.

Zobecnénim této uvahy okamzité vidime, Ze mizeme provadét i dosazeni typu [g(z),h(y)], kde
g a h predstavuji takové funkce, ze Rng(g) U Rng(h) C Dom(f). Tyto funkce chdpeme jako operace
s proménnymi pied dosazenim, mfizou vypadat napiiklad jako [—x,0] nebo [z% — z,v/2] atp.

Daleko divocejsi substituci, zahrnujici navic predchozi dvé, dostaneme dosazenim

[9(z, ), h(z,y)],

kde g a h jsou funkce dvou proménnych spliujici tutéz podminku na obory hodnot. Tato dosazeni pak
vypadaji jako [z — y, w;y] a podobné.

Predvedme si vySe zminény recept na nésledujicim prikladu.

Uloha 6. Naleznéte viechny funkce f:R — R takové, 7e pro viechna realné z, y plati

flz+y) — flx—y) =2y

Reseni. Necht f spliiuje zadanou rovnici pro vechna x, y. Pak rovnice musi platit i pro hodnoty

[x/2,2/2], neboli
f3+3)1G-3)=7

Odtud vidime, Ze f musi byt tvaru f(z) = 22/4 + ¢, kde c je realna konstanta. Zkouska ukaZe, ze tato
funkce vyhovuje pro kazdé ¢ € R. ]

Ne vzdy vSak dostaneme jedinym dosazenim piimo tvar feseni. Vétsinou je tieba zkouset vice do-
sazeni, nékterd nam mohou poskytnout jen ¢asteéné informace, jako tfeba hodnotu v nékterych bodech.

vvvvv
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Uloha 7. Najdéte vSechny funkce f:R — R vyhovujici pro kazda z,y € R rovnici

flay+ 1)+ flz+y) = (fx) +1)(y +1).

Reseni. Predpokladejme, %e f fesi tilohu pro kazdé dosazeni z,y € R. Dosadime-li dvojici [0,0] dosta-
neme

FO+1) + £(0) = (f(0) + 1) (0 + 1),
neboli f(1) = 1. Dosazenim [0, 1] a ze znalosti hodnoty f(1) obdrzime

FA)+ F(1) = (f(0) +1)(1+1),

tedy f(0) = 0. Nyni dosadime-li dvojici [0, z] ihned dostédvame, ze

F) + f() = (f(0) +1)(z +1),
¢ili f(z) = x pro v8echna x € R. O spravnosti feSeni se pfesvéd¢ime zkouskou. O

Cviceni 1. Vyfeste tlohu 3.

Cviceni 2. Najdéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro vSechna z,y € R

f@)f(y) — flzy) =z +y.

NeZ se pustime do feSeni dalsich ptikladt, uvédomme si, ze diskuse ohledné defini¢nich obori a oboru
hodnot je podstatné a jeji opomenuti miZe vést k fatalnim chybam. Muze se totiz stat, ze funkce v nami
dosazenych bodech neni definovédna nebo délime nulou. V8echna takova [z, y] pak musime z dalsich Gvah
vyloucit. Vsimnéme si zmény v nasledujicim piikladeé.

Uloha 8. Nejdéte vSechny funkce f:R — R, které vyhovuji rovnici
fla—y?) = f(2) -y
Reseni. Bud f funkce spliiujici zad4ni pro vsechna z,y € R. Pak pro z > 0 dosadme [z, \/z] a obdrzime

flz = (V2)?) = fz) - (Va)?,

coZ po tpravé dava f(x) =z + f(0) pro z > 0. Pro z < 0 dosadme [0, y/—2x] a ihned dostdvdme

neboli f(z) =z + f(0), kde z < 0. Pro x > 0 a = < 0 je tvar TeSeni stejny, lze tedy psat f(z) =z + ¢,
z € R. Zkouskou ovérime, ze takova f vyhovuje pro kazdou konstantu c € R. a

Vidime, Ze jiz po prvni substituci nas tloha 1aké provést zkousku a prohlésit f za FeSeni. Uvédomme
si vSak, Ze tato substituce nam zajistila tvar f pouze pro nezdporna x. Skutecnost, ze se tato f dala
rozsifit na celé R se zachovanim platnosti zadané rovnice, je pouze pfijemnou ndhodou. Nemizeme tak
beztrestné lohu prohlasit za vyfeSenou, nebotf by mohla existovat jina funkce, kterd by se na zapornych
C¢islech od f lisila.

Nejsme-li si jisti, ze miizeme substituci provést, nikdy neuskodi napsat si tvar substituujicich vyraz.
Co bychom neméli nikdy provést, budeme demonstrovat na nasledujicim prikladu.

Uloha 9. Najdéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro vSechna realné z, y

@+ f) = f@) + F2(y) + 22 f(y).

V prvnim kroku kazdého asi napadne vyzkouset dosadit [0,y], dostaneme tak, ze f(f(y)) = f*(y) +
f(0). Nynije f(y) € R, tedy ozna¢me z = f(y) a obdrzime, 7e f(z) = 2% +c, ¢ € R, o emz se piesvédéime
zkouskou.

Kde nastala chyba? Prvni dosazeni je zcela jisté spravné, vztah f(f(y)) = f2(y) + f(0) plati pro
kazdé y € R. Problém je v dosazeni x = f(y), nejde totiZ o substituci podle nasi definice. Pouze jsme si
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jinak oznadili symbol f(y). Vztah f(z) = 22 + ¢ tedy plati pouze pro € Rng(f), o kterém vsak doposud
nebyla zadn4 fe¢ a nic o ném nevime. Ziejmé funkce f(z) = 0 pro = € R spliiuje zadanou rovnici, jeji
obor hodnot je vSak jednobodovy a plati pro néj jisté rovnice f(z) = 22+ ¢ pro ¢ = 0. Stejné tak bychom
mohli Fici, Ze pro toto feSeni a x € Rng(f) = {0} plati f(x) = sin(z) & cokoliv jiného. Bude to sice
pravda, ale k ni¢emu ndm to neni.

Jak se tohoto problému zbavit, je vidét zahy.

Reseni. Funkce 22 je na R zfejmé feSenim zadané rovnice. Zvolme substituci f(z) = 2% + g(x). Dosa-
zenim dostavame

@+ )" +9(x + f(y) = 2* + g(2) + (> + 9(1)° + 22(y° + 9(v))
@+ 12 +9®) + 9z +1>+9v) = (z+ 1>+ 9(»))* + g(x)
gz +y* +9(y)) = g(),

a tedy funkce g musi byt periodické (viz kapitola Viastnosti funkct) pro kazdou periodu délky y? + g(y).
Je-li tato perioda pro kazdé y € R nulova, je g(y) = —y? a f(y) = y*> + g(y) = 0 pro vSechna y.
Piedpokladejme nyni, 7e je tato perioda nenulovd, oznacme ji p. Dosadme nyni dvojici [z,y + p] do
posledniho vztahu a upravujme

g@)=g(z+y+p)’+9y+p) =g(x+pp+2y)+v°+9u) =g(z+plp+2y)).

Vidime, Ze g je také periodické s periodou p(p + 2y), kterd vSak muize nabyvat libovolné hodnoty. Tedy
pro kazdé z,y € R je g(z) = g(y), a tedy ¢ je na R konstantni. Funkce f tedy miZze mit tvar f(x) =
22 + g(z) = 22 + c. Zkouskou ovéiime, Ze tato funkce spolu s funkci f(x) = 0 jsou skute¢né fesenim. [J

Cviceni 3. Najdéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro v8echna redlné z, y

flx+fy) =2+ f(y) +22f(y).

Cviceni 4. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliiujici pro v8echna redlné z, y

f@+y)+ F(f(@) —y) =2f(f(2)) + 207

V nésledujicim pfipadé provedeme podobnou substituci y = f(z), jak vSak uvidime, vSe probéhne
naprosto korektné.

Uloha 10. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliujici
fly—f@) = fly) = f(f(2) + fz) -

Reseni. Bud f funkce spliiujici zaddni pro kaZdou dvojici z,y € R. Protoze f(x) € R = Dom(f), Ize
dosadit dvojici [z, f(x)]. Plati tedy

F(f@) = f(2)) = F(f (@) = F(f (@) + f(2) =

coz po upravé dava f(x) = = + c¢. Zkouskou ovéfime, Ze takova funkce vyhovuje pro kazdé ¢ € R. ]

Uloha 11. Naleznéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro vSechna realna z, y

f@®+y)+ f(f(2) —y) = 2f (f(=)) +2¢°
Reseni. Dosazujme postupné
2, f(2)] F(@ + f@) + £(0) = 2f(f(@)) +2f(@)
@, 2] ; F0)+ £ (o2 + (@) = 2f (f()) + 22",

Odectenim obou rovnic okamzité dostdvame 2f%(z) = 2z%, neboli f(z) = £2?. Ozna¢me si jako M
mnozinu téch x € R, kde je f(x) = —2?, pak jisté f(z) = 22 na R\ M. Chceme ukazat, ze mnoZina M
obsahuje pouze nulu. Ziejmé f(0) = 0. Pak dosazenim [0, z] dostavame

f(@) + f(-2) = 22
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Protoze je pro kazdé nenulové x leva strana kladna, totéz musi platit i pro pravou stranu, kde mame
¢tyfi moznosti pro volbu znamének. Pouze volba 22 4+ 22 = 222 dokéZe tuto platnost zarucit. Musi tedy
platit, ze f(x) = 2% pro vSechna x € R, o ¢emZ se snadno presvédéime zkouskou. O

Tento pifklad by pro nds mél byt varovanim, Ze z platnosti f(z) = £22 neplyne, 7e budto f(z) =
22 nebo f(z) = —x2. Timto postupem by sice druhd moznost neprosla zkouskou, to vsak nic neifka
o funkcich, které jsou nékde na M definovany jednim piedpisem a jinde druhym. Méjme tedy na paméti,
ze chceme-li presné popsat funkci, nestaci jen napsat jeji predpis, musime se zminit i o tom, kde je
definovana.

Pouceni z téchto chyb se pustime do podobné ulohy.

Uloha 12. Najdéte viechny funkce f: Rt — R spliiujici pro kazdé p¥ipustné = rovnici

2’ f2(x) + 1= af(2)(1+af(2)).
Reseni. Vsimnéme si, Ze rovnice je polynom tietiho stupné v proménné xf(x). Snadnou tipravou na

soucin dostavame )
(zf(x)+1)(af(z) —1)" =0.

Odtud pro kazdé r € R™ musi platit f(x) = 1/x nebo f(z) = —1/x. Bud nyni M C R* libovolna
mnozina. Pak definujme funkci

= {2ty 15
-1 zeR"\ M,

kterd je resenim zadané rovnice. VSechny tpravy byly ekvivalentni, zkousku tedy neni tfeba provadeét.
|

Tento priklad sice nebyl na procviceni substituce, velmi dobfe vSak demonstruje, na co si davat
pozor.
V dloze 11 si vSimnéme dalsitho triku, ktery jsme pouzili, a to vytvofeni soustavy rovnic.

Uloha 13. Naleznéte viechny funkce f:R\ {0,1} — R spliiujici pro « riiznd od 0 a 1

f@ )+f(1—x) -7

Reseni. Bud f feSenim tlohy. Dosadme postupné z = ¢, z = —— a z = 1 — L. Snadno se ovéFi, ze pro
) T—¢

t € R\ {0,1} jsou vSechna ¢isla rizna od 0 a 1. Dostavame tedy soustavu
t
F+ () =

1
)+ (-5) =1
1
f(l——>+f() ==
Sectenim prvni a tieti a odectenim druhé rovnice dostavame Feseni ve tvaru

t—t+1
2t —1)°

f(t) =
které vyhovuje zadani. O
Cviceni 5. Najdéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro vSechna z,y € R

flx+y)+2f(x—y) =3f(z) -

Cviceni 6. Najdéte vSechny funkce f:R — R takové, Ze pro vSechna x € R\ {1, —1} plati

(G5 +i() ==
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PoOUZITI MATEMATICKE INDUKCE

Tento metoda umoziuje odvodit tvar feSeni pro racionalni ¢isla. Nejlépe si ji predstavime na jiz
zminéné tloze 1. Podle ni se této metodé fika také Cauchyova metoda.

Uloha 1. Najdéte vSechny funkce f:Q — R spliujici pro vSechna x,y € Q rovnici
fla+y) = flz)+ fy).

Reseni. Predpoklddejme, Ze f je néjaké Feseni této rovnice. Dosadime-li dvojici [0,0], obdrZime ihned
f£(0) = 0. Déle postupné dosazujme dvojice [z, z], [2z,z], ..., [(n — 1)z, 2] a pro kazdé n € N indukei

dostavame
f22) = f(z + ) = f(2) + f(z) = 2f(z)
fBz) = f(2z + ) = f(2z) + f(z) = 3f(z)

fnz) = f((n— Dz +2) = f((n-1)z) + f(2) = nf(2).

Pravé dokdzany vztah f(nxz) = nf(x) platny pro pfirozena n a raciondlni x pouzijeme hned dvakrat.
Pro kazdé m,n € N pak plati

Podélenim obou stran ¢islem m dostéavame vztah

f(ﬁ) = %f(l), m,n € N,

m
neboli

flz)=2f(1), zeQ".
Dosazenim dvojice [z, —x] do plivodni rovnice obdrzime vztah f(x) = —f(z). Ozna¢ime-li si navic
f(1) = ¢, pak pro funkci f plati f(z) = cxz pro vSechna raciondlni xz. Zkouska ukéze, ze takova funkce
splnuje zadani pro kazdé realné c. O

7Z prikladu je vidét, pro¢ tato metoda funguje jen pro ¢isla racionalni. Funkce, které jsme nalezli,
lze sice stejné tak rozsifit na celé R za pouziti stejného predpisu a rovnice bude platit pro kazdou
dvojici z,y € R, ovSem nic ndm nezarucuje, ze zadné jiné funkce uz rovnici nefesi. Jak jsme jiz naznacili
v tvodu, dalsi takové realné funkce spliiujici Cauchyovu rovnici existuji, tento postup ndm k nim ale
cestu neukazuje.

Zazijme si tuto metodu jesté na dalsim, podobném prikladé.

Uloha 14. Naleznéte vSechny funkce f:Q — R, které vyhovuji rovnici
fl@+y) = f@)fy)

pro vechny dvojice [z,y] € Q2.

Reseni. Predpoklddejme, ze f je nalezené feSeni. Nabyva-li tato funkce v néjakém bodé& g nulové
hodnoty, pak dosazenim [z — xg, x| dostavame

f(x) = f(@z =0+ 20) = f2 —20)f(20) = 0
a f je funkce identicky nulové, tj. f(x) = 0 pro kazdé = € Q. Zabyvejme se nyni jiz pouze nenulovymi
feSenimi. Nejprve si vSimnéme, ze f(z) = f(x/2 + 2/2) = f(z/2)f(x/2) = f?(x/2) > 0, ¢ili f nabyva
pouze kladnych hodnot. Nyni nasadime indukci, podobné jako v pfedchozim pfipadé. Pro kazdé n € N
a x € Q tedy plati
f(22) = f(z +2) = f(2)f(z) = f*(x)
f(32) = f(2z +x) = f2(2)f(z) = f*(2)

f(nz) = f((n =Dz +2) = [ (2)f(2) = f"(2).



8 Vit Musil

Tento vzorec nyni dvakrat pouzijeme a pro kazdé m,n € N dostavame

n n
== 2) =1 (2).
1) = gy = 5 (m- ) =y (2
Vsechna tato ¢isla jsou kladné, miZzeme je tedy m-krat odmocnit a ihned vidime, ze f(q) = f%(1) pro
kladna raciondlni ¢q. Dosazeni [0, 0] do ptvodni rovnice ndm poskytne informaci o hodnoté f(0) nebot
f(0) = £%(0). Protoze f(0) > 0, musi nutné f(0) = 1. Informaci o zdpornych racionalnich ¢islech ndm
d4 dosazeni [q, —¢|, tj. 1 = f(0) = f(q)f(—q). Odtud ihned vyjadiime

1 1
fla) — fo(1)
pro ¢ € QT. Pokud navic pojmenujeme f(1) = ¢ > 0, pak f(z) = ¢* pro vSechna racionalni &sla.

Zkouskou ovéfime, ze f skuteéné rovnici fesi pro vSechna ¢ > 0. Pripocteme-li jesté trividlni Feseni
f(x) =0, miizeme psat, Ze f(x) = c® pro libovolné ¢ > 0 (a ml¢ky ptijmeme, Ze 0° = 0). O

f(=q) =

Zadnému Gtenafi jisté neuniklo nékolik podobnosti s predchozi ilohou. Nejprve jsme pomoci mate-
matické indukce odvodili dtlezity vztah pro kladna cela ¢isla, dale jsme jeho platnost rozsitili i pro kladné
racionalni, posléze pro vSechna racionélni ¢isla. Stejné tak bychom postupovali i u dalsich podobnych
prikladt.

Cvi€eni 7. Najdéte vSechny funkce f:Q — Q, pro které plati f(1) = 2 a pro kazdé =,y € Q

flzy) = f(2)f(y) — fz+y) + L.

Abychom mohli platnost rozsifit na celd redlna c¢isla, museli bychom mit néjaké dalsi omezujici
predpoklady na funkci f. Dfive nez k takovému omezeni pristoupime, predstavime si nékteré obecné
vlastnosti funkci, bez kterych se v dalsim textu neobejdeme.

VLASTNOSTI FUNKCI

Definice. Rekneme, Ze funkce f je sudd, resp. lichd, pokud pro kazdé x € Dom(f) plati

f(@)=f(=x), resp. [f(x)=—f(-x).

Definice vlastné fika, ze sudé jsou pravé ty funkce, které jsou osové soumérné podle osy Oy, liché
jsou ty stfedové symetrické podle po¢atku. Piikladem sudé funkce na R je funkce 2 & funkce cos z. Mezi
liché pak pat¥i napiiklad funkce 23 nebo sin x.

Pokud se ndm v tuloze podafi zjistit, ze hledana funkce splnuje jednu z téchto vlastnosti, sta¢i nam
hledat feSeni pouze na poloviné defini¢niho oboru. Navic ziskdme ze substituci vice informace, nebot
muzeme snadno z argumentu funkce ,odstranit* minus.

TéZ se ndm muze hodit tvrzeni, Ze kazdou redlnou funkci f lze napsat jako soucet sudé a liché funkce,

jejich predpisy jsou (f(x) + f(—x))/2 a (f(x) — f(—x))/2
Definice. Rekneme, Ze funkce f je prostd, pokud pro kazdé x,y € Dom(f) plati
f(@)=fly) = z=y.

Definice. Rekneme, 7e funkce f: X — Y je na, pokud pro kazdé y € Y existuje x € X tak, ze plati

fx)=y.

Definice. Rekneme, e funkce f: X — Y je bijekci, pokud f je zaroven prostd a na.

Prosta funkce tedy nabyvé kazdé hodnoty nejvyse jednou, tj. neplati pro ni  # y a zéroven f(z) =
f(y). Funkce, kterd je na, pak kazdé hodnoty nabyvé alespon jednou, tj. ,vycerpd“ celé Y. Zkracené
mizeme zapisovat, ze Rng(f) = Y. Bijekce je pak spojeni obou, tedy kazdé hodnoty z Y se nabude
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.....

jednoznacné dvojice mezi X a Y.
A jak budeme tyto vlastnosti vyuzivat v tlohach? Pokud o funkci vime, Ze je prostd, miZeme
tak snadno z rovnosti funkénich hodnot odvodit rovnost argumentii. Je-li funkce na, mizeme provadét

vvvvvv

Procvi¢me si je na nasledujicich tlohéch.

Uloha 15. Najdéte viechny bijekce f: R — R vyhovujici pro kazdé x,y € R rovnici
F(F@+ £(7@)) = F(F(£@) + £))-

Reseni. Bud f feSenim zadané rovnice. Protoze f je prosta, musi platit

F@)+ f(fy) = F(f (@) + f(y)-

ProtoZe f je navic na, pro kazdé z € R existuje y € R tak, ze z = f(y). MiZeme tedy provést substituci
z = f(y). Plati tedy

f@@) + f(2) = f(f(2)) + 2.
Ze stejného duvodu existuje zg € R, Ze f(xo) = 0. Odsud dostéavame f(z) = f(0) + z, tj. f(z) =z +c.
Zkouskou se presvédéime, ze tato funkce vyhovuje pro kazdé ¢ € R. ]

Cviceni 8. Najdéte vSechny prosté funkce f:R — R spliujici pro kazdé =,y € R

F(f(@) +y) = f(227) + 4f (2)y + 24°.
Nasledujici tloha se od ostatnich 1isi. Vsimnéme si, Ze nebudeme fesit funkcionalni rovnici, ale rovnici
obycejnou.

Uloha 16. Funkce f:R — R spliiuje rovnici f(f(x)) =z + f(z) pro kazdé = € R. Najdéte vSechna
feseni rovnice f(f(z)) = 0.

Reseni. Zadanou rovnost si upravme na f(f(z)) — f(z) = z. Pokud je nyni f(z) = f(y), pak

a f je prostd. Dosadime-li do zadani x = 0, ziskdme f(f(O)) = f(0) a z prostoty plati f(0) = 0.
Obdrzeli jsme tak i platnost f(f(O)) = 0. Nyni pokud existuje jesté néjaké reseni f(f(x)) = 0, pak
f(f(x)) = f(f(O)) = f(0) a z = 0. Tedy jedinym FeSenim je z = 0. a

Definice. Rekneme, ze funkce f je rostouct, resp. klesajici na svém defini¢nim oboru, pokud pro kazdé
x,y € Dom(f) plati

r<y = f(x)<[fly), resp. z<y = f(x)>f(y)

Zcela analogicky se definuji neostré verse, hovofime pak o funkci neklesajici, resp. nerostouct.
Spliiuje-li néjaka funkce jednu z téchto charakteristik, nazveme ji obecné monotonni.
Uvédomme si, ze je-li funkce rostouci nebo klesajici, pak je jiz prosté.

Cviceni 9. Najdéte vSechny neklesajici funkce f:R — R spliiujici pro v8echna redlné x
f(f(@) ==
Definice. Rekneme, Ze funkce f je periodickd s periodou p pokud pro kazdé z € Dom(f) plati
z+p€Dom(f) a f(x)=f(z+p)

Ziejmé plati tvrzeni, Ze je-li funkce periodicka pro vSechny délky period, pak je jiz nutné konstantni.
Obdobné je-li funkce monoténni a periodickd, musi byt konstantni.
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Definice. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé a € Dom(f), pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0,
ze plati

z€(a—6,a+0) = f(z)€ (fla)—¢, f(a)+e).
Rekneme, Ze f je spojita, pokud je spojita v kazdém bodé Dom(f).

Definice. Bud f: X — Y prost4 realns funkce. Rekneme, ze f~1:Y — X je inverznd funkci k f pokud
pro vSechna y € Y a x € X plati

Fly) =2 & fl@)=y.

Uloha 17. Najdéte viechny rostouci funkce f:R — R splitujici pro kazdé = € R rovnici

Fa)+ f (@) = 22,

kde f~! je inverzni funkce k f. (APMO 1989)

Reseni. Ziejmé f(r) = x + d je TeSenim zadané rovnice, protoze f~!(x) = x — d. Oznacéme si nyni
Sq mnozinu téch bodt z, kde f(z) = z + d. Nasim cilem bude ukazat, Ze pokud je S; neprazdnd, pak
Sy = R. Ukazme nejprve, ze pokud = € Sy, pak také x +d € Sy. Protoze f(z) =z +da f~(z+d) =z,
plati f(x +d) =+ 2d a x + d € S4. Indukei tak dostavame, Ze vSechna ¢isla x + kd € Sy pro k € Z.
Ukazme nyni, Ze pokud je Sq neprdzdnd, pak Sy je prazdné pro d’ < d. Presnéji dokdZeme, Ze je-li
T € Sya
ye(wt+k(d—d),z+ (k+1)(d-d))

pro néjaké k € 7Z, pak y ¢ Sqg. Pro spor predpokladejme, 7e x € Sq, y € S ax+k(d—d') <y <
x+ (k+1)(d — d’) pro n&jaké k € Z. Upravme nejprve nerovnost do tvaru
r+kd<y—kd <x+ (k+1)d-d.
ProtoZe je f rostouci, musi platit
e+ (k+1)d= flx+kd) < fly—kd')=y— (k+1)d,

neboli y > 2+ (k+1)(d — d’), coz je spor. Obdobn4 tivaha plati pro Sg a Sy, kde d’ > d, nebot role d a
d’ jsou zaménitelné. Protoze kazdé x € R pat¥i do Sy pro néjaké d a pouze jedna z téchto mnoZin mtze
byt neprazdnd, musi platit f(z) =x+d, x € R, d € R. a

CAUCHYOVA ROVNICE

Vratme se nyni k jiz zmitiované tloze 2.

Uloha 2. Najdéte vSechny rostouci funkce f:R — R spliiujici pro vechna x,y € R rovnici

fl@+y) = flx)+ fy).

Jiz vime, Ze pro FeSeni musi platit f(z) = f(1)x pro vSechna raciondlni ¢isla. Ukézeme, Ze mé-li
navic feSeni splilovat jednu z nasledujicich podminek, pak f(z) = f(1)x pro vSechna z € R.

e f je monoténni na néjakém intervalu,

e f je omezend na néjakém intervalu,

e f je kladna pro = > 0,

e f je v néjakém bod€ spojita.
Reseni. (Pro monotonii). Ozna¢me si f(1) = ¢ a piedpoklddejme, Ze ¢ > 0, tj. f bude rostouci (v opaé-

ném piipadé bychom pracovali s rostouci funkci — f). Chceme ukézat, ze f(x) = cx pro kazdé « € R. Pro
spor piedpoklddejme, Ze existuje takové x € R, Ze f(x) > cx. VyuZzijeme té vlastnosti raciondlnich ¢isel,
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ze mezi kazdymi dvéma riznymi redlnymi ¢isly je alespoini jedno racionalni. Existuje tedy g € Q tak, ze
f(x)/ec > g > x neboli f(z) > cq > cx. Musi tedy platit

cq< f(x)=flx—q+q) =flx—q) + f(q) <0+ f(q) = cq,

kde posledni odhad jsme dostali z platnosti z — g < 0 = f(xz — ¢q) < f(0). Dostali jsme, Ze cq < cq, coZ
je spor. Zcela obdobné se ukéze, ze pro zddné x € R neplati f(z) < cz, a jsme hotovi. O

Reseni. (Pro omezenost). Pfedpokladejme, Ze f je omezend na intervalu (a, b), a to konstantou K > 0.
Nejprve ukazme, Ze viechny body [z + np, f(z +np)|, kde n € Z a p € R, lez{ na p¥imce v roviné tvofené
osami Oz a Oy. ProtoZe vSechna ¢isla x+np jsou od sebe vzdalend konstantné p, staéi ukézat, ze f(x+p)
lezi presné mezi f(z) a f(x + 2p), tj. ze 2f(x + p) = f(z) + f(x + 2p), coz v8ak plyne z rovnosti

f(x) + f(z+2p) = f(2z + 2p) = 2f(x + p).

Funkéni hodnoty f jsou tedy rozdéleny podle toho, na které pfimce lezi. Pro spor predpokladejme, Ze
existuje vice takovych pfimek, tedy existuje z € R takové, ze [z, f(z)] lezi na pfimce neobsahujici bod
[a, f(a)]. Pfedpokladejme navic, Ze pfimka p¥islusna x lezi nad pfimkou p¥islusnou a. Pomoci Cauchyovy
metody jsme odvodili, ze pro kazdé ¢ € Q plati f(gx) = ¢f(z), tedy na ndmi zvolené piimce lezi i vSechny
racionalni ndsobky z. Nyni sta¢i zvolit ¢ tak blizko a/z, aby pfimka prochézejici [a, f(a)] a [gz, f(qz)]
byla dostateéné strmé na to, aby pro néjaké n € N uz bylo f(a + n(qx — a)) > M, coz je spor.

O

Reseni. (Pro nezapornost). Postup je velmi podobny pfedchozimu. Pokud existuji dvé rfizné piimky,
najdeme treti, kterd bude klesat, az se nékde nabude zaporné hodnoty. O

Reseni. (Pro spojitost). Je-li funkce spojitd v bodé a € R, pak volbou & = 1 dostavame § > 0 tak, Ze
platiz € (a—d,a+0) = f(a)—1 < f(z) < f(a)+ 1, tj. f je na (x —d,x + J) omezend a lze pouzit prvni
bod. |

7 téchto fesSeni je dobré si zapamatovat principy, které jsme pouzili. Zvlasté pak avahy z feSeni pro
monotonii jsou dobfe aplikovatelné i na jiné, podobné tlohy.

Uloha 18. Naleznéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro vSechny dvojice x,y € R rovnici

fl@+y) + f(@0)f(y) = flzy) + f(z) + f(y)-
(Bélorusko 1997)

Reseni. Konstantni funkce f(x) = 0 a f(z) = 2, z € R jsou zfejmé fesenim zadané rovnice. Bud nynf
f nekonstantni feseni. Pouzijme nyni né€kolik jednoduchych dosazeni.

[, 0] : f(@) + f(2)f(0) = £(0) + f(z) + f(0).
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Protoze f je nekonstantni, musi byt f(0) = 0. Déle

[2,1] : fla+1)=f@)(2-f1) + £

Po dosazeni x = 1 do tohoto vztahu vyjadiime f(2) = ¢f(1), kde ¢ = 3 — f(1) je konstanta. V§imnéme
si, ze ¢ # 1, jinak by dle predchozi rovnosti byla f konstantni. Nyni dvéma zpusoby vyjadrime hodnotu
x + 2 pomoci dvou vhodnych dosazeni.

[z +1,1]: fl@+2)=flz+1)(2—f(1)) + f(1)

[z,2] : flz+2) = f(22) + f(2)(1 = f(2)) + f(2).

Vyrazy napravo upravime pomoci pfedchozich vztahii tak, aby obsahovaly pouze f(x) a f(2x).
flz+2)=f@)(2 - F)" + £(2)
flz+2) = f2z) + f(z)(1 - £(2)) + £(2).

Nyni mame rovnice pfipravené na odecteni, tj.

f22) = f@)(2 - F(1) = f@)(1 - f(2)) = cf(x).

Odsud mimo jiné vidime, Ze ¢ # 0. Nyni provedeme posledni dosazeni. Vyuzijeme zde pravé objeveného
vztahu a toho, Ze f(4z) = 2 f(z).

(22, 2y] : cf(@+y) +f(2)f(y) = ¢ flzy) + cf (x) + cf ().

Po zkréaceni ¢ # 0 a odectenim od zadané rovnice dostavame
(=D f(@)f(y) = (c = 1)f(xy).

ProtoZe ¢ # 1, dostavame, 7e f musi spliiovat f(zy) = f(z)f(y) a f(z +y) = f(z) + f(y).

Uzitim matematické indukce se snadno ukazZe, 7ze f(z) = = pro v8echna x € Q. Nyni pouZijeme
standardni obrat pro rozsifeni na celé R. Vime, ze f(—z) = —f(z) a dosazenim y = —z do pivodni
rovnice dostaneme, ze f2(z) = f(x2), tj. f > 0, kdykoliv z > 0. Piedpokladejme nyni, ze existuje » € R
tak, ze f(z) < x. Najdeme proto q € Q tak, Ze f(z) < ¢ < x. Potom plati

q> f(x) = flx—q)+ flg) > f(q) =

coz je spor. Obdobné se ukaze, Ze neexistuje z € R spliujici opa¢nou ostrou nerovnost. Dokazali jsme
tedy, ze f(x) = x pro v8echna x € R. Zkouska ukéze, Ze tato funkce spolu s obéma konstantami 0 a 2
jsou fesenim zadané rovnice. a

Nyni mazeme snadno vyfesit podobné tlohy s vyuzitim znalosti o Cauchyové rovnici.

Uloha 19. Najdéte viechny rostouci funkce f:R — R™ spliiujici pro viechna z,y € R

flx+y) = f(2)f(y).

Reseni. Bud f fesenim zadané rovnice. Uvazujme funkci g: R — R zadanou piedpisem g(z) = log f(z).
Protoze f je rostouci, také g je rostouci. Navic g spliiuje Cauchyovu rovnici. Z pfedchoziho vime, ze
vSechna rostouci Feseni Cauchyovy rovnice jsou tvaru g(z) = cz, kde ¢ > 0. Odsud snadno cx = log f(x)
a f(z) = a®, kde a > 1. Zkouskou snadno ovéfime, Ze tyto funkce skuteéné vyhovuji. O

Uloha 20. Najdéte vsechny rostouci funkce f:RT — R splitujici pro vechna z,y € R*

flzy) = f(=) + f(y).

Reseni. Bud f feSenim. Pracujme s funkci g: R — R, g(z) = f(a®), kde a > 1. Potom g je jist& rostouci
a fesi Cauchyovu rovnici, tedy cx = f(a”), ¢ > 0. Odtud f(z) = log,(z) pro vhodnou konstantu b > 1.
Zkouska ukaze, Ze tato feseni vyhovuji zadani. |
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Cviéeni 10. Najdéte vSechny rostouci funkce f:RT™ — R* spliiujici pro vSechna =,y € R*

fxy) = f(x)f(y)-

METODY RESENT{

13

Obecné je pro danou tlohu velmi tézké Fici, kterd metoda povede k cili. Pro vyfeseni obtiznéjsich
uloh je casto tfeba kombinovat nékolik pfistupt, s narocnosti tloh jejich pocet roste. Presto se pokusim
na tomto misté uvést co nejvice metod pouzivanych pro feseni funkcionalnich rovnic, sefazenych zhruba
podle frekvence vyskytu v tlohéch.

Dosazovani hodnot do rovnice. Nejcastéji dosazujeme konstanty, pozdéji takové vyrazy,
abychom dostali nékteré ¢asti vyrazi konstantni. Napiiklad vyskytuje-li se ve vyrazu
f(z + y) a zndme hodnotu f(0), volime substituci [z, —x] atp. S obtiznéjsimi pfiklady
jsou substituce méné ziejmé a vyzaduji jistou zkusenost a cvik. (Uloha 6-11)

Symetrické vyrazy a vytvofeni soustavy rovnic. Nékteré rovnice mohou mit bud rovnou,
nebo po jednoduché upravé jednu stranu symetrickou, tj. vyraz na jedné strané se po
zaméneé x a y nezméni. Totéz tedy musi platit i na strané druhé, odkud mtzeme obdrzet
novy vztah. Vhodnym dosazovanim rovnéz mizeme vytvorit soustavu rovnic a tu pak
vytesit. (Uloha 11, 13)

Pouziti matematické indukce. Nejprve nalezneme hodnoty pro f(n), n € N, zavislé pouze
na f(1). Posléze najdeme hodnoty f(1/n) a f(g), kde ¢ € Q. Tato metoda je vhodné pro
funkce definované na Q nebo realné funkce s omezujici podminkou. (Uloha 1, 2, 14, 18)

Vysetfeni, zda je funkce prostd, pfipadné na. V mnoha pripadech neni obtizné tyto vlast-
nosti dokazat, avsak uzitek z nich je velky. (Uloha 15, 22)

Uziti Cauchyovy rovnice a rovnic podobného typu. Pomoci néjaké substituce mizeme rov-
nici prevést na Cauchyovu rovnici nebo rovnice podobné, jejichz Feseni jiz zndme. (Uloha
19, 20)

Monotonie a spojitost. Tyto podminky jsou ¢asto dany pro zjednoduseni ulohy jako doda-
te¢né podminky pro jednozna¢nost feseni. (Uloha 2)

Predpokladat, Ze funkce je v néjakém bodé vétsi ¢i mensi nez hodnota funkce, o které
chceme dokazat, 7e je feSenim. (Uloha 2, 18)

Zabyvat se mnozinou bodi, kde se hledanad funkce shoduje s predpokladanym feSenim.
Cilem je ukazat, Ze tato mnozina je cely definiéni obor. (Uloha 17)

Zapsat f jako soucet sudé a liché. Tento soucet vzdy existuje a vynutime si jim alespon
néjaké vlastnosti, pokud o f nevime nic. (Uloha 26)

Vytvareni rekurentnich posloupnosti. Hodi se zejména pro ty tlohy, kde zndme vztah mezi
z, f(z) a f(f(z)) a obor hodnot je néjak omezen. (Uloha 24)

Hledéani pevnych a nulovych bodu funkce. Pevny bod funkce f je takové x, pro které plati

vvvvvv

(Uloha 25)

Uhodnout feSeni. Podle zndmého feSeni se snaze voli substituce a miuzeme tusit, které
vlastnosti piijdou dokazat. (Uloha 9)

Nikdy nezapomenout na zkousku!
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RESENI VYBRANYCH OBTIZNYCH ULOH

Uloha 21. Nejdéte viechny funkce f:R — R spliujici pro viechna z,y, 2 € R nerovnost

| =

%f(xy) + %f(acz) — f(@)f(yz) =

Re$eni. Dosadime-li [1,1,1], dostaneme, 7e

odkud f(1) = 1/2. Stejné se ukaze, ze f(0) = 1/2.
Dosazenim [z,1,1] a [z,0,0] obdrzime

1 1 1 1
§f($) + §f(33) - §f(33) > 7R
1 1 1 1
§f(0) + §f(0) - §f($) =

Upravou prvni rovnice mame f(x) > 1/2 pro vSechna z € R, z druhé pak opa¢nou nerovnost. Zkouska
ukaze, Ze f(z) = 1/2 je skuteéné feSenim na R. O

Uloha 22. Najdéte vsechny funkce f:R — R spliujici pro viechna z,y € R

faf(z) + fv) =y + f(2).

(Velkd Britanie 1997)

Reseni. Bud f feSenim tlohy. Dosazenim [0,y] dostdvame, ze f(f(y)) = y + f?(0). Prava strana je
na, totéz musi platit i pro levou. Existuje tedy ¢t € R takové, ze f(t) = 0. Dosazenim [t,y] ziskdme
f(f(y)) =y a dosazenim [0, ¢] dostaneme f(0) =t + f2(0). Celkem tedy

t=f(f(t)) = £(0) =t +f*(0)
a f(0) = 0. Navic pokud f(x) = f(y), pak

a f je bijekce. Dosazeni [f(z),y] dava

F(f@)a+ f(y) =y +2?,

odkud porovnanim se zadanou rovnici dostaneme f2(x) = 22 pro kazdé € R. Nyni mdme dvé moznosti,
f(1) = £1. Dosazenim [1, y] dostaneme

f(£1+fy) =y+1,

navic jsme pouzili, Ze pokud f(1) = —1, pak f(—1) = 1, protoze f musi byt prosta. Umocnénim piedchozi
rovnosti na druhou dostavame

L+2y+y2 = (1412 = (£ 1+ f) = (£1+ )" =1£2f(y) + 7,
Odkud pfimo plyne, Ze f(z) = x nebo f(z) = —z. Zkouska ukézZe, Ze obé feseni vyhovuji. a
Cviceni 11. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliiujici pro v8echny dvojice z,y € R
F@®+ 1) =y+ ().
(IMO 1992)
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Uloha 23. Naleznéte vSechny monoténni funkce f: R* — R* vyhovujici pro vechna x,y € Rt rovnici

fans (H2) <1
(MKS-27-7-8)
Reseni. Bud f feSenim zadané rovnice. Uréeme nejprve hodnotu f(1).
(1, 2] : f@)f(f(z)) =1
[f(f(2)), f(z)] : FUF(f@) f(2) Q) =1,

odkud f(1) = 1, jelikoz Rng(f) C R". Piedpoklddejme nyni, Ze f nabyva jednicky pro n&jaké t € R a
t # 1. Potom po dosazeni [z,t] a [z, 1] mame

1 1
faf(2) =1=f@f(5) a f@) = f).
Postupnym dosazovanim z = ...t73,¢t72,¢71 1,¢,t2,¢3,... dostaneme

() =1 () =1 (5) == s = 0 = 5 = 1) = -

Protoze f musi byt monoténni a pro kazdé m € Z je f(t™) = 1, musi jiz byt f(z) = 1 pro vSechna
x € RT. Kdyby totiz existovalo &islo y tak, Ze f(y) # 1, pak bychom k nému nasli m € Z takové, Ze
y € [t™,t™T1Y], resp. y € [t™+1,¢™] pro t < 1. OvSem v krajnich bodech tohoto intervalu obsahujiciho ¥
nabyva f jedné a proto f(y) =1, coz je spor.

Nyni necht f(x) nenabyvé jednicky jinde nez pro x = 1. Pak volme substituci

[f(x), ] : 1= f(zf(2)f(1) = f(af(2)).
Odtud jiz musi platit f(z) = 1/x pro kazdé x € R. Zkouskou se piesvédéime, ze funkce f(x) = 1/z a
f(x) =1 vyhovuji zadéni. O

Uloha 24. Najdéte viechny funkce f:RT — R splijici pro viechna z,y € R

F(f(@)) +af(z) = bla+b)z,

kde a, b jsou kladné realné konstanty. (IMO 1992 shortlist)

Reseni. Protoze zndme vztah x, f(z) a f(f(z)) a obor hodnot je omezeny, miZeme s vihodou pouzit
rekurentni vztahy. Zvolme g > 0 libovolné a definujme rekurentni posloupnost z,, = f(z,—1) pron € N.
Ze zadani vime, ze {x,}22 , musi spliiovat

Tt = —aTpy1 + bla + b)x,
pro kazdé n € NU {0}. Resenim této diferenéni rovnice je kazd4 posloupnost
Ty = 10" + ca(—a — b)",
kde ¢1,co € R. Navic vime, 7e 0 < 29 = ¢1 + ¢c2 a 0 < x1 = ¢1b — ¢ca(a + b). Odtud méame, Ze co = 0,
tedy zo = ¢1 a f(xo) = 1 = be; = bxg. ProtoZze xy bylo na zac¢atku zvoleno libovolné, musi platit, ze
f(x) = bx pro kazdé x € R*, o ¢emz se piesvédéime zkouskou. a
Uloha 25. Najdéte vsechny funkce f:R — R spliujici pro kazdé x € R
F(f(@)) = a* —2.
Reseni. Oznacme si funkci na pravé strané jako g. VSimnéme si, ze ¢ m4 pravé dva pevné body, tj.

existuji dvé rizné a, b € R tak, Ze g(a) = a i g(b) = b. Zobrazeni go g mé ¢tyfi pevné body, jiz zmitiované
a,b a navic néjaké c,d € R. Nasim cilem bude ukazat, ze neexistuje zobrazeni f takové, ze fo f =g.



16 Vit Musil

Ozna¢me si y = g(c). Potom musi platit ¢ = g(g(c)) =g(y) ay =g(c) = g(g(y)) a y je pevnym
bodem zobrazeni g o g, musi tedy y € {a,b,c,d}. Je-li y = a, pak a = g(a) = g(y) = ¢ vede ke sporu, je-li
y = b, pak obdobné b = ¢ je sporné. Jisté y # ¢, nebot ¢ neni pevnym bodem g, a proto nutné g(c) = d
a ze stejnych divodi g(d) = c.

Nyni z ptivodni rovnice odvodme dtilezity vztah

9(f(@)) = F(f(f(2))) = f(9(x)),

kde prvni rovnost plyne z dosazeni f(z) za x a druhd je dosazeni levé i pravé strany do f. Nyni je-li
x € {a,b}, pak
f@) = f(g(x)) = g(f(2))

a f(x) € {a,b}. Pfedpokldadame-li = € {c, d}, pak

f(@) = fg(9(2))) = 9(f(9(2))) = g(9(f(2)))
a f(x) € {a,b, c,d}. Sledujme nyni hodnotu f(c).
e Jeli f(c) = a, pak f(a) = F(f(c)) = g(c) = d, spor.
e Jeli f(c) = b, pak (b) = F(f(¢)) = g(c) = d, spor.
e Jeli f(c) = c, pak ¢ = f(¢) = £(f(e)) = g(c) = d, spor.

Musi tedy platit f(c) = d. Potom f(d) = f(f(c)) = g(c) =d ad= f(d) = f(f(d) = g(d) = ¢, coz

je ve sporu s predchozim pozorovanim a funkce f splitujici zadani neexistuje. O

Uloha 26. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechna z,y € R rovnici

f@+y)+ f(z —y) = 2f () cos(y).

Reseni. Bud f feSenim. Pak f lze zapsat jako f = g + h, kde g je sud4 funkce a h lich4d. Rovnice pak
prejde do tvaru (1). Dosazenim [—xz, —y] pak obdrzime tvar (2).

9z +y)+ g9z —y) + h(z +y) + bz —y) = 2(g(x) + h(x)) cos(y) (1)
—g(x+y) — gz —y) + h(z +y) + h(z —y) = 2(— g(x) + h(z)) cos(y) (2)

Sectenim, resp. odec¢tenim obou rovnic dostavame piesné tvar puvodni rovnice pro funkci h, resp. g.
Resme tedy ptvodni rovnici za predpokladu, ze f je suda, resp. liché.
Je-li f suda, pak dosazenim [0, z] ziskdme

f(@) + f(=x) = 2f(0) cos(x),
tedy f(z) = f(0)cos(z). Je-li f lich4, pak nejprve dosadme [z, 7/2] a potom [r/2, z].

[z, 7/2] : flz+3)+f(e-3)=0
[r/2,2] : f(g +x> +f(g —x) = 2f<g> cos(x).

Dosazenim prvniho vztahu do druhého a pouzitim lichosti f dostdvame

™ ™
fa+3) = 1(3) coste)
odkud f(x) = f(7/2)sin(z). Funkce f tak musi byt tvaru f(z) = asin(z) 4 bcos(z) pro vSechna z € R.
Zkouskou se presvéd¢ime, ze tomu tak je pro libovolna a,b € R. O

ULOHY PRO SAMOSTATNE STUDIUM

V tuto chvili jiz mame dostatecny aparat na vyreseni vSech nasledujicich tloh. Pro dokonalé zaziti
naucenych metod je nejdiilezitéjsi fesit neznamé problémy, byt se ndm nékdy nepodaii feseni nalézt. Stu-
dent, ktery zvladne vyfesit vétsinu téchto tloh, by mél byt velmi dobfe pfipraven na feSeni funkcionalnich
rovnic, které se mohou vyskytnout v matematické olympiadeé.
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K tlohdam neuvadim vzorova feSeni ani navody, pouze na konci uvaddim vysledek a zdroj, je-li to
mozné. Jde predevSim o zndmé ulohy z narodnich a mezinarodni olympiddy, jejich vzorova feseni lze
nalézt na internetu (vétsinou v angli¢ting) na oficidlnich strankach olympiddy nebo na féru [4]. Nékterd
feSeni lze nalézt 1 v [1] a [2].

Uloha 27. Najdéte viechny funkce f: Rt — RT, které pro kazdé x,y € RT vyhovuji rovnici

1

F@)f(y) = f)f(zf(y) + v

(MO-60-111-6)

Uloha 28. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro viechny dvojice redlngch éisel z, y
af(z+ay) = xf(x) + f(2*) f(y).

(MEMO 2008)

Uloha 29. Najdéte viechny funkce f:R — R spliujici pro viechny dvojice realnych éisel z, y
flzf@) + £(f (@) + f) = vf (@) + f(z+ f().

(MEMO 2009)

Uloha 30. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliujici pro viechny dvojice realnych éisel z, y
fle+y) +f(@)f(y) = flzy) + (y+ D f(2) + (@ +1)f(y)-

(MEMO 2010)

Uloha 31. Najdéte viechny funkce f: Rt — Rt takové, ze pro kazdou étvefici z,y, z, w € RT spliiujici
rw = yz plati

fPw) + f2(2) _ w?® +a?

fW)+ (2 y2+22

(IMO 2008)
Uloha 32. Najdéte vSechny realné funkce splitujici pro kazda x, y rovnici
fl@® —y?) = af(x) — yf(y).
(USA 2002)
Uloha 33. Zkonstruujte funkci f: QT — QT vyhovujici funkcionalni rovnici
flz
flafy) = flz)
Y
pro viechna z,y € Q*. (IMO 1990)

Uloha 34. Bud f:R — R funkce splitujici |f(z)| < 1 a

f(ac—i—g)+f(x):f<x+%)+f(x+%)

pro vSechna x € R. Dokazte, Ze f je periodicka. (IMO 1996 shortlist)
Uloha 35. Najdéte viechny funkce f:R*T — RT splitujici pro viechna x € R*

f(f(x) —x) = 6.

Uloha 36. Najdéte viechny realné funkce splitujici pro kazd4 z, y rovnici

f((@—=y)?) = f(x) —22f(y) + .
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Uloha 37. Najdéte viechny realné funkce splitujici pro kazd4 z, y rovnici

f(f@)+y) =22+ f(f(y) — ).

(IMO 2002 shortlist)

Uloha 38. Uréete hodnoty realného parametru «, pro ktery existuje pravé jedna funkce f:R — R
spliiujici pro vSechna =,y € R
F@®+y+ fly) = f(2) + ay.

(Vietnam 2004)

Uloha 39. Najdéte viechny realné funkce splitujici pro kazda x, y rovnici

f(f@) +y) = f(@® —y) +4f(2)y.

(Irdn 1999)

Uloha 40. Bud )\ > 0. Naleznéte vSechny funkce f: R* — R takové, ze f()\) = 1 a pro kazdé =,y € Rt

plati
A

s +1(2)1(2) =2t

(Spanélsko 2006)
Uloha 41. Najdéte viechny realné funkce splitujici pro kazd4 x, y rovnici

ef(z +axy) = zf(z) + f®) f(y)-

Uloha 42. Bud f rostouci realné funkce spliiujici pro viechna realna z, y

fla+y) + F(f@) +F@) = F(f(@+ f) + Fy + f(2))).
Dokazte, ze f(f(x)) =z. (Irdn 1997)

Uloha 43. Najdéte vSechny realné funkce splitujici pro kazda x # y rovnici

ety f@)+ @)
f(x—y>‘f@»—ﬂm'

Uloha 44. Naleznéte vSechny funkce f:R — R splijici pro vSechna x,y,u,v € R vztah

(f @)+ fW)) (f(w) + f(v) = flwu —yv) + f(zv + yu).

(IMO 2002)
Uloha 45. Najdéte viechny realné funkce splitujici pro kazd4 z, y rovnici
(fla+y) = fa =) = f@)] ).
Uloha 46. Najdéte viechny realné funkce splitujici pro kazd4 z, y rovnici
flz = 1) = F(f) +2f(2) + f(2) - L.
(IMO 1999)

Uloha 47. Naleznéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro kazda z,y € R rovnici
f@® +y°) = 2 f(@?) + yf ().

(Rumunsko 2009)
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NAVODY KE CVICENIM

1. f(xz) = 2?; Dosazeni [z,0]. 2 f( ) = x + 1; Dosazeni [1,1], moznosti: f(1) = —1: nem4 TfeSeni,
f(1) =2: f(z) = z+1. 3. f(x) = 22; Uprava na ¢tverec, substituce t = z + f(y). 4. f(x) = 2?; Dosazeni
[z, f(z) — 2?], odeéteni od ptvodni rovnice. 5. f(x) = z + ¢; ¢ € R; Dosazeni [0,y] a [0, —y], soustava
rovnic. 6. f(z) = m, Dosazeni © = Z—:{’ a x = Y3 soustava rovnic. 7. f(z) = z + 1; Dosazenim
[1,n] mémef( )—n—l—l neN,[-1,1]a[-1,n] d& f(n) =n+1,neZ [1,2] a[l,m+ 1] s indukei da
f(E)y=21+1,[m, 1] da f(2) =2 41, rozsiieni na celé Q. 8. f(z) = 22?; Dosazeni [z,0]. 9. f(z) =«

I je prosta, tj. rostouci, f(z) = x vede ke sporu. 10. f(z) = z¢% ¢ > 0; Substituce g(z) = log f(a®),
Cauchyho rovnice. 11. f(z) = z; f je bijekce, f(0) =0, f je rostouci, f(x) 2 = vede ke sporu.

27. f(x) = 1+ 1/z. 28. f(z) = x nebo f(x) = 0. 29. f(x) = z nebo f(z) = 0. 30. f(z) = 22 + =z,
f(z) = 3z nebo f(z) =0.31. f(x) = x nebo f(x) = 1/x.32. f(z) = czx, ¢ € R. 33. konstrukce je popsana
napt. v [1]. 34. f(z + 1) = f(x). 35 f(z) = 3z. 36. f(zr) =x+1nebo f(z) =x. 37. f(z) =z +¢
c € R 38. a = 2. 39. f(z) = 7% nebo f(x) = 0. 40. f(z) = 1. 41. f(z) = z nebo f(r) = =.
42. Plati. 43. f(z) = z. 44. f(z) = 22, f(z) = 1/2 nebo f(z) = 0. 45. f(z) = 0. 46. f(z) = 1 — z?/2.
47. f(z) = ax, a € R.
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FUNKCIONALNI ROVNICE - CVICENT

Vit Musil, MFF UK
Cviceni 1. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliujici pro kazda z, y rovnici
1+ f(z+y) =2f(2)f(y).
Cviceni 2. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliiujici pro kazda x, y rovnici
flety) —2f(x—y)+ flz) -2f(y) =y — 2.
Cviceni 3. Najdéte vSechny funkce f: R — R splitujici pro kazda x, y rovnici
f@)fly) = flay) =z +y.
Cviéeni 4. Najdéte vSechny funkce f: Rt — R spliiujici pro kazdd x € RT rovnici
fU (@) +4f(f(2) + f(x) = 6.
Cviéeni 5. Najdéte vSechny funkce f: Rt — R spliiujici pro kazda x,y € RT rovnici

(1 +yf(@) (1 - yflz+y) =1



RESENI
Cviceni 1. Najdéte vSechny funkce f: R — R splitujici pro kazda x, y rovnici

L+ f(z+y) =2f(2)f(y)

Reseni. Bud f feSeni zadané rovnice. Dosazenim [z,y] = [z,0] obdrzime vztah f(z)(2f(0) — 1) = 1.
Jelikoz f(0) # 1/2, 1ze délit a dostavame

1
AT
tedy f musi byt konstantni. PoloZime-li f(z) = ¢, x € R a dosadime-li do zadani, ihned vidime, Ze
c € {1,-1/2}. Zkouskou se presvédéime, ze f(z) =1 a f(z) = —1/2 jsou skute¢né FeSenim na R. O

Cviceni 2. Najdéte vSechny funkce f: R — R spliujici pro kazda x, y rovnici

flxty) —2f(x—y)+ flx) —2f(y) =y — 2.

Reseni. Predpoklddejme, Ze f je feSenim. Dosazenim [z,y] = [0,0] ziskdme, Ze f(0) = 1. Dosadime-li
dvojici [0, 3] a [0, —y] obdrzime soustavu

2f(~y) + f(y) =3 —y,
2f(y) + f(~y) =3+,

Jejimz feSenim je f(y) =y + 1, y € R. Spravnost FeSeni ovétime zkouskou. O
Cviceni 3. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliujici pro kazda x, y rovnici

f@)f(y) = flzy) =2 +y.

Reseni. Bud f feSenim zadané tilohy. Dosazenim [z,y] = [1, 1] dostaneme kvadratickou rovnici f%(1) —
f(1) — 2 =0, jejimz FeSenim je dvojice {—1,2}. Déale dosadme [z, 1] a po tpravé mame

o x+1
f@) = =1

jelikoz f(1) # 1. Odtud f(z) = —1/2(x + 1) nebo f(x) = x + 1, o ¢emz se presvédéime zkouskou. O

xz eR,

Cvideni 4. Najdéte viechny funkce f: Rt — R* spliiujici pro kazd4a x € RT rovnici

(@) +4f(f () + f(z) = 6.

Reseni. Bud x¢ € RT zvoleno libovolné a definujme 2,11 := f(z,,) pro viechna n € NU{0}. Ze zad4n{
sestavime rekurentni vztah

Tnts +42p40 + 21 — 62, = 0.
Charakteristicky polynom mé kofeny —3, —2 a 1, tedy lze psat =, = c¢1(—3)" 4+ ca(—2)" + c3, kde ¢y,
co a cg jsou konstanty. Kdyby ¢; a ¢o byly nenulové, bylo by z, = f(x,-1) < 0 pro n&jaké n € N, coz
nelze, jelikoz Rng(f) > 0. Tedy x,, = o pro v8echna pfirozend n a f(xg) = zo. Protoze jsme xg zvolili

libovolng, lze psat f(r) = = pro vSechna r € RT. Zkouskou se snadno piesvédéime o spravnosti Fesend.
O

Cvideni 5. Najdéte viechny funkce f:R* — RT spliiujici pro kazda z,y € RT rovnici

(1+yf(@)(1-yflz+y) =1

Reseni. Bud f feseni zadané rovnice. Roznésobenim a délenim y > 0 ziskdme f(z+y)(1+yf(z)) = f(z).
Jelikoz y f(x) > 0 1ze délit vyrazem 1+ yf(x) a obdrzime rovnost se symetrickou levou stranou

f(z)
flaty) =122
R e e
Vyuzitim symetrie, dostaneme f(x) (l—i—wf(y)) = f(y) (1—|—yf(x)) Dosadme za y = 1 a ozna¢me c := f(1),
potom f(z) = ¢/(1+ zc— c). Jisté ¢ > 0 a aby f(x) > 0, musi byt 0 < ¢ < 1. Zkouskou se pfesvédéime,
Ze tato f je FeSenim zadané rovnice pro kazdé takové c. (|



