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Uvod

Analytickd geometrie patii k tradi¢nim kurzim matematiky na mnoha vysokych Skoldch. Ne
vSechny tyto kurzy jsou stejné. V nékterém pievladd geometrie, v jiném algebra, nékde se
disledné buduje piisnd deduktivni stavba discipliny s pfesnymi definicemi, vétami a dikazy,
jinde jsou akcentovdny pouze nosné myslenky a vice pozornosti se vénuje aplikacim analytické
geometrie. Nékde se vyklad soustieduje na dvoj a trojdimenziondlni prostor, jinde se ambiciézné

pracuje pouze v n-rozmérném prostoru, . . .

Pojeti analytické geometrie se tedy méni jak podle zaméfeni Skoly, tak podle matematického
vkusu prednésejiciho. Nase pojeti se vyvijelo v priibéhu poslednich deseti let. Prvni verze skript
byla napsdna na zdklad¢ prednasSek, které ve Skolnich letech 1993-94 a 1994-95 vedl druhy
z autord za vydatné pomoci obou dalSich. Pozdéji se na prednaskéach a cvicenich z analytické
geometrie podileli vSichni tfi autori, v poslednich péti letech zejména prvni z autori. Nabyté
zkusenosti s pouzivanim skript obohacené o pripominky kolegi vedly k pfepracovani ptivodniho
textu. Nova verze vSak nezménila nic na piivodnich cilech, které odrazi specifika posluchace
pedagogické fakulty, budouciho ucitele matematiky na zdkladni a stfedni Skole. Zvolili jsme tfi

cile.

Tri cile kurzu

Latka: Poslucha¢ rozumi pojmim, vétam, postupiim, argumentacim a struktufe analytické geo-

metrie v mife plné postacujici pro nadhled nad analytickou geometrii stfedni Skoly.

Metoda: Posluchac je veden k tomu, aby pfi studiu postupoval co nejsamostatnéji a aby mySlenky

neprejimal, ale objevoval, aby nenapodoboval, ale tvofril, aby vyslovend tvrzeni provéroval.

Metodika: Pii studiu budeme uvazovat o tom, jak je mozné tu nebo onu myslenku analytické
geometrie nazorné zpristupnit Zakim stfedni nebo zakladni Skoly. Tento cil zdanlivé nélezi do
pfedmétu, ktery se nazyva ,,Didaktika®, a nikoli do analytické geometrie. Na druhé strané podle
naSich zkuSenosti a podle naseho presvédceni kazdé hluboké zamysleni se nad tim, jak budeme

tu nebo onu ¢4st matematiky vyucovat, nam piindsi nové, hlubsi a ucelenéjs$i poznani matematiky
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samotné. Tato myslenka neni nova. Jiz pred tficeti lety ji opakované zdliraziioval Hans Freudenthal
(1973). V obecné formulaci ji nachdzime jiz u Seneky (1969, s. 17, list sedmy): Homines, dum
docent, discunt (Lidé, ucice jiné, sami se uci). Zndmé;jsi je pozdéjsi verze: Docendo discimus
(ucice [sami se] u¢ime). Kromé toho predstava, Ze jednou sdm bude podobné véci ucit, motivuje
posluchace k vétsi intenzité uCeni, prosvétluje jeho praci radosti z o¢ekdvaného, méni jeho postoj
k predmétu. Nepftili§ povzbudivé je uCeni se na jednordzovou zkousku, radostnd ale je pfiprava
na préci se Zaky. Proto i do tohoto textu, zejména v prvnich kapitolach, vkladdme poznadmky

v v

vztahujici se k pfistimu ucitelskému plisobeni nasich posluchaci.

Trochu historie

Od svych davnych prament tekla matematika ve dvou proudech — aritmetice a geometrii.
V predieckych civilizacich Babylonu a Egypta byla matematika pfevazné aritmetickd. Geo-
metrické znalosti byly izolované, vypocetni algoritmy byly naopak dobfe strukturované. Jisté
propojeni geometrie a aritmetiky predstavovala astronomie, v niZ byly trajektorie planet popsany

posloupnostmi ¢isel. Pro ni ale byly obé discipliny pouze védy pomocné.

Pythagoras (asi 580-500 pied n.l.) pozvedl aritmetiku ndvodid a tabulek na spekulativni védu
s logickou argumentaci. Zaroven do ni vnesl jazyk tvarti a tim dal geometrii impuls, ktery jiZ
kolem roku 300 pied n.l. vedl k jednomu z nejvétsich intelektudlnich vykoni lidského ducha
— k slavnym Euklidovym Zédkladim (Stoicheia). Zde poprvé byla védecka teorie vybudovana
axiomaticky. Toto dilo se na vice nez dvé tisicileti stalo vzorem védecké dokonalosti. Vladu
geometrie zacala oslabovat a7 arabskd matematika a rozkvét aritmetiky pak pfivodila renesanéni

italskd Skola rafinovanymi postupy pii feSeni rovnic tetiho stupné.

AZ do této doby bylo na geometrii a aritmetiku nahliZeno jako na dva riizné, neslucitelné svéty,
pro které plati to, co v Druhych analytikdch napsal Aristoteles ze Stageiry (384-322 pied n.L.):
,Neni tedy mozné vést diikaz tak, Ze by se pifechdzelo z jednoho rodu do druhého, jako napriklad

geometrickou vétu nelze dokazat aritmetickou.

K propojeni geometrie a aritmetiky doslo aZ v prvni poloving 17. stoleti, kdy nezdvisle na sobé
dva francouzsti myslitelé, René Descartés (1596-1650) a Pierre de Fermat (1601-1665) nasli
metodu dovolujici geometrické problémy feSit ndstroji aritmetiky, pfedev§im rovnicemi. Nova
metoda znamenala zdsadni zménu v nahliZeni na stavbu matematiky a oteviela dvefe novym
mySlenkdm, pfedevSim matematické analyze. O historii objevu je moZné Cist napiiklad ve studii
J. Bec¢vire (1999, s. 207-214) nebo v praci M. Lavicky (2001, s. 154—-164) zaméfené na oblast
Cech.



Metoda studia

Matematické discipliny se na vysoké Skole tradi¢né podavaji zptisobem ,,definice, tvrzeni, dikaz,
priklad* a ucitel Casto vyzyva studenty, aby zapomnéli vSe, co se ucili na stfedni $kole, protoze
to je ,,Spatné®. V poslednich nékolika letech se vSak i na vysoké Skoly stdle vyraznéji prosazuje
konstruktivisticky orientovany pristup, ktery predpokladd, Ze se student k mnoha vysledkim
dopracuje feSenim vhodnych tloh samostatné. I nas pfistup je timto trendem ovlivnén a snazime
se méné poucovat a vice podnécovat ctendfe k praci. Proto je zde nejeden dilezity poznatek
odsunut do uloh a cviceni a formulovén v jejich feSeni. Navic nezdddme od Ctenare, aby zapomnél
vSe, co se jiz naucil. Naopak. Predpokldddme u néj tyto znalosti, i kdyZ vime, Ze mnohdy stoji
na intuitivnich zdkladech a Ze je potfebné polozit je na pevnéjsi podklad. Proto s nékterymi
objekty (napfiklad s pfimkou, vzddlenosti, vektorem, . . .) pracujeme dfive, neZ jsou tyto presné

zavedeny.

Jednim z té€chto kli¢ovych pojmi analytické geometrie je soustava soufadnic. O ni pojedname

zde.

Ze sttedni Skoly vime, Ze kartézskd soustava souradnic v roviné je dana dvojici kolmych pifimek
oznacovanych z, y, zvanych soufadnicové osy a protinajicich se v bodé¢ O zvaném pocatek.
Budeme ji znacit Ozy. Predpokladame, Ze Ciselnou osu jako vzdjemné pfifazeni bodl piimky
a redlnych cisel zndme. Pak je popsédno, jak kazdému bodu Z roviny lze pfifadit usporddanou
dvojici redlnych &isel [z1; zo], které nazyvame souradnice bodu Z. Ptitazeni Z < [z1; 2] je
vzdjemné jednozna¢né zobrazeni roviny E? a mnoziny R2. Tato skutenost je tak jasnd, Ze
kdybychom ji chtéli dokdzat, nevédéli bychom ani, co vlastné mame délat. V tom prave tkvi
to, co jsme nazvali intuitivnim pozndnim analytické geometrie. NaSe usili tedy bude sméfovat

k poznani hlub§imu, axiomatickému. Prvnim krokem v tomto sméru jsou nasledujici dvé vyzvy:

Problém 1. Upiesnéte rozdil mezi pojmy piimka a ¢iselnd osa. Popiste, jak se z ¢iselné osy muze
vytvofit pfimka a jak se z pfimky muZe sestrojit ¢iselnd osa. ReSeni tohoto problému pouZijeme

v druhém problému.
Problém 2. Zvazte, zda je mozné soustavu soufadnic v roving€ zavést i timto novym zptisobem:
V roving zvolime ¢tverec OI DJ a jeho vrcholim pfifadime soufadnice takto:

O <> [0;0], I <> [1;0], D <> [1;1], J <> [0; 1].

Déle popiSeme, jak libovolnému bodu Z roviny pfifadime jeho soufadnice [z;y]. Z bodu Z
vedeme kolmice na pifimky OI a OJ a jejich paty ozna¢ime po fadé X a Y. Bodu X na ¢iselné
ose OI dané pfifazenim O <> 0, I <> 1 pfifadime soufadnici x (X <> z) a podobné bodu Y na

¢iselné ose O.J dané prifazenim O <« 0, J <+ 1 pfifadime soufadnici y.
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Poznamka ke kapitole 1: Kapitola 1 obsahuje propedeutiku analytické geometrie a méa-li ¢tenér

dostate¢né znalosti analytické geometrie ze stfedni Skoly, je mozZzné ji vynechat (aZ na Cést
vénovanou m-bdzi, odstavce 1.9 a 1.10). V odstavci 1.12 je nékolik uloh, které by mély slouZit
jako testové k tomu, zda miiZze Ctendr prikrocit ke kapitole 2, nebo zda by si mél kapitolu 1
prostudovat. Uciteli tato kapitola prinasi impulsy k otevirdni myslenek analytické geometrie

zaktm zakladni skoly.

Seznam literatury

Aristoteles: Druhé analytiky. Nakladatelstvi éSAV, 1962, 40 s. (kniha prvni, kapitola sedm4).
Becvir, J.: Algebrav 16. a 17. stoleti. In Be¢var, J. & Fuchs, E. (Eds.), Matematiky v 16. a 17. sto-
leti, Sbornik, Edice Dé&jiny matematiky, sv. 12, Prometeus, Praha, 1999.
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Pouzité znacCky

N mnoZina pfirozenych ¢isel

Ny mnoZzina prirozenych ¢isel s nulou

Z mnoZina celych ¢isel

Q mnoZina raciondlnich ¢isel

Q* mnozina kladnych raciondlnich cisel

R mnoZina redlnych cisel

Ry mnoZzina kladnych redlnych cisel s nulou
Z? kartézsky soucin Z x Z

pfedpona m- miiZovy

m-vektor miiZovy vektor

AB usecka AB

|AB| délka usecky AB

Em n-rozmérny euklidovsky prostor

dim A dimenze prostoru A

i =(1;0),7 = (0;1) jednotkovy vektor v E?

(ABC) délici pomér bodu A, B, C

|IAOMN| obsah trojihelniku OM N

|9 AOB| velikost thlu AOB

| Apl vzdalenost bodu A od pfimky p

|Ac| vzdélenost bodu A od roviny «

Ipq| vzdélenost dvou mimobéZek / rovnobézek p, ¢
p=Rp rovina p dand bodem R a pfimkou p

(A, u,v) repér dany bodem A a dvojici linearné nezavislych vektort « a v
<O, i j> repér dany bodem O a dvojici vektord 7 a j

S = AOA1A2A3A4 Simplex AOA1A2A3A4 v E4

= rovna se priblizné

i=axb vektorovy soucin vektord a, bv E3

it = [a@,b,d ortogonalni doplnk vektord @, b, ¢ v E*

> skalarn{ souéin 7 - @

A—e— B stied dvojice bodu A, B

D(m,n) nejvetsi spoleény délitel &isel m, n

Oxy kartézska soustava soufadnic s po¢atkem O, vodorovnou osou x

a svislou osou y






Kapitola 1

Propedeutika analytické geometrie

1.1 Terminologie — ¢tvereckovany papir

CtvereCkovany papir chdpeme neohrani¢ené, tedy jako mnozinu vSech bodu [z; y], kde z, y € Z.
Aritmetizaci &tvereCkovaného papiru je mnoZina Z2. ProtoZe o u¢ivu budeme uvaZovat asto
i z hlediska budoucich ucitelt stiedni nebo zakladni §koly, zkoumdme i ,,malou‘ rovinu, tj. redlné

existujici ¢tvereCkovany papir.

V ramci feSeni tloh pfipustime i zobrazeni R x R a na ¢tvereckovaném papiru budeme rozliSovat
dva druhy bodu: mFiZové, to jsou ty, jejichZ obé soufadnice jsou celd Cisla, a nemriZové, to jsou ty,
jejichz asponi jedna soufadnice neni Cislo celé. Podobné budeme rozliSovat i dva druhy pifimek:
mriZové, tojsou ty, které obsahuji aspon dva (a tedy nekone¢né mnoho) mfiZové body, a nemiiZové,

Vv

to jsou ty, které obsahuji nejvySe jeden miizovy bod. Adjektivum mriZovy zkracujeme predponou
,m*“. Napf. m-vektor je vektor, jehoz obé€ soufadnice jsou celd Cisla. Trojihelnik, ¢tyfihelnik,. . .,
jehoZz vSechny vrcholy jsou m-body, nazveme mriZovy trojiihelnik, mrizovy ctyriihelnik,. . . nebo

struéné m-trojuthelnik, m-ctyrihelnik,. . .

S celymi Cisly se pracuje 1épe nez s ,,necelymi* redlnymi Cisly. Proto budeme mnohé uvahy
zacinat dlohami, v nichZ vystupuji pouze m-body, m-pifimky a m-dtvary. VétSinu téchto dvah pak

zobecnime na situace bez celo¢iselného omezeni. Casto tuto préci prenechdme ¢tenari do cvicend.

1.2 Uloha — t&Zi$té trojihelniku; metoda postupného uvoliio-

vani parametru

Najdéte zobrazeni, které trojici vrchold trojihelniku ABC, kde Alay;as], Blby;bs], Cler;cal,

Vv
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14 Kapitola 1. Propedeutika analytické geometrie

Reseni: Ulohu vyfesime pomoci vyznamné heuristické metody — metody postupného uvolfiovani

parametrq.

Do situace ziskame vhled nakreslenim nékolika obrazka (obr. 1.1).

C[1;3] Cl4;3]
4
/I P
Al0;0] | B[2;0] Al0;0] | B[2;0]
Obr. 1.1

bylo v m-bodé¢.

Zkoumejme nyni systematicky situaci naznacenou na obrazku 1.1. Fixujeme obé€ soutfadnice bodu
A (A[0;0]) i bodu B (B[2;0]) a bod C' nechdme probihat m-body piimky y = 3 (C[c}; 3]). Pro

Vv

tabulkou 1.1a. Do posledniho fadku tabulky zapiSeme vztah mezi idaji obecné.

g |t |t A |t |t
—2 0 1 —2 0 2
1 1 1 1 1 2
4 2 1 4 2 2
7 3 1 7 3 2
c" —|— 2 I . —|— 2
d | = 3 1 d | 2 3 2
(a) (b)

Tab. 1.1

Stejny postup opakujeme pro Cc}; 6] (tab. 1.1b), piipadné i pro dalsi body C|c}; 3k|, k € Z,
k # 0. Vysledky ziskané v poslednich fadcich tabulek napiSeme do nové tabulky (tab. 1.2). Z ni



1.2. Uloha — t&iété trojlhelniku; metoda postupného uvolfiovéani parametri 15

muZeme vycist, jak soufadnice ¢, ovliviiuje soufadnice ¢} a t,. V tabulkdch 1.1a a 1.1b jsme

uvolnovali soufadnici ¢/, v tabulce 1.2 jsme uvolnili soufadnici c}.

/ / / / /
ay |ay |0y [ by |y | o 151 1y

0 o020 ]|3]%7] 1] tabulkal.la
olol2]0fc|6]22] 2] abulkal.lb

3
i +2
00|20 |9|2"

/ / C’l +2

o [

zobecnéni

Tab. 1.2

V dalsim kroku uvolnime prvni soufadnici bodu B. Volime postupné B[1; 0] (tab. 1.3), B[3; 0],

..., udaje zapiSeme do tabulky 1.4 a v jejim poslednim fadku zobecnime.

! ! / / / / ! !
ay |ay |0y [ by |y || B 1y
T 1 T

0 ]0]1]|0|d|d| 2|2
T 1 P

0 |0|1|0|d|d |22
1| %2 3 3

/ / C’1+1 6'2

/ / C;_-‘rl 6’2

Tab. 1.3

Cely postup zopakujeme pro A[0;0] a B[1; 1], B[2;1], B[3;1] a tim uvoliiujeme soufadnici b}.
Z tabulek, které takto vzniknou, uvddime pouze posledni (tab. 1.5). Zbylé nechdme na ¢tenéfi.

Nyni zbyva jen posunout bod A[0; 0] do bodu [a;; as] (pomoci posunuti o vektor (aq; as)) a vyjadrit

t1, to. Vypoclty provedeme pro prvni soufadnice, druhé souradnice zjistime analogicky:

i+ b
tlzt’1+a1: 13 1+a1/\b1:b’1+a1/\01:c'1—|—a1.

Z poslednich dvou rovnic vyjadiime ¥ a ¢, a dosadime do prvni rovnice. Po tpravé dostdvame
146

CL1+b1+Cl

t1: 3
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/ ! / / / / ! !
ay |ay | Uy [0y || o 151 ly
7 1 7
0 |0|1]0]|c|c| 2= |2 tabulkal3
I+2 4
0 | 0[2]|0]d || 2 | tabulka 1.2
/ / C’1+3 0'2
/ / / C,1+b,1 0’2 ol
0 |0 ]by]0 ||| 25+ |2 | zobecnéni
Tab. 1.4
! ! / / / / ! !
ay |ay |0y [ by |y | 6 t ty
U +b/ U
0 |0 |b,|0]|d]|d —c,l ,1 %2
! rl e | ath | oefl
0 |0 |b |1 |c|d 3 5
Y ch+2
0 0|V, | 2| |d | a2 2
1 1 2 3 3
/ / / SR

Tab. 1.5
b b
Vesledek: T[tl; tg], b - ay + 31 + 01’ ty = as + 32 + 62.

v vev

Jeho pravdivost je vSak nutné potvrdit dikazem.

1.3 Uloha - étverec

V m-¢étverci ABC'D znéte soufadnice vrcholt Alag; as] a B[by; be]. Najdéte soutadnice c1, ¢,
dy, dy vrcholi C' a D. Hledejte pouze jedno ze dvou moznych feSeni. UvaZujte pouze m-Ctverec
ABCD, ktery je orientovany proti sméru pohybu hodinovych rucicek.

ReSeni: Nabizime tfi rizné postupy.

Program A: Ve &tverci ABC'D plati |[AB| = |BC|, |AC| = v/2| AB|. Témito vztahy jsou uréeny
dva body C'. Nejprve je vypoéteme, pak se pokusime urcit, ktery z nich je ten, co vyhovuje nami

pozadované orientaci. Bod D ur¢ime napiiklad ze vztahu A — e — C' = B — e — D), tedy stied
usecky AC je roven stfedu usecky BD.

Realizace je technicky ndro¢nd — viz cviceni 1.5B.
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Program B: Predpokldddme, Ze feSitel vi, jak se pomoci soufadnic otd¢i vektor o 90°. Jestlize
@ = (u;v) je nenulovy vektor, pak jeho oto¢enim o 90° proti sméru pohybu hodinovych ru¢icek
dostaneme vektor u/ = (—v; u). Necht'tedy @ = B — A.Pak C = B+u/aD = A+ /.

Realizace: © = (bl — Ay, b2 — CLQ), tedy 1? = (0,2 — bg; bl — Cl1>.

C = [by; ba] + (a2 — ba; by — ay) = [ag + by — ba; —ay + by + by,

D = [al;ag] + (CLQ — bg; b1 — al) = [(12 +a; — bg;ag — a1 + bl]

V}’/Sledek: c1 = ag + b1 — b2, Co = —aj + bl + bQ, d1 =as+a; — bg, d2 =a9 — a1 + bl-

Program C: Budeme fesit sérii jednoduchych piipadi a vysledky evidované tabulkou postupné

zobecniovat.

Realizaci, kterd ilustruje vyse uvedenou metodu postupného uvoliiovani parametrd, je vénovana
uloha 1.5A.

1.4 Uloha — hrani¢ni a vnitini m-body m-trojihelniku

Zjistéte, zda existuje zavislost mezi po¢tem hrani¢nich m-bodu a vnitinich m-bodt m-trojihelniku.

Reseni: Na prvni pohled se zd4, Ze ¢im vice ma m-trojihelnik m-bodd na hranici, tim vice ma
i vnitfnich m-bodt a naopak. Toto zdani je ale klamné. Zavedeme nasledujici oznaceni: Je-li

T m-trojuhelnik, pak h(7) je pocet m-bodi lezicich na hranici trojuihelniku 7" a v(7") je pocet
m-bodu leZicich uvniti trojihelniku 7. Je zfejmé, ze h(T) =2 0 av(T) = 0.

Lehce najdeme m-trojihelnik 7', pro ktery v(7) = 0 a h(T') = u je libovolné pfirozené &islo
u = 3. Naptiklad T' = AABC, kde A[0;0], Blu — 2;0], C[0; 1].

Na druhé strané nenf t€Zké najit m-trojihelnik 7', pro ktery je h(T) = 3 a v(T) = u je libovolné
piirozené ¢islo. Napiiklad 7' = AABC, kde A[0; 0], Blu; 1], C[—1; 2].

Yevs v

Podrobné;jsi feseni dlohy je podano v dloze 1.5D.

1.5 Cviceni — m-atvary
A. Vyfeste tlohu 1.3 pomoci programu C.

B. Jsou dany vrcholy A, B ¢tverce ABC'D. Postupem, ktery je popsan v programu A v uloze 1.3,
najdéte body C a D. Reste pro (a) A[3; 1], B[4; —1], (b) A[0; 0], B[a; ], (c) Alay; ay], Blby; ba).

C. Jsou dany soufadnice vrcholi A, C' ¢tverce ABC'D. Najdéte soufadnice vrcholi B a D.
Diskutujte fesitelnost ulohy v Z a v R.
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D. Nakreslete co nejvice m-trojuhelnikti. Pro kazdy trojihelnik 7" uréete obsah (S(7')), pocet
hrani¢nich m-boda (h (7)) a pocet vnitinich m-bodt (v(T")). Hledejte zavislosti mezi t€mito

tfemi parametry.
Rada: SepiSte vSechny vysledky do tabulky. Jaké zavislosti 1ze z tabulky vycist?

Poznamka: V dal$ich fadcich a rovnéz v prislusnych vysledcich budeme pro jednoduchost misto
S(T), h(T) av(T) psit pouze S, h av. Véfime, Ze toto zjednoduseni nepovede k nedorozuméni.

Pomocné otazky:

(a) Jakou nejvétsi, resp. nejmensi hodnotu mizZe nabyvat ¢islo .S, jestlize h = 3a v = 0?
(b) Pro kolik navzdjem neshodnych trojihelnikd 7" plati h = 3 av = 0?

(c) Pro kolik navzdjem neshodnych trojihelnikt 7" plati h = 4, v = 0?

(d) Jakych hodnot miiZe nabyvat ¢islo S pro trojihelniky, které jste nasli pfi feSeni predchozi

otazky?

(e) Sepiste do nové tabulky hodnoty S a h pro v = 0 a hodnoty uspotddejte. Najdéte vztah
mezi S a h.

(f) Pro kolik navzajem neshodnych trojihelnikt 7" plati o = 3, v = 1 a jakych hodnot miize
nabyvat ¢islo .S pro tyto trojihelniky?

(g) Sepiste do dalsi tabulky hodnoty S a h pro v = 1 a hodnoty uspofddejte. Najdéte vztah
mezi S a h.

z w7z

(h) Jakych hodnot miZe nabyvat ¢islo v, jestlize h = 3? Jakych hodnot pak nabyva ¢islo S?

(i) Sepiste do dalsi tabulky hodnoty S a h pro v = 2 a hodnoty uspotadejte. Najdéte vztah mezi
S ah.

(j) Formulujte vztah mezi hodnotami S a h pro v = 3. Vysledek zkontrolujte obrdzkem.

(k) Sepiste do nové tabulky vztah mezi hodnotami S a h prov = 1,2,3,... (to jsou posledni
fadky predchozich tabulek) a formulujte obecny vztah mezi S, h a v pro mfiZové trojihelniky.

Tento vztah se nazyva Pickova formule.

E. Predpokladejme, Ze Pickova formule plati pro m-trojihelniky. DokaZzte, Ze pak Pickova formule

plati i pro m-Ctyituhelniky.

F. Jsou dany m-body A[0; 0], B[by; b tak, Ze &isla by, by jsou nesoudélnd. Najdéte vSechny m-body
C'[c1; ¢o] tak, Ze trojihelnik ABC' nemad na hranici Zddny m-bod kromé bodt A, B, C' a uvnitf

ma pravé jeden m-bod.
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1.6 Vektor ve fyzice, geometrii a algebre

S pojmem vektor se zak stfedni Skoly setkdva v hodinach fyziky i matematiky.

Ve fyzice se jedna o veli€inu, kterad popisuje rychlost, zrychleni, silu a mnohé dalsi fyzikalni jevy.

Zde je vektor chdpan jako veli¢ina, kterd ma velikost, smér a (v mnoha ptipadech) umisténi.

Pojeti vektoru v aritmetice jako uspotfddané n-tice redlnych (celych, raciondlnich, ...) cisel

didaktické potiZe nedéla.

V geometrii se vektor chape jako néstroj, ktery urcuje po-
sunuti (na pfimce, v roving, v prostoru), a je chdpan jako
veliCina, kterd ma velikost, smér, nikoli ov§em umisténi.
JestliZe tedy v roviné nakreslime tsecku AB a k ni v bodé
B prikreslime Sipku, oznacujeme timto znakem nikoli va-

zany vektor umistény v bodé A, ale celou tfidu vazanych

vektorti. Dva vdzané vektory 1@ a @ pak oznacuji stejny
vektor, pravé kdyz plati A—e— D = B—e—( (obr. 1.2).
Tento zptsob konstrukce pojmu vektor, ktery nazyvame

Obr. 1.2

faktorizaci, je mySlenkové ndro¢ny, a proto byvé zdrojem

mnoha nedorozumeéni.

Pripomernime, Ze s operaci faktorizace se Z4ci setkali jiZ pfi zavadéni pojmu zlomek. Tam poznali,
4 a/ C A bl v . 2z 2 7 2z 4 v A
Ze dva zlomky 7 a p predstavuji totéZ raciondlni ¢islo, pravé kdyZ ad = bc. I tam predstavovala

faktorizace pro mnoho zaki piekazku aZ nepfekonatelnou.

Popsané didaktické potiZe jsou vyzvou pro ucitele, aby hledal zptsob, jak je pfekonat. Druhy
z autorll tohoto textu ve svém experimentdlnim vyucovani jiz od patého ro¢niku hraval se zdky
hru na cestovani po ¢tvereCkovaném (pozdéji i Cistém) papife. Déti se s ndrocnym pojmem
vektor seznamovaly hravou a ¢innostni formou a v dostatecném predstihu ptfed jeho oficidlnim
zavedenim. Diky tomu byly vysledky tohoto experimentu velice dobré. Drtivd vétSina téchto

74k jiz v osmém roc¢niku dobfe rozuméla pojmtiim vektor, linedrni zavislost vektord a baze.
Hru na cestovani pomoci vektorti osvétlime na nékolika tlohach a cvicenich.

Pozndmka: V prvnich tfech kapitoldch pracujeme pouze ve dvojrozmérném prostoru. Zde vek-
torem p rozumime usporddanou dvojici redlnych &isel (a;b). Zapisujeme p = (a;b). Vektor p'

nazveme m-vektorem, pravé kdyz a,b € Z.
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1.7 Uloha - vektory jako posunuti

Vv

Vektory p, ¢ ur€uji posunuti. Pomoci nich cestujeme z jednoho mfiZového bodu do druhého.
Najdéte zptsob, jak se dostat (a) z A do B, (b) z C'do D, (¢) z B do C (obr. 1.3).

ResSeni:

@A 5a L r % E 7B tedy C q
AT B

B o Al @
(b) C 23 ¢ 0 D tedy ¢ T3 D,

© B2 B2 ¢ 280 edy B 20 Fl Bl D
E P

Zapis pomoci Sipek je pro zéky zédkladni Skoly ndzorny.

g7l

Pozdé;ji, kdyz Z4aci ziskaji vice zkuSenosti s vektory, pre- 0]

chazime k tradi¢ni notaci: q

Q

(@) A+2p+3¢ = B, (b) C+4p+67 = D, (c) B—3p—5G =
—C. Obr. 1.3

1.8 Uloha - cestovani pomoci vektoru
Reste modifikaci tlohy 1.7. Dvojici vektorti 7, ¢ nahradte dvojici vektort @ = (3;1), 7 = (1;1).
Reseni: Pripady (a) a (b) jsou snadné: (a) A — 20+ 4 = B, (b) C +2u — 4v = D.

Pripad (c) ma v sobé zaludnost. Z bodu B do C' se umime dostat, pouze kdyz budeme vektory i,
v pualit: B — 1,54 + 3,57 = C. Je takové cestovani piipustné? Odpovéd na tuto otdzku je véci

domluvy. Mize byt ano i ne. V obou piipadech je nutné terminologické upfesnéni.

1.9 Terminologie — linearni kombinace vektoru

Linedrni kombinact vektorii @, b nazyvame kazdy vektor za + yl;, kde =,y € R. V ptipadé
x,y € Z, (resp. x,y € Q) vektor xad + yg nazyvame celociselnou (resp. raciondlni) kombinact
vektorii d, b. Vektory a, b nazyvame linedrné zdvislé, jestlize existuje ¢islo z € R tak, ze @ = 2b
nebo b = 2.

Rekneme, e m-bod B je celociselné dosazitelny z bodu A pomoci @, b, kdyz existuji z,y € Z
tak, ze B = A+ xd + yl; V opacném piipad€ je B celociselné nedosaZitelny z A pomoci d, b.

Dvojici m-vektori d, b nazveme m-bdz, jestlize kazdy m-vektor je jejich celo¢iselnou kombi-

naci, tj. jestlize kazdy m-bod je celociselné dosaZzitelny z poc¢atku O pomoci @, b.
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- =

Zv14st€ vyznamnd je m-béaze (1;0), (0;1), pro kterou budeme naddle pouZivat pismena i, j
takto: i(1;0), 7(0;1).

1.10 Ulohy — m-baze
A. Které miizové body jsou celoCiselné dosazitelné z O[0;0] pomoci vektord @ = (3;1),
7= (1;1)?

ReSeni: Nakreslime , tapetu* viech m-bodii celo&iseln& dosaZitelnych z bodu O pomoci vektort
@, U (obr. 1.4). Vidime, Ze celoCiselné dosazitelny je pravé ten m-bod Ala;; as], pro ktery je
¢islo a; + as sudé.

Obr. 1.4

Dikaz: Bod Alaj;as] je celoCiselné dosazitelny, pravé kdyz existuji =,y € Z tak, Ze
A = O + zi + yv. V soufadnicich: a; = 3z +y, az = v + y, odkud z = 52, y = 3“22’“1.
Cisla x, y jsou celd, pravé kdyZz a;, as jsou soucasné obé sudd, nebo obé licha. QED

B. Je libovolny m-bod celodiselné dosaZitelny z libovolného m-bodu pomoci vektord p = (2;1),
q=(=1-1)?

Reseni: Odpovéd zni ano.

-

Diikaz: Pomoci vektorii 7, ¢ lze vyjadfit vektory 7 = (1;0), 7 = (0;1) a pomoci t&chto pak
libovolny m-vektor Z' = (x; y). Tedy dvojice p, ¢’ je m-bazi.

—

Skutend i = g+ q, j = —p — 2¢, odtud 7 = zi +yj = z(p+ q) +y(—p—29) =
= (z —y)r+ (z — 2y)q. QED
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Uvedeny dtikaz je vic neZ logicka hra. Je to navod, jak mizeme libovolny m-vektor vyjadrit

vvvvv

C. Najdéte kritérium, podle kterého lze jednoduSe rozhodnout, zda je dvojice m-vektorii

m = (mqy;ms), T = (n1;n2) m-bazi.

Reseni: Z piedchozi tlohy vidime, Ze kli¢em k feSeni je m-baze ¢, j. Zfejmé plati tvrzeni: m, 10

je m-bazi < vektory 4, j jsou celociselnou kombinaci vektort 11 a 7.
V dal$im pfedpokladame, Ze vektory m a 77 jsou linearné nezavislé, tj. Ze tvori bazi.

Zjistime tedy, kdy jsou oba vektory i fceloéfselnou kombinaci vektord m a 7, tj. kdy existuji

L1, T2,Y1,Y2 € Z tak, Ze

i = 1M 4 Y1ty J = Torlh + yoil. (1.1)

Vyjdéme z toho, co zname:

m = m1;+ mg.;, n= nJ—i— ngj. (12)

Upravme tuto soustavu rovnosti na tvar (1.1). Dostaneme

- N2 mg_, - ny my my Mo
t=—=m-——"n, j=——m+ —n, kde D = =ming — nim
D D" T "D D" n ne v
(D # 0, protoze m, 7 jsou linedrn€ nezavislé).
Hledanai ¢isla x4, 29, y1, yo tedy jsou
%) —MmMy —nNnq mq
€T = = —— Ly = —— = —. 1.3
1= Y1 D T2 D’ Y2 D (1.3)

Je zfejmé, ze, je-li |D| = 1, pak x1,22,91,y2 € Z. Tedy podminka |D| = 1 je postalujici

k tomu, aby Cisla 1, x5, y1, y2 byla celd. Je tato podminka i podminkou nutnou?

Predpoklddejme, Ze |D| je rGzné od 1. Necht napiiklad D = 2. Ze vztaht (1.3) plyne, Ze
¢isla 1, x4, 1, Y2 jsou celd, pravé kdyz vSechna cisla mq, ms, ny, ny jsou suda. Pak ale D je
¢islo délitelné Ctyifmi, protoZe je rozdilem dvou &isel, z nichz kazdé je soucinem dvou sudych
¢isel. Tedy vSechna ¢isla my, ma, ny, ny jsou Ctyfndsobky. Pak D je Sestnictindsobek atd. To je

zfejmé do nekonecna ubihajici dvaha.

Problém uchopime za jiny konec. Ze vztaht (1.3) vyjadiime my, mo, ny, ny a dosadime je do
rovnosti D = myny —nymsy. Ziskdme D = D?(x1ys — 22y1), tedy 1 = D(x1y2 — 2291 ). Soudin

dvou celych ¢isel je 1. To je mozZné, pouze kdyz obé tato ¢isla jsou soucasné rovna 1, nebo —1.
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Tim jsem odvodili tvrzeni, které je feSenim dané ulohy.

Tvrzeni 1.1: Dvojice m-vektort 7:(1my; ms), 7i(n1; n2) je m-bazi, pravé kdyz

|m1n2 — m2n1| = 1, neboli ’ e

=1

Dukaz: Implikace = byla dokdzédna vySe, dikaz implikace < udélame zde.

Necht plati (1.2) a |[miny — mony| = 1. Definujme &isla xq, x9, y1, yo piedpisem x1 = no,
Y1 = —Ma, Ty = —Nq, Yo = my. Paki = ng-m —mey -1, j = —ny - m+my - 1, a tedy vektory
m, 1 tvori m-bazi.

D. Dokazte tvrzeni: Necht jsou m-vektory mi(mq;ms), 7i(n1;ne) linedrné nezavislé. Ozname

D = miny — mgn;. Pak kazdy m-vektor w = xi + y; kde z,y € Z, lze psat ve tvaru
W= %rﬁ—i—%ﬁ,kdep,q cZ.
ReSent: VyuZijeme feSeni predchozi tlohy. Podle vztaht (1.1) a (1.3) je

TNy — ynlm —xme + ymlﬁ
D D )

T =zi+y] =

ProtoZe p = xns — yny 1 ¢ = —xmeo + ym; jsou celd Cisla, je tvrzeni dokédzéno.

1.11 Cviceni — m-baze
A. Najdéte m-vektor, ktery je celoéiselnou kombinaci dvou vektort: (a) @ = (1,5;—0,2),
b=(4:3), 0 ¢= (V2 1).d= (V& 1)@= (VZ1), f= (V1)
B. Najdéte vektory u, ¥, jejichZ soufadnice jsou riznd iraciondlni ¢isla, a 2u — 3¢ je m-vektor.

C. Najdéte linearné zavislé m-vektory «, v a m-vektor  tak, Ze w je celo¢iselnou kombinaci

vektori u, ¥, ale neni celo¢iselnym ndsobkem vektoru 1, ani vektoru .

D. K danému m-vektoru p najdéte m-vektor ¢ = (q1; ¢2) tak, aby dvojice p, ¢ tvofila m-bazi:
(@) p'=(2;3), (b) = (2;2), (c) p= (—26;33), (d) p = (84;105).

E. Dokazte tvrzeni: Jsou-li soufadnice m-vektoru p’' = (py; p2) soudélné (tj. D(p1, p2) = n > 1),
pak p'neni prvkem m-bdze, tj. neexistuje m-vektor ¢ = (q1; go) tak, Ze vektory p, ¢ tvofi m-bazi.

F. Najdéte kritérium, kterym lze rozhodnout, zda dany m-vektor p' = (p1;p2) lze doplnit m-
vektorem ¢ = (¢1; ¢2) na m-bazi.
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G.

Jsou dény vektory (a) @ = (4;1), v = (1;1), (b) @ = (1;—2), ¥ = (1;1). Jaké podminky
musi spliiovat celd ¢isla ay, as, aby bod Alay; az] byl celoéiselné dosazitelny z pocatku O[0; 0]
pomoci vektori u, v?

H. Ulohu ,hajdéte obecné celociselné feSeni rovnice ax + by = 1, kde a, b € Z jsou nesoudélnd*

preformulujte co nejvice riznymi zptsoby.

1.12 Shrnujici dlohy

A.

Na ctvereckovaném papite je dan mfizovy obdélnik ABCD o rozmérech 7 x 4. Sestrojte

miizovou pifmku, kterd dseCku AC' protind v bodé X, pro ktery plati |AX| : | XC| =3 :5.

. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro soufadnice miiZovych bodd Alai;as|, B|b1;bal,

Vv v

. Jsou ddny soufadnice miizovych bodt Alay; as], B[by; be]. Najdéte soufadnice bodti C, D tak,

aby ABC'D byl kladné orientovany Ctverec.

. Jsou dany vektory u(1;2), ¢(3;1).

(a) Jaky vzor vyplni v rovin€ vSechny body typu O + xu + yv, kde x,y € Z?

(b) Najdéte nejmensSi nadmnozinu M mnoziny Z, pro kterou plati, Ze mnoZina

{O + xt@ + yv; x,y € M} obsahuje v§echny miiZové body.



Kapitola 2

Mira v euklidovské roviné E2

2.1 Vychozi poznatky

Predpoklddame, Ze je dana kartézskd soustava soufadnic Oxy. Pfipomeneme nékolik pojmi

a vztahu.

Velikost vektoru @ = (uy;us) je déna predpisem |i| = Vi - @ = \/u? + u3.
Vzddlenost dvou bodii Alay; as], Blby; bs):

|AB| =+/(a1 — b1)? + (az — by)?
|AB| =|b — @|, kde @(ay; as), b(by; bs)

Skaldrnim soucinem vektora i = (uq; uz), U = (v1; v2) nazyvame &islo @ - U = uyv1 + ugvs.
Pro nenulové vektory , v plati: vektory @ a ¢/ jsou kolmé, pravé kdyz u - 7 = 0.

Vietovy vzorce pro kofeny 1, x5 kvadratické rovnice az? + bx +c =0, a # 0: 21 + 79 = —s,
T1To = 5.

2.2 Problém - presné méreni délky tsecky

Pracujeme na ¢tvereckovaném papite s jednotkovym &tvercem o obsahu 1 cm?. UkdZeme, jak
v prub&éhu experimentalniho vyucovani v 5.—7. ro¢niku Zici jedné tiidy dospéli az k objevu
Pythagorovy véty.

V patém roc¢niku zjiStovali Zaci délky miiZovych tsecek. K nejvice diskutovanym patfily asecky
AB, AC a AD, kde A|0;0], B[3;2], C[3;4], D[1;1], které byly vyznaceny na centimetrovém
¢tvereCkovaném papiru. Mezi zdky vznikly spory, které se tykaly pfesnosti méfeni. VétSina zaka
naméfila milimetrovym méfitkem vzdélenost bodd (i) A, B pifesné 36 mm, (ii) A, C' presné

50 mm, (iii) A, D presné 14 mm. Avsak vzdy nékolik zaku tvrdilo, Ze vzdalenost je o , kousek*

25
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vétsi neZ uvedené Cislo, a také vzdy nékdo naméfil vzdalenost bodd o ,.kousek™ mensi nez

uvedené Cislo. Spor byl dlouho otevien.

Ukdazeme tf1 mySlenky, které Zaci pii feSeni uvedeného sporu postupné objevili v 6. a 7. ro¢niku.

2.2.1 Myslenka prodluZzovani

KaZzdou z tse¢ek AB, AC, AD né€kolikandsobné prodlouZime.

1. Usecku AB prodlouzime napf. sedmkrat. Dostavame bod B’ = [21; 14] a zmé&fime vzdalenost
boda A, B’. Spory o to, zda vzdalenost bodi A, B’ je pfesné 252 mm, nebo o kousek ve&tsi,

pretrvavaji.

2. Sedmindsobné prodlouzeni tsecky AC' a zméfeni vzdélenosti bodi A, C" = [21; 28] spor také

nevyfesilo.

3. Zméfenim vzddlenosti bodu A, D', kde bod D’[10; 10] dostaneme desetindsobnym prodlouZze-
nim tsecky AD, ziskame ¢islo 141 a néco. Vime tedy, Ze vzdalenost bodu A, D je urcité veétsi
nez 14 mm. Dokonce miZeme fici, Zze 14,1 mm < |AD| < 14,2 mm. Spor tykajici se usecky

AD je tedy vyfeSen.

2.2.2 Myslenka rovnoramenného trojihelniku

0[3! 4] Spor o vzdalenosti bodi A, C' lze fesit pomoci
trojuhelniku AEC, kde E[5; 0] (obr. 2.1). Je zfejmé,

Ze bod F'[4;2] je sttedem strany EC' a Ze dseCky

AF a EC jsou na sebe kolmé, protoze AF' ma

Fl4:2] ,stoupani“ 2 : 1 a CE mé ,klesdn{* 1 : 2. Tedy
AF je vySkou daného trojihelniku a déli jej nadva
shodné trojihelniky (AAFC = AAFD podle
A[0; 0] E[5;0]  vaty sus. Proto je |[AC| = |AE| = 5 cm.

Obr. 2.1

2.2.3 Myslenka ctverce

Myslenka ¢tverce umozni rozhodnout spor o pfesnost méfeni vzdalenosti zbyvajici dvojice boda
A, B, ale i jakékoliv jiné. Jeji realizace vyzaduje, aby Zaci uméli na ¢tvereCkovaném papiie

sestrojovat Ctverce a hledat jejich obsahy.



2.3. Cviéeni — méreni

Nad useckou A B sestrojme ¢tverec ABG H (obr.
2.2). Obsah ¢tverce ABGH zjistime naptiklad G[1; 5]

tak, Ze Ctverec ,,rozkrdjime* na ¢tyti shodné pra-

vouhlé trojuhelniky a jeden ctverec. Hledany
obsah je 4 -3+ 1 = 13 cm? = 1300 mm?.

Kdyby |AB| = 36 mm, byl by obsah ¢tverce H[—2;3]
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36 - 36 = 1296 mm?. Obsah Ctverce je vSak B(3;2]

vetsi nez 1 296, tedy |AB| > 36 mm. Tato mys$-

lenka dava moznost numerického hledani ¢isla
|AB|, kde A, B jsou dva m-body, bez pouZziti

Pythagorovy véty. A[0;0

2.3 CviCeni — méreni Obr. 2.2

Ve cvicenich C, D, E, A se vzijte do zdka sedmého/osmého ro¢niku zdkladni Skoly, ktery je

napadity, rozumi vzorci pro obsah trojuhelniku, umi hledat obsahy m-trojihelnikii, zpisobem

popsanym v odstavci 2.2.3 umi zjiStovat délky m-usecek, vi, jak na kalkulacce pomoci klice

v

najit stranu ¢tverce, zné-li jeho obsah. Vstupni tdaje jsou v cm, vysledek hledejte s pfesnosti na

desetinu milimetru. Vypocet kontrolujte obrazkem a méfenim.

A. ,,Myslenkou ¢tverce™ zjistéte co nejpiesnéji vzdalenost bodi A, C' z problému 2.2.

B. ,,Myslenkou rovnoramenného trojihelniku® dokazte, Ze vzddlenost boda A[0; 0], M[12;5] je

celociselna.

C. Najdéte velikosti vySek trojuhelniku ABC, kde A[0;0], C[2;4], a (a) B[2;0], (b) B[2;1],

(c) B[1;1].

D. Zjistéte vzdalenost d pocitku O od pfimky PR, kde P[5; 0] a (a) R[0; 5], (b) R[4;2], (¢) R[1; 3],

(d) R[2;4].

E. Metodou postupného uvoliiovani parametrii najdéte vzorec pro vzdalenost d pocatku O od

piimky PR, kde P[p;0], p # 0, R[r; s], kdyZ (a) p,r,s € Z, (b) p,r, s € R.

F. Zjistéte, v jakém poméru déli bod O, kde KL N M N = {O}, use¢ky KL a M N, vite-li, Ze
K =1[0;0], L =[3;2]a(a) M = [3;0], N = [2;2], (b) M = [2;3], N = [3;1], (c) M = [3;1],

N = [1;4].

G. Urcete presné soutfadnice bodu O z cviceni F.
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H. Je dén trojihelnik ABC, kde A = [0;0], B = [5;2], C' = [3; 3].

(a) Urcete presné souradnice bodu V,, ktery je patou vysky z bodu C'. VyuZijte metodu déleni
usecek (viz feSeni dlohy F).

(b) Vypocitejte velikost vysky v, s vyuZitim metody déleni dsecky.
I. Kolik existuje navzdjem neshodnych rovnoramennych m-trojihelnikl s ramenem délky 5?

J. Jsou dany body A[1;+/3], B[v/3; 1], C[0; —/3]. Najdéte bod D tak, aby byl &tyfdhelnik
ABC D lichob&nik, kde AB || CD a|CD| = v/2 + /6.

2.4 Cvyviceni — Pythagorejské trojice

A. Najdéte rovnoramenny m-trojihelnik ABC, jestlize A[0; 0], Blb1; 0], C|cy; ¢2] a pro m-bod S,
ktery je sttedem zakladny BC, je (a) S = [3u;ul, (b) S = [du;ul, (c) S = [bu;ul, kde u je
vhodné pfirozené Cislo.

B. Zobecnéte predchozi cvi€eni. Za stied zakladny BC zvolte m-bod S = [nt; t], kde n je libovolné

dané prirozené Cislo a ¢ je vhodné k ¢islu n volené pfirozené Eislo.

C. Najdéte nejmensi mozny rovnoramenny m-trojdhelnik ABC' se zdkladnou BC, kde A|0; 0],
BIb; 0], Cl[c1; cal, tak, aby vyska na stranu a prochdzela bodem K o soufadnicich (a) [3;2],
(b) [5;2], (¢) [7; 2], (d) [n;2],n € N,aD(n,2) = 1.

D. Najdéte nejmensi mozny rovnoramenny m-trojihelnik ABC' se zdkladnou BC, kde A[0; 0],

B[b; 0], Clc1; co), tak, aby vyska na stranu a prochdzela bodem K o soufadnicich (a) [4; 3],
(b) [5;3], (¢) [7; 3], (d) [8; 3], (e) [n; 3], n € NaD(n,3) = 1.

E. Zobecnéte vysledky cviceni C a D a najdéte nejmensi moZny rovnoramenny m-trojihelnik
ABC se zakladnou BC, kde A[0;0], B[b; 0], Clcy; 2], tak, aby vySka na stranu a prochdzela
bodem K = [u;v], kde u,v € N a jsou nesoudéIna.

F. Vyuzijte vysledki z cviceni C, D a E a formulujte ndvod na hleddni Pythagorejskych trojic.

Névod formulujte ve formé tvrzeni.

Trojici (a, b, ¢) € N® nazveme Pythagorejskou, pravé kdyz a* + b* = 2.

Ve v/

Jsou-li délky vSech stran pravouhlého trojihelniku celociselné, pak tato tfi ¢isla tvoii Pythago-

rejskou trojici.
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2.4.1 Komentar

Do této chvile jsme mySlenku vzdalenosti (délky) diskutovali z hlediska uclitele. Ukazali jsme
jeden z moznych konstruktivistickych piistupd, ktery jsme sami provéfili v praxi. Nejprve zde
byl problém: Co nejpresndji zjistit nékteré vzddlenosti dvou m-bodd. Zici jiz v patém roéniku
resili dlohu méfenim, ale postupné pfindSeli nové a nové spekulativni tvahy, az posléze v sed-
mém ro¢niku dospéli k silnému vysledku a odhalili zptsob hledéni Pythagorejskych trojic. Zaci
formulovali svoje feSeni jako navod na hledani Pythagorejskych trojic. Nami uvedené tvrzeni 2.3

v feSeni dlohy 2.4F je tradi¢ni matematicka formulace této mysSlenky.

2.5 Uloha — obsah trojihelniku

Najdéte obsah trojahelniku ABC, kde Alay; as], Blby; bal, Cley; cal.

ReSeni: Ulohu miiZeme fesit prinejmensim ctyimi

zptusoby: A — metodou ,krdjeni“, ,,ofezavani y

by
rametrd, C — pomoci sinové véty, D — pomoci

nebo ,,dopliiovani “, B — metodou uvoliovéni pa-

vztahu pro vzdalenost bodu od piimky.

Zde ukdzeme zplsob A. Doplnime trojihelnik 92 Alay; ag]

ABC na obdélnik se dvéma stranami rovnob&z- 2
nymi s osou z, resp. y (obr. 2.3). Pak staci pouZit
zékladni vzoreCky pro obsah pravouhlého troj-
uhelniku a obdélniku.
a; x
Obr. 2.3
IAABC| (@ — )b — ) - Lm0z )z a)bme) (bl m)

1
:§]a1b2 — a1Cy — bgCl + ciag9 + b102 — b1a2| =

1 ap das 1
== 1.
2| by by 1

C1 Cy 1
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Uvedeny vypocet se vztahuje k trojihelniku na obr. 2.3. Pro jiné rozmisténi bodi A, B, C
vzhledem k soustavé soufadnic je nutno udélat jiny vypocet. Vysledek bude ve vSech pripadech

stejny. Pfenechdame Ctenéfi, aby jej provéfil pro trojihelniky na obr. 2.4.

Obr. 2.4

Pozndmka: Metoda ,.krdjeni* (viz napf. mySlenka ¢tverce v odstavci 2.2.3) je pfirozend metoda jiz
pro zaky 3. ro¢niku zdkladni $koly, metoda ,,dopliiovani* déla potiZe i nékterym star$im Zakam.

Diikaz: Necht mame dén trojihelnik ABC, kde Alaq;as], B[by;ba], Clc1;co] a v je vyska na
stranu AB. Smérovy vektor pfimky AB mad soufadnice 5(b; — a1; by — az) a normdlovy vektor je
tedy 7(as — bo; by —aq). Piimku A B mizeme tedy vyjadfit rovnici (ag —bs)z + (b1 —ay)y+c = 0.
Bod A leZi na piimce AB, plati tedy (az — ba)ay + (b1 — a1)as + ¢ = 0. Po dpravé dostdvame
¢ = bya; — byas arovnice piimky AB md tvar (as — bo)x + (b1 — a1)y + bea; — byas = 0.

Pro nalezeni vysky v pouzijeme vzorec pro vzdalenost bodu od piimky (ktery bude odvozen ve

cviceni 2.14H), v nasem piipadé bodu C od piimky AB:

_ |(aa — ba)cy + (by — al)CQ + beay — byas|
\/((12 — bg)Q —+ (bl — CL1)2

v- |AB]

Obsah trojihelniku ABC' pak vypoc¢teme jako Sapc = a po dosazeni a tpravé mame

a1 Qa9 1
1 1
SABC’ = §|CL201 — b201 + b102 — A1Co + bgCLl — bla2| = 5" | bl b2 1 |

C1 Co 1

Tvrzeni 2.1: Obsah trojihelniku ABC, kde Alay; as], B[by; ba], C|cy; ca), je ddn vzorcem
a; as 1

SABC’ = %|CL201 — bgCl -+ b102 — a1C2 -+ bgal — blag‘ = % . ‘ b1 b2 1 |

C1 Co 1
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Vzorec pro obsah trojihelniku OM N, kde O je pocatek soustavy soufadnic, tedy je:

1 1. my m
\AOMN]zé\man—mgnﬂ:é\ ! 2 ‘

ny N

Z Tvrzeni 1.1 a 2.1 plyne vazny disledek.

Tvrzeni 2.2: Dvojice vektord 1, 71 je m-bazi, pravé kdyz |AOMN| = % kde M = O +m
aN=0+m1.

2.6 Cyviceni — obsah

A. S vyuzitim vysledka dlohy 2.3E najdéte vzorec pro vzdalenost d pocatku O od pfimky PR,
kde P[p;q], R[r;s]ap,q,7, 5 € R.

B. Najdéte vzorec pro vzdélenost d bodu Alay; as] od ptimky PR, je-li P|p; q|, R[r; s] a soucasné
p,q,7m, s € R.

C. Necht'je dan trojihelnik ABC' s tézistém 1'. Dokazte, Ze trojihelniky ABT', BCT a AC'T maji
stejny obsah.

D. Necht mame ddnu m-isecku A[0; 0], B[b — 1;b — 2]. Najdéte nutnou a postacujici podminku
pro to, aby existoval m-bod C'[cy; ¢z tak, Ze obsah trojihelniku ABC je % V piipadé, Ze takovy
bod existuje, najdéte vSechny takové body.

E. Interpretujte rovnici ax + by = 1 (viz dloha 1.11H) z hlediska obsahu.

F. Jsou dény body A[1; /3], B[v/3; —1], C[—v/3; —/3]. Najdéte bod D tak, aby byl &tyfihelnik
ABC D lichobé&znik, kde AB || C'D a obsah ABCD je 5v/3.

G. Jsou dany body A[2; 1], B[0;0], P[4; —1], Q[2;2]. Oznaéme AQ N BP = {C'}. Najdéte obvod
a obsah trojihelniku ABC.

H. Jsou dany body A[0; 0], U[3;4], V[0; 1], P[—1;2], Q[2; 1]. Najdéte obvod a obsah trojihelniku
ABC, kde AU N PQ = {B}, AV N PQ = {C}.

L. Je dan Sestithelnik EFGHIJ s vrcholy E|0;0], F[3; —4], G[6; —4], H[9;0], I[7;2], J[2;2].
ﬁhlopﬁéky EH, FI, GJ tohoto Sestitihelniku ohrani¢i trojihelnik ABC (FI N GJ = {A},
EHNFI ={B}, EHNGJ = {C}). Vime, 7e obsah trojihelniku ABC je 32. Najdéte délky

jeho stran.
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2.7 Problém - velikosti uhlu

Je dan m-trojihelnik ABC (obr. 2.5). Mame zjistit ve- C[2;3]

likosti jeho tif vnitinich dhld, a to riznym zptisobem.

74k pétého nebo 3estého ro¢niku thly zmé&¥ dhlomg- 3

rem. Zak osmého ro&niku, ktery jiZ umi uZivat funkce P Bl[4;1]
o _+—"]

»tangens®, zjisti pomoci tabulek nebo kalkulacky ve-
likost thlu o odectenim thlu 14° (tedy arctg 0, 25) od
uhlu 56, 3° (tedy arctg 1, 5) a ziskd av = 42, 3°. Podobné
zjisti, Ze [ je soucet Ghlt 14° (tedy arctg0,25) a 45° Obr. 2.5

AJ0; 0]

(tedy arctg 1), tedy 8 = 59°. Kone¢né stejnym zplso-
bem nebo uzitim véty o souctu vnitinich thla v troj-
thelniku zjisti, Ze v = 33, 7° + 45° = 78, 7°.

Gymnazista, ktery ovlada kosinovou vétu, miiZe uZzit této znalosti k nalezeni kosinti uhli o, 3, 7.

Y Vv

ze stfedni Skoly

u-v

cosa = , a € (0°,180°%) (2.1)

ja -

gl

v némz « je thel svirany vektory , ¥. V naSem pifpadé « = B— A = (4;1), v = C— A = (2;3),
11

@ = V17, |0 = VI3, @ - ¥ = 11, tedy cos @ = ——— = 0, 73994, odkud o = 42, 273 7°.

V221

2.8 Ulohy - véta kosinova
A. Znidte Pythagorovu vétu a funkci cos z pro z € (0°; 180°). Odvodte vétu kosinovou.

C

«
A bceosa D c¢—bcosa B

Obr. 2.6
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ReSeni: Je dan trojihelnik ABC. Necht D je pata vysky z vrcholu C na stranu AB (obr. 2.6).
Pak |AD| = b-cos o, |BD| = c—b-cos a, |CD|? = b*—(b-cos a)?, a® = |CD|*+(c—b-cos )?,
odkud a? = b? + ¢ — 2bc - cos a.

[!] Nedostatkem odvozeni je, Ze neni dostate¢né obecné. Nutno jesté uvazit tii dalsi ptipady:
(i) Bod B lezi mezi body A, D, (ii) bod A lezi mezi body B, D, (iii) A = D. To je jiz snadné.

B. Znéte vétu kosinovou a vzorec |AB| = /(a1 — by)? + (az — by)2. Odvodte vzorec (2.1) z od-
stavce 2.7.
Reseni: Necht o je tihel, ktery sviraji vektory @ = (uy; us), ¥ = (vy; v3). UvaZujme trojihelnik
OUV,kde O[0;0], U = O + 4, V = O + ¥. Z kosinové véty aplikované na tento trojuhelnik
plyne |UV|2 = |OU> + |OV|*> — 2 - |OU| - |OV| - cos a, coZ v soufadnicich dé

(ug — v1)? + (ug — v2)? = (uF + ud) + (V2 +v3) —2-\/u%+u§-\/vf+v§-cosa.

Obr. 2.7

Po tipravé dostaneme u;v; + ugvy = \/u? + u2 - \/v} + v - cos .. Odtud po zavedeni oznaceni
U+ U= ugvy + ugue, |u| = y/ui + ul, |v] = \/v? + v3 dostdvdme poZadovany vzorec (2.1).

[!] Jemnosti: Vzorec (2.1) z odstavce 2.7 ztraci smysl, kdyZ je @ = o' nebo ¥ = 0. Vzorec plati
i v pripadé, Ze u, U jsou nenulové, linedrné zavislé. Tento pripad vSak dokdzdn nebyl a nutno
jej dokazat zvlast. Neni to tézké.

2.9 Tri poznamky ke kosinové vété

Pozndmka matematicka: Kosinova véta patii k zakladim euklidovské planimetrie, protoZe vza-

jemné propojuje dva zdkladni invarianty roviny — miru thlu a vzdalenost: JestliZe v trojuhelniku
zname délky jeho stran, miZeme zjistit i velikosti jeho tihld. Obracena véta vSak neplati: Zname-1i
uhly trojihelniku, délky jeho stran zjistit neumime. Ve sférické geometrii je situace jind, tam ze
znalosti délek stran trojihelniku umime zjistit jeho thly a ze znalosti Ghli trojihelniku umime
zjistit délky jeho stran.
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Poznamka historickd: Kosinovou vétu, i kdyz v jiném tvaru, uvadi i Euklides ve svych Zakladech.

Euklidovu formulaci uvedeme. (Euklides nerozliSuje mezi tvarem a obsahem tvaru; z kontextu
je jasné, ktery vyznam mé na mysli.) P¥i oznageni jako na obr. 2.6 plati: Ctverec nad stranou BC

je roven souctu ¢tvercil nad stranami AB a AC bez dvou obdélnikti o strandch AD a BD.
TotéZ v symbolickém zépisu: | BC|? = |AB|* + |AC|? — 2|AD| - |AB].

V pfipadé, kdy a > 90°, se bod D dostane mimo tseCku AB a vztah pak bude mit tvar
|BC|* = |AB|? + |AC|*> + 2|AD| - |AB].

Pozndmka didaktickd: V tradi¢nim pfistupu k vyuce kosinové véty nejprve ucitel vyvodi vztah

b2 + % — a?

a® = b? + ¢ — 2bc cos a, Tesp. cos a = ,
2bc

ktery plati (pfi standardnim oznaceni) pro kazdy trojuhelnik ABC'. Pak se vztah procvicuje na
sérii konkrétnich prikladd a dloh.

Ambici6znéjsi konstruktivisticky piistup (inspiraci najde ¢tenar ve cvicenich 2.10 L a M) vyuky
kosinové véty zacind sérii uloh, které Zaci sami fesi. Jsou to specidlni pfipady kosinové véty a Zaci
Sest specidlnich pfipadl kosinové véty. Ucitel je pak prehledné napiSe na tabuli (nebo uvetejni
na nasténce) a ptidad k nim i Pythagorovu vétu:

je-li o =60°, pak a%="b>+c?— b je-li o =120°, pak a?=b>+c?+ b
je-li a=30°, pak a?=10>+c—3be; jeli a=150°, pak a® =0+ + V3bc
je-li v =45°, pak a?=0*+c—V2bc; jeli a=135°, pak a® =0+ + V20
je-li a=90°, pak a®=0b%+ 2.

Zaci sami vyslovi hypotézu, Ze v kazdém trojihelniku plati vztah a® = b? + ¢® — bey/n nebo
a’ = b + c + bey/n, kde n je &islo, které zavisi na velikosti Ghlu «. Tato hypotéza je pravdiva,
ale jeji forma je trochu zavadeéjici. Bude trvat jeste néjakou dobu, nez Zéci zjisti, Ze Cislo n nemusi
byt nutné ptirozené a znak /n je tieba nahradit znakem 2 cos .

2.10 Cyviceni - velikosti uhlu

A. Najdéte trik, kterym muiZe sedmék zjistit pfesnou hodnotu souctu |J AOB| + |4 AOC|, kde
0[0; 0], A[1;0], B[2; 1], C[3;1].

B. Najdéte m-trojihelnik A’ B’C” podobny trojihelniku ABC, kde A[0; 0], B[2; 0], C[2; 3], takovy,

Ze strana A’ B’ lezi ve sméru daném vektorem (2; 1).
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C. Najdéte m-trojihelnik A’B’C” podobny trojihelniku ABC, kde A[0;0], B[3;—2], C[2; —1],

takovy, Ze strana A’C” leZ{ ve sméru daném vektorem (3; 2).

D. Je dan pravothly m-trojihelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu B a stranami AB a BC' v lin-

kéach miiZe a m-vektor 17 (myq; ms). Najdéte m-trojihelnik A’ B’C’ podobny trojihelniku ABC
tak, Ze strana A’C” leZi ve sméru vektoru 771. Najdete takovy trojihelnik vzdy?

E. Najdéte m-trojihelnik OC' D podobny trojihelniku O A B s men§im obsahem, pokud (a) A[2; 0],
B[1;3], (b) A[5;0], B[3; 1].

F. Jsou dény body A; = [1;0], A2 = [3;1]. Najdéte m-body As, A4, A5 a Ag tak, aby bylo
|9 AL10A;| = |9 A,0A3] = [J AsOA] = [ ALO0A;5] = [ As0A6] = £ - |[9 A1OAg).

G. Jsou dany m-body A[1;0], B[by; by]. Najdéte m-bod C/cy; ] tak, aby polopiimka OB byla
osou thlu COA.

H. Jsou dany m-body A, B. Zjistéte, zda vzdy existuje m-bod C' tak, ze 2 - | AOB| = |4 AOC!|.
Jinymi slovy: Je dvojnasobek m-thlu vZzdy nutn€ m-uhel?

L. (a) Je dan trojihelnik AOB, kde A[aq; as], Blby; be]. Najdéte bod Clcy; o] tak, Ze |4 AOB| =
= 2|94 AOC]. (b) Jsou-li A, B m-body, Ize C' najit vzdy jako m-bod?

J. Necht « je dhel, ktery sviraji vektory @ = (uy;us), ¥ = (v1; v2). Vyjadiete ¢islo sin aw pomoci
Cisel Ui, U, V1, Ua.

K. Necht Alay; as], B[bi;bs] jsou body rizné od poéatku O. Oznaéme ¢ = |J AOB|. Vyjadfete
hodnotu tg ¢ pomoci ¢isel aq, as, by, bs.

L. (a) Pfipravte gradovanou sérii dloh, kterd dovede Zaky znalych Pythagorovy véty k objevu
tvrzeni: V trojihelniku ABC, v némz je a = 60°, plati a® = b? + ¢* — be.
(b) Ulohy z (a) vyfeste a vyjasnéte, co pii jejich feSeni bude slabs§im Zakim d&lat nejvétsi
potiZe.
(©) Ulohy (a) a (b) feste pro uhly o = 30°,45°,120°, 135°, 150°.

M. V predchozi tloze jsme vyuzivali toho, Ze jisté, zdkim znamé ttvary maji nékteré vnitini dhly
30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°. Tento seznam nevycerpava vSechny uhly, které miizeme
reprezentovat znimym geometrickym dtvarem. Najdéte tutvary, pomoci nichZ je mozné vyvodit

kosinovou vétu pro thly 15°, 18°, 36°, 54°, 72° a 75°. Pak kosinovou vétu pro kazdy z téchto

ihld vyvodte.

N. NapiSte tabulku hodnot cos o a tg o pro uhly o = 15°,18°,36°, 54°, 72°, 75°.
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2.11 Uloha - rovnoramenny trojihelnik

Je déna usecka AB, kde A[0;0], B [\/g, 1], a pfimka m je ddna rovnici y = d. Na pifmce m
najdéte bod C|cy; co] tak, aby trojihelnik ABC' byl rovnoramenny.

ReSeni: Nejprve udéldme analyzu obecné situace bez konkretizace bodu B (obr. 2.8).

Obr. 2.8

Pro trojihelnik ABC plati:

|AB| = |AC], pravé kdyz C' lezi na kruznici k1 (A, |AB|),
|AB| = |BC|, pravé kdyz C leZi na kruznici ko(B, |AB]),
|AC| = | BC|, pravé kdyz C' lezi na ose o usecky AB.

Bod C nesmi byt prisecikem piimky AB s ptimkou m, protoZe by body A, B, C lezely v piimce.
Na obrazku 2.8 je tento prisecik oznacen G.

Trojuihelnik ABC' je rovnostranny, prave kdyz je bod C' jednim z prasecika F, F' kruZnic k; a ks.
Tento pripad musime vyloucit, protoZe rovnoramenny trojihelnik je definovan jako trojuhelnik,

ktery ma pravé dvé strany shodné.

Z uvedeného plyne, Ze body A, B, C' tvoii vrcholy rovnoramenného trojuihelniku, pravé kdyz
bod C' lezi bud na kruZnici k;, nebo na kruZnici ks, nebo na pfimce o, ale je rizny od bodi F, F’
aG.
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Symbolicky: C € M = (ki UksUo) —{E, F,G} NC € m.
Ted pfistoupime k vlastnimu feSeni.

Lehce zjistime, Ze ky: 22 + y> = 4, kot (x — V3)? + (y — 1)> = 4, 0: V3z + y = 2, E[V/3; —1],
F[0;2], G[dv/3;d].

Dile najdeme pruaseciky pfimky m s mnozinou k; U ko U 0: Ci[V4 — d?;d|, Co[—v4 — d?; d];
C3[V3+V3+2d — a2 d], Cu[v/3 — V3 +2d — d? d], G524 d).

Nyni je tfeba provést diskusi vzhledem k redlnému parametru d.

parametr reseni pocet i'eS. || parametr | reSeni pocet res.

de (—o0,—2) | Cs 1 de (%, 1) | C, Cy, Cs, Cy, Cs 5

d= -2 C1 =04, Cs 2 d=1 Cs, C3, Cy, Cs 4

de (-2,-1) | C1,Cy, Cs 3 de (1,2) | C, Cy, Cs,Cy, Cs 5
=-1 Zadné 0 d=2 Zadné 0

d e (—1,0) C1, Cs, C3, Cy, Cs 5 €1(2,3) | C5,Cy, Cs 3

d=20 C1, Oy, C3, Cs 4 d=3 C5 =C4y, Cs 2

d e (0, %) Cy, Oy, C3, Cy, Cs 5 de (3,00) | Cs 1

d= % C1, Cy, C3, Cy 4

2.12 Uloha — mocnost bodu ke KruZnici

Analyticky dokaZte vétu o mocnosti bodu ke kruZnici: Je ddna kruznice k(S,r) abod M ¢ k. Bo-
dem M vedme pifimku p protinajici kruZznici & ve dvou rtznych bodech U, V. Pak
|\ MU|-|MV|=||MS]* —?|.

ReSeni: Volme soustavu souiadnic tak, aby bylo S[0;0], » = 1, M[m;0], m =2 0 Am # 1
(obr. 2.9). Pfimka p: a(z — m) + by = 0 prochdzi bodem M a protind kruznici k: 22 + y? = 1
v bodech Ulx1; y1], V[xe; y2|, které ziskdme jako praseéiky pfimky p s kruznici k. Tedy

(m —x2), b# 0. (2.2)

y=—(m—x1), yo =

Sl
®I®

Z rovnice pifimky vyjadiime nezndmou y pomoci nezndmé x a dosadime do rovnice kruZnice.
Dostaneme kvadratickou rovnici

2?(a* + b*) — 2va*m + a*m?® — b =0 (2.3)

s diskriminantem D = 4b?(a? + b? — a®m?). ProtoZe je ptimka p se¢na kruznice, je D > 0. Dale
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plati

MU 1MV] = \J(m — 212 + g2 -/ (m — 22)? + 33

a protoze (viz (2.2))

po dosazeni dostaneme

2 2

a a
MO V] =t — 202 (1 5y o = 2 (14 22) =
Cl2 CL2
:]m—xl\-\m—x2|~]1—|—b—2 :]m2—m(x1+:v2)+x1-x2|-\1+ﬁ.

Obr. 2.9

Z Vietovych vztaht pro rovnici (2.3) dostaneme

n 2a*m a*m? — v?
T4+ Ty = ——7, T Ty = —5———
PP T e T T 2
a pak mame
2a’m?  a*m? —b?, a®+b?

MU|-|MV| = |m? — .

MUL-IMVI=Im™ =+ —a e |
Po dpravé dostaneme |[MU| - |[MV| = |m? — 1. QED.

Pozndmka: Vyse uvedeny diikaz byl proveden pro b # 0. Pfipad, kdy b = 0, je snadny a piene-

chame jej Ctenéfi.
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2.13 Uloha - tétiva a obvodovy ihel

Necht AB je tétiva délky d kruznice k(S,7) a necht W € k, W # A, W # B. Oznalme
w = |3 AW B|. Pak plati 2r - sinw = d. DokaZte.

Reseni: Zvolme soustavu soutadnic tak, aby bylo S[0; 0],
Ala; b, Bla;—b], b > 0, tj. osa z je osou lseCky AB
(obr. 2.10). Koneéné oznaéme W [u;v]. Ze zadani plyne
a?4+b? = r?2, u?+v? = r?,d = 2b. Vektory it = A—W =

=(a—u;b—v),71=B—-W = (a — u; —b — v) sviraji

thel w pro ktery, podle cviceni J z 2.10, plati

(@ = u)(=b—v) = (a —u)(b—v)|

sinw = =

Vie—u)?+(b—0v)?/(a—u?+(b+0v)?

B 2|b(a — u)|
V212 — 2au — 2bv - V2r2 — 2au + 2bv

Obr. 2.10 Jmenovatel posledniho zlomku upravime:

V2(r2 — au) — 2bv - \/2(r? — au) + 2bv = 21/ (r? — au)? — (bv)? =

= 2/1% — 2r2au + a2u? — (r? — a?)(r? — u?) = 2r|a — ul.

2/b(a — d
|bla —u)] = — aodtud 2r - sinw = d. QED

Tedy sinw = ————
2r|a — ul r

2.14 Cviceni - tlohy s parametrem

A. Najdéte t € R tak, aby trojihelnik ABC, kde C[5t; 3t|, byl rovnoramenny. Pfitom (a) A[0; 0],
B[5; 3], (b) A[5; 3], B[8; —2], (c) A[0; —2], B[7; —1].

B. Jsou dany dva rizné body A[0;0] a B|by; by]. Najdéte bod C' tak, aby trojihelnik ABC byl

rovnostranny.

C. Je déna dsecka AB, kde A|[0; 0], B[by; bs] a pfimka m o rovnici y = d. Na piimce m najdéte
bod Cley; cy] tak, aby trojihelnik ABC' byl rovnoramenny. Reste pro (a) by = 4, by = 2,
d = —3,(b) by = 4, by = 3, d zaporné, jinak blize neurcené, (c) b, = 2, parametry b; a d spliuji
podminky b; = 0, d > 0, jinak jsou libovolné.
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Rada: Vysettete nejprve specidlni ptipady: b; = 0, by = \/%, by = 2V/3.

D. Je dana usecka AB, kde A|0; 0], B[b;; bs], a pfimka m o rovnici y = d. Necht'plati by > d > 0.
Na piimce m najdéte bod C'cy; co] tak, aby trojihelnik ABC' byl rovnoramenny.

E. Je ddna usecka A B a piimka m. Na pifimce m najdéte bod C'[cy; ¢z tak, aby bylo |AB| = |BC.
Reste pro (a) Alay; as], BJ0; 0], m: 3z — y = 10, (b) Alay; as], Blbi; bs], m: fx + gy = h, kde
aspoil jedno z ¢isel f, g je nenulové.

F. Je ddn bod K a pfimka p. Na pfimce p najdéte bod W [u; v], jehoZ vzdélenost od bodu K je d.
Reste pro (a) K[0;3], p: & — 2y = 4, d = 5, (b) K[0;0], p: ax +by = 1,d = 7, (c) K[m;n],
p: ax + by = 0, kde a® + b? = 1 a d dané kladné &islo.

G. Jsou déany piimky p || ¢ a bod A. Najdéte body B € p, C € q tak, aby trojihelnik ABC byl
rovnostranny.

H. Odvodte vzorec pro vzdilenost bodu Alas; as] od pfimky p: ax + by + ¢ = 0.

I. Necht' AB je tétiva délky d kruznice k(S,r) a necht W je bod, ktery neleZi na pfimce AB.
Oznaéme w = |J AW B|. Zjistéte, zda plati implikace: 2rsinw = d = W € k.

J. S jakou presnosti 1ze aproximovat tihel 30° pomoci m-piimek?

K. Dokazte, Ze neexistuje rovnostranny m-trojihelnik.

2.15 Problém - aproximace rovnostranného mriZzového troj-

thelniku

Na omezeném ¢tvereCkovaném papite s rozméry m x n najdéte m-trojihelnik nejlépe aproximuyjici

trojuhelnik rovnostranny.

2.16 Problém - komplexni ¢isla

KdyZ umocnime na druhou komplexni &islo a + ib, dostaneme &islo (a +1ib)* = (a? — b%) + 2abi.
Tyto vyrazy jsou identické s t€mi, které jsme nasli ve vysledku cviceni 2.10G, kdyZ jsme
zdvojnésobovali velikost thlu. To neni ndhoda. Pfi praci s velikosti thlu Ize skute¢né efektivné

uzit aparat komplexnich Cisel. Zformulujte postupy a tvrzeni, kterd to umoZznuji.



Kapitola 3

Utvary v euklidovské roviné £ studovany
pomoci vektoru

3.1 Primky
V analytické geometrii pouZivame rtizné zpusoby zadani piimky v roving:

1. rovnici ax 4+ by + ¢ = 0, kde (a, b) # (0,0),
2. dvojici riiznych bodu, napiiklad b = UV,
3. bodem a nenulovym vektorem, tj. parametrické vyjadfeni p = { P + tp,t € R}.

Pripad 1. ma nékolik dil¢ich piipadli. Kromé obecného tvaru ax + by + ¢ = 0 miZeme piimku
zapsat ve smérnicovém tvaru y = kx + ¢, kde k = —%, q= —g a b # 0, nebo tsekovém tvaru

i % =1,kdep=—%,q= —7aa,b,c# 0, nebo poldrnim tvaru (viz tloha 3.5).

Terminologie: Piimky, které maji spole¢ny pravé jeden bod, tvoii svazek primek. Pfimky, které

jsou navzdjem rovnobézné rizné, tvoii osnovu primek.

Pozndmka: Déle ptedpoklddame, Ze v rovnici piimky ax + by + ¢ = 0 je (a, b) # (0,0).

3.2 Cviceni — ruzné zpusoby analytického zapisu primky
A. Vyjadfete pifmku (a) p = AB, kde A[-1;3], B[6;2], (b) ¢: 3z — by + 2 = 0,
(c)r={P+1tp,t € R}, P[2; 3], p(4; 3), zpisoby uvedenymi v odstavci 3.1.
B. Postupy, které jste pouzili v pfedchozim cviceni na konkrétnich piikladech, popiste obecné.

C. Daji se vSechny pfimky roviny zapsat rovnici ve tvaru (a) obecném, (b) smérnicovém, (c) tse-

kovém?

41
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D. Popiste obecnou rovnici i parametricky pifmky, které prochézeji bodem K [3; —1] ajsou (a) rov-

nobézné s ptimkami p, g, r ze cvieni A, (b) kolmé k piimkam p, ¢, r ze cviceni A.

E. Vyjadfete podminku (a) rovnobéZnosti, (b) kolmosti dvou piimek pro kazdy ze zptisobti zapisu
pfimky z odstavce 3.1.

3.3 Uloha - smérovy a normalovy vektor pfimky

Tvrzeni 3.1: Pro piimku p: ax + by +c = 0 plati: & = (—b; a) je jeji smérovy vektor a v/ = (a; b)

je jeji normédlovy vektor (tj. vektor kolmy na smérovy vektor).

Dokazte.
Reseni: Necht' M[m;n] je libovolny bod piimky p, tj. am + bn + ¢ = 0. UkdZeme, Ze bod
N = M + @ = [m — b;n + a] leZi na p. Po dosazeni dostdvame:

alm—b)+bn+a)+c=am—ab+bn+ba+c=am+bn+c=0

Z toho plyne, ze N € p a Ze tedy ¢ je smérovy vektor piimky p. Vektor ' je normalovy vektor
piimky p, protoze plati @ - v = 0.

3.4 Ulohy - vzajemna poloha p¥imek

A. Odvodte podminku, aby se tfi rizné piimkKy, z nichZ Zddné dvé nejsou rovnob&zné, protinaly

v jednom bodé.

ReSeni: Necht'jsou dany tfi riizné piimky p: ax+by+c = 0, q: de+ey+f = 0,r: gr+hy+i = 0,
z nichZ zadné dvé nejsou rovnobézné (tj. ae # bd, ah # bg, dh # eg, viz cviceni 3.2E). Vime,
Ze tyto tii pfimky prochdzeji jednim bodem M [my; mo], pravé kdyz soustava am+bms+c = 0,
a b c
dmy +emg + f =0, gmy + hms + ¢ = 0 md feeni, tj. pravé tehdy, kdyz |d e f|=0.
g h 1

Tvrzeni 3.2: Tiirazné pfimky o rovnicich p: az+by+c = 0, ¢: de+ey+f = 0,7: gr+hy+i = 0,

z nichz 74dné dvé nejsou rovnobéZzné, se protinaji v jednom bode¢ (tj. tvofi svazek), praveé kdyz
a b c
d e f|=0.
g h 1
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B. Necht' p: ax+by+c = 0aq: dv+ey+ f = 0jsou rliznob&zky, pro které je a? +b* = d* + €2, j.
smérové vektory obou piimek maji stejnou velikost. Pak piimky u: (a+d)z+(b+e)y+c+f =0
av:(a—d)x+ (b—e)y+ c— f =0 puli dhel pfimek p, g. Dokazte.

Obr. 3.1

2%

ReSeni: Vyuzijeme symetrie kosoctverce z obrazku 3.1 podle jeho dhlopficky. Pfimka u je osa
dvojice piimek p, ¢, pro jejich smérové vektory plati |s,| = |s;|; pak pro smé&rovy vektor s,
plati 5, = 5, + 5, a v soufadnicich 5,(—b; a), 5,(—e; d) a §,(—(b+ €); a+ d). Rovnice pfimky
uje tedy (a + d)x + (b+ e)y + m = 0.
a b c

Déle vime, Ze ptimky p, q, u tvofi svazek pfimek, tj. plati | d e f | = 0. Tato rovnost

a+d b+e m
je zachovana, kdyzm = c+ f.

Podobné uvahy provedeme pro osu v.

Dokazali jsme tvrzeni 3.3.

Tvrzeni 3.3: Necht' p: ax+by+c = 0aq: dv+ey+ f = 0jsourliiznob&zky, pro které je a® +b? =
= d*>+ €% Pak piimka u: (a+d)x+ (b+e)y+c+ f = Oipfimkav: (a—d)z+(b—e)y+c—f =0
jsou osy dvojice piimek p, q.

C. Najdéte ob€ osy u, v dvojice pitimek (a) p: 7Te —y+2=0,¢:x+y =0,(b) p: 2xr —y+5 =0,
qy+8x=0.

ReSeni: (a) Abychom mohli pouZit vztah z tvrzeni 3.3, musime zajistit platnost vztahu a®+b? =
= d? + ¢%. K tomu sta¢i vyndsobit rovnici piimky ¢ &islem 5. Dostaneme ¢: 5x + 5y = 0
a7 +12=52+52Tedyuw: 120 +4y+2=0,G. w: 62 +2y+1=0,av:z —3y+1=0.

(b) Podobné jako v (a) musime obé rovnice nejprve upravit. Rovnici pfimky p vyndsobime
&islem /65 a rovnici pifmky ¢ vyndsobime &islem v/5 (abychom vyhovéli predpokladu tvrzeni
3.3). ProtoZe viak &isla /65 a v/5 jsou soud&Ind, staéf rovnici pifmky p vynasobit &islem /13
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(v/65 = /5 - v/13). Rovnice obou os jsou pak u: (2\/1_3 +8)x + (—\/ﬁ + 1)y + 5v13 =0
av: (213 — 8)z + (=13 — 1)y + 5v/13 = 0.

Poznamka: Z toho, Ze geometrickd interpretace podminky a? + b? = ¢ + d? v tvrzeni 3.3 je
takova, Ze smérové vektory obou piimek jsou stejné velké, plyne, Ze rovnici kazdé primky
umime upravit tak, abychom mohli tvrzeni 3.3 pouzit. D4 se ukdzat obecné, Ze sta¢i vyndsobit
rovnici pifmky p &slem /@2 + €2 a rovnici pifmky ¢ &islem /a2 + b2. Dokaite, 7e pak jsou
splnény predpoklady tvrzeni 3.3.

D. Jsou dany pfimky u: ax+by = 1, v: cx+dy = 1, w: ex+ fy = 1. Jaké podminky musi spliiovat
¢islaa,. . ., f, aby pfimky u, v, w ohrani¢ovaly trojihelnik s ortocentrem (tj. prisecikem vysek)
v pocatku O?

Obr. 3.2

ReSeni: (Obr. 3.2) Nutné a postacujici podminka, aby pfimky u, v, w ohrani¢ovaly trojihelnik
zni: Zadné dvé z piimek u, v, w nejsou rovnob&zné a viechny tii neprochazeji stejnym bodem.

Analytické vyjadieni téchto podminek je ddano Ctyfmi vztahy:

a b 1
b b d
COzonl® ClzonlC Y £0Ale d 1] #£0 3.1)
c d e f e e
[

Déle se zaméfime na analytické vyjadieni podminky, Ze pocatek O je ortocentrem daného
trojuhelniku. Sestrojime pfimku k tak, Ze £ L w a O € k. Jeji rovnice je k: —fz + ey = 0.
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Trojice pfimek u, v, kK musi tvofit svazek. Podobné trojice piimek u, w, [, kde I L v, O €[
al: —dxr 4+ cy = 0, musi tvofit svazek a trojice pfimek v, w, m, kde m L u, O € m

am: —bzx + ay = 0, musi tvofit svazek. Tedy musi platit:

a b 1 a b 1 c d 1
¢c d 1l=0A|e f 1|=0A|e f 1]=0 (3.2)
—f e 0 —d ¢ 0 —b a 0

Soustava sedmi podminek (3.1) a (3.2) je nutnou a postacujici podminkou, aby nastala poza-

dovana situace.

3.5 Uloha — polarni souiadnice

Poldrni souradnice bodu: (Obr. 3.3a.) Pro kazdy bod M # O existuje jediné kladné Cislo r
a jediny uhel ¢ € (0°;360°) tak, ze M[rcosp;rsing|. Zde r = |OM]| a otoenim kladné
poloosy z o tihel ¢ ziskdme polopiimku OM. Rekneme, Ze [p;r] jsou polarni soufadnice
bodu M.

(a) (b)

Obr. 3.3

Tvrzeni 3.4: Necht' P je bod o poldrnich soufadnicich [p; r|. Pifmka m neprochézejici pocat-

kem O a prochdzejici bodem P je kolma na piimku O P, pravé kdyz

rcosp +ysinp =1

je rovnice piimky m (obr. 3.3b).

Dokazte.



46 Kapitola 3. Utvary v E? studovény pomoci vektort

Reseni: Smér =: Bod P, ktery mé polarni soufadnice [p; 7] ma soufadnice P[r cos ;7 sin ¢].
Vektor O? = (rcosg;rsinp) je normdlovym vektorem pifmky m, tj. pfimka m ma rovnici
a7 cos p + yrsin ¢ = d. Po dosazeni bodu P do této rovnice dostaneme d = r?, a tedy rovnici

pfimky m je x cosp + ysinp = r.

Smér «: Staci ovéfit, Ze bod P leZi na pfimce m a Ze vektor O ﬁ = (r cos p; rsin ¢) je normalovy

vektor ptimky m.

Rovnici z tvrzeni 3.4 nazyvame poldrnim tvarem rovnice primky m.

3.6 Cviceni — primky
A. Najdéte ob€ osy u, v dvojice piimek p: 3z +y —2=0,¢:x — 2y + 1 = 0.
B. Dokazte, Ze piimky wu, v z tvrzeni 3.3 jsou navzdjem kolmé.

C. Zakladna rovnoramenného trojihelniku, jehoz ramena lezi na pfimkach p: x + 8y = 0,
q: Tx — 4y = 0, prochdzi bodem M [7; 1]. Najdéte rovnici pfimky, na které lezi zdkladna.

D. Navrhnéte polarni tvar rovnice pfimky m prochédzejici pocatkem. Hledejte jednoznacné vyjad-
feni pfimky rovnici.

E. Kazdou z ptimek p, ¢, r z cviceni 3.2A napiSte v polarnim tvaru.

F. Napiste ptfimku p: ax + by + ¢ = 0 v polarnim tvaru.

G. Na zédklad¢ vysledku cviceni F znovu odvodte vzorec pro vzdalenost bodu M [my;ms] od
ptimky p: ax + by + ¢ = 0.

H. Jsou dany tfi rizné ptimky p: ax + by +c=0,q: dr +ey+ f = 0,r: gr + hy + ¢ = 0 anecht’
a b c
D = |d e f|. Diskutujte vS§echny mozné piipady poloh té€chto tfi pfimek pro (a) D = 0,

g h 1
(b) D # 0.

I. Je déna pfimka p: ax + by + ¢ = 0. Najdéte nutné a postacujici podminky pro to, aby bod

M [m; n] byl jedingm m-bodem leZicim na p.

J. Je dana piimka p: ax + by + ¢ = 0, kde a € Z, b € Z. Najdéte nutné a postacujici podminky

pro a, b, c tak, aby na p neleZel ani jeden m-bod.

K. Najdéte obsah trojihelniku, ktery je ohranicen tfemi pfimkami p, q, .
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@pr—3y=0,¢:3xr4+y=0,m2xr—y—5=0,
®p:y=0,¢:2x4+y—6=0,r:2x — 3y =0,
©py=0,¢:2x4+y—11=0,7:2x — 3y =0,
Dp:x—3y=0,¢:xr—y=0,m3xr+y—6=0.

3.7 Priklad - kolinearnost

Je dan bod A a nenulové vektory w, v. Sestrojime body B = A + u, C' = A + ¢. Zjistujeme, pro
jakou trojici (A, i, V) lezi body A, B, C' v pfimce.
Odpovéd zavisi pouze na vektorech i, ¥ a nezavisi na poloze bodu A. LeZi-li A, B, C'v pfimce,

pak kterykoli z vektord u, v nAm umozni cestovat z kteréhokoli bodu této pfimky do kteréhokoli
bodu. Tedy kazdy z vektort , ¥ je jistym nasobkem druhého.

[!] Uvedené feSeni je nepiesné. Zapomnéli jsme uvazovat piipady B = A a C' = A. Upfesnéné
feSeni zni: Body A, B, C' lezi v pifimce, pravé kdyz jsou vektory , v’ linearné zavislé, tj. kdyz
existuji ¢isla z, y € R (aspon jedno nenulové) tak, ze xi + yv' = 0.

3.8 Ulohy - popis dtvard pomoci vektort

A. Je dan trojuhelnik ABC'. Ozna¢me vektory © = A — C, ¥ = B — C. Pomoci bodu C' a vektori
i, U vyjadrete (a) bod F' = A — e — B, (b) téznici t., tj. isecku C'F’, (c) thel AC B, tj. mnoZinu
vSech bodu v roviné, které leZi na polopiimkach C'X, kde X probihd tsecku AB.

Obr. 3.4

ReSeni:
(a) Do bodu F’ se 1ze dostat z bodu A posunutim danym polovi¢nim vektorem B — A = v — .
Tedy F=A+1(0—u) =C+ud+ 30 —u)=C+ i(ad+7).
Bt ={X=C+s(F-0C);s€(0;1)} ={X =C+p(i+7);p e (0;3)}
() JACB ={C + zi + yv;z,y € RJ'}
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Poznamka: VSimnéte si alternativniho zdpisu mnoziny bodud. V piipadé (b) jsme onen ,,obecny

bod* probihajici popisovanou mnozinu pojmenovali X, v pfipad€ (c) zlistal tento bod anonymni.

Pouzivame oba zplisoby popisu bodovych mnozin.

Obr. 3.5

ReSeni: Oznaceni jako na obrazku 3.5. Reseni rozdélime do Sesti krokd.

1. Zvolime jeden z bodt a dva linedarné nezavislé vektory jako referencni objekty. Napiiklad

bod C' a vektory , v.

2. Vsechny ucastniky situace vyjadiime pomoci referencnich objektu:
D=C+30,E=C+3i,F=C+3(d+7),

ta=AD ={X =C+d+s(30—u);s € (0;1)},

ty=BE ={X =C+ ¢+ m(3i —v);m € (0;1)},

te=CF ={X =C+s(i+70);s €(0;3)}.

3. Ve vektorovém jazyce vyjadiime geometrické podminky: Hledané t€zisté 7" je spole¢ny bod
téZnic t, a t,.

T=C+u+s(it—0),T=C+v+t(3u—70),odtud @+ s(30 — @) = T+ (34 — V).

Posledni vztah upravime na vektorovou rovnost:

1 1
(1—s—-t)u+(-14+t+=5)0=20

2 2
4. Vektorovy vztah transformujeme na vztah aritmeticky. ProtoZe jsou vektory , v' linedrné
nezavislé, plynou ze vztahu xu + yv = o rovnosti z = y = 0. Tedy ze vztahu uvedeného na
konci bodu 3 plyne

1 1

l—-s5s—=t=0,—14+t+-s=0.
S 5 , +t+ 25
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5. VyfeSime aritmeticky problém, tedy soustavu dvou linedrnich rovnic pro nezndmé s a ¢.
X . 42
Resenije s =1 = 3.
6. Ciselny vysledek vratime do ptvodni geometrické situace a vyuZijeme této znalosti pro

konecné feSeni geometrického problému.

Prasecik t€znic t,, t, jebod T = C' + ﬁj{g, ktery, jak vidime pfimo ze zapisu, lezi 1 na t€znici ¢..
Vektor AD) = C+it—-C—-u= %U—ﬁavektorﬁ: %-(%77—17),'[}1@: %-E,atedy

bod 7" dé€li téZnici v poméru 1 : 2.

3.8.1 Komentar k uloze 3.8B

Vv

Postup uziti vektorového poctu pii feSeni zndmé ulohy o tézisti trojuhelniku (dloha 3.8B) je
univerzdlni ndvod na pouziti vektorového poctu ve vétsiné béZnych piipadi. Narocnéjsi kroky

postupu jsou tfi:

e Prvni krok, vhodnd volba referen¢nich objektt (repéru, viz odstavec 3.10), prozradi uciteli
hloubku geometrického vhledu feSitele a jeho zkuSenosti s vektorovym apardtem.

o Ctvrty krok je pfechodem od vektorové algebry k aritmetice. Studenti zde Gasto bezradné stoji
nad vektorovym vztahem a nevédi jak dal.

o Sesty krok ukazuje, jak fesitel rozumi tomu, co poéital.

N v

Rozfazovani postupu do Sesti krokti usnadni feSiteli orientaci v praci, pomtiZe v piipadé zbloudéni
a uciteli usnadni analyzu Zdkova feSeni. V Zaddném piipadé vSak ndvod neni normou, kterou
je nutno dodrZovat. Lze dokonce fici, Ze pravé naruseni uvedeného nédvodu, které jde k cili

efektivnéjsi cestou, svéd¢i o feSiteloveé erudici v analytické geometrii.

3.9 Cbviceni - délici pomér

Necht' P, Q, R € E? jsou libovolné kolinedrni body takové, ze Q # Ra P # Q.Pak&isloxr € R
jednoznacéné uréené vztahem ﬁ = xéﬁ se nazyva délici pomér danych bodl a oznacuje se
(PQR) = z.

Pozndmka: O bodech mnoZiny M fekneme, Ze jsou kolinedrni, pravé kdyz existuje pfimka, kterd
jimi prochazi.
V nasledujicich ulohdch predpokladame, Ze body P, (), R jsou kolinedrni, () # R a P # Q.

A. Jakych hodnot miZe nabyvat &islo (PQR), jestlize jeden z uvedenych tif bodu je stfedem
dvojice zbylych dvou?
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B. Geometricky interpretujte vztah (a) (PQR) < 0, (b) (PQR) = 0, (¢) 0 < (PQR) < 1,
) 1< (PQR).

C. Vime, Ze P, @, R jsou rizné, a zndme (PQR) = z. Najdéte délici poméry (QPR), (QRP),
(RQP), (PRQ), (RPQ).

D. Je dan ¢tverec ABC'D a redlné Cislo ¢ rizné od 0 a 1. Na pifimkéch, kde lezi strany Ctverce,
definujeme body E, F', G, H ptedpisem (ABE) = (BCF) = (CDG) = (DAH) = t. Zjistéte,
zda i ¢tyfihelnik EFGH je ¢tverec pro (a) t = —1, (b) t = 2, (¢) pro libovolné .

E.Je din obecny trojuhelnik ABC a na jeho stranich body D, E, F' tak, ze (ABF) =
= (BCD) = (CAE) = t, kde t je redlné Cislo. Zjistéte, zda plati:

(a) Je-li t = —1, pak je trojihelnik ABC' podobny trojihelniku DEF'.
(b) Je-li t = —2, pak je trojuhelnik ABC' podobny trojihelniku DEF'.

3.10 Souiadnicova soustava v L2

Dosud jsme se soufadnicovou soustavou v roviné pracovali intuitivné a pfedpoklddali jsme, Ze
soufadnicové osy jsou na sebe kolmé a méfitka na nich shodnd. Tato podminka pro zavedeni
soustavy soufadnic neni nutnd a existuje mnoho piipadii, kdy soufadnicova soustava se ,,Sikmymi
osami* vede na vhodnéjsi popis geometrické situace. V tomto odstavci upfesnime a zobecnime
dosud pouZzivany termin soufadnicova soustava v rovin€. Pozdé€ji uvidime, Ze pojem déliciho

poméru je dileZity nastroj pro praci v ,,Sikmé* soufadnicové soustave.

Trojici objektt (A, @, ), kde A je bod a i, ¥ je linedrn& nezdvisld dvojice vektord roviny E?,
nazyvame repér roviny E?. V ptipadg, Ze jsou vektory @, ¥ linedrn& zavislé, ztraci tento symbol
smysl.

Kazdému repéru roviny (A, u, ¥) je pfifazeno bijektivni zobrazeni

o: R* — E? [z;y] = A+ 21l + yv,

které nazyvame soufadnicovd soustava dand repérem (A, i, v).

Cisla z, y nazyvame soufadnice bodu M = A+ xii+yv'v repéru (A, i, ¥) avztah o(2;y) = M
zapisujeme Castéji M = [z;y], nebo M [x;y]. Nékdy mluvime volné o souradnicové soustavé

(A, i, ), ¢imz podle kontextu myslime bud repér (A, i, ), nebo zobrazeni o, nebo oboji.

Baze w, U se nazyva ortogondint, jestlize plati @ - v = 0. Baze u, v se nazyva ortonormdint, kdyz

navic plati |u| = |v] = 1.
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Neni-li uvedeno, k jakému repéru se soufadnicovd soustava vztahuje, predpokladame, Ze se

vztahuje k repéru <O, i, j>, kde O[0; 0] je po&étek soufadnicové soustavy az = (1;0), 7 = (0;1)

jsou jednotkové vektory ortonormdlni bdze.

3.11 Uloha - konvexni a nekonvexni thel

Je ddn &tyfdhelnik ABC'D. Oznaéme vektory @ = B — A,b=C — B,é=D —C,d= A — D.
Vime,Zzec=p-da+q- b (&isla p, ¢ zname). Zjistéte, jak 1ze pomoci ¢isel p, ¢ rozhodnout, zda je
vnitini thel BC'D nekonvexni.

ReSeni: Ulohu miZeme fesit minimalng tiemi zpasoby.
L. V repéru <A, a, J> vyjadiime body trojihelniku AB D (viz tloha 3.8A) a bod C'. Pak zjistime,
zda je bod C' vné nebo uvnitf trojihelniku ABD. (Vyzkousejte.)

II. Pomoci repéru zavedeme kartézskou soustavu soufadnic, v niz vyjadiime body A, B, C a D,
a déle podle vzorce z tvrzeni 2.1 vypocitame obsah trojihelniku ABC, ABD a ACD. Nakonec
zjistime, zda soucet obsahi trojihelnikii ABC' a AC'D je vétsi nebo mensi neZ obsah trojihelniku
ABD.

III. VyuZijeme toho, Ze vnitini thel BC'D je
nekonvexni, pravé kdyz prise¢ik () piimek
AC a BD lezinatsecce BD a vné polopiimky
C'A (obr. 3.6). Tento zptisob rozpracujeme.

Plati, 7e Q = A+ y(C — A),y > 1, pravé
kdyz @ lezi vné polopfimky C'A, a déle
Q =B+ ax(D—-DB),0 <z <1, pravé kdyz
@ lezi mezi body B, D.

Obr. 3.6

Porovndnim  pravych stran  dostdvame

y@+b) = @+ x(b + &. Po dosazeni
5:p-6~|—q-5aﬁpravéméme

(1+ap—y)d+ (zqg+z —y)b=0.
ProtoZe vektory d, b jsou linedrné nezdvislé, musi platit 1 + xp —y = 0, xq + x — y = 0, odkud

1 1+g¢q
xr = Yy = .
1+q9g—0p 14+qg—p
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Z t&chto vztaha ziskdvame hledané ekvivalence
O<zr<leldqg—p>1leqg>p

a déle pak
p

I+qg—0p
Zavér: Vnitini uhel BC'D je nekonvexni, pravé kdyz plati ¢ > p > 0.

y>1& >0<p>0.

3.12 Uloha — déleni dhlop¥icky étverce

Necht je dan ¢tverec ABC'D. Na dhlopii¢ce AC' sestrojte

i Y
D ¢ posloupnost bodl 73, Zs, Zs,. .. a na stran¢ C'D posloup-
/ nost bodu Vi, Y3, Y3,...tak, Ze AD || Y17, || YaZs ||
; ’ Y3Zs || ...aZ, € DB, Zy € Y1B,Z3 € V3B, ... (obr.3.7).
2

A Zjistéte, v jakém poméru déli bod Y,, stranu C'D a v jakém
pomeéru déli bod Z,, dhlopricku C'A.

ReSeni: Budeme pracovat v soustavé soufadnic dané re-
pérem (C,u =D — C,v = B — C). Pak B|0; 1], Y;[y;; 0],

A B Zilziy zi| proi = 1,2, 3, . ... Zpodminky Y; Z; || AD plyne
Obr. 3.7 y; = z; provSechnas =1,2,3,....
Z podminky Z;,; € Y;B dostaneme z;.1 = #, nebot’
Yi
ptimka BY; je ddna rovnici z + y; - y = v;.
Tedy y; = 21 = % Yo = 29 = % Y3 = 23 = i, e Yn = 2 = n+r1 coz lze dokazat matematickou

indukci.

Tedy Y; déli CD vpomérul : 1; Yo déli CD vpomérul: 2;...;Y, déli CD v pomérul : n
a Z, déli C'A také v poméru 1 : n.

3.13 Cyviceni — popis objektd v £

A. Oznaceni jako v dloze 3.8A. Jazykem elementdrni geometrie popiste objekt
(@ {X =C+tu;t € R}, () {C+zi+ytr,yeR{,z+y <1},
(b) D=C+ 17, (A {C+ia+tv;te(0;3)}
B. Necht' £ je stied strany AB rovnobézniku ABC'D a F prusecik tsecek AC' a ED. Zjistéte,

v jakém poméru d€li bod F’ tyto tsecky.
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C. Oznaceni jako v tloze 3.11. Interpretujte nasledujici vztahy geometricky:

(@a+c=o, (e) @, ¢ jsou linedarné zavislé,
(b)b+d =3, (f) @ d jsou linedrné zavislé,
(©)B—A=C - D, (g)d@+b+c=0,
(d)A+C=B+D, (h)b+d=7¢

D. Ulohu 3.12 feste pro piipad, Ze ABC'D je (a) obdélnik, (b) rovnob&znik.

E. Uvnitf stran AB, resp. AD rovnobézniku ABC' D se pohybuji body X, resp. Y. Necht Z je
priseéik pifmky XY s pfimkou AC. Ozna¢me délici poméry (XBA) = z, (YDA) = v,
(ZCA) = 2.

(a) Najdéte zavislost mezi Cisly z, y, 2.

(b) Zistane tato zavislost v platnosti, i kdyz pfipustime, aby bod X probihal celou pfimku AB
abod Y celou piimku AD?

F. Oznaceni jako v uloze 3.11. Zjistéte, kdy je vnitini thel C'D A nekonvexni.

G. Budeme vySetfovat zobrazeni A, které bodu M [a;b] pfifadi piimku A\(M): az + by = 1.
Defini¢nim oborem zobrazeni \ je zjevné celd rovina E? s vyjimkou bodu O|[0;0]. Bod O

v zobrazeni \ nema obraz.

(a) Nakreslete body A[2; 1], B[—1;3], C[—3;0] a pitimky A(A), A\(B), A(C). Zjistéte, jaka je
vzajemna poloha piimek OA a A(A), piimek OB a A\(B) a ptimek OC a A(C).

(b) Pro kazdy bod M{a; b] # O]0; 0] plati OM LA(M ). Dokazte.
(c) Najdéte vSechny body M, pro které je M € A\(M).
(d) Dokazte, Ze pro libovolné dva body A, B rizné od O plati: A € \(B) <& B € A\(A)

(e) Ke kazdému bodu M # O pfifadme bod A\(M) N OM = {M'}. Jak se nazyva zobrazen{
FoM = M?

H. Dokazte, 7ze v kruhové inverzi \: [u;v] — { “ v 2] vzhledem ke kruZnici
v

w v 2
K: 2* + y* = 1 je obrazem kruZznice k(S, r) bud kruznice ¥’ = \(k), nebo pfimka.

L. Zjistéte, kdy pro kruznici k plati A(k) = k (A je kruhovd inverze z dlohy H).

3.14 Trojice kolinearnich bodi

Naro¢né vypocty 1ze (nékdy podstatné) usnadnit pouzitim determinantt. Plati nasledujici tvrzen:
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Tvrzeni 3.5: V soufadnicové soustavé dané libovolnym repérem plati: Body Alay; as], Blb1; bal,

C'[c1; co] jsou kolinedrndi, tj. leZi v jedné pfimce, pravé kdyz

a1 Qg 1
by by 1 |=0. (3.3)
cp ¢ 1

Dukaz: Body A, B, C' lezi na pifimce, pravé kdyz jsou vektory B — A a C' — A linearné zavislé,
tj. pravé kdyz

by — by —
0= |™" ap 02 — Qs

€1 —ap Co — Q2

Tento determinant upravime ve dvou krocich.

v

(a) Plivodni determinant druhého stupné rozsifime na determinant tfetiho stupné pridanim vek-
toru (ay,as, 1) do prvniho fadku a doplnénim posledniho sloupce nulami. Tim jsme hodnotu
determinantu nezménili. To nahlédneme, kdyZ jej rozvineme podle tfetitho sloupce.

(b) Prvni fadek pficteme k druhému i tfetimu. Dostdvame vztah (3.3).

b b aq Qs 1 a; as 1
—a —Qa
! ! 2 2 = bl — ax b2 — Q9 0= bl b2 1 (34)
Ci — a1 Co — Qas
Ci — Qa1 Co — Aag 0 C1 Cg 1

Dusledek 3.5: Pfimka prochazejici riznymi body Alas; as], B|[b1; bs] je popsdna rovnici:

a; as 1
b1 b2 1 = O
z y 1

3.15 Cviceni - konfigurace bodil na piimkach

Ve vyvoji matematiky sehraly dtilezitou dlohu konfigurace bodl na pfimkach. S kazdou takovou
konfiguraci je svdzano jisté tvrzeni, které bylo objeveno a dokdzano syntetickou cestou. Jeho
analyticky dikaz je téméf vzdy kalkulativné narocny. Je to tedy dobry testovaci ndstroj, ktery
provéii jak nasi pocetni zru¢nost, tak vytrvalost a odolnost vici nedspéchiim.
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Nedafi-li se vam ulohu vyfesit, pokuste se nejprve vyfesit néjaky jeji konkrétni pfipad. VSimnéte

si i limitnich piipadu.

A. Konfigurace Menelaova ma Sest riznych bodi A, B, C, D, E, F' a Ctyfi primky (obr. 3.8a).

Definujeme reédlna Cisla z, y vektorovymi vztahy
ﬁ:xﬁ,gﬁ:y@,ﬁ:zﬁ. 3.5)

Najdéte zavislost mezi Cisly z, v, 2.

Menelaos Alexandrijsky (1.-2. stoleti n.l.), matematik a astronom helénské epochy, spoluzakla-
datel sférické trigonometrie. Objevil a duchaplné uZival uvedenou konfiguraci i jeji sférickou

variantu pro vypocty zahrnujict sférické trojiihelniky.

Zajimavy limitni piipad: Bod F je pevny a bod F' se pohybuje po pifimce AB do nekonecna,

takze £ D a AB se méni na rovnob&zky.

B. Konfigurace Cevova se sklada ze sedmi riiznych bodi A, B, C, D, E, F, () a Sesti pfimek
(obr. 3.8b). Redlna ¢isla z, y, z definujeme vztahy (3.5) z dlohy A. Najdéte zavislost mezi Cisly

x, Y, 2.

Ital Giovanni Ceva (1648—1734, ¢ti Ceva) hledal zobeciiujici pohled na konfiguraci ténic,
vySek a os tihlit obecného trojithelniku. Vysledkem byla véta (1768), kterd nese Cevovo jméno
a je predmétem naseho cviceni. Cevova véta je velice blizkd k vété Menelaové. Jsou to véty
v jistém smyslu dudlni. Je zajimavé, Ze objev druhé prisel aZ vice neZ 1 500 let po objevu prvni.

Vv

stied kruZnice vepsané.

Obr. 3.8
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C. Upln)f Ctyrroh se sklada z osmi riznych bodt A, B, C, D, K, L, M, N a sedmi pfimek ABK,
ACM,ADL, BCL,CDK, BDN a LM NK (obr. 3.9). Cisla z, y jsou urCena vztahy

L—M=ax(K—-M),L-N=y(K-N).

Dokazte, Zze mezi Cisly x, y je zdvislost, a najdéte ji.

Zajimavy limitni piipad: Bod N se pohybuje po piimce K L do nekonecna.

Obr. 3.9

D. Konfigurace Pappova ma devét riznych bodt A, B, C, D, E, F, K, L, M a osm piimek:
ACE, BDF, ABM, DEM, BCK, EFK,CDL, AFL (obr. 3.10). Dokazte, Ze body K, L,
M lezi v ptimce.

Pappus Alexandrijsky (druhd polovina 3. stoleti n.l.), astronom a geometr. Z jeho bohaté tvorby
se dochovaly bohuZel jen fragmenty.

E. Konfigurace Desarguova se sklada z deseti raznych bodt A, B, C, D, E, F', K, L, M a S
a deviti pifimek ADS, BES, CFS, ABM, ACL, BCK, DEM, DFL, EFK (obr. 3.11,
str. 58). Dokazte, ze body K, L, M lezi v pfimce.
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O U A E C
Obr. 3.10
Jiné vyjadieni: Pokud dvojice odpovidajicich si riznych vrchold trojihelniku ABC'a DE F'lezi

na tiech primkach, které se protinaji v jednom bod¢, pak dvojice piimek obsahujici odpovidajici
si strany se protinaji ve tiech kolinearnich bodech.

Girard Desargues (1593—-1662), spoluzakladatel projektivni a deskriptivni geometrie a kine-

matiky. Zavedl pojem bodu nekonecné vzddleného, pojem polarity i termin ,,involuce “.

3.16 Veéta Menelaova a Cevova

Je dan trojuihelnik ABC' abody D € BC, D #C,E € AC,E # A, F € AB, F # B. Cisla z,
Yy, z definujeme pomoci vztahi (3.5), str. 55. Pak body D, F, F' lezi na pfimce, pravé kdyz plati
xyz = 1, apiimky AD, BE, C'F prochazeji spole¢nym bodem, pravé kdyz plati xyz = —1.
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Obr. 3.11



Kapitola 4

Utvary v euklidovském prostoru £°
studovany pomoci vektoru

vevs

jeme Ctendfi kreslit si obrazky nebo modelovat dané situace pfimo v prostoru.

4.1 Repérv E?

- 1 1o 7. 5.0, . 7. 7. 0 je linedrmd . .. o
Ctvefici objektd (A, u, v, kde A je bod a e linedrn€ nezdvisla trojice vektoru
prostoru E3, nazyvame repér prostoru E3.

Kazdému repéru prostoru je pfifazeno bijektivni zobrazeni
o :R* — E? (z;y;2) = M = A+ 2l + yv + 20,

které nazyvame soufadnicovd soustava dand repérem (A, u, U, W0).

Cisla z, y, z nazyvame soufadnice bodu M v repéru (A, @, 7,) a vztah o (x; y; 2) = M piseme
Cast&ji M = [x;y; 2], nebo M|x;y; z].

Repér (A, i, U, W) nazveme ortonormdlni, jestlize i, ¥/, w jsou jednotkové (|u| = |U| = || =
= 1) a po dvou navzajem kolmé (7 - v = @ - w = v - W = 0).

Neni-li vyslovné uvedeno vzhledem k jakému repéru se soufadnicovd soustava vztahuje, pred-
pokladame, Ze se vztahuje k repéru <O, f, ;’, /;>, kde O[0; 0; 0] je pocatek soufadnicové soustavy
v E3ai=(1,0;0), 7 = (0;1;0), k = (0;0;1), jsou jednotkové vektory ortonormdlni bdze
prostoru E3.

Bod nazyvame 0-dimenziondlni prostor, primku nazyvame 1-dimenziondlni prostor a rovinu

nazyvame 2-dimenziondlni prostor. Dimenzi prostoru 4 oznacujeme dim A.

59
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4.2 Ulohy - vzdjemné polohy ttvart

Piimku v E? lze popsat stejné jako v £? dvojici bod a nebo bodem a vektorem. Piimka p je
popséna bodem P a vektorem p pfedpisem: p = { P + xp, x € R}. Vektor p'nazyvame smérovy
vektor ptimky p. Tedy pfimka p je mnoZina vSech bodd, které lze popsat ve tvaru P + xp, kde x
je redlné ¢islo. Dodejme, Ze zde nutné musi byt p’' # 0, jinak by danda mnoZina degenerovala na
bod. Proto, fekneme-li déle, ze { P + zp, z € R} je pfimka, automaticky predpoklddame p’ # o.
Je-li pfimka p uréena body A, B (A # B), pak p= B — A je smérovy vektor piimky p. Dvojice
(A, p) je repér euklidovského prostoru E, jehoZ nosi¢em je pfimka p.

A. Rovinu Ize v analytické geometrii popsat dvéma riznymi zpisoby — repérem a rovnici. Ted’

ukdZeme, Ze dtvar v £ popsany jednou linedrni rovnici je rovina.

V E3 je dan repér (A, 4, U, W) a Ctvefice (a, b, c,d) € R* tak, Ze aspofi jedno z &isel a, b, ¢, je
nenulové. Pak A = {X|[xq; x2; 23]; axy + bry + cx3 = d} je rovina v E3, j. existuje bod M
a dvojice linedrn& nezévislych vektord p, 7 tak, ze mnozina B = {M + xp + yq: (z,y) € R?}

je totozna s mnozinou A.

ReSeni: Bez 4jmy na obecnosti mizeme piedpoklddat, e a # 0. Pak bod M [my; ma;mg| =
= M[%;0;0] patfi do A.

Vektory p'a ¢ najdeme tak, Ze budeme hledat body P = M + p'a Q = M + ¢, které patii do
mnoziny A. Ozname p' = (p1;p2;p3)s ¢ = (q1;q2; q3)- Pak P € A & a(my + p1) + b(mg +
+pg) + c(ms + p3) = d < apy + bps + cp3 = 0. Stejné pro vektor ¢. Hleddme tedy linedrné
nezavislé vektory p, ¢, pro které ap; + bps + cps = 0 a aqy + bgs + cq3 = 0. Staci polozit
p=(=b;0;0), 7= (—¢;0;a).

Tedy bod M a dvojici linearné nezavislych vektora p, ¢’ jsme nasli. Zbyva dokézat, ze A = B.
To pienechdme ¢tendfi do cviceni 4.5A. Uloha je vyie$ena. Dodejme, Ze (M, p,q) je repér

roviny B.

Pozndmka: Zéapis A = {X[x1;x9;23];ax1 + bre + cx3 = d} budeme strucné psit
A: axqy + bry + crg = d.

Definice: Necht'je v E3 ddn bod M a libovolna neprazdna kone¢nd nebo nekoneénd mnoZina V
vektorti. MnoZinu vSech bodtd M + x1p1 + -+ + xupn, kde p1,....pp € V, 21,...,2, € R

nazveme linedrni prostor generovany bodem M a vektory V, nebo téZ linedrni obal bodu M

a vektorii V a oznalime Obal(M, V). V ptipadé, ze V = {pi,...,p,} je kone¢nd, piSeme téz
Obal(M, p1,...,pn)-




4.2. Ulohy — vzajemné polohy Gtvar( 61

B. Jsou dény piimky p = {P + zp;x € R}, ¢ = {Q + y¢,y € R} arovinay = {K + ui + v7,
u,v € R}. Klasifikujte

(a) vzdjemnou polohu piimek p, ¢,

(b) vzdjemnou polohu pfimky p a roviny -,

a vyslovte pfislusnd kritéria v jazyce analytické geometrie.
Resent: (a) Vektory p, ¢ jsou smérové vektory piimek p a q. Jsou-li p, ¢

(1) linearn¢ zavislé, pak jsou piimky p, ¢ totozné, nebo rovnobézné rizné,

(ii) linearn€ nezavislé, pak jsou piimky p, ¢ riznobéZzné, nebo mimobé&zné.

Pro ureni vzdjemné polohy piimek je urujici dimenze prostoru A = {P + zp + 4,
x,y € R} (v dal$im textu pfipustime i zapis A = (P, p, ¢)). K rozliSeni dvou pfipadi v kazdém
z uvedenych bodi (i) a (ii) pouZijeme vektor fﬁ Je-li tento vektor linedrni kombinaci vektort
P, ¢, pak ptimky p, ¢ leZi v jedné roviné. Do hry tedy vstupuje prostor B = {P + xp' + yq +
+2(Q — P);z,y,z € R} (neboli B = <P,ﬁ, q, ]@>)

Vsechny moznosti pro dimenze prostord A, B a v disledku toho vzdjemné polohy piimek p, ¢

vyjadiime v tabulce 4.1.

dim A | dim B | vzdjemna poloha
1 1 |p=g¢q
2 |pllgAp#4q
2 2 P, q jsou riznob&zné
3 P, ¢ jsou mimobézné

Tab. 4.1

(b) Pfipomenime kritérium rovnobé&znosti pfimky p a roviny 7 a formulujme jej nastroji analy-
tické geometrie:

p || v < p'je linearni kombinaci vektort , ¥'.
K rozliSeni piipadi p C v a p ¢ ~ pouZijeme vektor ﬁ Budeme tedy zkoumat dimenzi
prostorti C = {K + xt + yU' + zp,x,y,z € R} (nebo téz2 C = (K, 4, v,p))aD = { K + xi +
+W+AP—K%%MZGRHMMﬁD:<K@ﬁ§?»

Vsechny moZnosti opét vyjadiime tabulkou (tab. 4.2).
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dimC | dim D | vzdjemnd poloha
2 2 pCy
2 3 |pllvApZy
3 3 p ay jsou riznobéZné
Tab. 4.2

C. Jsou dény dvé pfimky p, ¢ popsané pomocirepéru (A, i, v, W): p = {A+a-,a € R}, q = PQ,
kde P = A+ %17, Q=A+ %ﬁ + izﬁ. Zjistéte vzajemnou polohu piimek p a ¢q. V pripadé, Ze
jsou riiznobézné nebo rovnobé&zné, popiste rovinu, v niz lezi. V pfipadé€, Ze jsou mimobézné,

vedte jejich pficku r, kterd je rovnobéznd s piimkou o = {A + (1 — t)u + tv, t € R}.

Terminologie: KaZdou pfimku XY, kterd protind kazdou z mimobéZek p, ¢, nazveme pricka
mimobéZek. Tu, kterd je kolma k obéma mimobézkdm, nazyvame nejkratsi pricka mimobéZek

(n€kdy téz osa mimobéZek).

ReSeni: Nejdiive zkoumejme, zda jsou smérové vektory p a ¢ piimek p, ¢ linearné zavislé,
3
4
nezdvislé, a tedy dim (A, p, ¢) = 2. Vezméme jesté v dvahu vektor P — A = %17. Ten nelze

nebo nezévislé. Ze vztahl p =, ¢ = Q — P = 3u — 30+ 1 je zfejmé, Ze p, ¢'jsou linedrng
vyjadit jako linedrni kombinaci vektori 7'a 7, a tedy dim <A, 7,7, ﬁ> — 3. Tedy piimky p,

¢ jsou mimobézné. Budeme tedy vést piicku r.

Pfimka r je rovnob&Zna s pfimkou o a protind piimku p. Proto r = {A + ag - W + ¢ - (0 — @),

ap,t € R}. Piimka r také protind piimku ¢, oznalme ¢Nr = {Y }. Bod Y lze pak popsat takto:

- I 3 L3 L1
Y:A+a0w+t0(v—u):A+Zq0-u+§(1—QO)‘U+Zqow

Porovnanim koeficientli u pfislusnych vektort dostdvame soustavu —ty = %qo, to = % — %qo,

ap = 1qo. Soustavé vyhovuji feSeni t, = —2, a4y = 1, g9 = 2. Odtud mdme

r={A4+30+t(0—u),teR},Y =A+ 30— 30+30aX =A+ i, kdepnr = {X}.
4.3 Ulohy — komplanarni body
A. Zobecnéte tvrzeni 3.5 pro E3.

Reseni: Zobecnénim tvrzeni 3.5 dostaneme kritérium, pomoci kterého zjistime, zda ¢tyfi body

lezi v jedné roviné€.
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ay as das 1
by by bs 1 _o
Ci Co C3 1
dy do ds 1

Tvrzeni 4.1: V soufadnicové soustavé dané libovolnym repérem plati: Body Alas;as;asl,

Blby; ba; bs), Cler; ca; 3], D]dy; da; ds] jsou komplandrni, tj. lezi v jedné roving, pravé kdyz

4.1

Dukaz: Body A, B, C, D lezi v roviné, pravé kdyZ jsou vektory B — A, C — Aa D — A

linearné zavislé, tj. kdyz je prvni z determinantii (4.2) nulovy. Tento determinant upravime ve

dvou krocich.

e Rozsifime ho na determinant ¢tvrtého stupné ptidanim vektoru (aq;as;as; 1) do prvniho

fadku a doplnénim posledniho sloupce nulami. Tim jsme hodnotu determinantu nezménili. To

nahlédneme, kdyZ tento determinant rozvineme podle ¢tvrtého sloupce.

by —ar by —ay b3 —as
0= Ci —a1 Cy— Q2 C3— Qg
dy —ay dy—ay ds—as

a1
. bl—(ll
a T —m
dl—al

Q2
b2 — as
Co — Q2
dg — Q9

e Prvni fadek pficteme ke zbylym tfem. Ziskdme vztah (4.1).

as 1

bs — 0
3T 4.2)

C3 — Qs 0

d3 — as 0
QED

je popsdna rovnici
ay
b

&1

T

=0.

as asz 1
by b3 1
cy c3 1
y z 1

Dusledek 4.2: Rovina prochézejici nekolinearnimi body Alay; as; as|, Blby; be; bs], Clcy; co; cs)

B. Najdéte podminku, aby tii body byly v E? kolinedrni.

ReSeni: T¥i body Alas; as;as|, Blby; b; bs], Cles; ¢a; ¢s] jsou kolinedrni, pravé kdy? vektory

@ a z@ jsou linearné zavislé, tedy pokud hod

formulujeme jako tvrzeni.

G —a

by —ay

by — as

Co — Q2

b _
37 % ) <1 vysledek
C3 — Qg
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Tvrzeni 4.3: Body Alay; as; as), Blby; ba; b3, Cler; ea; 3] jsou kolinedrnd, praveé kdyz

hod(bl_al by — ay b3—a3)§1'

Ci —a; C— G2 C3—aAs

4.4 Uloha - rovnob&Znostén a tii mimob&zky

Je zfejmé, Ze, je-li dan rovnobéZnostén ABCDEFGH, pak jsou ptimky p = AB, ¢ = FG,
r = DH po dvou mimobézné. Zjistéte, zda plati 1 obrdcena implikace: Jsou-li dany navzdjem
mimobéZné pfimKy p, g, r, pak existuje rovnobéznostéen ABCDEFGH tak,zep = AB,q = FG,
r=DH.

ReSeni: Obricend implikace plati. To dokdZeme. Dané objekty musime nejprve analyticky ucho-
pit (obr. 4.1).

/
q
/ A N
Hirirasqs) [ N\ Glqi; 723 g3]
/
/
/
/
/
E[ry;0; g3 ! Flq1;0; g3]
/
/
R[ry;ma;73] / \
// q Q[(h;QQ;(JS}
Dlri;re;0l k=== ===~ ===== ===~ ~ Q\C[Ch;?“z;o] N
T / R \\\
/ 7 T N
i —_ — . > A —_ — -
Alr1;0;0] P[0;0;0] p Bq1;0; 0] p
Obr. 4.1

Zvolme libovolné P € p a necht’ p' je smérovy vektor piimky p. Pak p = {P + ap}z € R}.
Analogicky necht ¢ = {Q + ydiy € R}, r = {R+ 27,2 € R}, kde @, R a ¢, 7 jsou vhodné&
zvolené body a vektory. Zvolme repér, napt. (P, p, ¢, 7). V soufadnicové soustavé dané timto
repérem vyjadieme body Q) = [q1;q2; q3], R = [r1;79;73]. Nyni zaCneme na piimkach p, g, r

hledat vrcholy rovnobéZnosténu a vyjadfovat je pomoci danych soufadnic ¢y, ¢, g3, 71, 72, '3.
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Hleddme napf. body B € p, F' € q tak, aby BF || r, tj. aby " byl smérovy vektor pfimky
BF'. Jinymi slovy hleddme pficku mimobéZzek p, ¢ rovnobéZznou s pfimkou r. To znamena, Ze
hledame b, f,t € R tak, aby bylo B = P+ bp, F = Q + fq, F — B = tr. V soufadnicich mame
B =1[6;0;0], F = [q;02 + fi03), F — B = (@1 — byq2 + [43), t7 = (0;0;¢). Odtud b = g1,
f=—q.1=g.

Obdobné hleddme body H € raG € gtak,aby GH || p,abody A € pa D € rtak, aby AD || q.
Dostavame G|q1;72; q3], H|[r1;12; 3], A[r1;0;0], D[ry;79;0]. Zbyva najit body C' a E.

Bod C' lezi spolu s body A, B, D v roviné (P, p, ¢), tedy jeho tieti soufadnice je 0. Déle plati,
7ze C — D = B — A, odtud C[qy;79;0]. Obdobné pro bod E plati, Ze jeho druhd soufadnice
je 0, nebot’ lezi v roviné (P, p,7) s body A, B, F. Zbylé soufadnice doplnime ze vztahu napf.
A — E = B — F adostavame E[ry;0; g3).

Vysledek: A[ry;0;0], B[g;0;0], Clgi;72;0], D[ri;72;0], E[ri;0;q3], Flai;0;qs], Glai;r2; gs]
a H[ry;7o;g3].

Nutno jesté provéfit, zda body A, ..., H nelezi v roviné. Staci, kdyZ ukazeme, zZe body A, B, D,
E urcuji Ctytstén, tj. nejsou komplanédrni. Pouzijeme tvrzeni 4.1. Piislusny determinant vytvoreny
ze soutadnic bodu A, B, D, E a jedni¢ek md hodnotu (r; — q1)rs - g3, coZ je nenulové &islo.
(Kdyby 5 = 0, pfimky p a r by byly riznobézné, kdyby g3 = 0, pfimky p a ¢ by byly riznobézné
a pokud r; = ¢y, pfimky r a ¢ by byly riznobézné.)

[!] V feseni jsme se dopustili chyby. Volba repéru (P, p, ¢, 7) byla neopravnénd, protoZe jsme
predpokladali, Ze vektory p, ¢, 7 jsou linedrné nezdvislé. Tato podminka splnénd byt nemusi.
Vezméme napiiklad P[0;0; 0], Q[0;0; 1], R[0;0;2], 7 = (1;0;0), ¢ = (1;1;0), 7= (0; 1;0). Pak
jsou piimky p, g, r po dvou mimob¢&Zzné, ale vektory p, ¢, 7 jsou linearn€ zavislé. V tomto piipadé
t€Z neexistuje hledany rovnobéznostén ABC'DEFGH. Tvrzeni vyslovené a ,,dokazané* vyse

neplati. Plati tvrzeni se zesilenymi predpoklady.

Tvrzeni 4.4: Jsou-li ddny po dvou mimobézné primky p, q, r tak, Ze neexistuje rovina, se

kterou jsou vSechny rovnobézné, pak existuje rovnobéznostén ABCDFEFGH tak,Zze p = AB,
q=FG,r=DH.

Toto tvrzeni bylo jiZ dokdzéno.

Pozndmka: Podminka neexistence roviny rovnobézné s ptimkami p, ¢, r je ekvivalentni s pod-

minkou, Ze jejich smérové vektory jsou linedrné nezavislé.
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4.5 Cyviceni - vzdjemné polohy utvarua v £°

A. Dokazte tvrzeni A = B z tlohy 4.2A na strané 60.
B. Je dan bod A a vektory i, ¥, . Pro jakou &tvefici (A, , v, W) lezi body A, B = A + 4,

C=A+17,D = A+ (a)vrovingé, (b) na pfimce?

C. Necht je dan rovnobéznostétn ABCDEFGH a vektory 4 = 1@, U = /ﬁ, W= /ﬁ[
Vyjadrete vSechny (a) vrcholy rovnobéZnosténu, (b) hrany, (c) stény, (d) télesové dhlopricky,
(e) dhlopfticky stén rovnobéznosténu, déle (f) rovinu ACG, (g) rovinu BDFE, (h) rovinu CF H,
ato (i) v repéru (A, i, U, W), (ii) v soufadnicové soustavé dané uvedenym repérem.

D. Necht’ jsou ddny dvé mimobézné ptimky p: v = 1,y = m,z =0aq xz =t,y =t,z = 1.
Sestrojte pficku r mimobézek p, g, kterd je rovnobézna s piimkou o: x =0,y =7, 2 = 1.

E. Necht jsou diany dvé mimobézné ptimky p: v = 1,y = m,z =0aq x =t,y =t,z = 1.
Sestrojte pfic¢ku r mimob&Zek p, ¢, kterd prochdzi bodem S|3; 3; 3].

F. Je dédno Sest bodu P[%; 0; 0], Q[1; %; 0], R[0;1; 1], S[%; %; %], M]0;0; 1], N[1; %; 1].

(1) Urcete vzdjemnou polohu (a) pifimek p = PM, g = QN, (b) ptimek r = RS, n = PN,
(c) piimek m = M'N, k = PQ, (d) roviny a« = PQM a ptimky r = RS.
(2) Popiste obecnou rovnici rovinu, kterd inciduje s pfimkou » = RS (tj. pfimka r v ni lezi)

a je rovnobézna s piimkou [ = PQ).

G. Klasifikujte vzdjemnou polohu rovin a« = {A + 2p'+ ydix,y € R} a f = {B + ud + v7,
u,v € R} a vyslovte piislu$nd kritéria v jazyce analytické geometrie.

4.6 Ulohy — rovnob&Zznostén a étyistén

A. Je dan rovnobéznostén ABC' D EFGH (standardni znaceni, viz obr. 4.2) a prsecik P télesové
thloptiCky AG s rovinou v = BDE. Najdéte délici pomér (PG A).
Reseni: Ulohu budeme Fesit podobné jako tlohu 3.8B v Sesti krocich.
e Volime repér (A, i =B — A,v=D — AW = E — A).
e Ve zvolené soustavé soutfadnic vyjadiime aktéry:
D—-B=v—u,FE—B=wW—u,G—A=u+ v+,
tsecka AG = {A+t(u+ 7+ w);t € (0;1)},
y={A+Ud+z(0—-u)+y(Ww—1u);z,y € R}
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H G

Obr. 4.2

Potom P =B+ x(D —B)+y(E— B) = A+ i+ x(V — @) + y(& — ).

e Geometrické podminky vyjadiime ve vektorovém jazyce.
Pe AG < Jte(0;1),P=A+t(i+ v+ W)

Peyedrye R P=A+d+2(0—u)+y(w— )
Tedy A+ t(d+v+wW)=P=A+d+ 20— )+ y(w — ).

Vztah upravime na rovnost:

e VyuZzijeme linedrni nezavislost vektoru u, v, w a z vektorové rovnice dostaneme vztahy pro
koeficienty:

r+y+t=1 =t y=t
e Najdeme feeni soustavy. ReSenije z =y =t = %
e Vysledek geometricky interpretujeme. Protoze P = A+ (4 + U+ ), je A—G = 3(A—P),
tj. (PGA) = 3.

B. Je dan Ctyistén ABC'D, bod M na hrané¢ C'D a bod K = A — e — B. Najdéte rovinu vy
prochézejici ptimkou K M a protinajici ¢tyfstén ABC'D v lichobézniku K LM N (L. € BC,
N € AD). Najdéte vSechna feseni.
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ReSeni:

e Volime repér (D, i = A — D, v =B —

B

Obr. 4.3

e Ve zvoleném repéru vyjaddieme objekty a nékteré vztahy:

K=A-e—-B& K=D+Li+7)

LeBC & L=B+1(C—-B)=D+(1-0)v+lw,le€(0;1)
MeCD < M =D+ muw,m € (0;1)

N e AD & N =D +ni,n € (0;1)

K—-L=3u+(1-3)0—l,N—M=ni—mid,
K-N=G&-ni+30,L-M=>01-1)+(—-m)w

e Pomoci vektoril vyjadiime geometrické podminky.

Podle zadani dlohy je bod M pevné dany, tedy ¢islo m zndme. Body L a N hledame. Tedy

&isla I, n jsou neznamd. Ctyfihelnik K LM N miZe byt lichob&Znikem dvéma zptsoby:

() KL || MN < existuje x € R tak, ze (K — L) = N — M, j.

1 1
(=t + (Il — =)V — W) = nd — mw,
2 2
po upravé
1 . L . Lo
(zx —n)i+z(l — )T+ (m — lx)d = 0. 4.3)
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(b) KN || LM < existuje kladné y tak, ze y(K — N) = L — M, .

1 1
y((§ —n)u + 517) =(1—-1)v+ (Il —m),
po upravé
1 L1 . .
y(§ —n)d + (53/ +1 -1+ (m— D =o0. 4.4

e Z vektorovych vztahi (4.3) a (4.4) ziskdme soustavy aritmetickych rovnic.

1 1
éx—nzo, x(l—§):0,m—lx:0
1 1
(G —n) =0, sy+l—1=0,m—1=0 (4.5)

e Soustavy vyfeSime a vysledky geometricky interpretujeme. Pak oba dil¢i vysledky spojime.

Py 1

(a) Nezndmd Cisla n, [ jsou ddna jednoznalné: [ = 3,

To znaci, Ze K L je stfedni pticka trojihelniku ABC a M N || AC.

n=m.

z 2

(b) Nezndm4 ¢isla n, [ jsou ddna jednoznaéné: n = %, l=m.

To znaci, ze KN je stfedni piicka trojihelniku ABD a LM || BD.

Zavér: Ke kazdému bodu M lezicimu uvniti hrany C'D existuji dvé roviny -, které prochazeji
pifimkou KM a protinaji Ctyisttn ABCD v lichobézniku. Rovina ~; protind Ctyfstén v li-
chobéZniku KLy M N, kde L; = B — e — (C a Nj je bod, ve kterém rovnobézka s pfimkou AC'
vedend bodem M protne hranu AD. Rovina v, protind ¢tyfstén v lichobézniku K Lo M N, kde
Ny = A — e — D a Ly je bod, ve kterém rovnobézka s pfimkou BD vedena bodem M protne
hranu BC.

[!] Poznamka: Nedtvérivy ¢tendr objevil nasi leZ nebo, feknéme shovivavéji, nedtislednost. Co
kdyZM = C —e—D,tj.m = 17V takovém pfipad€ je [y =l = my = my = 3, tedy 71 = 7»
a hledand fezova rovina existuje jedind. Navic fezem je rovnobéznik a ted je véci dohody, zda
budeme rovnobéznik povazovat za specidlni piipad lichobéZniku, nebo ne. V obou pifipadech

musime zavér posledniho fesSeni opravit.

4.7 Cvideni — popis objektu v £°

vvvvv

Vvev
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Pozndmka: Té€Znici Ctyfsténu zde rozumime useCku (nikoli piimku) X7, kde X je jeden

Vvew

B. Situace jako v tloze 4.6B. Bod M probihd cely vnitfek dsecky C'D. Zjistéte, jakou mnoZinu
vyplni pak body {Q1} = KM N L1 Ny a{Q2} = KM N LyNs.

C. Uvnitf hran AB, AD a AFE rovnobéznosténu ABC'DEFGH jsou po fadé dany body X, Y,
Z.Oznatme ¢ = (XBA),y = (YDA), z = (ZEA), w = (WGA), kde W je prisecik
roviny XY Z s piimkou AG. Najdéte vztah mezi Cisly x, y, z, w. Zobecnéte pro piipad, Ze
body X, Y, Z neleZi uvnitf hran.

D. Ctyiboky jehlan ABC DV, jehoZ podstava je rovnob&Znik, je protat rovinou /3 ve étyfihelniku
A'B'C'D'. Definujme &islo a vztahem a(A— V) = A’ =V, podobné &isla b, ¢, d. Najdéte vztah

mezi Cisly a, b, ¢, d.
4.8 Ulohy - skalarni a vektorovy sou¢in a metrika v 3

Skaldrni sou¢in jsme poznali jiz v E?2. Ted jej pieneseme do prostoru E3.

A.V E3 je dén trojihelnik ABC' s dhlem « pfi vrcholu A. Oznatme @ = B — A, 7 = C — A.

Zjistéte Cislo cos a, znate-li vektory u, ¢ vzhledem k ortonormalni bazi.
Reseni: Stejn& jako v £? pouZijeme kosinovou vétu:
|BC|> = |AB|? + |AC|? — 2|AB| - |AC| - cos a, tj.

(@ —v)* = uw? + 0% — 2|d| - |U] cos . (4.6)

<y

Kli¢em k feSeni je uprava vyrazu na levé strané identity (4.6).
(ﬁ — ’(7)2 :(Ul — 01)2 + (Uz — 1}2)2 + (Ug — ’03)2 =

2 2. .2 2 2 2
=uj + us + uj + vi + v +v5 — 2(ugv1 + ugva + uzvs).

Vyraz uiv1 + usvy + uzvs nazveme skalarni soucin vektord @ a v.

Definice: Necht je ddna ortonormalni baze. Skaldrni soucin vektoru u a v je definovan jako

U-U= UV + UV + U3V3.

Jednoduchou tpravou ted vztah (4.6) upravime na tvar

u-v

“4.7)

cosa = ———.
] - [0



4.8. Ulohy — skalarni a vektorovy soudin a metrika v E3 71

Ziskany vzorec je stejny jako ten, ktery jsme odvodili v E2. Tentokrdt m4 ale kazdy z vektord
ti1 souradnice.

Poznamenejme, Ze |i| # 01 |U] # 0, nebot’ vektory @ = B — A a ¥ = C' — A nemohou byt
nulové.

B. Necht'je ddna rovina a: ax + by + cz = d. Dokazte, Ze vektor (a; b; ¢) je kolmy k roving a.

Regeni: V tdloze 4.2A jsme zjistili, Ze kdyZ a # 0 a polozime-li M[%;0;0], 5(—b;a;0),
q(—c; 0;a), tak (M, 7, ¢) je repér roviny a.. Dokdzat, Ze 4 L «, znamend ukazat, Ze vektor u je
kolmy na kazdou piimku roviny «, tedy na kazdy nenulovy vektor m = xp+yq, kde z,y € R.
Pocitejme:

ulmem-n=0s (ep+yu=ap-d+yqg-u=0

Posledni vztah je pravdivy pro vSechna z,y € R, nebot’

P =(=b;a;0) - (a;b;¢) = 0,7 @ = (—¢;0;a) - (a;b;¢) = 0.

Terminologie: Vektor (a; b; ¢) se nazyva normdlovy vektor roviny .
Poznamka: V diikazu jsme pouZili identitu (@ +b) - & = @- &+ b- . Tato a nékteré dalsi podobné

identity budou pfedmétem cviceni 4.9A.

C. Je ddna rovina « rovnici az + by + cz + d = 0 abod Ele; f; g]. Najdéte bod P, ktery je patou
kolmice spusténé z bodu F na rovinu «. Zjistéte | PE|. Dokazte, Ze pro viechna X € « plati
| XE| 2 |PE

, pficemZ rovnost nastiva, pravé kdyz X = P.

ResSeni: Necht & je kolmice vedend bodem E k roving a.. Za smérovy vektor pifmky & miZeme
vzit normélovy vektor roviny «, tj. vektor 7i(a; b; ¢). Tedy k = {X = E + t7i,t € R}. Pro bod
P = E + tgii = [e + toa; [ + tob; g + toc] plati P € a, tj.

(e +toa)a + (f + tob)b + (g + toc)c + d = 0.

Odtud
ae+bf +cg+d

a? + b2 + 2

0=

Tedy |Ea| = |EP| = [to| - |7i|. Odtud vyplyva nésledujici vztah.
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Tvrzeni 4.5: Pro vzdélenost bodu Ele; f; g] od roviny a: ax + by + ¢z + d = 0 plati

lae +bf + cg + d|

|Eal =

Kone¢né mame dokazat, Ze pro kazdy bod X € o, X # P, plati |[ X E| > |PE|. Zde je daleko
jednodussi pouzit ivahu nez vypocet. Je-li totiz X € o, X # P, pak XP je kolmd na PFE,
atedy X PFE je pravouhly trojihelnik s pfeponou X F a odvésnou PE. Proto | X E| > |PE|.

Terminologie: Bod P nazyvame téZ kolmy primét bodu E do roviny « a velikost | PE| vzdd-

lenost bodu E od roviny «.

Definice: Necht' I/, V jsou dvé mnoziny z E?, nebo E3. Vzddlenosti mnoZin U, V nazyvdme

&islo [UV| = inf | X, Y|, kde X €U, Y € V.

D. Jsou diany mimobézky p = {X = P+ zp,z € R}, q={Y =Q + yqd,y € R}.
(a) Dokazte, Ze existuje pravé jeden bod X, € p a pravé jeden bod Y, € ¢ tak, Ze pfimka
k = XoYy je kolmd k piimce p i k pfimce q.
(b) Dokazte, Ze |pq| = | XoYo|, tedy vzddlenost mimobé&Zzek p, q je | X Yo

(a) (b)

Obr. 4.4

ReSeni: Oznatme 7= Q — Pad =Y — X = 7+ y{— xp (obr. 4.4a). Hleddme &isla z,y € R
tak, aby bylo « L p'i u L ¢. Plati
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K dikazu (a) staci ukazat, zZe posledni soustava dvou linedrnich rovnic pro nezndmé z, y ma
pravé jedno feSeni, tj. Ze determinant soustavy je nenulovy. Pfedpokladejme opak, tedy (¢ je

uhel vektort p, q)

2 - =

P o s
0=| oo Lo [ = ) = U 1T o

Odtud cos? ¢ = 1, tj. ¢ = 0 nebo p = 7. V obou piipadech to implikuje linedrni z4vislost

YV 2

vektorl p, ¢, coz odporuje zadani (p, ¢ jsou mimobé&zné). Tvrzeni (a) je tedy dokazano.

Pristupme k dikazu tvrzeni (b). Body X, € p, Yy € ¢, pronéz XYy L pa XY, L ¢, mame jiz
sestrojeny. Zvolme libovolné body X € p, Y € ¢ (obr. 4.4b) a dokazme, Ze | XY | = | XYy
pficemZz rovnost nastavd, pravé kdyz je X = X a souCasné Y = Y. OznaCme k= Yo — Xo,
X —Xy=uzp, Y — Yy = yq. Pak

’

XY =Y = XP=|(Y = Yo) + (Yo — Xo) + (Xo — X)|> = |k — ap+ yql* =
=2+ 2k(—2p+ y]) + (—xp+ yq)? = k2 + (—ap + y])?,

nebot' k-5 = k-7 = 0. Cislo (—zp+yq)? je nezdporné a nulové je, pravé kdyz je —zp+yq = 0,
coZ nastava, pravé kdyz x = y = 0, nebot’ vektory p, ¢ jsou linearné nezavislé (piimky p, ¢

jsou mimobézné). Tedy | XY| = |X,Yy| a rovnost nastavd, pravé kdyz X = XpaY =Y.

E. Jsou dany linedrné nezavislé vektory @ = (aq;as9;as), b = (b1; be; b3). Najdéte vektor

7 = (x1; 20, 73), T # 0, kolmy k vektoru @i b.

ReSeni: Z podminek kolmosti mame:

= 1101 + X209 + v303 = 0,
:>Ilbl + ZEQbQ + ZE3b3 = 0.
Ziskand homogenni soustava ma nekone¢né mnoho fesSeni:

o as

by b

as Qi

bs by

a1 az

by by

T, =1 , Lo = , L3 = ,tGR—{O}

Vv

Nejjednodussi z té€chto feseni (f = 1) nazveme vektorovy soucin vektord a, b:

T = (a2b3 — agby; azby — arbz; arby — Cl2b1)
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Situaci zobecnime a zdpis upravime pomoci baze i j’, k. V celém dal¥fm textu kapitoly vektory
i(1;0;0), 7(0;1;0), k(0;0; 1) bereme v tomto pofadi. Determinant [7, j, k] = 1. Kdybychom
napt. prehodili vektory ia j’, pak by bylo [jj i la = —1 a vétSina vysledki nasledujicich uloh
by ménila znaménko.

—

Definice: Necht jsou ddny vektory d(ay; as;as), b(by; be; bs). Vektor

ik
R >l ay a -l a; a -l a a
axb=|a ay az |=1 S R IVE O3 Bt
b2 b3 bl b3 bl b2

by by b3

nazveme vektorovy soucin vektort @, b (v uvedeném poradi).

F. Dokazte nésledujici tvrzeni, kterd osvétluji geometricky vyznam vektorového soucinu. Necht

—

jsou dany vektory d(aq; ag; ag), b(by; be; bs). Pak plati
(Q)axb=0< vektory d, b jsou linedrné zavislé.
(b) (@ x l;) ~d=0A(dx l_;) b =0, . je-li @ x b # 7, pak je tento vektor kolmy na vektor @ i b.

(c) |@ x b| = |@| - |b| - sin ¢, kde ¢ je Ghel nenulovych vektorii @, b. Pokud jsou @ a b linedrng
nezavislé, je velikost vektoru |a x b | rovna obsahu rovnobézniku O A BC sestrojeného z vektort
aa E(Obr. 4.5).

A
. C B
ixb| W TTTTTTTo e
l_)’ ////
. © 7
O a A
Obr. 4.5

ResSeni: Ekvivalence (a) vyplyva z definice soucinu @ X b a tvrzeni, Ze

hod |1 %2 < 2 & vektory a, gjsou linearné zavislé.
by by b3

Cist (b) byla jiz dokdzéna v feSeni pfedchozi tlohy.
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Cast (c) je vypolet

2 2 2

Qo as ay das
by b3 b1 b3
=(af + a3 + a3)(bi + b3 +b3) — (a1by + azbs + azhy)” =

=[al* - [b* = (@ - b)* = [a]* - [B]* - (1 = cos® ) = |@* - [b* - sin® .

a; Qg

by by

(@ % b)?

Rovnost oznacend hvézdi¢kou v poslednim fadku plyne ze vzorce (4.7).
Odtud |@ x b| = |@|-|b|- | sin ¢
a tedy plati vztah uvedeny v (c).

, ale thel vektort leZi v intervalu (0, 180°), proto | sin | = sin ¢,

Obsah rovnobézniku O ABC' je roven dvojnasobku obsahu trojihelniku OAC, tj.

-|al - ’5\ -sin = |d| - |5] -sinp = |@ % I;\

N | —

G. Najdéte vzdalenost dvou mimob&Znych piimek p a g, vite-1i, ze p = {[0; 0; 0] +¢(1; 3; 1), t € R}
aq={[1;0;0] +5(0;1;1),s € R}.

ReSeni: Vzdélenost mimob&Zek najdeme jako vzdalenost bodi P € p, Q € g, kde body P, Q
leZi na nejkratsi pricce r mimobézek p, q. Platir L par L g, tedy smérovy vektor 7 piimky r

je vektorovym soucinem smérovych vektort p’ piimky p a ¢ ptimky ¢. Tedy

1
r=q¢gxp= (5;1;—1)

VVVVV

vyjadit jako r = {P + k - 7,k € R}.

=1

Pfimka r protind piimku ¢ v bodé @, ktery popiSeme takto: Q = P + ko - 7 = [1;0; 0] + s -
V soufadnicich dostaneme [to; 3to; o] + ko(3;1; —1) = [1;0;0] + s0(0;1;1), odkud o =

ko =5, s0 = g Tedy P[§;5;5] a Q1 5; 5]

Ol Q

-

Vzdalenost mimobé&Zzek tedy je | PQ| = \/(%)2 + (%)2 + (%)2 =1

4.9 CviCeni — metrika

A. Dokazte, Ze pro libovolné vektory a, l;, ¢ a libovolna redlna ¢isla z, y, z plati identity:

(@a-b=b-d (b) (@ £ yb)C = za@c + ybé
() (zd@) - b= (@ - b) (d) (@£ b)2 =a%+2ab+ b2
(e) (@ + b)T = ac+ bé (O (@xb)-Z=a-(bxe) = deta,b,d
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ac be
ad bd|’

-

B. Dokazte, Ze pro libovolné vektory a, l;, C, d plati: (@ x b) - (& x d) =

C. Zobecnéte tvrzeni 2.1 pro E3.

D. Je dan bod A|0; 1; 0] a pfimka p jako priseénice rovin : x —3y+2—3 = 0,7: —4y+2+1 = 0.
Najdéte body B, C' € p tak, aby trojihelnik ABC' byl rovnostranny.

E. Je danakrychle ABC'D EF'GH o hrané d. Zjistéte vzdalenost mimobézek (a) AB, F'G, (b) BG,
ED,(c) BE,CF,(d) BH,CF.

F. Je dan ¢tyfstén ABC'D. Urcete vzdalenost kazdych jeho dvou mimobéznych hran.
(a) A[0;0;0], B[1;1;0],C[1;0; 2], D[0; 1;2]. (b) A[—1; 1; —1], B[1; 1; —1],C[1; 1; 1], D[1; —1; 1].

G. Vysky v pravidelném Ctyfsténu (tetraedru) jsou totoZné s t€Znicemi, a tedy se protinaji v jed-
nom bodé¢ — tézisti ¢i ortocentru. Takovy Ctyfstén se nazyva ortocentricky. Jsou dva Ctytstény
z predchozi dlohy rovnéz ortocentrické? Jinymi slovy urCete vzdjemnou polohu vsech vysek

daného Ctyfsténu.
H. Najdéte stied kulové plochy opsané kazdého Ctytsténu ze cviceni F.

I. Objem pravidelného Sestibokého jehlanu ABC' DEF'V je 1 029. Zname polohu bodu A[8; 10; 9],
C[10;9; —8], E[15; —4; 2]. Najdéte soufadnice dalsich ¢ty vrchola.

J. Jsou dany dva vrcholy krychle ABCDEFGH, A[—1;0;0] a B[—5;4;7]. Vime, Ze bod
M13;0; 1] lezi v roviné stény ABC'D. Déle vime, Ze prvni soufadnice bodu D i prvn{ soufadnice
bodu F je nezdporna. Najdéte souradnice zbylych vrcholi krychle.

K. Jsou dany roviny a: z — 4y — z + 1 = 0, 8: 3z + 3y — 2 = 0 protinajici se v piimce p
abody R[2;0; —1], S[0; —2; 1]. Najdéte rovnice rovin p = Rp a 0 = Sp a dokaZte, Ze obrazem

roviny « v rovinové soumérnosti s, i s, je rovina 3 (tedy |[J ap| = |9 Bp| a |[Jao| = |4 Ba)).
L. Necht'body F[0;0; 0] a F'[—8; 8; 14] jsou dipodélni vrcholy pravidelného osmisténu (oktaedru)

ABCDEF, jehoz vrchol A lezi v roviné p: © +y — 2 + 2 = 0 a ma vSechny soufadnice
celociselné. Najdéte vrcholy A, B, C, D.

Pozndmka: Dipoddlni vrcholy jsou ty vrcholy v pravidelném konvexnim télese, které spojuji
krajni body nejvétsi télesové dhlopiicky.

M. Necht pro pravidelny Ctyfstén (tetraedr) ABC'D plati: A[—4;4;3], BCD = p, B € o, kde
p:—1lz +y+ 52+ 35 =0, 0: 9z — 4y + 2 — 49 = 0. Najdéte soutadnice bodu B, C, D.



Kapitola 5

Exkurze do ¢tvrtého rozmeéru

Do &tyfrozmérného prostoru E* nelze nahlédnout. Pronikdme do né&j po ,,dimenzionalnim Zeb-
fiku“: bod — pfimka — rovina — trojrozmérny prostor — Ctyfrozmérny prostor. Pozdéji se
miZeme odvazit vystoupit i vyse, k prostorim pétirozmérnému, Sestirozmérnému, . . .

Pfi v3ech tvahéch této kapitoly je vyhodné pievést situaci do prostord niz$i dimenze, tj. E3, E?,

piipadng E'.

5.1 Repérv E!

Pétici objektd (A, ui, us, u3, uy), kde A je bod a uj, u3, u3, uy je linedrné nezdvisla Etvefice

vektord prostoru E*, nazyvame repér prostoru E*.

Kazdému repéru prostoru E* je piifazeno bijektivni zobrazeni
4 4 — — — —
o:R* = E* [11;29; 23, 14] = M = A+ x10) + w015 + x3u3 + x4y,

nazyvané souradnicovd soustava prostoru E* dand repérem (A, uy, U3, U3, 1y).

Cislo z; nazyvame i-td souradnice bodu X (v daném repéru) a vztah olxy;x9; 23,04 = X

pf§eme X = [l’l, T2, X3, [IJ4], nebo X[l'l, T2, X3, .%’4].

Neni-li vyslovné uvedeno, k jakému repéru se souradnicova soustava vztahuje, predpokladdme,

Ze se vztahuje k repéru ( O, fl, fz, ig, ZZ> kde O[0;0;0;0] je poCatek soufadnicové soustavy
ai; = (1;0;0;0), iy = (0;1;0;0), is = (0;0;1;0), is = (0;0;0;1) jsou jednotkové vektory

ortonormdlni bdze ctyFrozmérného prostoru E*.

77
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5.2 Priklad - ,,dimenzionalni zebrik‘

Jaké vlastni podprostory (tedy nenulové podprostory, které se nerovnaji prostoru) existuji ve
Ctyfrozmérném euklidovském prostoru £4? Otdzku zodpovime vyuZitim jiZz zndmych poznatkd.

e 0-rozmérny euklidovsky prostor E°, tj. bod, nema vlastni podprostory,

e 1-rozmérny prostor £, tj. pfimka, m4 jeden druh vlastnich podprostort — body E°,

e 2-rozmérny prostor E2, tj. rovina, ma dva druhy vlastnich podprostort — body E° a ptimky E*,

e 3-rozmérny prostor £3, tj. ,,oby&ejny prostor, m4 tfi druhy vlastnich podprostorti — body E°,
piimky E' a roviny E?,

e 4-rozmérny prostor £* m4 &tyfi druhy vlastnich podprostort — body E°, ptimky E*, roviny £?
a nadroviny E3.

Definice: Nadrovinou v prostoru E* je podprostor prostoru £* dimenze 3. Obecné nadrovinou
prostoru £™ je podprostor prostoru £ dimenze n — 1.

Metodou ,,dimenziondlniho Zebfiku* pfirozenym zplisobem zavedeme ndstroj méfent, totiZ pojem
skalarni soucin dvou vektord.
prostor vektor skalarni soucin

E? U= (ug;uz), ¥ = (v1;v9)

S

U= UIV1 + UV2

—

3 o S _
E @ = (ug;ug;ug), U= (v1;v2;v3) U = U1 + UgVy + U3V3

u
J 7= (u;us; us; S S o
U= (uq;ug;ug;ug), U= (v1;09;U3;04) U - U = uivy + UgVg + UzV3 + UgVy

Protoze symbol « - ¥ neobsahuje soufadnice, umoziuje zavést méfeni jednotné pro vSechny tfi
prostory E?, E3, B4,

Pfipometime i tvrzeni zndméa z E? a E3, kterd plati i v £

Velikost vektoru @ v E?, resp. E3, resp. E4, je ¢islo |u] = Vi - .

Vzdélenost bodii A, B tedy je |AB| = /(A — B)(A— B).

u-v

Odchylka ¢ € (0, 180°) nenulovych vektort #, ¢ je ddna vztahem cos ¢ =

v’

i -

V nésledujicim pifkladé popiSeme pojem nadroviny v E* prostiedky analytické geometrie.

5.3 Priklad — nadrovina

UZivame dva zpisoby, jak v jazyce analytické geometrie popsat a definovat nadrovinu v E*:

(A) rovnici nebo (B) repérem. Podobnou situaci v prostoru £? jsme diskutovali v tloze 4.2A.
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(A) Pracujeme v soufadnicové soustavé dané repérem (A, i, uy, u3, uy). Necht' je déna pé-
tice (a1, as,as,as,d) € RP tak, Ze aspofi jedno z &isel ay, ..., ay je nenulové. Pak mnoZina

A = {X[z1; 22; 73; T4]; 1101 + T2as + 1303 + T404 = d} je nadrovinou v E4,

(B) Necht je v E* ddn bod M a tfi linedrn& nezavislé vektory p, ¢, 7. Pak mnoZina
B={M + zp+yq+ 27 (z,y, z) € R*} je nadrovinou v E*.

Dokazte, Ze pojem ,,nadrovina v £*“ ve smyslu (A) je totozny s timto pojmem ve smyslu (B).
Dokazme, Ze mnoZzinu A lze popsat repérem a mnozinu B 1ze popsat rovnici.

Necht' je dana mnoZina A. Bez Gjmy na obecnosti miZeme piedpokladat, Ze a; je nenulové.
Hledané objekty M, p, ¢, 7, které budou tvofit repér zkoumané nadroviny, miizeme pak definovat
napiiklad takto: M = [%; 0; 0; 0], vektor (aq;as;as;ay) je kolmy na nadrovinu a hleddme tii
linedrné nezavislé vektory kolmé na tento vektor, napf. p = (—az; ay;0;0), ¢ = (—as;0;aq;0),
7= (—a4;0;0; a1).

Z téchto predpokladii pomoci inkluzi (i) A C B, (ii) A D B dokazeme, ze A = B.

(i) Necht X [x1; z9; x3; 4] € A, tj. 101 + X209 + X303 + 404 = d. Chceme ukdzat, Ze existuji
Cislax,y,z € Rtak,ze X = M + xp + yq + 27. Cisla z, Yy, z definujeme vztahy

T2 X3 Ty
':E: _’y: _7Z: -
a1 a1 3]

Po dosazeni dostaneme identitu > | z;a; = d. Tim je dokdzéno X € B, tj. A C B.
(ii) Necht X = M + xp'+ yq + 2r € B. Chceme ukdazat, Ze tento bod
L%; 0; 0; 0} + x(—az; 015 0;0) + y(—as; 0;a150) + 2(—a4; 0; 05 a1)
patii do A, tj. Ze
a1(— — was — yas — zay) + asra; + azya; + agza; = d

3]

plati pro libovolna z, y, z € R. To lze lehce nahlédnout, tj. B C A. Dokézali jsme, ze A = B.

5.4 Uloha - ortogonalni doplnék vektorta v E*

V E* je jsou ddny tii linedrn& nezavislé vektory @ = (ay;as;as;ays), b = (by; ba; b3; by),
¢ = (c1; co; ¢35 ¢4). Najdéte vektor 71, ktery je kolmy na nadrovinu I danou bodem O[0; 0; 0; 0]

a vektory a, b, C.

Poznamka: Termin ,,vektorovy soudin‘ byva b&zné uZzivan pouze pro soucin dvou vektord ve V3.

V prostorech V™ pro n. 2 4 mluvime o ortogondlnim doplitku vektorii.



80 Kapitola 5. Exkurze do ¢tvrtého rozméru

ReSeni: Hledany vektor 77 kolmy na nadrovinu I je kolmy na vektory @, b, ¢, Najdeme jej tedy

jako nenulové feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic
2-da=0,2-b=0,2-¢=0. S.D

Resen{ analogické dlohy uvedené v 4.8E by zde bylo zna&né kalkulativné ndro¢né. Pomiizeme

si tedy nasledujicim determinantem:

T1 T2 T3 T4
ap a2 az Qg4
by by b3 by

Ci Cp C3 C4

det[Z, @, b, 7] =

Kdyz determinant rozvineme podle prvniho fddku, dostaneme vyraz

-n= 1Ny + ToNo + Tr3ng + TaNy,

81

kde
Gz asz Q4 a1 az aq ayp G2 a4 a; az as
ny=1,by by by [,ma=—|by by by |\m3=]| by by by |,ma=—| by by Ds
Co C3 (4 1 C3 (4 €1 C 4 1 C2 C3

Tvrdime, Ze popsany vektor 7 je kolmy k nadroviné I'. Skute¢né, @ - 7 = 0, nebot’ @ - 17 =
= det|a, d, g, c] a posledni determinant ma dva fadky stejné, a proto je nulovy. Stejné dokdZeme
b-i=0,¢7=0.

Vektor 7 nazveme ortogondlnim doplitkem vektord @, b, ¢ a oznatime jej it = [@, b, .

Podobné jako pro vektorovy soucin v /3 v odstavci 4.8E vyslovime definici pro ortogondlni dopl-
n&k vektorii v £4. Opé&t budeme brét vektory 4;(1;0; 0; 0), i5(0; 1; 0; 0), i3(0; 0; 1; 0), 44(0; 0; 0; 1)

v tomto potadi. Determinant [i, io, i3, 4] = 1.

—

Definice: Necht jsou ddny vektory d(aq; as; as; ayg), b(by; ba; bs; by), &(c1; 25 ¢35 ¢q). Vektor

Z_{ ig 13 i4
@bd ="t """ kde dh(1;0;0;0),45(0; 1; 0; 0), 5(0; 0; 15 0), 2(0; 05 0 1),
by by bs by

C1 C2 C3 (4

nazveme ortogondlni doplnék vektorua a, b, ¢ (v uvedeném poradi).
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5.5 Cyviceni — ortogonalni doplnék vektoru v £*

A.V E*jsou dany vektory @ = (1;2; —2;0), b = (—1;0;2; —2), & = (3;4; —1; —2). Dokazte, Ze
tyto vektory jsou linedrn& nezavislé. Oznacme dale V3 = Obal({@, b,c}), V2 = Obal({a, b}).
Najdéte vektor 77 kolmy na V2 a leZici ve V3.

B. Necht jsou ve V* dany vektory , b, €. Oznaéme 77 = a, l;, c]. Dokazte tvrzeni:
(a) m = 0 & vektory a, g, ¢’ jsou linedrné zavislé.

(b) det[it, @, b, & = 2.

5.6 Uloha - vzdjemné polohy itvara v £*

V E*jsou dany pfimky p = {P + zp;z € R}, ¢ = {Q + y&,y € R} arovina
a = {K + ui + vv;u,v € R}. Klasifikujte

(a) vzajemnou polohu piimek p, ¢,

(b) vzdjemnou polohu pfimky p a roviny a.

Vyslovte prislu$na kritéria v jazyce analytické geometrie.

ReSeni: (a) Klasifikace je presné stejnd jako klasifikace v £ (viz tloha 4.2B). Obé& pfimky totiZ
leZi v linedrnim prostoru { P + zp + yq + 2(Q — P); (x,y, z) € R*}, jehoZ dimenze je nejvyse
tii.

Podivame-li se na tuto situaci pomoci ,,dimenziondlniho Zebtiku*, jednd se o podobny piipad
jako klasifikace vzdjemné polohy bodu a pfimky v E3. V E? existuji dvé moznosti: Bud bod
na pifmce leZi, nebo neleZi. V E3 nepiibyde Z4ddna dal$i moZnost, protoZe vZdy existuje rovina,
kterd bod a piimku obsahuje, a tedy vzdjemna poloha bodu a pfimky v E* neni o nic bohats{ neZ
v B2

(b) Jako v tloze 4.2B budeme uvazovat prostory C = {K + xt + yvU + zp;z,y,z € R}
aD={K+azi+yvi+z2(P—-K);z,y,z € R}.
Déle ozna¢me F = {K + xti + yU'+ 2p+ t(P — K); z,y, z,t € R}. Jestlize je dim F = 4, jsou

p, o mimobézné. Jestlize je dim F < 4, nastdvaji tfi moZnosti popsané v tloze 4.2B.

5.7 I'Jlohy — simplex a nadkrychle

A. Objekt v E*, ktery je zobecnénim pojmi tsecka (v E'), trojuhelnik (v E?) a &tyfstén (v E3),

se nazyva simplex. Definujte tento objekt prostfedky analytické geometrie.
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ReSeni: Pojem tdsecka, trojihelnik, étyfstén a simplex miZeme definovat nékolika zpGsoby.

Jeden z nich uvedeme zde, dalsi jsou diskutovdny ve cviceni 5.8A.

Definice Al: Necht je v E' ddn repér (A, u). Oznatme B = A + 4. MnoZinu {A + x,
x € (0,1)} nazveme usecka AB.

Definice A2: Necht je v E? dén repér (A, @, ¥). Oznatme B = A + @, C' = A + ¥. MnoZinu
{A+zi+y0;z,y € Ry, z +y < 1} nazveme trojithelnik ABC.

Definice A3: Necht'je v E° ddnrepér (A, i, v, w). Oznaéme B = A+, C = A+, D = A+0.
Mnozinu {A + 2@ + yT + 20 z,y, 2 € Ry, x + y + 2 < 1} nazveme ¢tyfstén ABCD.

Definice A4: Necht'je v E* dan repér ( Ay, Uy, U3, U3, ty). Oznalme A} = Ag+uy, Ay = Ag+s,
Az = Ag + uz, Ay = Ag + uy. MnoZinu

{Ao + z1U] + 22Ub + T3U3 + T4Uy; Ty, Ta, T3, Ty € R(J)r7$1 + 2o+ 23+ 14 S 1}

nazveme simplex AygA; Ay Az Ay prostoru E*, nebo stru¢né 4-simplex, a oznaéime S*.

Slovo ,,simplex* je, jak jiz bylo feceno, zobecnénim slov ,,usecka®, ,,trojuhelnik* a ,,Ctyfstén®.
Nékdy je rozumné misto ,,dsecka* uzit termin ,,jednodimenziondlni simplex‘, nebo 1-simplex,
misto ,.trojahelnik uZivat ,,dvojdimenziondlni simplex, nebo 2-simplex, misto ,,Ctyfstén*
uzivat ,trojdimenziondlni simplex“, nebo 3-simplex. Zde vSak slovem simplex budeme rozumét

pouze Ctyfdimenziondlni simplex. Dodejme, Ze v n-rozmérném prostoru mluvime o n-simplexu.

Nadsténou nebo trojdimenziondlni sténou simplexu S* = AyA;AyA3A, nazyvame kazdy
Z pétl étyfsténﬁ Sg = A1A2A3A4, Si’ = AOA2A3A4, S% = AOA1A3A4, Sg = A0A1A2A4
a Si = AoAlAQAg.

Nadsténa (tj. &tyistén) S? je prinikem simplexu S* a nadroviny T'; : z; = 0, proi = 1,2, 3, 4.

Nadsténa S,.® je prinikem simplexu S* a nadroviny Ty : 21 + 29 + 23 + 24 = 1.

B. Je d4n simplex S* v prostoru E*. Zjistéte, kolik ma vrchold, hran, stén a nadstén a jak vypadaj.

Reseni: Simplex ma pét vrchollt Ay, Ay, As, A3, Ay, deset hran AgA,,. .., A3Ay, deset stén
AoAlAg, Ce 7A2A3A4 a pét nadstén AOA1A2A3,. . A1A2A3A4.

Sténou je trojuhelnik a nadsténou Ctyistén.

Uvedené pocty jsou kombinacni ¢isla (‘;’), (g), (g) a (i)
Zpisob feseni tlohy pomoci ,,dimenziondlniho Zebiiku‘ a jeho vztah k Pascalovu trojihelniku

je naznacen v tabulce 5.2a a b.
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dimenze pocet 1
simplexu | vrcholll | hran | sté€n | nadstén 1 1
1 2 1 2 1
2 3 3 1 3 3 1
3 4 6 4 1 4 6 4 1
4 5 10 | 10 5 1 5 10 10 5 1
(a) (b)
Tab. 5.2

Objekty Ctyfrozmérného prostoru lze jen obtizné graficky zndzornit, ndzorné jsou snad jen

trojrozmérné modely. Na obrdzku 5.1 je naS pokus o zndzornéni n-simplexu pron = 1,2, 3, 4.

S? c E? ; S3c E3

Obr. 5.1

St c Et

S* c E*

vvvvvvvvvv

Vv

vvvvvvvv

AgAzAsAy, atd. Zvolme repér (Ag, Uy, Uz, us, uy), kde w; = A; — Ag. Nejdiive vyjadiime
body 7; v soufadnicové soustavé dané zvolenym repérem. To lze udélat pomoci vysledku

1
—0].
l

Vv

tilohy 4.7A pro t&Zisté Styfsténu v £3. Tedy

1111 111 1 11 11 1 11
0 |i47474a4:|7 1 [Oa474?4:|7 2 [470747417 3 |i474a0a4:|a 4 [4a47

Téznice t;, kde ¢ = 0,1, 2, 3,4, tj. isecky A;T;, jsou popsany vztahy:
to={Ao+7(To — Ag);r € (0, 1)} = {(%; %5, 2);r € (0, 1)},

th={A1+p(T—A);pe (0,1} ={(1-p; 5 55);pe (0, 1)},

ts={As+q(Ty— As);q € (0, 1)} = {($ 451 —¢q);0 € (0, 1)}
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Najdeme prisecik 7" napf. t€znic t; a t,. Dostaneme 1 —p = 4. Tedy p = ¢ = %. Pak

Vvev

T = [%, %; é; %] je téziste, které lezi 1 na kazdé z téZnic ¢y, t,, t3, jak lehce ovéfime dosazenim

N2

D. (a) Pomoci ,,dimenzionélniho Zebifku“ zobecnéte pojem &tverec v £2, krychle v E® na nad-
krychli v 4. Uvazujte ¢tverec s vrcholy [1; 1], [1; —1], [-1; —1], [~ 1; 1] v E? akrychli s vrcholy
(115 1), (11 =] [ =1 1), [ L 151, [ 5 =15 1), [ 1 1 =1, [1; =1 =1, [ 1; =15 = 1]. Zjis-

téte, kolik ma nadkrychle vrcholl a najdéte jejich soutadnice.
(b) Zjistéte, jakych hodnot mize nabyvat vzdalenost dvou vrcholli nadkrychle.

(c) Zjistéte, jakou rovnici je popsdna nadrovina, jejiz prinik s nadkrychli je nadsténa (tedy

krychle).

Reseni: (a) Podivejme se na soufadnice vrchold ¢tverce a krychle z hlediska kombinato-
riky. Vidime, Ze vrcholy &tverce jsou viechny dvojice [a; ], kde a,b € {—1,1}. Téch je 22,
tedy 4. Podobné vrcholy krychle jsou vSechny trojice [a; b; c|, kde a,b,c € {—1,1}. Téch je
23 = 8. Metoda ,,dimenzionélniho Zebiiku nds tedy vede k poznéni, Ze vrcholy nadkrychle
jsou v8echny Ctvetice [a; b; c; d], kde a, b, ¢, d € {—1,1}. Téch je 2* = 16.

(b) Necht Ula;b;c;d] a Ve; f;g;h] jsou dva ruzné vrcholy popsané nadkrychle, tedy
a,...,h € {—1,1}. Pak soufadnice vektoru U —V = (a —e;b— f;c— g;d — h) jsou &isla 0,
nebo 2, nebo —2. JestliZe tfi z téchto Cisel jsou nuly a jedno je 2 nebo —2, je |U — V| = 2. Tedy
|UV| = 2. Kdyz pravé dvé ze soufadnic vektoru U — V jsounuly, je |[U — V| = /4 + 4 = 2¢/2.
Tedy |[UV| = 2v/2. Kdyz pravé jedna ze soufadnic vektoru U — V je nula, je |[UV] = 2/3

a kone¢né, kdyZ 7Zadn4 soufadnice vektoru U — V' neni nula, je |[UV| = 4.

Zavér: Dva vrcholy popsané nadkrychle maji vzdalenost 2 (tvoif hranu), nebo 21/2 (tvoif -
hlopiicku stény), nebo 2+/3 (tvoii tihlopiicku nadstény), nebo 4 (tvoif nadtélesovou thlopiicku).

(c) Rovnice piimky, kterd protina ¢tverec popsany v (a) ve strané, md tvar r; = +1,7 = 1,2;

jednd se o Ctyfirovnice 711 = 1, 2y = —1, 29 = 1, 35 = —1.

Rovnice roviny, kterd protind krychli popsanou v (a) ve sténé (Ctverci), md tvar z; = +1

1=1,2,3;jedndseoSestrovnicz; =1,y = -1, 20 =1, 20 = -1, 23 =1, 23 = —1.

Rovnice nadroviny, ktera protind nadkrychli popsanou v feSeni (a) v nadsténé (krychli), ma
tvarz; = +1,1=1,2,3,4;jedndseoosmrovnicry = 1,21 = -1, 29 =1, 29 = —1, 23 = 1,

r3=—1,x4=124 = —1.

Podobné¢ jako v piipadé simplexu se i u nadkrychle mizeme pokusit o jeji zobrazeni (obr. 5.2).
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E. Zjistéte, kolik ma nadkrychle v E* tihlopiicek délky (a) 2v/2, (b) 21/3, (c) 4.

ReSeni: Vrcholy A[1;1;1; 1] a X[ey; e; es; e4] nadkrychle urcuji dhlopficku délky 24/2, prave
kdyZz dv& z &isel ey, e, €3, €4 jsou rovny 1 a dvé —1. Takovych bodi X je (;) = 6. Tedy
thlopricek AX délky 2v/2 je 6 a viech thlopficek XY délky 21/2 je (6 - 16) : 2 = 48 (d&lime
dvéma, nebot’ kazd4 usecka XY byla pocitdna dvakrit).

Podobné thlopiicka AX ma délku 2+/3, pravé kdyz tii z &isel ey, ea, €3, e4 jsou rovny —1
a jedno je rovno 1. Tyto piipady jsou &tyfi. Proto tihlopfi¢ek nadkrychle s délkou 2v/3 je
(4-16) : 2 = 32.

%4

Konec¢né uhlopficka AX ma délku 4, pravé kdyZ e; = e5 = e3 = e4 = —1. Proto thlopricek
nadkrychle s délkou 4 je 16 : 2 = 8.

F. DokaZte, Ze pro libovolny bod M a libovolnou skupinu V vektord z E* plati: Obal(M, V) je
prostor E', kde i € {0,1,2,3,4}.

ReSeni: Z mnoziny V' vybirdme maximalni skupinu linearné nezavislych vektort. Jestlize
V' obsahuje pouze nulovy vektor, pak Obal(M,V) = M je prostor E°. V opaéném piipadé
) obsahuje aspori jeden nenulovy vektor da.

Jestlize mezi vektory V neexistuje vektor linedrné nezavisly na d, tj. jestlize vSechny vektory
z'V jsou ndsobkem vektoru @, pak Obal(M, V) = Obal(M, @) je pfimka E'. V opa¢ném ptipadé

V obsahuje aspoi vektor b tak, Ze dvojice vektort d, b je linearné nezavisla.
Jestlize ted’ kazdy z vektorti V je linedrni kombinaci vektorii @ b, pak Obal(M,V) =
= Obal(M, a, 5) je rovina E2. V opacném pifpadé V obsahuje aspoii vektor ¢ tak, Ze trojice

vektortl @, b, ¢ je linedrn€ nezavisla.
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Jestlize ted’ kazdy z vektord V je linedrni kombinaci vektord @, b, & pak Obal(M,V) =
= Obal(M, a, 57 ¢) je nadrovina E3. V opatném piipadé V obsahuje aspofi vektor d tak, Ze
Stvefice vektorl @, b, ¢, d je linearné nezavisla, a tudiz tvoii bazi. Tedy <M ,@,b,¢.d > je repér

prostoru E* a obalem repéru je cely prostor E*.

5.8 Cyviceni — popis objekta v £

A. V duchu dlohy 5.7A vyslovime nésledujici definice:

B1: Necht jsou ddny v E! dva rizné body A, B. Prinik polopfimek AB a BA nazveme
tisecka AB.

C2: Necht jsou ddny v E? tfi nekolinedrni body A, B, C. Konvexni obal mnoziny {A, B, C},
tj. nejmensi konvexni mnozinu, kterd obsahuje vSechny tfi body A, B, C, nazveme trojiihel-
nik ABC.

.V prostoru E* klasifikujte vzdjemnou polohu dvou rovin a = {A + zp' + y¢:x,y € R}
apf={B+ui+ vv,u,v € R}.

.V E*je déna ptfimkam = {M +tny;t € R}, rovinaa = {K +2p+yq, z,y € R} anadrovina
' ={G + utl + v + wi; u,v, w € R}. Klasifikujte
(a) vzajemnou polohu ptfimky m a nadroviny I,

(b) vzajemnou polohu roviny « a nadroviny I'.

. Necht'je dan simplex ABC DE v E*. Volte vhodny repér a soufadnicovou soustavu a vyjadiete
analyticky (a) hranu C'D, (b) sténu AC'D, (c¢) nadsténu ABCD.

E. Je dan simplex S = AgA, Ay A3 A, v E* v soufadnicové soustavé dané v prostoru £4 repérem

(Ag, U1, uy, u3, uy), kde u; = A; — Ap. Vyjddrete simplex S jako prinik péti nadpoloprostord.

F. Pii oznadeni pfedchoziho cvieni najdéte prunik simplexu S a pfimek (a) p = { M +tu;t € R},
kde M[3;2;1;2], @ = (5;3;1;3), (b) ¢ =0Obal(N, v), kde N[4;1;3;4], ¥ = (7;2;5;7).

v

G. Necht’ je ddna nadkrychle z dlohy 5.7D. Zjistéte pocet jejich hran, sténovych udhlopricek,

224

télesovych uhlopficek, nadtélesovych dhlopricek, stén a nadstén.

H. Je déna nadkrychle se stfedem v bodé O|0; 0; 0; 0]. Najdéte jeji vrchol M, kdyz vite, Ze vr-

choly A[2;0;0;0], B[0;2;0;0], C[0;0;2;0], D[0;0;0;2] jsou jeho sousedni vrcholy a hrana
nadkrychle je délky 2.
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I. Najdéte dalsi vrcholy nadkrychle z pfedchozi dlohy.

J. V E* najdéte nadmnohostén T, ktery je zobecnénim ¢tverce v E? s vrcholy [£1; 0], [0; 1] a os-
misténu v £2 s vrcholy [£1;0; 0], [0; +1; 0], [0; 0; 1]. Zjistéte, kolik ma tento nadmnohostén
vrcholi, dhlopficek a hran.

5.9 Ulohy — konvexni nadmnohostén

A. Zjistéte, kolik stén a kolik nadstén ma nadmnohostén T ze cviceni 5.8].

ReSeni: Nejprve si musime vyjasnit pojmy sténa a nadsténa. V E? pochopime pojem ,,sténa‘
vhledem. V E* v§ak musime tento pojem definovat. Ulohu si vyrazné zjednodusime, kdyZ se
omezime pouze na konvexni nadmnohostény. Pomoci ,,dimenzionalniho Zebtiku* najdeme tuto

definici.

Definice: Konvexnim nadmnohosténem v E* nazyvame kazdy konvexni obal kone¢né neprazdné

mnoziny bodi V z E*, tj. nejmensi konvexni mnoZinu, kter4 obsahuje viechny body mnoZiny V.

Nadrovina I' se nazyva opérnou nadrovinou nadmnohosténu T, kdyZ pranik I" s T je neprazdny
a cely nadmnohostén T leZi v jednom z nadpoloprostort ur¢enych nadrovinou I'. Tento prinik

se nazyva

e vrchol nadmnohosténu T, kdyZ je to bod,
e hrana nadmnohosténu T, kdyz je to usecka,
o stena nadmnohosténu T, kdyZ je to mnohothelnik,

e nadsténa nadmnohosténu T, kdyZ je to mnohostén.

Abychom zamezili tomu, Ze za nadmnohostén bude povaZovan i bod nebo tsecka nebo dokonce
prdzdnd mnoZina, musime zajistit, aby nadmnohostén byl skutecné ¢tyfrozmérné téleso. Toho
docilime napt. ndsledujici podminkou: Existuje bod M € T tak, Ze Zddna nadrovina prochéazejici

bodem M neni opérna.

Neni tézké provéfit, Ze sténou naseho nadmnohosténu T je libovolny trojihelnik uréeny tfemi
vrcholy, mezi nimiZ nejsou dva dipodalni. Naptiklad hranu A; A, 1ze kterymkoli z vrcholl As,
B3, A4, By doplnit na trojihelnik, ktery je st€énou nadmnohosténu T. Tedy stén je 2‘;—'4 = 32,
tj. pocet hran (24) krat pocet vrchold, které nejsou dipoddlni s vrcholy piislusné hrany, (4)

déleno poctem hran jedné stény (3).

Déle uvaZzujme o nadsténach. Podivejme se, jak nadsténa vznikla. Sténa vznikla z hrany ¢tverce

spojenim této hrany a nového vrcholu — vznikl trojihelnik. Nadsténa vznikla obdobné jako spo-
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jent stény, tj. trojihelniku, s novym vrcholem. Nadst&nou je tedy &ty¥stén. Ctyistén A; Ay Az Ay
lezi v nadroviné I'y: x1 + x2 + 23 + x4 = 1 a vSechny vrcholy B; lezi v nadpoloprostoru,
ktery je popsdn nerovnosti x1 + xo + x3 + x4 < 1. Tedy &tyfstén A; Ay Az A, je nadsténou
nadmnohosténu T. Dal$i nadroviny I" a jim odpovidajici nadstény (tj. Ctyfstény) jsou:

A1AsAsBy, x1+ 19 —x3+14=1 A1 Ay BsAy,

T1+To+a3—a4=1 a
A1 ByAsAy, —x1+xot+a3+a4=1 a B;AA3A,,
a
a

$1—LE2+$3+ZE4:1
A1A2B3B4, X1 — X9+ Ty — Ty = 1 AlBgA3B4,
AlBngB4, —T1 — X9 — X3 — Ty = 1 BlBngB4 atd.

T14+ a9 —23—24=1

I I

I1—$2—$3—I4:1

Kazd4 nadsténa je ¢tyistén X;Y57Z5W,, kde kazdé z pismen X, Y, Z, W je bud A, nebo B.
To, Ze kazdy z uvedenych Ctyfstént je nadsténou, jsme ukazali pfimo, protoZe jsme nasli jemu
odpovidajici nadrovinu I'. To, Ze dalsi stény neexistuji, plyne 1 z toho, Ze jakmile nadrovina ob-
sahuje dva dipoddlni vrcholy nadmnohosténu T, obsahuje i jeho vnitini bod, stted O[0; 0; 0; 0],

a neni nadrovinou opérnou.

tivaha: 2* = 16. Nebo si miZzeme uvédomit, jak nadmnohostén T vznikl. Méli jsme osmistén
a pridali k nému dva vrcholy, které jsme spojili se vSemi Sesti pivodnimi vrcholy. Podobné jako
pii prechodu z dvoj- do trojrozmérného prostoru jsme oba nové vrcholy spojili se vSemi ¢tyfmi
vrcholy ptivodniho ¢tverce. Tedy nadstény vznikly tak, Ze jsme spojili dva vrcholy s kazdou

z osmi stén, j. mame 2 - 8 = 16 nadstén.

B. Nadkrychle K v E* je déna vrcholy A, . . ., H' jako v feSeni tdlohy 5.7D. Déle je d4na nadrovina
L(t): 3txy + (t+ 1)zg + 24 = 2.

(a) Najdéte t € R tak, aby A[1;1;1;1] € I'(t), a zjistéte, zda tato nadrovina je opérna. Jestlize
ano, najdéte jeji pranik s nadkrychli K.

(b) Dokazte, Ze pro t > 0 nadrovina I'(¢) nen{ opérnd.

Reseni: (a) A € T'(t) pravé tehdy, kdyz 3t + (t + 1) +1 = 2,tj. t = 0, tedy I'(0): 2 + 24 = 2.
Nadrovina je opérnd, protoZe pro vSechny vrcholy A, ..., H' plati x5 + 24 < 2. Specidlné
rovnost nastava pro vrcholy A, D[—1;1;1;1], A'[1;1; —1;1], D'[—1;1; —1;1]. Tedy I'(0) N K
je ¢tyfihelnik AD D’ A’. Lehce nahlédneme, Ze je to ¢tverec, nebot’ |AD| = |DD'| = |D'A'| =
= |A’A| = 2,|AD'| = |DA'| = 2v/2.

(b) Necht't > 0, pak nadrovina I'(¢) oddéluje vrcholy Aa G'[—1; —1; —1; —1], nebot' A € T (¢)
aG €T (t),kde " (t): 3tey + (t+ V)ag + x4 >2aD7(¢): 3ty + (t + 1)z + 24 < 2. Tedy

pro Zadné t > 0 neni nadrovina I'(¢) opérna.
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C. Je dén pravidelny Ctyfstén ABC'D leZici v nadroving s rovnici x; = 0, v némz A[0; 0; 0; 0],
B[2;2;0;0], C[2;0;2; 0], D[0;2;2;0].

(a) Najdéte bod F[u; v; w; z] tak, aby nadmnohostén ABC DE byl pravidelny, tj. aby vSechny
jeho hrany byly stejné dlouhé.

(b) Zjistéte stied S kulové nadplochy opsané tomuto nadmnohosténu.
(c) Zjistéte polomér r kulové nadplochy opsané nadmnohosténu ABCDE.

(d) Zjistéte polomér p kulové nadplochy vepsané nadmnohosténu ABCDE.

Resenti 1: (a) ProtoZe |AB| = v/8 = 2v/2, plati

= |BE| = |CE| = |DE| = 2V/2, tedy
W+ twr 2 =8

(u—27°+@w—-2>+w*+22=8

(u—22+v*+(w—2)>%*+2>=38

w4+ (v—2)°+ (w—2)>+ 22 =8.

KdyZ od prvni rovnice postupné odecteme dalsi tfi, dostaneme soustavu rovnic

utv=2ut+w=2,v+w=2.
Soustava m4 feSenf u = v = w = 1. Lehce najdeme i z = /5, a tedy E[1;1;1; \/5]

(b) Necht ddle S[u'; v'; w'; 2'] je stied kulové nadplochy opsané nadmnohosténu. Pak |AS| =
= |BS| = |CS| = |DS| = |ES| = r, kde r je polomér této kulové nadplochy. Postupem

stejn;’/m jako v ¢asti (a) najdeme v = v = w’ = 1 a z rovnosti |AS| = |ES| pak mame
¢ = J= Tedy S[1;1;1; 7]
@©r=]AS| = /12 +12 41241 = 4

(d) Ze soumérnosti je zfejmé, Ze bod S je i sttedem kulové nadplochy nadmnohosténu vepsané.
Kolmice vedend z bodu S na nadsténu ABC'D protne tuto nadsténu v bodé 7', v némz se kulova
nadplocha vepsand do nadmnohosténu dotyka této jeho nadstény, proto je p = |ST|. ProtoZe
rovnice nadstény ABCD je x4 = 0, je T[1;1;1;0], atedy p = \/ig
lv{eéeni 2: Vime, Ze v rovnostranném trojl’lhelnﬂm jsou V}’/éky i téZnice totozné a ortocentrum,

Vv e

plyne, Ze stejna situace plat1 i pro pravidelny nadmnohostén ABCDE.

Oznacme T tézisté Ctyisténu ABC'D. Jeho soufadnice zjistime tak, Ze seCteme piislusné sou-
fadnice bodi A, B, C, D a soucet vydélime ¢tyfmi. Tedy 7[1; 1;1; 0].
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Kolmice vedend bodem 7" na nadrovinu x, = 0 (tj. nadrovinu nadstény ABC'D) je vyskou
nadtélesa spusténou z vrcholu £. Bod S na ni nutné leZi.

Po této tvodni tvaze lehce vypocteme potiebné souradnice a poloméry.

5.10 Cviceni — nadmnohostény

A. (a) Najdéte body, v nichz se kulova nadplocha vepsand nadmnohosténu z dlohy 5.9C dotyka
nadstén ABCE, ABDE, ACDFE a BCDE. (b) Provéite, Ze tyto body tvofi pravidelny Ctyfstén.

B. Je dén pravidelny &étyfstén ABC D lezici v nadroving z1 + 25 + 23 + x4 = 4, kde A[4;0;0; 0],
B[0;4;0; 0], C[0;0;4; 0], D[0; 0; 0; 4].

(a) Najdéte bod E'[u; v; w; z] tak, aby nadmnohostén ABC D E byl pravidelny. Volte E tak, aby
bylo u > 0.
(b) Najdéte stfed S[u'; v'; w'; 2’| kulové nadplochy tomuto nadmnohosténu opsané.

(c) Najdéte poloméry r, resp. p kulové nadplochy danému nadtélesu opsané, resp. vepsané.

5.11 Ulohy — néhled do n-rozmérného prostoru

A. Zobecnéte dvahy, kterymi jste vstupovali do E* pomoci ,,dimenziondlniho Zebfiku* a které se
odehrély v této kapitole.

Pozndmka: Repér v E™ definujeme analogicky k definici v odstavci 5.1.

Rozsiteni tivah z odstavce 5.2 — podprostory £™ a jejich analytické vyjadreni

N-rozmérny prostor E™ md n druhl vlastnich podprostori — body E°, piimky E*, roviny
E?, trojdimenzionalni prostory E3, ..., k-dimenzionélni podprostory E*, ...a (n — 1)-

dimenziondlni podprostory £~ zvané nadroviny.

Je-li E* podprostor prostoru E™, 0 < k < n, pak miiZe byt analyticky posdn dvéma riznymi

zpusoby, a to repérem (M, iy, . . ., iy) nebo soustavou rovnic aj1x1 + 1222 + -+ + + a1,%, =
= dl, a91T1 + A922xo + + -+ + Aop T, = dg, s, Q51T + QgoXo + -+ + ATy, = dn, kde plati
aij; A2 ... Qip
21 Q22 ... Qony,

hod =s=n—k.

as1 Qg2 ... Qgn
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Dodejme, Zze v E™ pro dva vektory @ = (uy; ug; .. .;uy), U = (v1;09;. .. ;vy,) plati:
(a) U - U = uyvy + ugvs + - - - + u,v, je skalarni soucin vektora u, v.

(b) Velikost vektoru @ je &islo || = Vil - .

(¢) Vzddlenost bodii A, B je &islo |AB| = /(A — B)(A — B).

(d) Odchylka ¢ € (0, 180°) nenulovych vektori , ¢ je dina vztahem
w-v

CoS @ =

jal - v

Rozsireni iivah z odstavce 5.4 — ortogonalni doplnék

Necht E"~! je nadrovina v E™ ddna repérem (M, iy, . .., t,_1), kde @; = (us;Uso; . - . Ui

UvaZujeme determinant

T ) Ce Tn
U1t U12 e Uin
det[#,dy, ..., U] = | up Uz ... Uy | - (5.2)
Un-1)1 Un-1)2 .-+ Ump-1)n

Kdyz determinant rozvineme podle prvniho fadku, dostaneme vyraz

T-1m=x1n1 + Tono + -+ + TNy, kde
n, je subdeterminant determinantu (5.2) pifslu$ny prvku z; ndsobeny &islem (—1)".  (5.3)
Vektor 77 je kolmy na nadrovinu E"~!, nebot pro kazdy vektor u;, kde i = 1,2,...,n — 1,

daného repéru je

’IIZ' = det[ﬁz, 61,’1,_[2, R ,fb’nfl] =0
(dva fadky posledniho determinantu jsou stejné).

Vektor 77 konstruovany uvedenym zpisobem, tj. vztahy (5.3), nazveme ortogondlnim dopliikem

vektort @y, . . ., i,_1 a oznalime 7 = [y, Uy, . . ., U,_1]. Tedy
i1 19 - in
U111 U12 Ce Uln
[ula Uz, - - . 7un—l] = U21 U22 cee U >
Up-1)1 Un-1)2 --- Unm-1)n

kde i1(1;0;0;...50),42(0;1;0;...;0),...,4,(0;0;0;...;1).
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Rozsiteni tvah z dlohy 5.7A

Definice An: Necht je v E™ dédn repér (A, uj, U3, . . ., Uy ). Mnozinu {A + z1u) + - - - + T, ty;

r; € R{,proi € {1,2,...,n}, 21+ -+ + z, < 1} nazveme n-simplex.

RozSsireni uivah z dlohy 5.7B

N-simplex ma <n+1) vrcholu, (n—2|—1) hran, <n+1) stén, <n+1) trojdimenziondlnich stén,

1 3 4
(n+1) k-dimenziondlnich stén, (n+1) (n — 1)-dimenziondlnich stén.
k+1 n

Rozsiteni vvah z dlohy 5.7C

Pozndmka: Pro pfehlednost budeme uZivat struéného zapisu: napt. X = A + B znamena, Ze
prvni soufadnici bodu X ziskame sectenim prvnich soufadnic bodi A a B, druhou soufadnici

seCtenim druhych soufadnic obou bodu atd.

V E" je dén n-simplex S” = AgA; ... A,. Oznaéme u; = A; — Agproi = 1,2,...,n. Bod
T=A+—5 (u1 + g+t ty) = %H(Ao + Ay +- -+ A,) nazveme 1&Zisté n- szmplexu S,
Necht’ 4; je vrchol n-simplexu S™ a necht' S * je (n — 1)-simplex AgA; ... A; 1A ... A,

(je to simplex tvoreny v§emi vrcholy simplexu S™ kromé vrcholu A;). Necht' T} = %(Ao +-t
+ A1+ Ay + -+ A je t87i8tE (n — 1)-simplexu S

Tvrzeni: Za uvedenych podminek plati

n 1
T=A+—(T — A) = ——(A; +nT3).
+n+1( ) n—i—l( o )

Dﬁkaz-Tzf(AoJr 4 Ay) = g A+ (Ao - +Ai1+Ai+1+---+An):
L (AT = AL - ) + 5T = A+ S (T — A,

+1 n+1

Dodejme, Ze tsecka A;T; se nazyva té€Znice a posledné uvedené tvrzeni lze formulovat i takto:

Tezisté¢ n-simplexu déli kazdou jeho t€Znici v poméru 1 : n a lezi blize ke sténé S?’l nez

k prot&jsimu vrcholu A;.

RozSsireni tivah z dlohy 5.7D

(a) Nadkrychle K" v prostoru E™ je urena vrcholy [e;es;...;¢e,], kde e; € {—1,1} pro
1 =1,2,...,n. Téchto vrcholi je 2".

(b) Jsou-li Eley;es;...;en] a Ffi;fo;...; fn] dva rtzné vrcholy nakdrychle K7, je
|EF)? = (ey— f1)*+ -+ (e, — fn)?. Kazdé z &isel (e; — f;)? nabyvé pravé jedné z hodnot 0, 4
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podle toho, zda e; = f;, nebo e; # f;. Tedy
|EF| =2Vk, kdek € {1,2,...,n}.

Je-li k = 1,tedy |EF| = 2, je use¢ka E'F hrana nadkrychle K".
Je-li k > 1, je usecka E'F' Ghloptickou nadkrychle K.

(c) Rovnice nadroviny, kterd protind nadkrychli K® v nadsténé (nakrychli K"~!), ma tvar

z;=1,nebox; =—1,kdet=1,2,...,n.

Rozsiteni uvah z dlohy 5.7E

Necht A[1;1;...;1], X[ey;es;...;e,] jsou dva vrcholy nadkrychle K”. Pak |[AX| = 2vV/k,
praveé kdyz k Cisel z ey, eo, ..., e, je rovno —1 a ostatni jsou rovny 1. Téchto pfipadi je (Z)
Stejnou tvahou, jakou jsme udélali pro vrchol A, udélame pro vsech 2" vrcholl nadkrychle K™.
Dostaneme cislo 2" (Z) .JenZe kazdou usecku A X pocitame dvakrat. Proto dostdvame pro pocet
dhlopficek nakrychle K", jejichz délka je 2v/k, vztah 2771 (7).

B.V E", kde n > 2, je dan pravidelny simplex S™ = ApA; ... A,, tj. konvexni obal takové
(n + 1)-tice bodd Ay, Ay, ..., An, pro kterou plati |A;A;| = 0, kdyZ: = j,a |A;A;| = 1, kdyz
i # j,pro vsechna i, j € {0,1,... n}. Zjistéte:

(a) velikost thlu, ktery sviraji sousedni hrany simplexu,

(b) odchylku mimobéZnych hran simplexu,

(c) vysku simplexu, tj. vzddlenost vrcholu od protilehlé (n — 1)-dimenziondln{ stény; zjistéte
téZ, zda tato vzdalenost mize byt ¢islo raciondlni,

(d) odchylku pifimky AygA; od nadroviny I' = A1 A, ... A,

(e) vzdalenost dvou mimobéZnych hran,

(f) vzdalenost stény AgA; As a hrany Az A,.

ReSeni: Zavedme oznateni @; = A; — Ag, i = 1,...,n. Z pravidelnosti simplexu plyne
|AgA;| = 1proi # 0a|A;A;] = 1proi # j,odkud a;% = 1 atéz (a; — a;)* = a;2 +a; 2 —

— - — —»_1
—2ai~aj = 1, tedy a; - G5 = 3¢

Vztahy

—2 —

1
aizl,d;-aj:§proi,j€{1,...,n},i7éj (5.4)
spolu se symetrii n-rozmérného pravidelného simplexu jsou hlavnim ndstrojem jeho studia.

(a) Syntetické feSeni: Kazd4d dvojrozmérna sténa simplexu S” je rovnostranny trojuhelnik S2.

Proto je velikost dhlu sousednich hran 60°.
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Analytické feSeni: Z pravidelnosti simplexu S" je zfejmé, Ze vSechny thly A; A; A pro riiznd
i, j, k jsou navzdjem shodné. Podle vztaht (5.4) je cos|qJ A1 AgAs| = a7 - a5 = % odkud
|9 A1 AgAs| = 60°.

(b) Syntetické feSeni: Necht B, C', D, FE jsou ¢tyfi riizné vrcholy simplexu S™. Trojdimenzio-
ndlni sténa BC DE simplexu S" je sama pravidelnym simplexem S?, o némz vime, Ze kazdé

dvé jeho protéj$i hrany jsou navzdjem kolmé.

Analytické feSeni: Bez ijmy na obecnosti 1ze za zkoumané mimobéiné hrany vzit hrany AgA;
a A2A3 Ze vztahd (5 4) plyne CL1 ( a9 — CL3) = CL1 CL2 - CL1 CL3 5 5 — 0 tedy A()Al L A2A3

(c) Ulohu budeme feit analyticky. Necht' @ je takovy vektor kolmy nanadsténu I’ = A; ... A,
pro ktery B = Ay + ¢ € I'. Tedy tsecka Ay B je vySkou simplexu S™ vedenou z vrcholu Ag na
protilehlou nadsténu I'.

z M7

Ze soumérnosti simplexu plyne eV =t(a1+---+ay), kdet je zatim neznamé Cislo. Zjistime
v —

ho ze vztahu AgB | A B, tj. 7 (U —dy) = 0, neboli 7 - a; = v'2.

Protoze 0 - a; = t(1 + 3(n — 1)), je t = L. Pak |[AoB| = [0] = /%5 Pron = 2,3,4,...

dostavame postupné tyto vysky: %g, \/E, \/E, \/g, Z, %, 3 \/?5, \/ o

"2—21 raciondlni. UvaZzujme nejprve ptipad n sudé. Pak jsou ¢islan + 1

2

Ptame se, kdy je Cislo
a 2n nesoudélnd a dany vyraz je raciondlni, pravé kdyz existuji celd Cisla z, z tak,Zen+1 =z
a 2n = z2. ProtoZe z je sudé, polozme 2 = 2y. Pak n = 2y? = x* — 1. Diofantovska rovnice

22 — 2y% = 1, ke které jsme dospéli, se jmenuje Pellova. S jednim jejim typem jsme se setkali

n+l _ =

v tloze 2.10]. Je-li (z,y) feSeni uvedené rovnice, pak 4/ %= = 2"

v

Jedno feSeni rovnice jiZ zndme: x = 3, y = 2. DalS{ feSeni najdeme pomoci rekurentni formule
¥ =3r+4y,y =2z + 3y. Tedy (z,y) = (3,2), (17,12), (99, 70), (577,408),. . . Pfislusné
hodnoty &isla n = 2y? jsou 8, 288, 9800, 332928, . ..

Ptipad n liché se pokuste feSit samostatné.

(d) Nejprve je nutno definovat pojem odchylka primky p od nadroviny I'. Zobecnénim situace

z trojdimenzionélniho prostoru dostivdme dvé mozné definice:
(1) 90° — a, kde « je odchylka piimky p od kolmice n na I,
(ii) velikost dhlu, ktery svird piimka p se svym kolmym primétem p’ do I'.

Obé definice jsou i v obecném piipadé totozné. Skutecné, pfi oznaceni predchoziho feseni je
AoB kolmice na I a A; B je kolmy primét piimky AgA; do nadroviny I'. Hledana odchylka /3
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je vidét z trojihelniku AgA; B: 8 = | AgA1 Bl asin § = |v] = |/%EL

(e) Protoze tlohu lze fesit v trojdimenziondlnim prostoru ur¢eném inkriminovanymi hranami,
jednd se o snadny ukol. Nejhez¢i se ndm jevi nasledujici syntetické feSeni. Do trojrozmérné
krychle ABCDEFGH vepi$me &tyfstén S® = ACF H. Nejkratsi vzdalenost jeho mimobé&z-
nych hran AC a F'H je vzdélenost jejich sttedi U = A —e —(CaV = F —e — H.V krychli
jsou to stfedy stén ABC'D a EFGH. Jejich vzdélenost je evidentné rovna délce hrany AB.

Jestlize ted’ | AC'| = 1, pak hledand vzdalenost |[UV| = |AB| = % = \/LE

(f) Opét nutno nejprve definovat pojem vzddlenost dvou mnoZin A, B v E™. Tento pojem je
pfirozenym zpusobem definovan v kazdém metrickém prostoru, tj. v prostoru, v némzZ umime
smysluplné méfit vzdalenosti bodl. Smysluplné znamena, Ze pro v§echny body A, B, C' daného

prostoru plati

(i) |[AB| = 0, (ii) |[AB| = 0 < A = B, (iii) |[AB| = |BA|, (iv) |AB| + | BC| = |AC).

Definice: Necht'jsou v metrickém prostoru dany dvé neprazdné mnoziny A, 5. Jejich vzdalenost

definujeme predpisem
|AB| = inf| XY, kde X € AY € B.

Poznamenejme, Ze nepiijemné infimum Ize skoro ve vSech piipadech, které v geometrii studu-

jeme, nahradit prihlednéj$im minimem.

Ted se vratme k pivodni dloze. Necht X = Ay + (1 — t)a3 + tay je libovolny bod piimky
As3AyaY = Ay + uay + vas libovolny bod roviny AgA; A,. Jejich vzdalenost | XY| je dana
vztahem | XY|? = (uay + vay + (t — 1)az — tay)? = u? + v2 + (t — 1)? + 2uv +u(t — 1) —
—ut+v(t—1) —vt —t(t — 1) = u® + v® + uv — u — v +1? — ¢t + 1. Ptdme se, jak volit &isla

u, v, t, aby dané vzdélenost byla minimalni. Jinak feceno hleddme minimum funkce
flu,v,t) = + v +ww —u—v+t2 —t+ 1.
Matematicka analyza ddva rychlou odpovéd. Staéi vyfesit soustavu rovnic

fu=2u+v—-1=0,
fo=2v+u—1=0,
fr=2t—1=0

(f. je parcidlni derivace funkce f podle u atd.).

Vysledek: u = v = 3, t = 3. Tedy bod X je stfedem tiseCky A3A4 a bod Y je t8Zidtém stény

AgAiAs. Jejich vzdélenost, a tedy i hledana vzdalenost hrany a stény, je f (%, %, %) = %
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Snadno se zjisti, ze useCka XY je kolma jak k piimce AsAy, tak i k roviné AygA; As. Tato
skute¢nost neni ndhodnd. NejkratSi vzdélenost je vZdy na kolmici. Tuto skutec¢nost jsme mohli

vyuzit k hledani bodti X, Y a nemuseli jsme nasazovat slozity aparat parcialnich derivaci.

Ctenaf se mlize pokusit ivahu zobecnit a najit vzdalenost k-rozmérné stény A ... Ax a m-

rozmérmé stény A, ., 1A, ... Ap.

5.12 Problém - nekonvexni nadmnohostén

Definujte pojmy nadmnohostén, jeho hrana, jeho sténa a jeho nadsténa pro nekonvexni nadmno-

hostén.



Vysledky a reSeni cviCeni

Kapitola 1

Cviceni 1.5

Hleddme, jak ze Ctyt Cisel ay, as, b1, bo najit Cisla ¢y, co, dy, dy. Budeme postupovat tak, Ze tfi ze
Ctyf nezavisle proménnych ay, as, by, bs fixujeme a ctvrtou nechdme probihat hodnoty 1,2, 3, . ..

pripadné hodnoty 0, —1, —2, —3, . ... Chovani zdvisle proménnych sledujeme tabulkou.
Fixujeme a; = 0, as = 0, by = 1 a proménnou b; nechdme probihat hodnoty 1,2,3... (obr. 1).
Jinymi slovy: bod A[0; 0] je umistén v pocétku a bod B se pohybuje po pfimce y = 1. Z obrdzku

bez potizi odecteme soufadnice bodti C'a D.

} \ )

Al0; 0] Al0; 0] Al0; 0] A|0; 0]

(a) (b) (© (d)
Obr. 1

Vysettili jsme Ctyfi ptipady, které jsou zachyceny v tabulce 1. Tabulka je tak sugestivni, Ze Zdk
Sestého roéniku bez tézkosti ur¢i souradnice bodu C', D, kdyZ mu ddme soutadnici b;. TéZkosti
mu bude délat posledni fadek, tj. algebraicky zapis, ne vSak zkoumana zakonitost.

97
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bl b2 C1 Cy d1 dg
obr.la | 1 |1 0 2 —-1(1
obr.1b | 2 | 1 1 3 -1 2
obr.1c | 3 | 1 2 4 —-1] 3
obr.1d | 4 | 1 3 5) —-1] 4

Obecné |n |1 |n—-1|n+1| -1 |n

Tab. 1

KdyZ obrazky 1 uspordddme do jednoho obrazku a ten obohatime o ¢tverec ABC'D odpovidajici
n-tému Fadku tabulky 1, dostaneme nazornou grafickou informaci o tabulce 1. Zaci s algebraickym
nazirdnim na matematiku upfednostni tabulku, Zaci s geometrickym vhledem obrazek (obr. 2).

— Cln—1;n+1]
D[-1;n] — |

|

AJ0; 0]

Obr. 2

Tabulku 1 jsme vytvofili pro parametr b, = 1. Vytvorte dalsi tfi tabulky pro parametr b, = 2, 3, 4.
Rozsah kazdé z tabulek (pocet fadki) volte tak, abyste byli schopni s jistotou napsat jeji posledni
radek. Z té€chto fadka pak vytvorime dalsi tabulku (tab. 2).

Posledni fadek tabulky 2 je jiZ druhostupfiovym zobecnénim a obsahuje dva parametry. Pro zdka
zékladni Skoly je to hluboky vysledek. Opakujeme, Ze nejvétsi potiZze nemaji Zaci s pochopenim
zakonitosti, kterou jsou vazany body B, C'a D, ale s jazykem pismen. Na trovni $estého ro¢niku
je tento vysledek zavérecny. Vratime se k nému pozdéji pii geometrickych transformacich. Tam,

pomoci posunuti a vysledku tabulky 2, vyvodime odpovéd pro obecnou situaci.
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bl b2 C1 Cy dl dg
n|l|n—-1\n+1]-1|n
n|2|n—-2{n+2|-2|n
n|3|n=-3|n+3|-3|n
n|4|n—4\n+4|—-4|n

n|{p|in—pin+p|—p|n

Tab. 2

Ctverec ABC'D posuneme do &tverce A’ B'C' D’ tak, aby bod A[0; 0] piesel do bodu A'[ay; as),
bod B[n; p] do bodu B'[by; by, bod C' do bodu C’[c1; ¢3] abod D do bodu D’[dy; ds]. Uvazované
posunuti je dano vektorem 4 = (ai;asz). Ziejmé je A’ = A+ u, B = B+ 4, C' = C + 4,
D'=D+u.0dtudby =n+ai,bo =p+as,ci =n—p+ay,co=n-+p+as,d = —p+ay,
ds = n + as. Vylouenim parametrii n, p dostaneme hledané vztahy:

Cl:a2+bl—bQ,CQI—a1+b1+b2,d1:a2+a1—b2,d2:a2—a1+b1.

Poznédmka: Protoze fﬁ a ﬁ jsou navzdjem kolmé vektory, tabulka 2 nabizi jiny pohled na
kolmost vektort: k vektoru (n; p) je kolmy vektor (—p;n), resp. (p; —n).

(a) Pro hledany vrchol C[z;y] urtitd plati |AB| = |BC|, |AC| = +/2|AB],
§. (z =42+ @wy+1)%* =5 (zr—3?2?+ (y — 1) = 10. Odtud mame C,[6;0], Cy[2; —2].
PoZzadované orientaci vyhovuje bod C' = (4. Déle stfed usecky AC' je bod S[4, 5; 0, 5], ktery je i
sttedem tse¢ky BD. Odtud mame D[5; 2.

(b) Pro hledany vrchol C|z; y] plati
= 2|ABJ?, 4. 2% + y? = 2(a® + b?).

BC|? = |[AB)%, 4. (x — a)? + (y — b)? = a®> + 12, |AC|? =

Po odecteni prvni rovnice od druhé a Gpravé mame ax + by = a* + b%, odkud by = a® + b — za.
Tento vztah pouZijeme na vylouceni nezndmé y z druhé z kvadratickych rovnic a po udpravé
dostaneme kvadratickou rovnici 2% — 2za + a® — b*> = 0, ze které x; = a + b, vo = a — b. Potom
y1 = b —a, y» = a + b. K nalezenym vrcholim C'[a + b; b — a], Cz[a — b; a + b] lehce najdeme
vrcholy Dy [b; —a], Dy[—b; a]. Pozadované orientaci vyhovuje ¢tverec ABC5Ds.

(c) Stejny postup jako v piedchdzejici uloze vede k feSeni Clay + by — be; —ay + by + bel,
Dlay + ay — be; —a; + ag + by]. Tentokrét jsou ale vypoclty, zejména upravy vyrazl, velice

naro¢né a vyzaduji nejen zkuSenost v Upravach, ale i trpélivost a precizni zpis.
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[C]Reseni v R: b, = s(ar—az+c1+¢), by = 3(a1 +az— 1+ ¢2), di = 3(a1 +az+ ¢ — ),
dg = %(—Cbl +ax+c1 + CQ).

Reseni v Z: Nutno dodat nésledujici podminku. Bod B je miizovy, pravé kdyz i bod D je miizovy,

a to nastdva, pravé kdyz soucet a; + as + ¢ + ¢4 je Cislo sudé.

@ (a) S = % (b) Nekonecné mnoho. (c¢) Nekonecné mnoho. (d) VSechny maji stejny obsah
S=1.(e)S = %— 1. (f) Nekone¢né mnoho. S = 1%. (g) S = % (h) Nekone¢né mnoho; v € Ny;
S=v+i@OS=L+1.(S=L+2.0S=L+v-1

Uvazujme, ze kazdy Ctyfihelnik C vznikl ,,slepenim*
D dvou trojihelnikd 77 a 75. Oznaéme S;, Sy a Se obsahy

uvazovanych trojihelniki a ¢tyfihelniku, vy, vo a ve poty

T\ jejich vnitinich m-bodd a hy, hs, he pocty hrani¢nich m-
bodu.

Déle oznac¢ime h,, resp. h, pocet hrani¢nich m-bodi troj-

uhelniku 77, resp. 75, které nelezi na spole¢né strané obou
trojihelnikd. Z t€chto m-bodu se stanou té€Z hrani¢ni m-body
¢tyfuhelniku C.

B G G

Pismenem h,, ozna¢ime pocet m-bodi spolecné strany obou
trojihelnika riznych od vrcholi. Z téchto se po ,,slepeni®
Obr. 3 71 a T, stanou vnitini m-body ¢tyfihelniku C. Na spole¢né
strané obou trojihelniki leZi tedy (h, + 2) m-bodd. Tedy
plati hy = hy + hy, + 2, ho = hy + h, + 2. Dva body
jsou krajni m-body spolecné strany, tedy vrcholy trojihelnikd, a z nich budou po slepeni obou
trojuhelnikl rovnéz dva hrani¢ni m-body, vrcholy ¢tyfuhelniku.

Potom miiZzeme podle Pickovy formule psat:

Se = 51+95; = %(h$+hv+2)+v1—1+%(hy—i—hv—}—Q)—l—vQ—l = %(hx+hy+2hv_’_4)+vl_’_vz_2 _

Popsanou situaci ilustrujeme obrazkem 3. Necht C = ABCD, T, = ANABC, T, = AACD. Pak
S1 = |AABC| =45, S, = |[ANACD| =9, Sc = |ABCD| = 13,5, v; = 1, v3 =7, h, = 2,
ve = v1+va+hy, =10, hy = 5,hy = 2, hy = 54242, hy = 24242, he = hy+hy+2 = 54+24-2.

Odpovéd miZeme najit pomoci Pickovy formule. Necht' M |p;¢| je onen jeden vnitini m-
bod. Aplikujeme-li Pickovu formuli postupné na trojihelnik ABM, BC'M a C' AM, dostaneme
|IAABM| = |ABCM| = |ACAM| = ;. Tedy M musi byt t8Zi3t& trojihelniku ABC (dokaZte).
Pro soufadnice bodd B, C, M plati (1) 3p = by + ¢1, 3¢ = by + ¢5 (viz dloha 1.2).
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Necht' My [po; qo| je jeden takovy bod. Necht my je pfimka rovnob&Zznd s AB prochézejici bodem
My, tedy jeji smérovy vektor je (by; bs). Pro vSechny body pfimky mg (2) M = My + k(by; bs),
k € Z,plati, 7e ze | NABM| = % Stejnou vlastnost maji i body stfedoveé soumérné podle bodu A,
tj. M = M{ + k(by;b9), kde k € Z a M{[—po; —qo].

Ze vztaht (1) a (2) dostavame ¢; = 3pg + b1(3k — 1), co = 3qo + b2(3k — 1), kde k € Z. Dals{
série feseni je ,,pod pfimkou AB*, tedy misto pg, ¢o, vezmeme —pg, —(o.

Diikaz, Ze trojuhelnik ABC' skute¢n€ neobsahuje zadny jiny m-bod kromé A, B, C, M, piene-

chame Ctenari.

Cviceni 1.11

(a) Kazdy vektor 10nd + 3mb = (15n4+m; —2n+9m), kde m, n € Z, je m-vektor (b) Vektor
30¢ — 15d = (0; 7) a kazdy jeho celo&iselny ndsobek, (c) Pouze nulovy vektor 0¢ + 0 f=a

|B|Napt. @ = (3v/2 4+ 1;3v5 — 2), 7 = (v/8; /20 + 7).
[C|Napt. @ = (3;0), 7 = (11;0), @ = (1;0); & = 27 — 74.
D] Napt. (a) 7= (1;1), (c) ¢ = (11; —14), (b), (d) nem4 Feleni.

Necht' ¢ = (q1; ¢2) je libovolny m-vektor. Podle tvrzeni 1.1 plati, p) ¢ je m-bdzi, pravé kdyz
|p1ga — p2q1| = 1. ProtoZe celd &isla py, po jsou délitelnd Cislem n > 1, je i vyraz [pi1g2 — p2qi]

délitelny ¢islem n, a proto neni roven 1.

Resenim cviceni je dileZité tvrzeni z teorie ¢isel:

Tvrzeni 1.2: Jsou dédna cela ¢isla m, n. Rovnice ma + ny = 1 je fesitelna v oboru celych ¢isel,

pravé kdyz jsou m, n nesoudélnd.

Dukaz: UvaZujeme dva piipady.

(I) Necht'jsou m, n soud&lna. Reseni neexistuje, nebot vyraz max +ny je vzdy délitelny spole¢nym
délitelem cisel m, n riznym od 1 a nemuzZe byt proto roven 1.

(1) Necht'jsou m, n nesoudélnd. Chceme najit celé &islo y tak, aby ¢islo (ny — 1) : m bylo celé.

Zbytek pii déleni (ny — 1) : m oznacme f(y) a v§imnéme si souboru &isel
{fQ), f(2),.... f(m) = f(0).} @)

Ukazeme, Ze tato Cisla jsou navzdjem riizna. Dokazujeme sporem.

Predpoklddejme, Ze mezi Cisly (.1) existuji dvé stejnd. Necht' napiiklad f(p) = f(q),kde 0 = p <
< q < m. Pak jsou zbytky pfi déleni (qn — 1) : ma (pn — 1) : m stejné. Tedy rozdil té€chto dvou
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Cisel, tedy Cislo (¢ — p)n = m je celé. Protoze jsou n, m nesoudélnd, nastdvaji dva piipady:

—bud'jen =0, pak m € {+1, —1} a mnozina (.1) je jednoprvkova, tj. p = ¢ = 1. Spor.
—nebo je n # 0, pak (¢ — p) : m je celé, tj. p = ¢. Spor.

Tedy predpoklad, Ze nékterd dvé z m Cisel (.1) jsou stejnd, vede ke sporu. Proto jsou tato ¢isla
rizna.

Na druhé strané ¢isla (.1) jsou zbytky pii déleni ¢islem m, tedy vSechna tato ¢isla jsou z mnoZiny
M ={0,1,2,...,m — 1}. Soubor (.1) i mnozina M maji stejny pocet prvki a kazdy prvek
souboru (.1) patii do M. To je moZné pouze tak, Ze soubor (.1) a mnoZina M jsou totoZné. Proto
jedno z &isel (.1) je rovno &islu 0 € M. Necht' f(y,) = 0. Pak z, = (ny, — 1) : m je celé
a dvojice z,, y, je hledanym feSenim rovnice mx + ny = 1.

Piipad (a) i (b) piedstavuje stejnou , tapetu. Ziskané kritérium zni: Cislo =92 musi byt celé,

tedy i 2222 — g; — 9292 mysq byt celé.

@ Uvedeme pét riznych formulaci.
1. Najdéte viechny dvojice (z,y) € Z?, pro néZ plati
b —a
Yy

=1.

2. Je dan vektor ¥ = (b; —a). Najdéte vSechny m-vektory @ = (x;y) tak, aby dvojice u, ¥ byla
m-bazi.

3. Je dan vektor v = (b; —a). Najdéte v§echny m-vektory @ = (z;y) tak, aby kazdy m-bod byl
celo¢iselné dosazitelny z bodu O = [0; 0] pomoci , .

4. Na pfimce dané rovnici ax + by = 1 urcete v§echny m-body.

5. Patou formulaci dopliite po probrani tématu Mira (viz cviceni 2.6E).

Pozndmka: Velky pocet riznych interpretaci rovnice ax + by = 1 poukazuje na jeji znacny
vyznam v nékolika oblastech matematiky.

Cviceni 1.12 — shrnujici dlohy

Oznaéme mifzové body tsecky AB po fad& Ao, A, ..., Ag, A7 tak, 7e A = Ay, B = As.
Bodem A3z vedeme m-piimku rovnobézné s m-piimkou A; D.

Obé Cisla a; + by + ¢1 1 as + be + ¢ jsou délitelnd tfemi (viz odstavec 1.2).

Viz tloha 1.3.

D] (a) Je to , 3ikmd“ &tvercovi sit, tedy mnoZzina {[2u + v; —u + 2v], u,v € Z}.
(b) M = {&,p € Z}.
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Kapitola 2

Cviceni 2.3
Dokreslime ¢tverec AC PQ, kde P[—1;7], Q[—4; 3]. Zjistime jeho obsah 7-7 — 4 - 6 = 25.
Odtud | AC| = 5.

Necht' N[0; 13], P[6;9]. Trojdhelnik AM N je vyskou AP rozdélen na dva shodné pravouihlé
trojihelniky, proto |AM| = |AN| = 13.

Zjistime obsah S a vysku najdeme z upraveného vzorce: v, = %, atd.
(a) Nacrtneme-li si obrdzek, ihned vidime, Ze v, = 2, v. = 4. Ddle S = 4, b = /20, tedy

vb:%:%:mg,
(b)va:Q;déleS:B,tedyvb:\/%:%ilﬁél,vc:%i?ﬁ&

_ _ 2 - 2 _ 1 - — 2 _ -
(c)s_l,va_ﬁ_\/o.4_0,63,vb_ﬁ_%_o,45,uc_7§_ﬁ_1,41.
Alternativni tradi¢ni postup: Najdeme patu K kolmice spusténé z A na BC' a zjistime |AK|.

@ Prvni dva piipady vyfesime pomoci obrdzku, protoZe najdeme patu K kolmice vedené z O
na p: (a) bod K[2,5;2,5] leZi ve stfedu jednoho Gtvere¢ku a |OK| = 2,5 - u, kde u = /2
je délka dhlopiicky zdkladniho &tvereCku sité. Tedy d = 2,5 - v/2 = 3,54, (b) K = R, tedy
d = |OR| = V20 = 4,47. Dalii dva pfipady vyZaduji trik. Uvazujeme trojihelnik OPR
a d hleddme jako velikost jeho vySky v, spusténé z vrcholu O. Zjistime, Ze (¢) d = 3, (d) d = 4
a v obou téchto ptipadech ma trojihelnik O P K délky stran 3, 4, 5.

Zvolme napft. toto poradi uvoliovani soufadnic: Nejprve s, pak p a posléze r. Cely tfistupiovy

proces zobecniovani je prehledné uveden v tabulce 3, str. 104.

Vysledek d = S — plati obecné pro vSechna p,r, s € R. Samozfejmé piimka PR musi
/52 +(p—r)? Y

byt definovana, tj. body P, R musi byt rizné.
Geometrickd interpretace vzorce je evidentni: |ps| = 2 - |AOPR|, \/s®>+ (p — r)? = | PR|.

(a) Jestlize si situaci nakreslime (obr. 4a, str. 105), nabizeji se dvé jednoducha feSeni.

1. VyuZijeme podobnosti trojuhelniki K MO a LNO. Vidime, ze |K M| : |[NL| = 3 : 1, coz je
patrné z obrazku, je tedy |KO| : |OL| = |[MO|: |[NO| =3 : 1.

2. VyuZijeme zkuSenosti z tlohy 1.12A a zaclenime jednu z pfimek, napt. M N, do osnovy
navzdjem rovnobéznych a stejné vzddlenych pifmek. Krajnim bodem L vedme rovnobéZzku
s M N a dile pak kazdym m-bodem mezi body K a M. Useka K L je takto rozd&lena na étyfi
shodné dsecky tfemi body, z nichZ jeden je bod O. Je patrné, ze |KO| : |OL| = 3 : 1. Obdobné
vyfesime pomér [MO| : [ON| =3 : 1.
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Parametry Stupeni zobecnéni
r|p s prvni druhy treti
S
11 1,2,3,...
V S; +1
s ps
0]2]123,...
s?2+4 /82 + p?
3| 123... | 2
s2+9
. S
111,23,... —
1]2] 123, .. L b
\/8§+ LI Vst (p—1?2| s+ (p—1)?
s
31 1,23,...
s?2 44
1]1.23... i
s; +1
S ps
21211,23,...
Vs? 2+ (p—2)?
35
31 1,23,...
s2+1

Tab. 3

(b) Myslenku podobnosti trojihelniku miZeme vyuzit aZ po trojnasobném prodlouzeni tsecky
MN za bod M. Tim dostavame bod M’[0;7] a trojihelniky KOM’ a LON jsou podobné
a |KM'| : |[LN| = |KO| : |OL| = 7 : 1. Pro nalezeni poméru |MO| : |ON]| je tieba vést
osnovu navzdjem rovnobéznych stejné vzdalenych piimek tak, aby jedna z nich byla pfimkou
KL a dalsi dvé z nich prochézely krajnimi body M, N. Z obrazku 4b, str. 105, je patrné, Ze
|IMO|:|ON|=5":3.

(c) Tentokrat neni snadné najit ani jeden z hledanych pomérti pomoci podobnosti, a je tedy

nutné vést opét osnovu rovnobéznych stejné vzdilenych piimek podobné jako v (b). Vysledek:
|IMO| : |ON|=3:10, |KO|:|OL| =11: 2.

Pozndmka: Uvedenou metodu feSeni uvadime jako alternativni ke standardni metod¢€ s pouzitim

rovnic piimek, vypoctu soutfadnic jejich prisecikli a nalezeni vzdalenosti dvou bodu.

(@) O[25; 13]. (0) O[2; 1]], O[275; 133].
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M
N L 7
O
g
e N
K M K
(a) (b)

Obr. 4

[H](a) V. = [22; 2L2] (b) v. = 5+/29.

@ Oznaéme A[0; 0], B[5; 0], C[4; 3], D[3;4], E[0; 5], F'[-3; 4], G[—4; 3], H[—3; —4]. Pak ABC,
ABD, ABE, ABF, ABG, ACD, ACG, ADF a ACH jsou neshodné, protoZe jejich zakladny
jsou vesmes razné: \/ﬁ, \/%, \/%, \/%, \/%, \/%, \/5, 8 a 6. Neni tézké zjistit, Ze vycet je
uplny. Trojihelniki je devét (obr. 5).

/// E ) \\
A N
- |\F Dl .
4 N\
7
/G C \\
/ \
/
/ N
/

) \
, Y
|
|
|
| A B
\

\

\ /

\ /
\

\ /
\ /
\ /

AN /7
\\ H //

N 7
\\ //

Obr. 5

[J]D[-1;2).
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Cviceni 2.4

[A](@) u = 3k,c; = 8k, ¢y = 6k, by = 10k, kde k € N, (b)v = 4k, ¢; = 15k, co = 8k, by = 17k,
k €N, (c) w=>5k,c; = 24k, co = 10k, by = 26k, k € N.

[B|Bod S se je stied bodit Ba C, tj. S = [tas 2] — [ng; ¢]. Déle z toho, Ze vektor @je kolmy

na vektor SA plyne, Ze (¢; — nt;co — t) - (—nt; —t) = 0. Z vySe uvedeného ziskdme soustavu
rovnic ¢y = 2t, ¢ + by = 2nt, ¢y = t(n? + 1) — ¢yn. Jejim vyfeSenim dostaneme B [t(”i—ﬂ), 0],
C[W_—l); Qt}.

Body B, C' museji byt miizové, to nastane, pokud n | ¢ nebo n | n? — 1. Druhd moZnost nikdy
nenastane, protoze n {(n — 1)(n + 1). Plati tedy, Ze ¢ = n, nebo t = 2n, nebo t = 3n, atd. Napf.

pro t = n médme B[n? + 1;0], C[n* — 1;2n).

(a)cl =5,c0=12,b=13,(b) c; = 21, ¢ = 20,b =29, (¢c) ¢; = 45, ¢y = 28, b = 53,
(d e =n?>—4,¢co=4n,b=n%+4.

@(a)cl =7, =24,b=25(b)c; = 16,co = 30,b = 34, (¢c) ¢; = 40, cg = 42, b = 58,
(d)c; =55,c0=48,b="T73,(e)c; =n%? -9, cy = 6n,b=n?+09.
clzuz—vz,cgzmw,b:uz—l—v?.

V rovnoramenném trojihelniku ABC' z pfedchoziho cvi€eni, kde A|[0; 0], B[b; 0], C|cy; ca),
AB| = |AC| a odtud b* = ¢;% + c»%. Soufadnice b, ¢y, ¢, bodd B a C jsou tedy Pythago-
rejskou trojici.

plati

Nisledujici tvrzeni jsme odvodili za pfedpokladu, Ze D(u,v) = 1. Ctendf si lehce dokéZe, Ze tato

podminka neni nutna.

Tvrzeni 2.3: K libovolnym u,v € N a u > v najdeme Pythagorejskou trojici a, b, ¢ takto:

a=u?—12v%b=2uv, c=u®+ 0%

Je-li navic D(u,v) = 1, popisuje tvrzeni 2.3 vSechny primitivni Pythagorejské trojice, tedy
takové, Ze a, b, ¢ jsou nesoudélnd (viz napt. Davydov, U. S., Znam, S.: Teéria Cisel. SPN,
Bratislava 1966).

Cviceni 2.6

Obsah trojihelniku OPR je podle tvrzeni 2.1 ddn vztahem |[AOPR| = %|ps — rq|. Tedy

podle geometrické interpretace ze cviceni 2.3E dostdvame d = %, kdep,q,r,s € R,
p—r q—s

P # R.
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a; as 1
Ulohu fesime stejné jako dlohu A. [AAPR| = 11p ¢ 1| = Yaig + ps + asr — qr —
r s 1

la1 (g=s)+az(r—p)+ps—qr|

—agp — say|. Tedy d = N T

(Obr. 6.) Obsah trojihelniku BCT vyjadiime jako
[BAY1 Obsah trojhelniku ABC je 251,

Usetka Ty A je té7nice, tedy |TTy| : [TuA| = 1 : 3,
atedyiwv; : v =1 : 3. Z toho plyne, 7Ze |[AABC| =
= 3|ABCT|. Podobné pro |AABT| a |AACT|. Tedy
|AABC| = 3|AABT| = 3|AACT| = 3|ABCT|.

@ Nutnd a postacujici podminka pro to, aby pro dané dva
body A, B existoval bod C tak, aby |[AABC| = %, je
D(b—1,b—2) = 1. To plati pro kazdé b € Z. Pro nalezen{

Obr. 6
vSech bodlii C' vyuZijeme vzorec pro obsah trojihelniku.
b—1 b—2
Tedy plati | | = 1. Body C lezi na dvou
C1 Co
rovnobézkach s pfimkou AB a lze je popsat takto:
Ci[14+t(b—1);1+t(b—2)], Co|-1+t(b—1);—14+t(b—2)],t € Z.
Jsou dany body O = [0;0], A = [—b;a]. Najdéte vSechny body B = [z;y] tak, aby

|AABO| = L.
[F|D[V3 —4;,—/3 + 2]

Reseni 1: Bod C' [2; ¢] je stfed dseCky BP, proto ¢ = —%. Pfimym vypocltem dostaneme
|AB| = V/5, |BC| = Y7, |CA| = 2, v, = 2. Odtud plyne, Ze obvod trojihelniku ABC je
V5 + Y18 3 jeho obsah je 2.

Resenti 2: Sestrojime body B'[—2; —1], C'[2; —2]. Pak je trojihelnik ABC obrazem trojihelniku
AB'C’ ve stejnolehlosti se sttedem A a koeficientem k = % Obvod trojihelniku AB’C” je roven
v/20 + /17 + 3 a jeho obsah je 6. Tedy obvod trojiihelniku ABC je roven % obvodu trojuhelniku
AB'C', tedy /5 + @, a obsah trojihelniku ABC' je roven 1 obsahu trojihelniku AB'C’,
tedy 3.

@ K trojihelniku ABC' sestrojime trojihelnik AUW s nim stejnolehly podle stiedu A tak,
Ze bodem U vedeme rovnobézku s P(Q) a jeji prisecik s pfimkou AV je hledany vrchol

W. Lehce zjistime, Ze W0;5]. Ted zjistime koeficient stejnolehlosti. Polopfimka A(Q protne
piimku UW v bodé @)'[6; 3]. Protoze |AQ'| = 3|AQ)|, je koeficient stejnolehlosti £ = 3. Tedy
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obvod trojihelniku AUW je 10 + /10 a je roven trojndsobku obvodu trojihelniku ABC.
Obsah trojuhelniku AUW je % a je roven devitindsobku obsahu trojihelniku ABC'. Odtud

o(AABC) = V10 4 |NABC| =

m Sestrojime miizovy trojuihelnik podobny s trojihelnikem ABC'. Naptiklad trojihelnik PQ).J,
kde P[4; —1], Q[6; 2]. Podobnost trojihelniki ABC' a PQ)J vyplyva z rovnobéznosti AB || PQ,
BC || QJ a AC || PJ. Je tedy |APQ.J| = 6. Tedy koeficient k& podobnosti je ddn vztahem
Bk =6. Odtud k = 2. Délky stran trojﬁhelm’ku PQJ jsou |PQ| = |PJ| = /13, proto
|AB| = |AC| = |QJ| = 4, proto |BC| =

12’

Cviceni 2.10

Dokresleme bod D[2; —1], soumé&rny s B podle osy z. Trojuhelnik CO D je ziejmé pravouhly
rovnoramenny s pravym thlem u vrcholu D. Tedy | AOB| = |4 AOD|a|q AOB|+|4 AOC| =
= |9 AOD|+ |9 AOC| = |9 DOC| = 45°.

Do ctvercové sité zakreslime novou sit, jejiz linky budou dany vektorem « a vektorem na
n&j kolmym. Velikost strany ¢tverecku nové sité bude rovna |i|. V této nové siti vyznacime nové
mifZové body a pak jiz lehce zakreslime trojihlenik A’B'C” (obr. 7a). ReSenim je napt. A'[3; 0],
B'[7;2], C'[4;8].

Cl
R
|
| .
| i X
ol 1] A ,
| B C ¢
A1 o P
AT T B A p A7
(a) (b) (©)
Obr. 7

Ulohu budeme fesit podobné jako predchozi tilohu, tentokrat viak strana AC' neleZi v lince

pivodni sit€. Zaméiime se tedy na trojihelnik AC'X (obr. 7b) a najdeme trojihelnik jemu

podobny. Tim najdeme novou miiZovou sit.

Hleddme tedy vektor i (obr. 7¢) a vektor j” na n&j kolmy a se stejnou délkou. Ulohu miizeme
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fesit experimentdlné, tj. tak, Ze vezmeme néjaky vektor, napf. 3’(3; 1), naneseme jej dvakrat od
bodu A’, &m7 dostaneme bod X”, a déle pak jedenkrét vektor ;' a zjiStujeme, zda se do stejného
koncového bodu dostaneme i pomoci celo¢iselného ndsobku vektoru . Tento zpisob vSak miiZe

byt dost pracny. MliZeme postupovat i vypoctem.

Oznac¢ime-li soufadnice hledaného vektoru ;’(3:; ), pak pro bod C’ plati C" = A’ + ti. Soucasné

plati ¢/ = A’ + 27 + j'. Tedy ti = 27 + j' a v soufadnicich £(3;2) = 2(z;y) + (—y; ).
2t

- oo g’
y = L. Stalivzitt = 5 amame ¢'(8; 1). Pro dal§i t = 5k bychom dostali dal3i vektory 7'. ReSenim
je napi. A’ = A, B'[22;19], C'[15;10].

Dostaneme soustavu rovnic 3t = 2z — vy, 2t = 2y + x. Jejim vyfeSenim dostaneme = = 2t —

[D| Necht je ddn mii7ovy pravothly trojihelnik ABC (obr. 8a) a m-vektor 17i(m1;ms), ktery

udava smér, v némz ma lezet strana A’C” trojihelniku A’ B’C”’ podobného s trojihelnikem ABC'

Vv

(obr. 8b). Jednotkovy vektor nové miizové sité oznacime i(u; v), vektor na n&j kolmy je @' (—v; u),
u,v € Z. Bod C’ vyjadiime jako C' = A’ + sm, s € Z a soucasné jako C' = A’ + ku + .
PrepiSeme-li tyto vztahy do soufadnic, dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych u, v,

s parametrem s (Cisla &, [, my, ms zndme): smy = ku — lv, smy = kv + lu. Jejim feSenim jsou
s(mik+mal) _ s(mok—lmq)
k2+l2 ) v = k.2+l2

existuje vzdy.

Cisla u = . Zvolime-li s = k2 + [2, budou &isla u, v celd. Tato volba

C c’
K m A
A Lk B Ag © B’
(a) (b)
Obr. 8

Je to trojihelnik OCD, kde (a) C[1;—1], D[2;1] — aZ na shodnosti je to jediné feSent,
(b) C'[2; 1], D[1; 1] nebo C'[3; 1], D[2; 0] nebo C'[4; 2], D[2; 2] — jina feSen{ aZ na shodnosti neexis-
tuji. Z4k objevuje tato feSeni metodou pokus-omyl, my zndme vétu o pomérech stran podobnych

trojihelnika.
Vyuzijte zpisobu feSeni dloh B-D. Vysledek: A3[4; 3], A4[9; 13], A5[7; 24], Ag[—3; 79].

Bod C' najdeme jako vrchol trojihelniku O DC, pro ktery plati: Bod D leZi na polopfimce
OB a AOX B je podobny AODC (obr. 9). Z danych podminek vyplyva B = O + byi + byj,
D=0 + bl(bla bQ) aC=0 + bl(bh b2) + bg(—bg, bl) Po lipravé mame C[b% — b%, 2b1b2]

@ Je. Opét uzijeme mySlenku rovnoramenného trojihelniku. Oznadime @ = A — O,
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b=B-0a najdeme m-body A’ = O + nad, B’ = O + mb tak, Ze A’B’ je kolmd na OB. Pak
najdeme bod C' = B’ + (B’ — A’). Protoze A’, B’ jsou m-body, je i C' m-bodem. V rovnoramen-
ném trojihelniku A’OC' je OB’ vyskou na zakladnu A’C'. Odtud plyne, Ze polopiimka OB je
osou thlu COA’. Musime jesté dokazat, Ze pozadovana ¢isla m, n existuji. To se lehce nahlédne:
(n@ —mb)-b=0,tedy n = b-b, m = a- b. Zbyva ukdzat, Ze je FeSeni spravné i v pfipadg, 7e

uhel vektort @, b je pravy nebo tupy, coz pfenechdme ¢tenafi.

@ (a) Na polopiimce OA sestrojme bod A’ a na po-

lopfimce OB bod B’ tak, aby |OA'| = |OB’|. Pak Cley; ]
bod C' lze sestrojit jako stted C' = A" — ¢ — B’, nebo
jako ¢tvrty vrchol kosoétverce A’‘OB'C. Body A" a B’
najdeme napf. tak, ze A’ = O + |OB] - OAaB =
=0+ |0A|- @ Dostavame tedy Didy; dy)

W+ By a0
B'[biy/a} + a%;byn/a? + a3l J

o [al\/bmg;bl /a2 +a? o2 \/b%+b§w;b2 \/a%+a%} _ ol 7 X[b1;0]

(b) Nelze. Zvolme naptiklad a; = 1,a5 = 0,01 = by =

= 1. Podle vysledku cvi¢eni G m-bod C'[cy; cs] pak lezi Obr. 9

na ose thlu AOB, pravé kdyZ bod [¢3 — c3; 2¢1co] lezd

na polopiimce OB, tj. pravé kdyZ ¢? — 3 = 2c;co, tedy

(c1 — ¢2)? = 263, 1. |e1 — 2| = |ca| - V/2. Je ziejmé, Ze tato rovnice md v oboru Z pouze trividlni
reSeni.

Protoze 0° < o £ 180°, je sina = 0. Proto je sina = v/1 — cos? . PouZijeme vztah (2.1),

—
U

str. 32: cosax = —
|-

=72 2121312 — (i7-37) 2
Mime 1 — C082 a=1-— ‘g‘lzv‘%)lz — |@]%-]0]% — (u-v)

Odtud

(u3+u)-(vi+vd)—(urvituz-va)® _ (urva—up-wi)?
B |]2-[0]2

EECEE— [l o1
Uy - vg — uy - vy

VuZ +ud - /v + vl

Pomoci vztahu (2.1) a vysledku tlohy J dostaneme tg p = larba—azbr| kdyz a;1b; + asby #

a1b1+azb2

# 0. Pro a;b; + asby, = 0 neni hodnota tg ¢ definovéana (p = 90°).

sino =

(a+b) Vychodiskem pro vSechny dlohy hledané série bude nasledujici dloha pro oo = 60°: Je
dan rovnostranny trojihelnik AM C'abod B, ktery lezi na polopiimce AM . Znate-li v trojihelniku
ABC délky stran b = |AC| a ¢ = |AB), zjistéte délku strany a = |BC|.

Konkretizaci ¢isel b, ¢ dostaneme z dané obecné ulohy ulohy jednodussi. Napiiklad zaéneme
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¢tvefici numericky danych dloh (b,¢) = (6,3), (6,5), (6,12), (6,1). Pvni a tieti zadani vede
je druhé zadéni, které je k nému ,,symetrické. Pro slabsi Zaky je vhodné k ulohdm nakreslit

1 obrazek.

V sérii tloh pokracujeme pomoci mySlenky uvoliiovani parametru. Fixujeme jen jedno z ¢isel
b, c. Naptiklad polozime b = 6 a ¢ nechame nekonkretizované. Reseni a®> = 36 + ¢® — 6¢ je
zobecnénim pfedchozich Ctyf zadani. Pak poloZime b = 7 a Zaci najdou druhé ¢aste¢né obecné

feSeni a? = 49 + ¢* — 7. Pak jiz miizeme dét Zdkim fesit pGvodni obecnou dlohu.

(c) Postupujeme analogicky jako v pfipadé o = 60°. Zde pro kazdy z Ghli o = 30°,45°, 120°, 135°
a 150° uvedeme pouze vychodiskovou dlohu.

Uloha: (o = 30°) Je ddn rovnostranny trojihelnik ANMC' a bod B, ktery leZ{ na polopiimce AN,
kde N = M — e — C. Znite-li v trojihelniku ABC délky stran b = |AC|ac = |AB
délku strany a = |BC|.

[Reseni: a> = b? + ¢® — bey/3]

, Z]istéte

Uloha: (a = 45°) Je déan &étverec AMCD a bod B, ktery leZi na polopiimce AM. Znate-li
v trojihelniku ABC délky stran b = |AC| a ¢ = |AB], zjistéte délku strany a = |BC/|.
[Resent: a2 = b2 + ¢ — bev/2]

Uloha: (v = 120°) Je dan rovnostranny trojihelnik AMC a bod B, ktery leZi na polopifmce
opacné k poloptimce AM. Znate-li v trojihelniku ABC délky stran b = |AC| a ¢ = |AB|,
zjistéte délku strany a = | BC/|.

[Resent: a® = b2 + 2 + bc]

Uloha: (o = 150°) Je ddn rovnostranny trojihelnik AMC' a bod B, ktery leZi na polopiimce
opacné k poloptimce AN, kde N = M — e — (. Znate-li v trojihelniku ABC' délky stran
b=|AC|ac=|AB|, zjistéte délku strany a = |BC/|.

[Reseni: a® = b? + ¢® + bey/3]

Uloha: (o = 135°) Je dan &étverec AMCD a bod B, ktery leZi na polopiimce opaéné k polo-
piimce AM. Znéte-1i v trojdhelniku ABC délky stran b = |AC| a ¢ = |AB], zjistéte délku strany
a=|BC|.

[Resent: a2 = b2 + ¢ + bey/2]

[M|Proa = 15°jea2:b2+02—bc% aproa:75°jea2:b2—|—02—bc\/\%1.

Prislusny utvar je konvexni pétithelnik ABCDE, pro ktery ABCFE je ¢tverec a CDE je
rovnostranny trojihelnik. Zde |4 BAD| = 75° a | DAE| = 15°.

Dile pro o = 18° je a? = b+ ¢® — be~ ‘:’E/g,proa =T72°jea’ = b2—|—c2—bc@,pr0a = 36°
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jea? =b*+c* —be ‘[“ aproa = 54°je a® = b* + ¢* — beY f . PFislugny ttvar je pravidelny
pétithelnik ABCDE doplnény o bod ' = A — e — E. Pro tento utvar plati | ACF| = 18°,
19 BAC| = 36°, |9 BOF| = 54°, |3 EAC| = 72°.

Vysledky jsou v tabulce.

o__ T o__ T o __ T o __ 3w o __ 2w o __ bmw
cosq | VELL V545 V541 V5-/5 V5-1 V3-1
NG /8 4 \/8 4 V8

tga | 2—V3 \/5‘2“5 5—25 \/5+§“5 5+2V5 | 2++3

Cviceni 2.14

(a)t1:13t2:_1’t3: 16’t4: 17’(b)t1_0 t2_2 (C)tl_o t2:387t3_1,

— 23 __ 32
t4——— t4—1—7

CI[%_bz\f b2+b1\f} 02[%+62\/§;b2_b15/§].

2 72 2 72
(a) Existuji pravé tii fesent: C;[v/11; —3], Cy[—+/11; —3], C5[4, —3].
(b) Pii oznaleni jako u feSeni tdlohy B mame: C)[v25— d%d], Co[—v/25— d2;d],
O34+ /(8 —d)(2 + d); d], Ca[4 — /(8 — d)(2 + d); d], C5[25%; d]. Body Cy a Cy jsou pri-
se¢iky ptimky m s kruznici ki: 22 + y*> = 25; C3 a Cy jsou prise¢iky pifmky m s kruznici
ko: (z —4)2 + (y — 3)? = 25 a Cj je prisecik riznob&zek m a o: 8x + 6y = 25.

Musime vyloudit dva ptipady. Za prvé piipad rovnostranného trojihelniku. K tomu si nejdiive
najdeme soufadnice priseéiku { D} = k; Nk, toho, jehoZ druhd soufadnice je zdpornd. Vypoctem
zjistime D[2 + £ - v/3; 2 — \/12]. Ové&fime, Ze z bodd C; se bodu D mohour rovnat body Ci,
C5 a (5. Za druhé musime vyloucit pfipad, kdy bude vysledny bod leZet na piimce AB. To
nastane pouze pro d = —3, kdy bude priseéikem piimky m a kruznice k; bod E[—4; —3]. Tento
bod se mize rovnat pouze bodu 5. Nakonec vezmeme v tvahu, pro jakd ¢isla d jsou vyrazy

v soufadnicich bodt C; definovany, a dostaneme diskusi v tabulce dole.

parametr reseni pocet Feseni
dc(Q-V12.0) | Ci Gy CaCi G 5
d=3-+12 Ca, Cy 2
dc (_27% - \/ﬁ) Ch, Cy, Cs, Cy, Cs 5

— 9 C1, s, C3 = Cy, Cs 4
de (-3,-2) C1, Oy, Cs 3

—_3 Cy, Cs 2
d e (—5,—3) Cy, Cs, Cs 3
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d= -5 Cy, =0, Cs 2
de (—OO, —5) Cs 1

(c) Pfi oznaleni jako u feleni tlohy B mdme ki(A, |AB|): 22 + y*> = b? + 4, ko( B, |AB|):
(x—b1)2 4+ (y — 2)> =02 + 4, 0: 2byx + 4y = b3 + 4.

Priseciky kruznice &y s piimkou m jsou body Cio[£+/03 + 4 — d?;d).

Priise¢iky kruZnice ko s pfimkou m jsou body Cs 4[by + /b3 + 4d — d?; d].
b2+4—4d d]
2b1 )

Dulezitou roli hraje téZ prisecik kruznic k; a ko, ten, jehoZ druha soufadnice je kladna. Je to bod
Bl —V31+% V3]

Pocet feSeni dlohy zavisi na hodnoté parametrti b, d. Diskutujme nejprve parametr b, .

Prisecik piimek o a m je bod C5|

1. by = 0. Pfimka AB je kolma na pfimku m.

parametry reSeni pocet FeSeni
de (0;1)U(1;2) | C1, Cy, Cs, Cy 4
d=1 Clu;1],u € R — {—+/3,0,v/3} | nekone¢né mnoho
de (2,4) Cs, Cy 2
d € (4,0) 0
2.b = % Pifmka BE je rovnob&Zzna s pifmkou m.
parametry feSeni pocet FeSeni
d€{(0,1)U(1,2) U (2 5)} | Cr. Ca, Gy, Ca, G
d=1 C, Cy, C3, Cy 4
d=2 C3[2v/3;2] 1
d= \/ig Cr =05, C3,Cy, Cs | 4
de (\%,4) Cs, Cy, Cs 3
d=14 Cy, Cs 2
d € (4, 5+13) Cy, Cy, Cs 3
d = 63 Cy = Cy, Cy 2
d € (B3 o) Cs 1
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3. b, = 2v/3. Bod E[0; 4] leZi na ose y.

parametry reSeni pocet iFeSeni
de{(0,1)u(1,2)U(2,4)} | C1,Cs,C3,Cy, Cs | 5
d=1 Cy, Cy, C5, Cy 4
d=2 Cy, Cs, Cy, Cs 4
d=14 0
d e (4,6) Cs, Cy, Cs 3
d=26 C3=Cy, Cs 2
d € (6,00) Cs 1
4.0 < by < 2V/3.
parametry feSeni pocet FeSeni
d=1 C1, Cs, Cs, Cy 4
d=1+ by C1, Cs, Cs (nebot E = Cy = Cy) | 3
d=2 Cy, Cs, Cy, Cs 4
d € (0,/b} + 4) kromé ti{ vyse | C1, Cy, Cs, Cy, Cs 5

uvedenych hodnot parametru d

d=14 Cy, Cs (nebot C5 = G) 2
d=\/b}+4 Cy =y, Cs,Cy, Cs 4
de (Vbi+4,2+ /12 +4) Cs, Cy, Cs 3
d=2+/bI+4 Cy = Cy, Cs 2
d € (24 /b3 +4,00) Cs 1
5.01 > 2V/3.
parametry resSeni pocet FeSeni
d=1 Cy, Cy, C3, Cy 4
d=1+ Y3 Cy, Cs, C5 (nebot E = Cy = Cy) | 3
d=2 Cy, C3, Cy, Cs 4
d=4 C1, Cy, Cy, Cs (nebot’ Cs = G) 4
d € (0,4/b?+4) krom& &yt | Cp, Oy, Cs, Cy, Cs 5
vySe uvedenych hodnot parame-
tru d
d=+/b?+4 Cy =y, Cs,Cy, Cs 4
de (Vbi+4,2+ /b2 +4) Cs, Cy, Cs 3
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d=2+ /b3 +4 Cy =Cy, Cs 2
d € (24 /b3 +4,00) Cs 1

[ D] Situace je naértnuta na obr. 2.8, str. 36. Zfejmé je

kiza? 4+ 9% = b3+ b3 kot (v — by)? + (y — bo)* = b + b2 miy = d.

Neni piili§ t€Zké najit soufadnice vSech bodl vyznacenych na obr. 2.8.

E[b1+g2\/g. bZ*bl\/g]’ F[bl boV3. b2+b1f]

Stied S[%; 2] je stfed Gsecky AB.

272
Cra[E/b3 + bg — d?; d] jsou priaseciky ptimky m s kruZnici k;,

Cs.4[b1 £ /b3 — d? + 2dbs; d] jsou priseciky piimky m s kruznici ks,
@[M d] je prisecik pifmky m s pfimkou EF'.

jsou pruseciky kruznic k; a ks.

V obecném piipad€ ma dloha pét feSeni (', . .., C5. V péti specidlnich pripadech je pocet feSeni
jiny. Celkovy prehled davé tabulka. Piipad 6 je obecny.

Podminka
Geometricky Analyticky Reseni Pocet
AB 1L mASem | by =0Aby=2d v§echna C' € mkromé F, F, S | oo
AB L mAS¢gm | by =0Aby#2d C,Cs,C3,Cy

ABlm/\EEm bl?éO/\bQ_b]_\/gZQd 02,04,05

AB Y mAFem | by #0Aby+bv/3=2d | Cy,Cs,Cs

ABJ_m/\SEm b17é0/\b2=2d 01,02,03,04

NN | B |W|IN| -

ABJ/_TI’L/\EQ/WL b17é0/\b2—b1\/§7é2d 01,02,03,04,05

NN || W W&~

F%m/\Sme b2+bl\/§7é2d/\bg7é2d 01,02,03,04,05

(a) Bod C bude lezet na prise&iku kruznice k(B, |AB|): 22 + y* = a? + a3 a pifmky m.

Dostdvame tedy soustavu rovnic. Dosadime-li za y = 3x — 10 do rovnice kruZnice, mdme
100— al ai 2a2+2a3—20

kvadratickou rovnici z© — 6x + =

= 0. Jeji diskriminant je D =

Je-li D < 0, tj. kdyZz a? + a3 < 10, rovnice nem4 feSent, a tedy ani bod C' spliiujici podminky

tlohy neexistuje. Je-li D > 0, j. kdyZz a2 + a2 > 10, ma rovnice dvé riizn4 feSeni, a tedy existuji

dva body C:
Chof3 4 (/D — ;43 /e 1 ],

Je-li D = 0, tj. kdyZ a? + a2 = 10, m4 rovnice jedno feSeni, a tedy existuje jediny bod C[3; —1].
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(b) Z podminky |AB| = |BC| plyne (¢; — b1)? + (ca — be)? = 12, kde r = |AB|. Z podminky
C € mplyne fc; + gco = h, tj. co = % (pfedpokladame, Ze g # 0; piipad g = 0, f # 0 je

analogicky). Po dosazeni do horni kvadratické rovnice mdme

h — )
(1 —b1)* + ( ngI - b2)2 =7r* .

21+ (5)2) e (b + @) el ‘gb29)2 2o

Vyjadiime diskriminant kvadratické rovnice:

D =PIy (g (R )

Je-li D > 0, dloha ma dvé riizna feSent, je-li D = 0, dloha ma jediné feSeni (v tomto piipadé je

s v 2

pfimka BC' kolma na pfimku m) a je-li D < 0, tiloha nema zZadné feSeni.
(a) Pro bod W plati |[KW| =5aW € p, tj. u> + (v — 3)? = 25 au — 2v = 4. Soustava
rovnic ma dvé feseni W,[0; —2], Ws[4;0].

(b) Podobné jako v (a) dostaneme soustavu dvou rovnic u? + v? = 49 a au + bv = 1. Jejich

feSenim jsou dva body

[a by/49(a?+b2)—1 b+aw/49 a?+b?)— } [a+b\/49 (a2+b2)—1 b—a/49(a?+b%)— 1}

a? +b2 a? +b2 a? +b2 a2 +b2

a pfitom v pifpadé 49(a2 +0?) > 1, body Wy, W, existuji a jsou rizné; pokud 49(a® + b?) = 1,
body Wy, W, splyvaiji do bodu W[5 il +bQ] pokud 49(a? + b?) < 1, body W, W, neexistuji.
(c) Tentokrat dostaneme tuto soustavu feSeni: (u — m)? + (v — n)? = d?, au + bv = 0. Jejim
reSenim jsou body

Wilb(bm — an) + by/d? — (am + bn)?; a(an — bm) — a\/d? — (am + bn)?],

Walb(bm — an) — by/d? — (am + bn)2; a(an — bm) + ar/d? — (am + bn)?],

pritom nastdvaji tfi ptipady:

1. |d| > |am + bn|, body Wi, W, existuji a jsou rizné,
2.|d| = |am + bn|, body Wi, W, splyvaji, feSenim je jediny bod W [b(bm — an); a(na — mb),
3.|d| < |am + bn|, body Wy, W5 neexistuj.

Nejdfive vhodnym zpisobem zvolime soustavu soufadnic tak, aby A[0; 0] a pifimky p, ¢ byly
rovnob&zné s osou x. Necht' p: y = b, ¢: y = c. Pak budou mit hledané body soufadnice B|b; b],
C'e1; ], pti€emZ &isla by a ¢; hleddme a Cisla b, ¢ zndme. MiZzeme vyuZzit vysledkd cvieni B,

kde jsme zjistili vrcholy rovnostranného trojihelniku, pokud bod A lezi v pocéatku soustavy

nW3.b , biV3
T2 72+1T}

} . Vezméme bod C';. O ném vime, Ze C; € ¢, tedy jeho druhd soufadnice

soufadnic. Jestlize B[b;; b] je bod na pifmce p, pak podle tohoto cviceni je Cy [%1
2

2 72 2
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bl\[

je dané Cislo c. Tedy g =c .0 =

Ulohanemdprob=c=0,tj. Acp=gq zadné feéenl’ pro b = ¢ # 0 ma jedno feseni B [% b} ,
:| Cl[c 2b. :| Bg[b 2c. b:| 02[213 c. j|

@ Necht je bod X|[z¢;yo] bodem piimky p takovy, Ze piimka AX L p. Vzdalenost bodd
Alaq; asl, X je hledand vzdélenost bodu A od pfimky p. Ze vztahu AX | p plyne:

C [—\/%; b| a pro ostatni piipady dv& feSeni B, [

(a1 — o5 a9 — yo) = ]f(aé b)'

Ze vztahu X € p plyne azy + byy + ¢ = 0. Odtud

_aay +bay+c
a4
! + bay + |aay + bas + |
aay as + ¢ aay Az - C
AX| =kl - (a:b)] = | ————= | . Va2 + b2 = .
AX] = K] (as)] = | P2 v —

m Uvedend implikace plati pouze v pfipadé¢ d = 2r, tj.

w = 90°. Je-li d # 2r, pak pro bod W5 leZici na kruznici &’ Wi
soumérné s kruznici k podle piimky AB plati 2r sinw = d,
ale W5 ¢ k (obr. 10). k

Ulohu upfesnime. Budeme hledat dva m-body A[ay; as),
Blby; by rizné od pocatku O tak, aby bylo ¢ = [ AOB| =
= 30°, nebo alesponi aby ¢ se od 30° liSilo co nejméné.
Kazdé dvojici m-bodi A, B piifadime ¢islo F'(A, B) =
= |30° — | vyjadfujici odchylku velikosti thld 30° a .

Protoze hodnotu thlu ¢ potfebujeme vyjadfit pomoci sou-
fadnic bodi A a B, bude rozumné nejprve upravit funkci
F'. Pfi tom ndm jde pouze o chovéni této funkce pro ¢
blizka k 30°, tj. o to, kdy F'(A, B) je ¢islo blizké k nule

nebo pfimo nula.

Ukézeme, Ze F'(A, B) nemiZe byt nulou, ale mtiZe nabyvat Obr. 10
hodnoty libovolné blizké k nule. Hodnota |30° — | je blizka

k nule, nebo nulova, pravé kdyz

‘ tg 30° —tgp ’

tg [30° —
gl ol = 1+tg30°tgp

je blizky k nule, nebo nulovy. To nastavd, pravé kdyz hodnota |tg 30° — tg | je blizké k nule, nebo
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nulova. Protoze tg 30° = \/Lg je Cislo iraciondlni a tg ¢ podle cviceni 2.10K je ¢islo raciondlni,

nemuze byt tg 30° — tg ¢ = (. Ptdme se, jakou nejmensi hodnotu funkce F' nabyva, tj. hledime
min F'(A, B). Ukdzeme, Ze F (A, B) muze byt libovolné& blizké k nule.
Pro jednoduchost volime B = [1;0] a mé&nime pouze bod A, ktery oznacime A[z;y]. Jak fe¢eno

vySe, funkci F' mizeme nahradit funkci f definovanou vztahem

x—yV3

fla,y) = |L -2|= ’x—\/ﬁ"

V3 oz

Vyraz
2?2 — 3y?

$(x+y\/§)\/§‘

bude maly, kdy?Z ¢itatel bude maly a jmenovatel velky. ProtoZe z, i jsou celd &isla, je i 22 — 3y?

fla,y) =|

&islo celé. Tedy |x? — 3y?| je nejmensi, kdyZ je rovno ¢&islu 1. Hledejme tedy z, y tak, aby bylo
2% — 3y = 1.
Na feSeni této rovnice pouZijeme pocita¢, nebo nalistujme v ucebnici teorie ¢isel heslo Pellova

rovnice. (John Pell 1611-1685, anglican). V prvnim piipadé ziskame sérii feSeni:
(x,y) = (2,1),(7,4),(26,15), (97,56), (362,209), (1351, 780), . . .

V druhém piipadé najdeme rekurentni formuli: Kdyz (z, y) je jedno feSeni Pellovy rovnice, pak

(2x 4 3y, x + 2y) je dals{ jeji feSeni. Lehce zkontrolujeme, Ze je to pravda.

Maiame tedy ndstroj na hledadni stdle lepsi aproximace. Funkce f nenabyva svého minima, ale

muZe nabyt hodnoty mensi nez kterékoli kladné ¢islo. Jinak feceno, 0 je infimum funkce f, a tedy
1 funkce F'.

Posloupnost bodl A, [2; 1], Ay[7; 4], A3[26;15], A4[97;56], A5[362;209], Ag[1351;780],... ur-
¢uje posloupnost thli g A;OB, g A;OB, . . ., které s rostouci piesnosti aproximuji tihel 30°. Vy-
pocet da tyto hodnoty stupiid (zaokrouhlené na miliontiny) pro F'(A;, B): 3,434949, 0, 255119,
0,018361, 0,001318, 0,000095, 0, 000007,. . .

Poznamka: Posloupnost aproximaci byla popsdna rekurentné. Lze ji popsat predpisem? VyieSeni

této otazky je dobrym vstupem do problému 2.15.

Predpoklddejme sporem, Ze existuje rovnostranny miizovy trojihelnik ABC'. ProtoZe je to

trojuhelnik miiZovy, je jeho obsah Cislo tvaru g, kde k£ € N. ProtoZe je to trojihelnik rovnostranny,
2 2

je jeho obsah M. Tak dochazime ke sporu: % = W (vlevo je ¢islo raciondlni, vpravo

Cislo iracionalni).
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Kapitola 3

Cviceni 3.2

Vysledky jsou v tabulce.

rovnici dvojici bodil bodem a vektorem
(@ | z+T7y—20=0 | napf. A[—1;3], B[6;2] | napt. A[—1;3], 7= (7;—1)
(b) | 3z —by +2=0 | napt. U[0; 2], V[—2;0] | napt. U[0; 2], ¢ = (5;3)
(¢) | 3z — 4y — 18 = 0 | napt. P[2; —3], Q[6;0] | napt. P[2; —3], p'= (4;3)

Staci popsat tfi pfemény zadani pfimky: rovnici — dvéma body — bodem a vektorem —

— rovnici. Je-li ddna rovnici, najdeme dvé jeji rliznd feSeni a mdme dva body. Je-1i ddna dvéma

body, najdeme smérovy vektor pfimky jako rozdil bodl. Je-li ddna bodem () a vektorem p =

= (u;v), pak rovnice této pfimky mad tvar vz — uy + ¢ = 0, kde ¢islo ¢ najdeme dosazenim bodu

() do dané rovnice.

(a) Daji. (b) Pfimky rovnobéZzné s osou y se nedaji, vSechny ostatni se daji. (c) Pfimky

prochézejici pocatkem nebo rovnobézné s nékterou ze souradnicovych os se nedaji, vSechny

ostatni se daji.

D@y |pAKep:p x+Ty+4=0;p ={[3;—-1] +t(-7;1);t € R},
¢ gNK eqsq 3z —by—14=0:q¢ ={[3; 1] + t(5;3);t € R},
rrANKer;r:3x—4y—13=0;7" ={[3; 1] + t(4;3);t € R}.

®) ky LpAK € ks ky —Tz+y+22=0; k, = {[3; —1] + ¢(1;7);t € R},
ky LgNK € kg kg b+ 3y —12 =05k, = {[3; —1] + ¢(3; =5);t € R},
k. LrANK €k kdr+3y—9=0;k ={[3;—1] +t(—3;4);t € R}.

[E|1. (i) Necht p: az + by + ¢ = 0, (a,b) # (0,0), ¢: ex + fy+g =0, (e, f) # (0,0),
opllqge(a;b) =k-(e;f).k €R;  nebo oqu@‘
ep lgs(a;b)=1-(—f;e),l Ry
1. (i) Necht p: y = b1z + q1, ¢y = kax + q2. Pakp || g & k1 = khap L g & Ky =

2.p=KL,q=UV,K# L U#V,
epllgeL—-—K=k-(V-U),keR.
oaLb@ﬁ-U—l}ZO.

b
“ =0,t.af = eb.
e f

— T

op Ll gs(ash)-(ef)=0,t.ae+bf =0.
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3.p={P+tpite R}, q={Q+sq¢,s € R}, p,d# 0.
epllgep=k-4keR.
eplgep-g=0.

Cviceni 3.6

Rovnici pfimky ¢ vyndsobime ¢islem V/2. Dostaneme q: V2 — \/gy +v2=0a plati
32+ 12 = (V22 + (W8)% Tedy u: 3+ V2)z + (1 — 8y — (2 —V2) = 0,
v: (3—V2)z+ (1+V8)y—(2+V2) =0.

Stac¢i ukazat, Ze normdlové vektory piimek u, v jsou na sebe kolmé, tj. Ze jejich skaldrni
soucin je roven 0: 71, = (a + d;b+¢), 1, = (a — d;b—e€), a®> +V* = d* + €%, 7, - 1, =
=(a+d)(a—d)+ (b+e)b—e)=0.

[C|Dvé feseni: 22 +y — 15 =0,z — 2y — 5 = 0.
| D | Napiiklad z cos ¢ + ysin ¢ = 0, kde ¢ € (0°;180°).
Chceme, aby pro koeficienty @ a b v rovnici pifimky az + by + ¢ = 0 platilo a® + b* = 1.

(a) Pro p: x + Ty — 20 =0 platf 12+ 7 = 50 tj. vydélime obé& strany rovnice ¢islem /50
a dostaneme —Z= + \ﬁ = \ﬁ Ztoho r = K, cosp = \/1?0 asing = \/L?o’ tedy tgp = 7
a o = arctg 7. Tedy p: z cos ¢ + ysin ¢ = r, kde ¢ = arctg 7, = /8. Ostatni podobné.

Vysledek: (b) ¢: x cos p + ysinp = r, kde p = 180° — arcsm(\/‘%) r= \/%74,

18

(c)r:xzcosp +ysinp =, kdeg0—360°—arcs1n(5) =<,

Zobecnim uvahy z pfedchozi dlohy. Rovnici pfimky p vydélime ¢islem v/a? + b? a dostaneme

a b _
Va2+b2 T + VaZ+b2 y - \/a2+b2 .

(1) Pokud ¢ < 0, pak cos ¢ = ﬁ,singpz \/ﬁar: _\/CLZCW'

(i1) Pokud ¢ > 0, pak cos ¢ = —\/ﬁ, sinp = —\/ﬁ ar = \/a;?

Cislo r, ke kterému jsme dospéli v feSeni predchoziho cvicent, je vlastné vyjddieni vzdalenosti

bodu O od pfimky p: |Op| = \/atdﬁ. Vezméme posunuti o vektor (—my; —msy), které posune

bod M do poéitku O, libovolny bod X [z; y] do bodu X'[z — my;y — my| a pfimku p do pfimky
P’ ax + by + amy + ¢ + bms = 0 (ovéite). Podle pfedchoziho cviceni pak |Mp| = |Op'| =

_ lami+bma+c]

VaZ b2
(a) D = 0 < p, q, r tvoii svazek (viz tvrzeni 3.2), nebo p, ¢, r tvoii osnovu. (b) D # 0 < dvé

z piimek jsou rovnob&zné, tieti je s nimi riznob&Znd, nebo piimky p, ¢, r ohranicuji trojihelnik.

. Vzorec je odvozen.
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Zjednodusme situace tak, Zze pocatek souradnicové soustavy umistime do bodu M. Pak lze
rovnici pfimky p psét ve tvaru p: az 4+ by = 0. Na této pfimce jiZ Zddny dal$i m-bod neleZi, pravé
kdyzb# 0N 5 € Q.

Rozlisime dva piipady. Jestlize ¢ € Z, je zfejmé, ze takové x,y € Z neexistuji. Jestlize ¢ € Z,
pak na p leZzi m-bod, pravé kdyz rovnice ax + by +c = 0 md celociselné feSeni. Jednd se o linedrni
Diofantovskou rovnici pro dvé neznamé a ta ma fesSeni, pokud je ¢islo ¢ celoCiselnym ndsobkem
¢isla D(a, b).

Ulohu je mozno fesit vypoctem prisecikil piimek, tj. bodu P, (), R, které ohranicuji zminény
trojuhelnik, zjisténim délek stran a pouZitim Heronova vzorce. My zde v§ak podame feSeni, které
ukazuje na dal$i moZnosti ¢tvereCkovaného papiru.

(a) Snadno zjistime, Ze praseciky piimek p N g, ¢ N r, p N7 jsou vSechno m-body [0; 0], [1; —3],
[3; 1]. Pro vypocet obsahu trojihelniku miZeme tedy pouZit nékteré metody vyvozené pro m-
trojahelniky (Pickovu formuli, ,,ordmovani*, tvrzeni 2.1). Obsah trojihelniku je 5.

(b) Situaci zndzornime na Ctvereckovany papir (obr. 11)
aoznatime {P} =qNr, {Q} =pnr, {R} =pnyg,dile /
L[3; 2] bod piimky r a K[4; 0] bod piimky p. Je zfejmé, Ze L "
trojihelniky PQR a LQK jsou podobné a |KQ)| : |RQ| = 2
= 4 : 3. ProtoZe obsah trojihelniku K ()L je roven 4, plati P \

IAKQL| : |[ARQP| =42 : 32, atedy |[ARQP| = 2.4 = - \

_ 9 Q \| K
=1

\ Obr. 11
q L

P/ \

Obr. 12

(c) Po znazornéni na ¢tvereckovaném papiru (obr. 12) Ize opét vyuzit vztahu trojuhelniki PR(Q)
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a LKQ. Ty jsou podobné, pomér podobnosti je 16 : 11, pomér jejich obsahti bude tedy roven
162 : 112 Tedy |APRQ| = BLALKQ| = 2% - 16 = %.

162 162
(d) Ulohu miiZeme opét fesit s vyuZitim &tvereckovaného papiru (obr. 13). Oznaéme opét body P,
@, R praseciky piislusnych piimek. Bod R ma soufadnice [0; 0]. Soufadnice bodt P, () nejsou
celociselné. Vyuzijeme metody ,,zvétSovani trojihelniku‘ z dloh (b) a (c), ¢imz se vyhneme

pocitani souradnic bodi P a ().

Hledejme na piimce p takovy miizovy bod ()’

\ a na piimce ¢ takovy miiZovy bod P’, aby troj-
\ o/ | thelniky PRQ a P'RQ’ byly podobné. Nej-
: bliz§imi takovymi body jsou P’'[5; 5], Q'[6; 2]

r N a [AP'RQ'| = 10. Délka dsecky RQ je 2
\ délky usecky RQ); (lze zjistit napf. metodou

& déleni usecek popsanou ve cviceni 2.3F), kde

vV

P ] Q1[3;1] je prvni miizovy bod na polopfimce
O RQ za bodem Q. Tedy |RQ)| : |[RQ'| = 2 : 2,
R[0; 0] Q atedy |[APRQ)| : |AP'RQ’| = 5 : 4. Odtud
IAPRQ| = 2.

Obr. 13

Cviceni 3.9

A|[R=P—-e—-Q& (PQR)=-1,Q=P—-e—R< (PQR)=2,P=R—e—-Q &
& (PQR) = 3.

(a) Rlezimezi P, (), (b) P = R, (¢c) P lezimezi R, (), (d) () lezi mezi P, R.

(QPR) = 1, (QRP) = 1, (RQP) = %1, (PRQ) = 1 —z, (RPQ) = 1.

| D|Zavedeme soufadnicovou soustavu tak, aby bylo A[0; 0], B[1; 0], C[1; 1], D[0; 1]. Pak E[s; 0],
F[1;s], G[1 — s;1], H[0;1 — s], kde s = 7. Lehce prové&fime, ze EFGH je Ctverec pro
vSechna s.

(a)V}’Irokjepravdivy,nebot’D:B—O—C,E:A—O—C,F:A—O—B.

(b) Vyrok neni pravdivy. Napiiklad pokud A[0; 0], B[3; 0], C[0; 3], pak DI[1;2], E|[0; 1], F[2;0].
Trojuihelnik ABC' je pravouhly, ale trojihelnik D E'F' neni.
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Cviceni 3.13

(a) Piimka AC, (b) stfed strany BC, (c) trojihelnik ABC uvazovany jako mnozina bodd,
(d) stiedni piicka EF,kde E=A—e—Cal'=A—e— B.

[B]AF = LAC, EF = LED.

Pripady (a), (b), (c¢) ABC'D je rovnobéznik, (d) formalné vzato je to opét vyjadieni rovnobéz-
niku, jenZe operace ,,soucet bodi* nebyla definovana, takZe vyraz nema (aspon prozatim) smysl,
(e) ABC'D je lichobéznik, AB || CD, (f) vektory c, d jsou linearné nezavislé, protoze jinak by
body A, C, D lezely na piimce, a tudiz ABC'D by nebyl ¢tyfihelnik, (g) vztah je nepripustny,
protoZe z né&j plyne, Ze A = D, ABCD degeneruje na trojihelnik, (h) ABC D je lichob&Znik,

a= —2¢.

@ Dukaz pro piipad, kdy je ABC'D ¢tverec, lze bez jakékoli zmény pienést na piipad obdélniku
i rovnobézniku. V dikazu jsme totiZ nikde nepouZili ani pojem velikosti tsecky, délky, ani miru
thlu (napf. kolmost). Hlavnim pracovnim néstrojem byl délici pomér. Podobné situace nazyvdme
afinnimi a podrobné je budeme studovat v souvislosti s transforma¢nimi grupami v analytické

geometrii v dalSim semestru.

Vysledek: = 3 + . Zavislost plati i v piipadg, Ze X probihd celou piimku AB a Y celou
piimku AD s vyjimkou tif pfipadi: X = A, tj.2 =0;Y = A, tj.y = 0; XY || AC,{j. 2 +y = 0.

[F|Pravé kdyz 0 > p > ¢ > —1.

(a) Dané dvé pifmky jsou na sebe kolmé. (b) Pfimka OM: bx — ay = 0, ptimka A(M):
az+by = la(b;—a)-(a;b) = 0. (c) Jsou to viechny body kruZnice k: 22 + 4> = 1. (d) Alas; as),
Blb1;bs], A(B): bjx + by = 1, A € AN(B) < biag + beay = 1 a AM(A): a1z + agy = 1,
B € MA) & a1by + azby = 1. QED.

(e) Zobrazeni se nazyva kruhovd inverze. Kruhov4 inverze, kterd m4 stfed v pocatku, a zdkladni
kruZnice inverze ma polomér 1, je tedy zobrazeni, které je definovano takto:

x y
VX (z;y) € R, (z;9) # (0;0); HX/[x2+y2;$2+y2}'

@ Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, Ze stied S lezi na ose x, tj. S[d; 0] (obr. 14).
Pak pro bod A € k je Ald — ;0] a plati A’ = A(A) = [=;0], kdyZ d # r. Podobn& pro bod
B € kje Bld+ r;0] aplati B = A\(B) = 0], kdyz d # —r.

[d+ )

Bod S se zobrazi do bodu 5" = A’ — @ — B’ = [5%=;0], vzddlenost |S'A'| je |4~ — 7| =

= |zl
d2—r2 1
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Ol A S[d; 0] Bl T

Obr. 14

Hypotéza: Kruznice k se zobrazi do £’ o rovnici

(z— 24352 +y* = m. Musime dok4zat:

XekeNX)ek.

Necht tedy X[u;v] € k, §j. (u — d)* +v* = 7% Pak pro \(X) = X' = [z'3; i)

(dosadime soufadnice bodu X’ do levé strany rovnice k' a budeme upravovat):

plati

u d 2 v? G 2ud d? B
(u2 +02 - r2) (u? +v2)2  (u? 4 v?)2 N (u? 4 v2)(d? — r?) + (d? —r?)?
= —2ud ? . =W +?) 2
- (u2 i '02)(d2 _ r2) + (d2 _ Tz)z _(u2 i '02)(d2 _ 7“2) + (d2 _ 7“2)2 -
PP P,

= = =T

(d2 _ 7“2)2 (d2 _ 7"2)2

Rovnost oznacend * plyne z faktu, ze X € k.

Zbyva vySetfit pfl’pady d=rad= —r,t.ty,kdy O € k.Necht'd = r.Pak k: (u—d)*+v? = d?
a tedy k: u® + v? = 2ud. V tomto ptipad& pro X[u;v] € k je X' Pt (krome prlpadu
u=v=01.X =0).Pak X'[55; 5],

tedy X' lezi na pfimce o rovnici x = d. Prod = —
postupujeme analogicky. Bod X’ pak leZi na pfimce o rovnici x = — -

ﬁ.

Budeme vychézet z pfedchozi dlohy. A(k) = k = S =5 = d= 545 = d =0V
Vd:—r?=1.

I.d =0, pak S = S" = O akruznice jsou soustiedné a r = 7/, pravé kdyz r = 1. Jedna se tedy

o zdkladn{ kruznici kruhové inverze K: 22 + 3% = 1.

I.d#0ad—7r*=1,¢t.d = 1+r% Ozname {M} = kN K (obr. 15). Bod M m4
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soufadnice [%; 2]. Vektory MO a ‘gjsou na sebe kolmé, tedy ]\78(—%; -5, ]\7?(—#;1; —%)
a(—3—1) (£5% 1) = =€ 1 = — 0. KruZnice k a K jsou na sebe kolmé (teny v priseciku

M kruznic k a K jsou na sebe kolmé). Rikdme také, 7e kruznice K ortogondiné protind kruZnici k.

M,

Obr. 15
Cviceni 3.15
Zvolme repér (A, i = B — A, ¥ = C' — A) apoditejme v jeho soufadnicové soustavé. Oznalme
F=1[p0,E=1[0q,p=p—1,¢ =q¢— 1 BodDje prisecik ptimek BC: x +y = 1
a FF: xq + yp = pq a ma tedy soufadnice D = [q p' Iqu]
Dale pak

A=F=(-p;0). B~ F=(~p;0) >z =1L,

/

A-E=(0—q),C-E=(0-¢)=2z=1,
B—D=mpq(1;-1),C — D =mpg(1;—1) =y = 2% kde m = (p — q) L.

Odtud lehce najdeme hledanou zavislost z - y - z = 1.

RepériV}’Iznam pismenp, q,p’, ¢ je stejn}’/ jakovpfedchozim cviceni. Piimky C'F: z+py = p,
BE: qr+y = gseprotnou v bodé () = [ oo 1; L] apitmky BC:z+y = 1a AQ: p'qr—pq'y = 0
vbod& D = [npq’;np'q], kde n = (pq—l—pq) 1.

Dile B— D =np'q-(1;,-1),C — D = —npq - (1;—1). Odtud y = pq.
Podobné¢ A — F = ¢(0; —1),C — E = ¢'(0; —1), tedy z = ‘f}.

Akonetné B — I = p'(=1;0), A — F = p(—1;0), coZ znamend x = .
Pomoci vyjadreni ¢isel z, y, z najdeme hledanou zavislost: z -y - 2 = —1.

Zvolme repér (A, i =B — A, v =D — A). V jeho soufadnicové soustavé oznaéme K =
=[p0L L=1[0qlp=p-Ld=q-Lr=0+d)s=0-0)"'=p-0"
t=(pg—1)"
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Vypoéteme body C, M, N: Cltpq's tp'q), M[rpq'; rp'ql, N[—spq’; sp'q).

L—M=rq-(—p;q), K = M=rp - (p;—q) ==,

L-N=sq (p;—q), K-N=sp-(p;—q) >y =15

Hledana zavislost: x +y = 0.

@ Zvolime repér (O, i, ), kde O je prusecik ptimek AC, BD, 1 je libovolny smérovy vektor
piimky OA, ¥ je libovolny smérovy vektor pfimky OB. Ozname A = [a;0], B = [0;b],
C = [0, D =[0;d], E = [e;0], F = [0; f].

Piimky BC: bx + cy = bca EF: fx + ey = ef se protinaji v bodé
K = [kee(b— f); kbf(e — c)], kde k = [be — cf)~!,

Piimky C'D: dx + cy = cd a AF: fx + ay = af se protinaji v bodé
L = [lac(d — f);ldf (a — ¢)], kde | = [ad — cf)71,

Piimky AB: bx + ay = aba DE: dx + ey = de se protinaji v bodé
M = [mae(d — b);mbd(a — e)], kde m = (ad — be) L.

Pouzijeme tvrzeni 3.5. NapiSeme determinant, ktery rozhodne o tom, zda body K, L, M leZi,
nebo nelezi v pfimce. Nezajima nds hodnota determinantu, pouze to, zda je roven 0. ,,Nulita*

determinantu se neméni, kdyZ prvni faddek délime ¢islem k, druhy Cislem [ a tfeti ¢islem m:

kee(b— f)  kbf(e—c) 1
lac(d— f) ldf(a—c) 1
mae(d —b) mbd(a—e) 1

ce(b—f) bf(e—c) be—cf
ac(d— f) df(a—c) ad—cf
ae(d—0b) bd(a—e) ad—be

Q

Dale délime prvni fadek Cislem bce f, druhy Cislem acdf a tfeti ¢islem abde. Misto % piseme z’.
Dostdvdame determinant:

f/ —y d—=¢ c/f/ — Ve

f/ —d J—d C/f/ —dd

V—d e —a Ve —dd

Radky tohoto determinantu jsou linedrné z4vislé, nebot’ prvni minus druhy plus téeti je nulovy

radek. Proto je to determinant nulovy. Body K, L, M leZi v pfimce. Tvrzeni je dokdzano.

Poznamka: Pfi volbé repéru jsme méli moZnost volit vektory , ¥ tak, aby se soufadnice dvou
bodu zjednodusily. Napiiklad kdybychom byli volili = A— O, v = D — O, byloby a = d = 0.
My jsme vSak zamérné toto zjednoduSeni nevyuZili, aby 1épe vynikla pfipadnd soumérnost. Ta
ndm téZ vlastné pomohla najit rychlé feSeni. Podobné nevyuZiti moznosti specifikace je u¢inné

u mnoha tloh. Napftiklad i u dalsi a posledni ze série konfiguraci E.

[!] Pozorny Ctendf jiz asi zaregistroval autorovu leZ. Hned na zac¢atku dikazu jsme jako samo-

zfejmost predpokladali, Ze pifimky AC' a BD jsou rtiznobézky. Nic nas k tomu neopraviiovalo.
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Musime se vsi skromnosti pfiznat, Ze tloha je vyfeSena jen pro piipad, Ze piimky AC, BD jsou

riznobézné. Pripad AC' || BD je nutno doplnit. Toto poté€Seni pfenechdme Ctenéafi.

Necht u, ¥/, W jsou smérové vektory piimek S A, SB, SC' volené tak, aby u + v = . Zvolme
repér (S, u, V), ozname A = [a; 0], B = [0;0], C' = [¢;¢|, D = [d;0], E = [0;¢], F = [f; f].

Piimky BC: (b — c¢)x +cy = bca EF: (e — f)x + fy = ef se protinaji v bodé
K = [kef(b—e);keb(f —e) + kef(b—c)], kde k = (bf — ce)™ .

Piimky AC: cx + (a — ¢)y = aca DF: fx + (d — f)y = df se protinaji v bodé
L =[lac(f —d) +ldf(a —c);lcf(a —d)], kde | = (af — cd) .

Piimky AB: bx + ay = aba DE: ex + dy = de se protinaji v bodé
M = [mad(b — e); mbe(d — a)], kde m = (bd — ae) ™.

Chceme dokazat, Zze body K, L, M lezi v pfimce. Podle tvrzeni 3.5 staci dokazat, ze

kef(b—e) keb(f —e) +kef(b—c) 1
lac(f —d) +ldf (a — ¢) lef(a—d) 1|=0.
mad(b — e) mbe(d — a) 1

Prvni fddek délime cislem k, druhy Cislem [ a tfeti ¢islem m:

cf(b—e) cb(f —e)+ef(b—c) bf —ce
ac(f —d) + df (a —c) cf(a—d) af —cd
ad(b — e) be(d — a) bd — ae

s vz s

Dale délime prvni fadek Cislem bce f, druhy Cislem acdf a tfeti ¢islem abde. Misto i piseme z’.

Dostavame determinant

e - e —b+d—f de-bf v v+w X
d—ad+d—f d —ad dd —df |=|lut+w u Y |,
e = a —d ae —bd v —u  Z

ktery jsme zjednodusili zavedenim oznaéeni u, v, w, X, Y, Z:v =€ b, u=d —ad,w = —f,
X=de-bf,Y=dd —-df,Z=de -Vd.

Posledni determinant upravime. Druhy fadek pfic¢teme k prvnimu i k tfetimu a oznacime

t = u + v + w. Pak druhy sloupec odecteme od prvniho. Konecné pouZijeme Cramerovo



128 Kapitola 3 — vysledky a reseni

pravidlo a vyraz upravime.

t t X+Y 0 t X+Y
ut+w u Y =|w u Y =t{tY —wY —wZ —uX —uY) =
t 0 Y+Z2 t 0 Y+Z2

— _t[(d/_a/)(cle/_b/f/> _ (el_b/)(cld/_a/f/> + (c/_f/)<a/e/_b/dl)] :O

Pozndmka: Zajimavé poznani o metodé analytické geometrie pfinese zamySleni se nad tim, do
jaké miry bylo naSe feseni péti konfiguracnich cviceni v souladu s ndvodem diskutovanym v 3.8B.
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Kapitola 4

Cviceni 4.5
Dokazeme dvé inkluze. (i) B C A, (i) A C B.

(i) Necht'je ddin bod X € B, X = M + xp + yq. Tedy Cisla x, y € R jsou ddna. Pak podle
42A X = [2;0;0] + z(—b;a;0) + y(—¢; 0;a) = [¢ — 2b — yc; wa; ya), tedy 21 = ¢ — b — yc,
Ty = xa,xr3 = ya aary + bry + crs = d, tj. X € A.

(i1) Naopak, necht jsou dany soufadnice x1, x2, z3 bodu X € A, tedy axy + bxs + cxs = d,
z CehoZ plyne z; = & — *2 — C‘fTS Polozme x = %, Yy = %3 Ovéfenim zjistime, Ze skutecné
X =M+ xp+yq. Tedy X € B.

UvaZujme &tyfi piipady.
l. “=v=w=0.Pak A= B = (C = D. VSechny Ctyfi body splyvaji.

2. Jeden z vektoru u, U, W je nenulovy a zbylé dva jsou jeho ndsobkem. Necht napfiklad u # o.

Pak jsou A, B rizné a body C, D lezi na pfimce AB.

3. Dva z vektori u, ¥, W jsou linedrn€ nezavislé a tieti vektor je jejich linearni kombinaci. Necht

napiiklad , ' jsou linearné nezavislé. Pak ABC' je rovina a bod D v ni lezi.

4. Vsechny tfi vektory u, ¥, @ jsou linedrn& nezdvislé. Pak (A, w, v, w) je repér prostoru E3

a ABC'D je Ctyfstén, tj. tyto Ctyfi body nelezi v roving.

+
(i) A[0;0;0], Bl3; 5, —3. C

95 99
(i) Napk. usecka AB = {[1t; 3t; —1],¢t € (0,1)}.
(¢) Napt. sténa ABCD. (i) ABCD = {A+ $t(i+ ¥ — @) + ir(d — 0+ @), t,r € (0,1)}.
(i) ABCD = {[§ = 5; 5+ 5, =5 + L], t,r € (0, 1)}.

Ostatni pfenechdme Ctenéfi.

@ Primka r je rovnobézna s piimkou o, tedy jeji smérovy vektor 7je linedrn€ zavisly se smérovym
vektorem ¢ = (0; 1; 1) pfimky o, tj. r = X + ko, k € R.. Déle vime, Ze pfimka r protind pfimku
p. Ozna¢me p Nr = {A}. Bod A je n&jakym bodem piimky p, proto A[1;m4;0]. Piimka  mus{
byt také riiznobézna s pfimkou q. Jejich priisecik B musime tedy umét vyjadrit jednak jako bod
pifmky r, ale také jako bod piimky ¢: B = [1;m4;0] + kp(0; 1;1) = [0;0; 1] + ¢5(1;1;0).
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Resenim jednoduché soustavy tif rovnic pro tfi nezndmé dostavame my = 0, kg = 1, tg = 1.
Odtud r = [1;0;0] 4+ k(0;1; 1) nebo téZ r: x = 1,y = k, z = k; A[1;0;0], B[1;1;1].
Rada: Pricku r miZeme najit napf. jako prisecnici roviny « uréené piimkou p a bodem S
a roviny /3 urcené pifimkou ¢ a bodem S.
Vysledek: iz =1+s,y=1+s,2=1—-5s€R.
(1) (a) Smérové vektory 7, § primek p, ¢ jsou linedrn® nezdvislé, vektor PQ je linedrnf
kombinaci vektort p, ¢, tedy dim (P, 7, ¢) = 2 a dim <P,ﬁ, q, ]@> = 2. Piimky p, ¢ jsou
riznobézné a jejich prise¢ik X md soutadnice [1;0; —1].
—
(b) dim <R, 7 i, RN> — 3, tedy pifmky 7, 7 jsou mimob&Zné.
- - —
(c) dim <P m, k> =1, dim <P m, k, PM > = 2, tedy piimky m, k jsou rovnobé€zné riizné.
(d) dim <P PM ]@ }@ > = 3, tedy piimka r je s rovinou « rdznob€zna a protind ji v bodé
L.

Y = [4’471]
2)2x —3y+52—2=0

Podobné jako v tloze 4.2C pouzijeme k popisu vzajemné polohy rovin «, 3 dva prostory:
F={A+ap+yd+ui+vv,z,y,u,v € R} aG={A+ap+yid+2(B— A);z,y,z € R}.
Pak nastdvaji tyto moZnosti:

dim F | dim§G | vzdjemnd poloha
2 2 a=p
2 3 |allfAha#p
3 3 «, [ jsou riznob&zné

Cviceni 4.7

V' soufadnicové soustavé dané repérem (D U=A—D,v=B—-D,W=C—-D) je
= [%

Ta=10;5:3.T5 =[3;0;3], Tc = [3;5;0], T %3 3], odkud pak déle:

to = {A+p(Ts — A)ip € (0,1)} = {[1— p; 2; 2} p € (0,1)}, podobng
th={l3;1—m;glime (0, )} te={[3;5:1 —nlin e (0, 1)} ta ={[§; §: §lig € (0, 1)}
Najdeme prisecik té€znic t, aty: T = [1 —p; 8, 8] = [4; 4; 4]

Oddl—p=gFap=gG4p=qg=7al=[55l

Ze symetrie plyne, ze T leZiinaty, t., coZ 1ze nahlédnout lehce pfimo. Protoze T— A = %(T W—A),
71T A
je TA = %TAA
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Bod (Q; probihd vnitfek t&Znice ¢4, bod Q, probiha vnitiek t&Znice t, (s vyjimkou 37ists T,

jestlize rovnobéZznik nepovaZujeme za specidlni ptipad lichobéZniku).

Vysledek: i =14 i + % Vztah plati i pro X, Y, Z, které nelezi uvniti prislusSnych hran,

x

ale pohybuji se po piimce. Musime vsak vyloucit piipady, kdy X = A, Z = A, Y = A, W = A.
| D |Rada: Pouzijte v feSent tvrzeni 4.1 pro zaji§téni toho, aby body A’, B’, C", D’ byly komplan4rni.

Vysledek: % + % = % + é.
Cviceni 4.9
Ptipady (a)—(e) jsou lehké. DokaZzeme pripad (f). Pfimy vypocet da

a; ag Aas
> . (Cl,CQ,Cg) = b1 b2 bg = det[d’, 5751

1 C2 C3

Qg das

by b

a; as

by b3

a; Qg

by by

)

I

(c?x5)~8:(
Dile pak plati @ - (b x @) = (b x @) - @ = det|b, &, @) = det[@, b,d] = (@ x b) - €

Dlouhy vypocet si zjednodusime time, Ze se omezime na porovndni ¢lend obsahujicich

soufadnici a;. Na levé strané dostaneme vyraz

a; Qg 1 C2 a1 as C1 C3

. + . + - =aiby(cidy — dicy) + arbs(cids — dies) + .. ..
S R PR b bs| |dy ds 1b2(c1d2 1C2) 1b3(c1ds 1C3)
Na pravé strané vztahu dostaneme vyraz
alcl(bldl + bgdg + bgdg) — aldl(blcl + bQCQ + b3C3) + = a1b2(01d2 — dlcg) + CL1b3(Cld3 —
—d103) + ...

Vidime, Ze oba vyrazy jsou stejné. Analogicky jsou stejné i vyrazy obsahujici soufadnici as

1 vyrazy obsahujici soufadnici as. Tim je identita dokédzana.

Resenim je tvrzeni 4.6.

Tvrzeni 4.6: V kartézské soufadnicové soustavé je dan Ctyfstén Alag; as;as], Blby;bo;bsl,
Cler; e2; 3], Dldy; da; ds]. Objem Etyfsténu ABC'D je dén vzorcem

a; ag das 1
1 by by b3 1
Vagep = - -
ABCD = g | c1 ¢ c3 1 |
di dy ds 1

Dukaz: Patu kolmice spusténé z vrcholu C' na rovinu ABD ozna¢me M. Objem V4pcp najdeme
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jako 1 - S - d, kde S je obsah trojihelniku ABD a d = |MC]| je vyska &tyfsténu odpovidajici
vrcholu C.

Oznaéme @ = A— D,b= B — D, &= C — D. Vektor 7i = éi; je jednotkovy vektor kolmy na
rovinu ABD.

Vypocet S: Podle dlohy 4.8F je |@ x b| obsah rovnob&Zniku, jehoZ polovinou je trojihelnik
ABD. Proto S = 3|d x bl.

Vypocet d: Vime, ze d = |C' — M| = |¢ — ni|, kde mi = M — D. ProtozZe jsou vektory MC

a 4 kolmé na rovinu ABD, jsou linedrné zdvislé. Navic |ri| = 1, proto M (2 = +d - 1, kde
znaménko zavisi na orientaci vektoru 7. To ale nehraje Zadnou roli. Plati totiz M (2 =Cc—m, tj
+d-1i=c—m,odkud +d-7i-7l = -l —m- -1 = -7, nebot m L 7. Tedy d = |¢- 71| = | ‘5::' |.

V}’/poéet Vagcp: Oba diléi vysledky dosadime do piivodniho vztahu. Dostaneme Vapop =

- S-d=1tlaxbl- yj“:;l\_ﬁ\(axz?)-a.

Podle vztahu (f) ze cviceni 4.9A je

—d —d —dsz 1
—dy ay—dy az—ds ; dl Z2 d2 Z?’ d3 X
(axb)-dl = |det[@, b,dl| = | |by —di by—dy by—ds|| =] 0 2 WU o
d d d —dy cp—dy c3—d3z 1
- cy — c3 —
1 2 2 3 3 0 0 0 1
ay Qg9 as 1
bl b2 b3 1
= | -
C1 Co Cs 1
dy dy d3 1

Odtud ihned plyne tvrzeni 4.6.

@ Z rovnice roviny v mame z = 4y — 1 a z rovnice roviny [ pak z = 4 — y. Tedy bod
M(t) = [4—t;t;4t — 1] pro t € R probihd piimku p. Hleddme takové hodnoty b # ¢ parametru ¢,
aby body B = M (b), C' = M/(c) spolu s bodem A[0; 1; 0] tvofily rovnostranny trojihelnik, tj. aby
|AB| = |AC| = | BC. Po ptepsani do soufadnic dostaneme b* —b+1=c*—c+1= (b—c)%

Z prvniho vztahu je 0> — > =b—c, tj. (b—c¢)(b+c—1) =0,tedyb+c—1=0,¢lib=1—c.
Po dosazeni do druhé rovnosti je > — c+ 1 = (1 — 2¢)%, j. ¢(c — 1) = 0.

Dvé moznosti, které ziskdvime b = 0,c =1 ab = 1, ¢ = 0, se li${ pouze oznacenim. Staci vzit
jen prvni z nich a pak jsou B[4;0; —1], C[3; 1; 3] hledané body.

(@) d. (b) d, (€) . (d) L.

Vzdilenost hran AB a CD oznaéme |AB,CD|. (a) |[AB,CD| = 2, |AC,BD| =
|AD, BC| =1.(b) |AB,CD| = 2, |AC, BD| = 2V/3,|AD, BC| = V2.
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Necht' v4, vg, vo, vp jsou piimKy vysek vedenych z vrcholi A, B, C' a D. Jejich smérové

vektory najdeme pomoci vektorového soucinu. Napf. vA=DB 23 X B?

(a) Pfimky vy = {[0;0;0] + a(—2;-2;—1),a € R} avp = {[1;1;0] + b(—2;—2;1),b € R}
111

jsou riznobézné a protinaji se v bodé V'[3; 3; ;|-

Piimky ve = {[1;0;2] + ¢(2;-2;1),¢c € R} avp = {[0;1;2] + d(—2;2;1),d € R} jsou
1.1.7
21274
Takovyto Ctyfstén se nazyva biortocentricky.

riznobézné a protinaji se v bodé W] ]. Ostatni Etyfi dvojice piimek vySek jsou mimobézné.
(b) Ctyistén ABC'D je rovn&Z biortocentricky: v4 Nvp = { B}, kde B[1;1; —1], vc Nvp = {C},
kde C[1; 1; 1]. Ostatni ¢ty¥i dvojice piimek vySek jsou mimobé&zné.

@ Stied kulové plochy opsané Ctyfsténu je prusecikem rovin soumérnosti jednotlivych hran
Ctyfsténu. Vezméme napiiklad roviny soumérnosti tfi hran AB, AC a AD , které neleZi v jedné

sténé, a ozna¢me je po fadé 3, v, J. Vektory E , z@ , B jsou normalové vektory rovin (3, -, 4.
Ty prochézeji stiedy piisluSnych hran.

@px+y—1=0,v:24+22—25=0,0:y+22—2,5=0,6NnyNJ = {0}, 0[0,5;0,5; 1].
b p:r=0,v24+2=0,0z—y+2=0,5NnyNd={0}, 0[0;0;0].

1] Stied podstavy S je t&7isté trojihelniku ACE, tedy S[11;5;1]a D = S + A5 = [14;0; —7],
F=S+C8=1[121,100aB =S+ ES = [1;14;0].

Obsah podstavy, tj. pravidelného estighelniku, je 147+/3. Objem jehlanu je £ - 147V/3 - |SV| =
= 1029, z ¢ehoZ po tpravé |SV| = \2/—15 =7-3.

— — — = —
Vektor SV je kolmy na vektor SA a k@, tedy SV = SA x SC a po upravé SV = t(11;5;1).
—
Konecng |[SV| = /12(112 + 52 + 12) = |t|\/147 = \2/—15 aodtud ¢t = 1, nebo ¢t = —1. Dostdvame
— —
dva vysledky: V; = S + SV = [22;10;2], Vo, = S — SV =[0;0;0].

Hleddme nejprve bod D[d;; do; ds]. Vime, Ze

-1 0 0 1
-5 4 7 1
3 0 1 1
dy dy ds 1

(Pouzili jsme tvrzeni 4.1.)

AD L AB= (D—A)(B—-A)=0= —4d, +4dy + Tds —4 =0
|AD| = |AB| = (dy +1)* +d3 + d3 = 81
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Ziskana soustava tfi rovnic ma dvé feseni:

d1:7,d2:1,d3:4ad1 :—g,dgz—l,d3:—4.

Podmince d; 2 0 vyhovuje pouze prvni feseni, tedy DI[7;1;4].

Vrchol C ted ziskdme z vazby C' — e — A = B — e — D, tj. 9% = bitdi pro j = 1,2, 3. Z t&chto
vztahu ziskdme C'[3;5; 11].

Vrchol Eles; es; €3] najdeme ze tif podminek:

AE 1 AB = (e1 + Ljeg;e3) - (—4;4;7) =0 = —4e; +4ey + Tes = 4
AE L AD = (e + 1jea5e3) - (8;1;4) =0 = 8e; + ey +4eg = —8
|AE|? = |AB> = (e1 + 1)* + €3 + 3 = 81

Z této soustavy tii rovnic dostdvame dvé feSeni

€1 = 0,62 = 8, €3 = —4, neboel = —2,62 = —8, €3 = 4.

Podmince e; = 0 vyhovuje pouze prvni feseni, tedy F[0; 8; —4].

Dilezevztaht A —e —F =B —-e—FE, A—e—-G=C—-e—FaA—e—H=D—-e—F
najdeme F'[—4;12; 3], G[4;13;7], H[8;9;0].

1 -4 -1 1
Roviny a, 3, p maji spole¢nou piimku, tedyhod | 3 3 0 -2 | =2.
a b ¢ d

Odtud plyne, Ze tieti fadek matice je linedrni kombinaci prvnich dvou fadka: a = ¢ + 3r,

b=—4t+3r,c=—t,d=1—2r,kde t,r € R, alesponi jedno z ¢isel ¢, r je nenulové.

Z podminky R € pplyne 2a —c+d = 0,tj. t +r = 0. Polozme r = 1, ¢ = —1 a ziskdme rovnici
roviny p: 2x + Ty + z — 3 = 0. Podobné z podminky S € o mame o: 40 —y — 2 — 1 = 0.

K dikazu tvrzeni | ap| = |9 Bp| stadi ukdzat |[Ra| = |RS| (obr. 16). Skute¢né | Ra| = 221t

V141641’
6—2 s %
|RB| = 5525, tedy [Ra| = |RB. Stejné [Sa| = 355 = |SB].

Bod S[—4;4;7] je stfed télesové thlopficky E'F a tedy je to i stied oktaedru. Rovina 4:
4r — 4y — Tz + 81 = 0 je rovinou soumérnosti dhlopticky E'F, tedy A, B,C, D € §. Kone¢né
|ES| =9a|EA|l=|ES|V2 =9V2.
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Obr. 16

Pro bod Alu; v; w] mdme
Aep=>ut+v—w+2=0,

Acd=4u—4v—Tw+ 81 =0.

Tedy v = 671’—13“, w= %. Protoze |EA| = 9v/2, plati u? +v? +w? = 162. Po dosazeni za v aw
do kvadratické rovnice a po tpravé mame 97u? 4 511u — 3596 = 0, odkud u; = 4, uy = —%.
Zadani vyhovuje pouze celociselné feSenti, tj. u = 4. Po dopocitani zbylych soutfadnic dostdvdme
Al4;5; 11].

Bod C' vyjadiime jako C' = S + 1@ = [—12; 3;3]. Smérovy vektor @ piimky BD ziskdme
jako vektorovy soucin vektort ﬁ a 5’—1>4 a bod B, resp. D vyjadiime jako B = S + t,, resp.
D = S +tyu. Vektor @ vyjde (—1; —8; 4) a najdeme takova Cisla ¢1, resp. to, aby |BS| = |DS| =
= |AS| =09.

Vysledek: B[—5; —4;11], D[-3;12; 3].

Pata kolmice z bodu A na rovinu p je bod S [13—0; 1—??; —é] (Bod S najdeme z podminek S € p
a S lezi na piimce p, kterd je kolma na rovinu p.) Velikost |AS| = |Ap| = % je délka vysky
SyFsténu. Tedy délka hrany je |AS] - ﬁ NG

Vrchol Blu; v; w| najdeme z podminek:

Bep=-1lu+v+5w+35=0
Beco=9%—4v+w—-49=0

Tedy v = 2240, w = 213 ProtoZe |AB| = 7V/2, plati (u 4 4)? + (v — 4)? + (w — 3)? = 98.

Po dosazeni za v a w do kvadratické rovnice a po tpravé ziskdme rovnici (u — 5)? = 0, kterd md
jediny kofen u = 5. Tedy B([5; 0;4].
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Déle hleddme bod C[b; ¢; d]. Najdeme nejprve pomocny bod £ = C' — e — D pomoci bodu S

(t€ziste trojuhelniku ABC') a vektoru B?jako E =5+ 31(5—- B) = [2;5;—2]. Pak pro bod C
plati

CE L EB = (C — E)(E — B) = 0= 5b— 10c + 13d + 70 = 0,

Cep = —11b+c+5d+ 35 =0,

|CB| =7V2 = (b—5)2+c+(d—4)*=98.

Z prvnich dvou linedrnich rovnic najdeme

3d 8d
b=—+14 =—+9
5 08T
a dosadime do posledni rovnice, kvadratické. Ziskdme rovnici d> + 5d = 0, z niZ dostaneme
d; = 0, dy = —5. To odpovida hledanym vrcholam C, D. Po dosazeni ziskdime C|[1;1; —5],

D[4;9;0].
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Kapitola 5
Cviceni 5.5

Prohledan}’/vektorﬁ: xd@ + yb + zcplatini - d = b= O,tj.a:d-d+ycf-5+ za-c=0
axi-b+ yg b+2b-¢ = 0.Po prepsani do soutadnic vektord dostdvame soustavu 9x —5y+13z = 0,
-5 +9y —2z=0.JejiteSeni v = 2t,y =t, 2 = —t,t € R, ddvd (pro t = —1) hledany vektor
= (2;0;1;0).
a; ay as ay
(a) Ozna¢me hod | by by b3 by | = h. Plati 7 = 0, pravé kdyz kazdy subdeterminant
cp Cy C3 ¢4
fadu 3 uvedené matice je nulovy, tj. kdyZz h < 2, coz plati, pravé kdyz jsou vektory d, b, ¢linedrné
z4avislé.
(b) Determinant det|, a, l;, ¢] rozvineme podle prvniho fddku a dostaneme

NN + NoNo + NigNig + Mgy = ﬁ2.

Cviceni 5.8

Definice B2: Necht jsou ddny v £? tfi nekolinedrni body A, B, C. Priinik polorovin ABC,
BCA, C AB nazveme trojithelnik ABC.

Definice B3: Necht jsou ddny v E? &tyfi nekomplanarni body A, B, C, D. Prinik poloprostord
ABCD, BCDA, CDAB, DABC nazveme ctyrstéen ABCD.

Definice B4: Necht je d4dno v £ pét riznych bodi, které neleZi v jedné nadroving. Pak priinik
nadpoloprostort ABCDE, BCDEA, CDEAB, DEABC, EABCD nazveme ¢tyfrozmérny
simplex ABCDE.

Definice C1: Necht jsou dény v E' dva rizné body A, B. Konvexni obal mnoziny {A, B},

tj. nejmensi konvexni mnozinu, kterd obsahuje oba dva body A, B, nazveme iisecka AB.

Definice C3: Necht jsou dany v E® &tyfi nekomplandrni body A, B, C, D. Konvexni obal
mnoziny {A, B, C, D}, tj. nejmens{ konvexni mnoZinu, kterd obsahuje vSechny ¢tyfi body A, B,
C, D, nazveme ctyrsten ABCD.

Definice C4: Necht’ je ddno v E* pét bodi A, B, C, D, E, které nelezi v jedné nadroving.
Konvexni obal mnoziny {A, B, C, D, E'}, tj. nejmensi konvexni mnoZzinu, ktera obsahuje vSech
pétbodiu A, B, C, D, E, nazveme simplex ABCDE.

Vzajemnou polohu uréime pomoci dimenzi dvou prostori:
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P = Obal(A,p, q,u,v), Q = Obal(A,p, q,u,v, B— A).

Jestlize dim Q = 3, pak je klasifikace shodna s klasifikaci v E3, nebot’ Q je nadrovina.

V piipadé dim Q = 4 je bud dim P = 4 a ob€ roviny se protinaji v bodé, nebo je dim P = 3
a roviny maji prazdny prinik, pfi¢emzZ existuje pfimka rovnobézna s kazdou z rovin a, . To
plyne z toho, Ze napt. ¥/ Ize vyjadfit jako linedarni kombinaci vektort p, ¢, , tj. ¥ = ap + bq' + c,
kde a, b, c € R. Po tpravé dostaneme v — cu = ap + bq = w. Vektor « je linedrni kombinaci
a) Vzajemnou polohu piimky p a nadroviny I' uré¢ime pomoci dimenzi dvou prostor:

H ={G + vt + v+ wd + tn; u,v,w,t € R} = Obal (G, @, U, W, m)
a K={G+utl+vi+wd+t(M— G);u,v,w,t € R} =Obal (G, u,v,W, M — Q).

dimH =3,dimK =3 < m,inciduji, tj. m lezi v T,
dimH = 3,dim/ =4 < m,I jsourovnobézné neincidentni,

dimH =14 < m, I jsou riznobézné.

b) Vzdjemnou polohu roviny « a nadroviny I" ur¢ime pomoci dimenzi dvou prostort:
L = Obal(G, u, v, W, p,
a M = Obal(G,u,v,w, K —G).

-l

dimL =3,dimM =3 < «,inciduji, tj. a lezi v T,
dim £ = 3,dimM =4 <& «, I jsou rovnobézné neincidentni,

dim L =4 & «, I se protinaji v pfimce.

@ Volime repér (A, B— A,C — A, D — A, E — A), tj. A[0;0;0;0], B[1;0;0;0], C[0;1;0;0],
D[0;0;1;0], E[0;0;0;1].

(a) Hrana CD = {C +t(D — C);t € (0,1)} ={[0; 1 — ¢;¢;0];¢ € (0,1) }.

(b) Sténa ACD je trojhelnik, tedy ACD = {A + t(C — A) + k(D — A);t,k € Ry,
t+k <1} ={[0;t;k;0);t,k e Ry, t +k < 1},

(c) Nadsténa ABCD je Ctyistén, tedy ABCD = {A+t(B— A)+ k(C — A) + (D — A);
tkileRy, t+k+1S 1y ={[t;k;;0);t,k,l e R§, t +k+1 <1}

Rada: Vyfeste nejdifve analogickou tlohu v E? pro ¢tyistén a vyjadiete jej jako priinik Sty
poloprostort.

Simplex S je pranikem péti nadpoloprostori uréenych nadrovinami I';, 7 = 0, 1, 2, 3, 4. Necht'T'

je nadrovina uréend body A;, Ay, Az, A4. Jeji analytické vyjadieni tedy je
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[y = {Al =+ l’(Az - Al) + Z/<A3 - Al) + Z(A4 - Al);l’,yﬂ € R} =
= {[1;0;0;0] + (—=1;1;0;0) + y(—1;0;1;0) + 2(—1;0;0; 1); 2,5, 2 € R}.

Parametrické vyjadieni nadroviny I'pje {x1 = 1—x—y—2z,20 = 2,23 = y, 24 = 2;2,y, 2 € R}
a z n&j miZeme najit vyjadieni rovnici T'y: x1 + 9 + 23+ 24 = 1. Nadrovina rozd€luje prostor £*
na dva nadpoloprostory. Dosazenim soutfadnice bodu A, do jeji rovnice zjistime, ktery z nich
obsahuje dany simplex. Jednd se o nadpoloprostor 2g: x1 + x5 + 3 + x4 < 1. Podobné najdeme
ostatni nadpoloprostory.

Qll I 2 0, QQI i) z O, Qgi I3 ; O, Q4Z Ty 2 0.

(a) Najdeme prusecik ptimky p s kazdou z nadrovin I';. Bod X [3 + 5¢;2 + 325' 1+1¢;2+ 3t

lezi na T, pravé kdyZ (3 + 5¢) + (2 + 3t) + (1 +t) + (24 3t) = 1, tj. t = — 5. Tedy prisecik
{Xo} = pnN Ty je bod Xo[u, 7t 152, —] Ptame se, zda tento bod lezi v nadstene A1 Ay A5 Ay,

nebo vné ni. V nadsténé leZi, pravé kdyZz lezi v kaZzdém z nadpoloprostori 2, €25, 23, €14,
tj. kdyZ vSechny jeho soufadnice jsou nezaporné. To splnéno je. Tedy bod X je jeden z priisec¢ika

pfimky p s povrchem simplexu S.

Najdéme déle bod {X;} = p N T'y. Bod X[3 + 5¢;2 + 3t;1 + ;2 + 3t] lezi na I'y, pravé
kdyz 345t = 0, tj. ¢t = —2. Tedy pN Iy = {X1[0; 3; 2; 1]}. Ptame se, zda tento bod leZi
v nadsténé (tj. Ctyfsténu) AOA2A3A4, nebo vné€ nadstény. V nadsténé lezi, pravé kdyz lezi
v kaZzdém z nadpoloprostori €2y, (2o, {23, {24, tj. kdyZ soucet jeho souradnic nepfesdhne 1 a vS§echny
jeho souradnice jsou kladné. To spInéno je. Tedy bod X je druhy z prusecikt piimky p s povrchem
simplexu S. Tedy piimka p protind simplex S v tsecce Xy X;. Simplex je konvexni téleso, Zidné

dalsi priseciky hledat nepotiebujeme.

Jiné feSeni: Analytické vyjadfeni simplexuS je {[0; 0; 0; 0]+¢(1; 0; 0; 0)+r(0; 1; 0;0)+s(0; 0; 1;0)+
+k(0;0;0;1);t,7m, 8,k € Ry, t+r+s+k S 1} = {[t;r; k] t,7, 8,k € R, t+r+s+k < 1},
Hleddme priise¢ik simplexu S a ptimky p = {[3 + 5m; 2+ 3m; 1 4+ m; 2+ 3m];m € R} pomoci
porovnéni piisluSnych soufadnic:
3+5m=t=20, 24+3m=r=20, 1+m=s20, 2+3m=k=0.
Soucasné plati
t+r+s+k=3+m+2+3m+1+m+2+3m=12m+8= 1.

ReSenim této soustavy nerovnic je interval m € <—§ T >

_ﬁ
Prinikem S a pfimky p je tedy dsecka AB, kde A[0; 5, 5, 5] a B[i2 %; %; }1]

(b) Uvadime pouze mezivysledky. Ozna¢me {Y;} = ¢ N T';. Obecny bod Y4+ 761+ 2t;3 +

+5t;4 + Tt] pfimky ¢ lezi na I';, pravé kdyz t = t;, kde t, = 21, t, = —%, ty = —%,
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ty = —3,t, = -2 Odp0V1daJ101 priseciky jsou Yy = [3; —57; 253 3), Y1 = Yi = [0;—1;2;0],
Y, = 07 ;,% = [—% 55 1 ;0; — ] Vsechny tyto Ctyfi body lezi vné simplexu S, tedy

q neprotlna simplex S.

Ulohu vyfeSime pomoci ,,dimenziondlniho Zebiiku*.

vrcholy hrany (stény) | stény nadstény | stén. dhl. | t€l. ahl. | nadtél. ahl.
E?|4=2% 4 0 0 1 0 0
E3|8=23 12 6 0 24 4 0
E*| 16 =21 32 24 8 48 32 8

Hrany: Z ka?dého vrcholu jdou v £? dvé& hrany (strany), resp. v E? tfi hrany, resp. v £* &tyfi
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hrany. Tedy pocet hran nadkrychle je roven == = 32 (kaZdou hranu jsme pocitali dvakrét, proto

je nutné délit dvéma).

Dvojrozmérné stény: Kazda hrana v E? urCuje dvé stény, resp. v E* tfi stény. Tedy podet stén

323

nadkrychle je roven == = 24 (kaZdou sténu jsme pocitali ¢tyfikrat, proto je nutné délit Ctyimi).

Nadstény (trojrozmérné stény): Nadstény tvoii osm vrchold, které maji vzdy praveé jednu soufad-

nici stejnou. Tedy mame 8 nadstén.

Pocet thlopficek je feSen v tloze 5.7E. Zde jen doplnime dal$i zptisob hledani jejich poctu na
zékladé znalosti poCtu stén a nadstén. V kazdé sténé jsou dvé uhlopricky, mame 24 stén, tedy je
48 sténovych thlopficek. V kazdé nadsténé (krychli) jsou Ctyfi télesové dhlopricky, nadstén je 8,
tedy mdme 8 - 4 = 32 télesovych thlopficek.

@ Necht' M [x1; xo; x3; x4]. Hrana nadkrychle je 2, dostdvame tedy ¢tyfi rovnice:
2—m)+ai+ai+ai=4,224+(2— 1)+ 25+ 27 =4,
P4+ 2-—m)? =403+ + a2+ (2— 14t =4

Po tpravé dostaneme
dr) = 2?2 + 25 + 25 + 22, dvy = 2 + 23 + 22 + 27,

2 2 2 2 — 2 2 4 .2 2
dxs = xf + x5 + x5 + vy, 4xg = ] + x5 + 25 + T

Odtud pak z; = 9 = x3 = x4 a po dosazeni do nékteré z rovnic mame 4, = 4x%. Tedy x; = 0,
nebo r; = 1. Bod O]0;0; 0; 0] je stfedem krychle, vezmeme tedy druhé feseni 21 = x5 = 23 =
=x4 = 1,4. M[1;1;1;1].

m Protoze A, B, M tvofi vrcholy dvojdimenzionalni stény, Ctverce, plati pro jeho Ctvrty vr-
chol E: M —e —FE = A —e— B,atedy E[l;1;
z dvojdimenzionélnich stén M AC, MAD, MBC, MBD a MCD: [1;
L1515 -1) =51 -1, -1 -1 1)

—1; —1]. Dalsi body dostaneme podobné
—L1 1] [ -5 -1 1],
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Poslednich pét vrcholti dostaneme na zakladé trojdimenziondlnich stén, tj. krychli, pomoci stie-
dové soumérnosti nadkrychle podle pocdtku 0. Tyto body jsou vyznaceny na obrazku 17.

[1; —1; —1;1] DI[0;0;0;2] A[2;0;0;0] MI1;1;1;1]
| |
| |
| |
[0;0; =2; 0} | —1; 1 151 11 -1 -1 I B0; 2; ; 0]
| |
L0:=2:0000 -1 -1 131 [1:—1;1{=1] _ | C[0;0;2;0]
[—1;—1;-1; —1] [—2;0;0;0] [0;0;0; —2] [—1;1;1;—1]
Obr. 17

Nadmnohostén T md osm vrcholi: A;[+1;0;0;0], A2[0;+1;0;0], As[0;0;+1;0],
A4]0;0;0; +1], B1[—1;0;0;0], B2[0; —1;0; 0], B3[0; 0; —1; 0], B4[0; 0; 0; —1].

Osm vrcholtl uréuje ( ) tj. 28 tsecek. Z nich kazd4 je bud hranou, nebo dhlopfickou nadmno-
hosténu T. Hranou je, pravé kdy?Z je jeji délka v/2, a thlopiickou, pravé kdy? je jeji délka 2. To
vyplyva z dimenziondlniho Zebiiku, protoZe stejné tvrzeni plati i v £? a E3. Kazda tsecka A; B;
spojujici dva dipodélni body obsahuje pocatek O[0; 0; 0; 0] jako svij stied. Tento bod je stfedem
soumérnosti t€lesa T. Tedy thlopficky jsou pouze Ctyfi: Ay By, AsBs, A3Bs3, Ay4By. Z kazdého
vrcholu vychazi pravé jedna uhlopticka spojujici tento vrchol s dipoddlnim vrcholem. Hran je

tedy 28 — 4 = 24.

Dva vrcholy A, B (nad)mnohosténu, kterému lze opsat (nad)kouli, nazveme dipoddlni, kdyz je

tseCka AB primérem této (nad)koule.

Cviceni 5.10
A |(a) Jedna se o t€Zisté té€chto tetraedrd, tj. [2 %, % ‘[] je bod dotyku kulové nadplochy vepsané
simplexu ABCDE se sténou ABCE, [2;3; 3, ¥5] je bod dotyku se sténou ABDE, [3;3; 3 5]

je bod dotyku se sténou ACDE, [2;2; 2; ¥5] je bod dotyku se sténou BCDE.

(b) Vzdalenost libovolnych dvou z téchto bodu je 75.

(a)u:v:w:z:1+\/3,(b)u/:v’:w’:z’:1+\/L§,(c)r:\%,p:\%.
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