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1.12 Shrnujı́cı́ úlohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2 Mı́ra v euklidovské rovině E2 25
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2.2.3 Myšlenka čtverce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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2.16 Problém – komplexnı́ čı́sla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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3.14 Trojice kolineárnı́ch bodů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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5.3 Přı́klad – nadrovina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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Úvod

Analytická geometrie patřı́ k tradičnı́m kurzům matematiky na mnoha vysokých školách. Ne
všechny tyto kurzy jsou stejné. V některém převládá geometrie, v jiném algebra, někde se
důsledně buduje přı́sná deduktivnı́ stavba disciplı́ny s přesnými definicemi, větami a důkazy,
jinde jsou akcentovány pouze nosné myšlenky a vı́ce pozornosti se věnuje aplikacı́m analytické
geometrie. Někde se výklad soustřed’uje na dvoj a trojdimenzionálnı́ prostor, jinde se ambiciózně
pracuje pouze v n-rozměrném prostoru, . . .

Pojetı́ analytické geometrie se tedy měnı́ jak podle zaměřenı́ školy, tak podle matematického
vkusu přednášejı́cı́ho. Naše pojetı́ se vyvı́jelo v průběhu poslednı́ch deseti let. Prvnı́ verze skript
byla napsána na základě přednášek, které ve školnı́ch letech 1993–94 a 1994–95 vedl druhý
z autorů za vydatné pomoci obou dalšı́ch. Později se na přednáškách a cvičenı́ch z analytické
geometrie podı́leli všichni tři autoři, v poslednı́ch pěti letech zejména prvnı́ z autorů. Nabyté
zkušenosti s použı́vánı́m skript obohacené o připomı́nky kolegů vedly k přepracovánı́ původnı́ho
textu. Nová verze však nezměnila nic na původnı́ch cı́lech, které odrážı́ specifika posluchače
pedagogické fakulty, budoucı́ho učitele matematiky na základnı́ a střednı́ škole. Zvolili jsme tři
cı́le.

Tři cı́le kurzu

Látka: Posluchač rozumı́ pojmům, větám, postupům, argumentacı́m a struktuře analytické geo-
metrie v mı́ře plně postačujı́cı́ pro nadhled nad analytickou geometriı́ střednı́ školy.

Metoda: Posluchač je veden k tomu, aby při studiu postupoval co nejsamostatněji a aby myšlenky
nepřejı́mal, ale objevoval, aby nenapodoboval, ale tvořil, aby vyslovená tvrzenı́ prověřoval.

Metodika: Při studiu budeme uvažovat o tom, jak je možné tu nebo onu myšlenku analytické
geometrie názorně zpřı́stupnit žákům střednı́ nebo základnı́ školy. Tento cı́l zdánlivě náležı́ do
předmětu, který se nazývá „Didaktika“, a nikoli do analytické geometrie. Na druhé straně podle
našich zkušenostı́ a podle našeho přesvědčenı́ každé hluboké zamyšlenı́ se nad tı́m, jak budeme
tu nebo onu část matematiky vyučovat, nám přinášı́ nové, hlubšı́ a ucelenějšı́ poznánı́ matematiky
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samotné. Tato myšlenka nenı́ nová. Již před třiceti lety ji opakovaně zdůrazňoval Hans Freudenthal
(1973). V obecné formulaci ji nacházı́me již u Seneky (1969, s. 17, list sedmý): Homines, dum
docent, discunt (Lidé, učı́ce jiné, sami se učı́). Známějšı́ je pozdějšı́ verze: Docendo discimus
(učı́ce [sami se] učı́me). Kromě toho představa, že jednou sám bude podobné věci učit, motivuje
posluchače k většı́ intenzitě učenı́, prosvětluje jeho práci radostı́ z očekávaného, měnı́ jeho postoj
k předmětu. Nepřı́liš povzbudivé je učenı́ se na jednorázovou zkoušku, radostná ale je přı́prava
na práci se žáky. Proto i do tohoto textu, zejména v prvnı́ch kapitolách, vkládáme poznámky
vztahujı́cı́ se k přı́štı́mu učitelskému působenı́ našich posluchačů.

Trochu historie

Od svých dávných pramenů tekla matematika ve dvou proudech – aritmetice a geometrii.
V předřeckých civilizacı́ch Babylonu a Egypta byla matematika převážně aritmetická. Geo-
metrické znalosti byly izolované, výpočetnı́ algoritmy byly naopak dobře strukturované. Jisté
propojenı́ geometrie a aritmetiky představovala astronomie, v nı́ž byly trajektorie planet popsány
posloupnostmi čı́sel. Pro ni ale byly obě discipliny pouze vědy pomocné.

Pythagoras (asi 580–500 před n.l.) pozvedl aritmetiku návodů a tabulek na spekulativnı́ vědu
s logickou argumentacı́. Zároveň do nı́ vnesl jazyk tvarů a tı́m dal geometrii impuls, který již
kolem roku 300 před n.l. vedl k jednomu z největšı́ch intelektuálnı́ch výkonů lidského ducha
– k slavným Euklidovým Základům (Stoicheia). Zde poprvé byla vědecká teorie vybudována
axiomaticky. Toto dı́lo se na vı́ce než dvě tisı́ciletı́ stalo vzorem vědecké dokonalosti. Vládu
geometrie začala oslabovat až arabská matematika a rozkvět aritmetiky pak přivodila renesančnı́
italská škola rafinovanými postupy při řešenı́ rovnic třetı́ho stupně.

Až do této doby bylo na geometrii a aritmetiku nahlı́ženo jako na dva různé, neslučitelné světy,
pro které platı́ to, co v Druhých analytikách napsal Aristoteles ze Stageiry (384–322 před n.l.):
„Nenı́ tedy možné vést důkaz tak, že by se přecházelo z jednoho rodu do druhého, jako napřı́klad
geometrickou větu nelze dokázat aritmetickou.“

K propojenı́ geometrie a aritmetiky došlo až v prvnı́ polovině 17. stoletı́, kdy nezávisle na sobě
dva francouzštı́ myslitelé, René Descartés (1596–1650) a Pierre de Fermat (1601–1665) našli
metodu dovolujı́cı́ geometrické problémy řešit nástroji aritmetiky, předevšı́m rovnicemi. Nová
metoda znamenala zásadnı́ změnu v nahlı́ženı́ na stavbu matematiky a otevřela dveře novým
myšlenkám, předevšı́m matematické analýze. O historii objevu je možné čı́st napřı́klad ve studii
J. Bečváře (1999, s. 207–214) nebo v práci M. Lávičky (2001, s. 154–164) zaměřené na oblast
Čech.
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Metoda studia

Matematické disciplı́ny se na vysoké škole tradičně podávajı́ způsobem „definice, tvrzenı́, důkaz,
přı́klad“ a učitel často vyzývá studenty, aby zapomněli vše, co se učili na střednı́ škole, protože
to je „špatně“. V poslednı́ch několika letech se však i na vysoké školy stále výrazněji prosazuje
konstruktivisticky orientovaný přı́stup, který předpokládá, že se student k mnoha výsledkům
dopracuje řešenı́m vhodných úloh samostatně. I náš přı́stup je tı́mto trendem ovlivněn a snažı́me
se méně poučovat a vı́ce podněcovat čtenáře k práci. Proto je zde nejeden důležitý poznatek
odsunut do úloh a cvičenı́ a formulován v jejich řešenı́. Navı́c nežádáme od čtenáře, aby zapomněl
vše, co se již naučil. Naopak. Předpokládáme u něj tyto znalosti, i když vı́me, že mnohdy stojı́
na intuitivnı́ch základech a že je potřebné položit je na pevnějšı́ podklad. Proto s některými
objekty (napřı́klad s přı́mkou, vzdálenostı́, vektorem, . . . ) pracujeme dřı́ve, než jsou tyto přesně
zavedeny.

Jednı́m z těchto klı́čových pojmů analytické geometrie je soustava souřadnic. O nı́ pojednáme
zde.

Ze střednı́ školy vı́me, že kartézská soustava souřadnic v rovině je dána dvojicı́ kolmých přı́mek
označovaných x, y, zvaných souřadnicové osy a protı́najı́cı́ch se v bodě O zvaném počátek.
Budeme ji značit Oxy. Předpokládáme, že čı́selnou osu jako vzájemné přiřazenı́ bodů přı́mky
a reálných čı́sel známe. Pak je popsáno, jak každému bodu Z roviny lze přiřadit uspořádanou
dvojici reálných čı́sel [z1; z2], které nazýváme souřadnice bodu Z. Přiřazenı́ Z ↔ [z1; z2] je
vzájemně jednoznačné zobrazenı́ roviny E2 a množiny R2. Tato skutečnost je tak jasná, že
kdybychom ji chtěli dokázat, nevěděli bychom ani, co vlastně máme dělat. V tom právě tkvı́
to, co jsme nazvali intuitivnı́m poznánı́m analytické geometrie. Naše úsilı́ tedy bude směřovat
k poznánı́ hlubšı́mu, axiomatickému. Prvnı́m krokem v tomto směru jsou následujı́cı́ dvě výzvy:

Problém 1. Upřesněte rozdı́l mezi pojmy přı́mka a čı́selná osa. Popište, jak se z čı́selné osy může
vytvořit přı́mka a jak se z přı́mky může sestrojit čı́selná osa. Řešenı́ tohoto problému použijeme
v druhém problému.

Problém 2. Zvažte, zda je možné soustavu souřadnic v rovině zavést i tı́mto novým způsobem:

V rovině zvolı́me čtverec OIDJ a jeho vrcholům přiřadı́me souřadnice takto:

O ↔ [0; 0], I ↔ [1; 0], D ↔ [1; 1], J ↔ [0; 1].

Dále popı́šeme, jak libovolnému bodu Z roviny přiřadı́me jeho souřadnice [x; y]. Z bodu Z

vedeme kolmice na přı́mky OI a OJ a jejich paty označı́me po řadě X a Y . Bodu X na čı́selné
ose OI dané přiřazenı́m O ↔ 0, I ↔ 1 přiřadı́me souřadnici x (X ↔ x) a podobně bodu Y na
čı́selné ose OJ dané přiřazenı́m O ↔ 0, J ↔ 1 přiřadı́me souřadnici y.
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Poznámka ke kapitole 1: Kapitola 1 obsahuje propedeutiku analytické geometrie a má-li čtenář
dostatečné znalosti analytické geometrie ze střednı́ školy, je možné ji vynechat (až na část
věnovanou m-bázi, odstavce 1.9 a 1.10). V odstavci 1.12 je několik úloh, které by měly sloužit
jako testové k tomu, zda může čtenář přikročit ke kapitole 2, nebo zda by si měl kapitolu 1
prostudovat. Učiteli tato kapitola přinášı́ impulsy k otevı́ránı́ myšlenek analytické geometrie
žákům základnı́ školy.

Seznam literatury

Aristoteles: Druhé analytiky. Nakladatelstvı́ ČSAV, 1962, 40 s. (kniha prvnı́, kapitola sedmá).
Bečvář, J.: Algebra v 16. a 17. stoletı́. In Bečvář, J. & Fuchs, E. (Eds.), Matematiky v 16. a 17. sto-
letı́, Sbornı́k, Edice Dějiny matematiky, sv. 12, Prometeus, Praha, 1999.
Freudenthal, H.: Mathematics as an Educational Task. D. Reidel Publishing Company, Dordrecht
– Holland, 1973.
Lávička, M.: Josef Vojtěch Sedláček a analytická geometrie. In Bečvář, J. & Fuchs, E. (Eds.),
Matematika v proměnách věků II, Sbornı́k, Edice Dějiny matematiky, sv. 16, Prometeus, Praha,
2001.
Seneca, L. A.: Výbor z listů Luciliovi, Svoboda, 1969.
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Použité značky

N množina přirozených čı́sel
N0 množina přirozených čı́sel s nulou
Z množina celých čı́sel
Q množina racionálnı́ch čı́sel
Q+ množina kladných racionálnı́ch čı́sel
R množina reálných čı́sel
R+0 množina kladných reálných čı́sel s nulou
Z2 kartézský součin Z× Z
předpona m- mřı́žový
m-vektor mřı́žový vektor
AB úsečka AB
|AB| délka úsečky AB
En n-rozměrný euklidovský prostor
dimA dimenze prostoru A
~i = (1; 0), ~j = (0; 1) jednotkový vektor v E2

(ABC) dělicı́ poměr bodů A, B, C
|4OMN | obsah trojúhelnı́ku OMN

|<)AOB| velikost úhlu AOB
|Ap| vzdálenost bodu A od přı́mky p
|Aα| vzdálenost bodu A od roviny α
|pq| vzdálenost dvou mimoběžek / rovnoběžek p, q
ρ = Rp rovina ρ daná bodem R a přı́mkou p
〈A, ~u,~v〉 repér daný bodem A a dvojicı́ lineárně nezávislých vektorů ~u a ~v〈
O,~i,~j

〉
repér daný bodem O a dvojicı́ vektorů~i a ~j

S = A0A1A2A3A4 simplex A0A1A2A3A4 v E4
.
= rovná se přibližně
~n = ~a×~b vektorový součin vektorů ~a,~b v E3

~n = [~a,~b,~c] ortogonálnı́ doplněk vektorů ~a,~b, ~c v E4

~u2 skalárnı́ součin ~u · ~u
A− • −B střed dvojice bodů A, B
D(m,n) největšı́ společný dělitel čı́sel m, n
Oxy kartézská soustava souřadnic s počátkem O, vodorovnou osou x

a svislou osou y





Kapitola 1

Propedeutika analytické geometrie

1.1 Terminologie – čtverečkovaný papı́r

Čtverečkovaný papı́r chápeme neohraničeně, tedy jako množinu všech bodů [x; y], kde x, y ∈ Z.
Aritmetizacı́ čtverečkovaného papı́ru je množina Z2. Protože o učivu budeme uvažovat často
i z hlediska budoucı́ch učitelů střednı́ nebo základnı́ školy, zkoumáme i „malou“ rovinu, tj. reálně
existujı́cı́ čtverečkovaný papı́r.

V rámci řešenı́ úloh připustı́me i zobrazenı́R×R a na čtverečkovaném papı́ru budeme rozlišovat
dva druhy bodů: mřı́žové, to jsou ty, jejichž obě souřadnice jsou celá čı́sla, a nemřı́žové, to jsou ty,
jejichž aspoň jedna souřadnice nenı́ čı́slo celé. Podobně budeme rozlišovat i dva druhy přı́mek:
mřı́žové, to jsou ty, které obsahujı́ aspoň dva (a tedy nekonečně mnoho) mřı́žové body, a nemřı́žové,
to jsou ty, které obsahujı́ nejvýše jeden mřı́žový bod. Adjektivum mřı́žový zkracujeme předponou
„m“. Např. m-vektor je vektor, jehož obě souřadnice jsou celá čı́sla. Trojúhelnı́k, čtyřúhelnı́k,. . . ,
jehož všechny vrcholy jsou m-body, nazveme mřı́žový trojúhelnı́k, mřı́žový čtyřúhelnı́k,. . . nebo
stručně m-trojúhelnı́k, m-čtyřúhelnı́k,. . .

S celými čı́sly se pracuje lépe než s „necelými“ reálnými čı́sly. Proto budeme mnohé úvahy
začı́nat úlohami, v nichž vystupujı́ pouze m-body, m-přı́mky a m-útvary. Většinu těchto úvah pak
zobecnı́me na situace bez celočı́selného omezenı́. Často tuto práci přenecháme čtenáři do cvičenı́.

1.2 Úloha – těžiště trojúhelnı́ku; metoda postupného uvolňo-
vánı́ parametrů

Najděte zobrazenı́, které trojici vrcholů trojúhelnı́ku ABC, kde A[a1; a2], B[b1; b2], C[c1; c2],
přiřadı́ jeho těžiště T [t1; t2].

13
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Řešenı́: Úlohu vyřešı́me pomocı́ významné heuristické metody – metody postupného uvolňovánı́
parametrů.

Do situace zı́skáme vhled nakreslenı́m několika obrázků (obr. 1.1).

A[0; 0] A[0; 0]B[2; 0] B[2; 0]

C[1; 3] C[4; 3]

T T

Obr. 1.1

Nynı́ je zřejmé, jak je nutné k dané volbě bodů A, B zvolit bod C tak, aby těžiště trojúhelnı́ku
bylo v m-bodě.

Zkoumejme nynı́ systematicky situaci naznačenou na obrázku 1.1. Fixujeme obě souřadnice bodu
A (A[0; 0]) i bodu B (B[2; 0]) a bod C necháme probı́hat m-body přı́mky y = 3 (C[c′1; 3]). Pro
každý zvolený bod C určı́me souřadnice těžiště T [t′1; t

′
2]. Údaje zjištěné z obrázků evidujeme

tabulkou 1.1a. Do poslednı́ho řádku tabulky zapı́šeme vztah mezi údaji obecně.

c′1 t′1 t′2
. . . . . . . . .
−2 0 1
1 1 1
4 2 1
7 3 1

. . . . . . . . .

c′1
c′1 + 2

3
1

c′1 t′1 t′2
. . . . . . . . .
−2 0 2
1 1 2
4 2 2
7 3 2

. . . . . . . . .

c′1
c′1 + 2

3
2

(a) (b)

Tab. 1.1

Stejný postup opakujeme pro C[c′1; 6] (tab. 1.1b), přı́padně i pro dalšı́ body C[c′1; 3k], k ∈ Z,
k 6= 0. Výsledky zı́skané v poslednı́ch řádcı́ch tabulek napı́šeme do nové tabulky (tab. 1.2). Z nı́
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můžeme vyčı́st, jak souřadnice c′2 ovlivňuje souřadnice t′1 a t′2. V tabulkách 1.1a a 1.1b jsme
uvolňovali souřadnici c′1, v tabulce 1.2 jsme uvolnili souřadnici c′2.

a′1 a′2 b′1 b′2 c′1 c′2 t′1 t′2
. . .
0 0 2 0 c′1 3 c′1+2

3 1 tabulka 1.1a
0 0 2 0 c′1 6 c′1+2

3 2 tabulka 1.1b
0 0 2 0 c′1 9 c′1+2

3 3
. . .
0 0 2 0 c′1 c′2

c′1+2
3

c′2
3 zobecněnı́

Tab. 1.2

V dalšı́m kroku uvolnı́me prvnı́ souřadnici bodu B. Volı́me postupně B[1; 0] (tab. 1.3), B[3; 0],
. . . , údaje zapı́šeme do tabulky 1.4 a v jejı́m poslednı́m řádku zobecnı́me.

a′1 a′2 b′1 b′2 c′1 c′2 t′1 t′2
. . .
0 0 1 0 c′1 c′2

c′1+1
3

c′2
3

0 0 1 0 c′1 c′2
c′1+1
3

c′2
3

0 0 1 0 c′1 c′2
c′1+1
3

c′2
3

. . .
0 0 1 0 c′1 c′2

c′1+1
3

c′2
3

Tab. 1.3

Celý postup zopakujeme pro A[0; 0] a B[1; 1], B[2; 1], B[3; 1] a tı́m uvolňujeme souřadnici b′1.
Z tabulek, které takto vzniknou, uvádı́me pouze poslednı́ (tab. 1.5). Zbylé necháme na čtenáři.

Nynı́ zbývá jen posunout bodA[0; 0] do bodu [a1; a2] (pomocı́ posunutı́ o vektor (a1; a2)) a vyjádřit
t1, t2. Výpočty provedeme pro prvnı́ souřadnice, druhé souřadnice zjistı́me analogicky:

t1 = t′1 + a1 =
c′1 + b′1

3
+ a1 ∧ b1 = b′1 + a1 ∧ c1 = c′1 + a1.

Z poslednı́ch dvou rovnic vyjádřı́me b′1 a c′1 a dosadı́me do prvnı́ rovnice. Po úpravě dostáváme

t1 =
a1 + b1 + c1

3
.
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a′1 a′2 b′1 b′2 c′1 c′2 t′1 t′2
. . .
0 0 1 0 c′1 c′2

c′1+1
3

c′2
3 tabulka 1.3

0 0 2 0 c′1 c′2
c′1+2
3

c′2
3 tabulka 1.2

0 0 3 0 c′1 c′2
c′1+3
3

c′2
3

. . .
0 0 b′1 0 c′1 c′2

c′1+b
′
1

3
c′2
3 zobecněnı́

Tab. 1.4

a′1 a′2 b′1 b′2 c′1 c′2 t′1 t′2
. . .
0 0 b′1 0 c′1 c′2

c′1+b
′
1

3
c′2
3

0 0 b′1 1 c′1 c′2
c′1+b

′
1

3
c′2+1
3

0 0 b′1 2 c′1 c′2
c′1+b

′
1

3
c′2+2
3

. . .
0 0 b′1 b′2 c′1 c′2

c′1+b
′
1

3
c′2+b

′
2

3

Tab. 1.5

Výsledek: T [t1; t2], t1 =
a1 + b1 + c1

3
, t2 =

a2 + b2 + c2
3

.

Poznámka: Uvedený postup ilustruje způsob odvozenı́ vyjádřenı́ souřadnic těžiště trojúhelnı́ku.
Jeho pravdivost je však nutné potvrdit důkazem.

1.3 Úloha – čtverec

V m-čtverci ABCD znáte souřadnice vrcholů A[a1; a2] a B[b1; b2]. Najděte souřadnice c1, c2,
d1, d2 vrcholů C a D. Hledejte pouze jedno ze dvou možných řešenı́. Uvažujte pouze m-čtverec
ABCD, který je orientovaný proti směru pohybu hodinových ručiček.

Řešenı́: Nabı́zı́me tři různé postupy.

Program A: Ve čtverci ABCD platı́ |AB| = |BC|, |AC| =
√

2|AB|. Těmito vztahy jsou určeny
dva body C. Nejprve je vypočteme, pak se pokusı́me určit, který z nich je ten, co vyhovuje námi
požadované orientaci. Bod D určı́me napřı́klad ze vztahu A − • − C = B − • −D, tedy střed
úsečky AC je roven středu úsečky BD.

Realizace je technicky náročná – viz cvičenı́ 1.5B.
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Program B: Předpokládáme, že řešitel vı́, jak se pomocı́ souřadnic otáčı́ vektor o 90◦. Jestliže
~u = (u; v) je nenulový vektor, pak jeho otočenı́m o 90◦ proti směru pohybu hodinových ručiček
dostaneme vektor ~u′ = (−v;u). Necht’tedy ~u = B − A. Pak C = B + ~u′ a D = A+ ~u′.

Realizace: ~u = (b1 − a1; b2 − a2), tedy ~u′ = (a2 − b2; b1 − a1).
C = [b1; b2] + (a2 − b2; b1 − a1) = [a2 + b1 − b2;−a1 + b1 + b2],
D = [a1; a2] + (a2 − b2; b1 − a1) = [a2 + a1 − b2; a2 − a1 + b1].

Výsledek: c1 = a2 + b1 − b2, c2 = −a1 + b1 + b2, d1 = a2 + a1 − b2, d2 = a2 − a1 + b1.

Program C: Budeme řešit sérii jednoduchých přı́padů a výsledky evidované tabulkou postupně
zobecňovat.

Realizaci, která ilustruje výše uvedenou metodu postupného uvolňovánı́ parametrů, je věnována
úloha 1.5A.

1.4 Úloha – hraničnı́ a vnitřnı́ m-body m-trojúhelnı́ku

Zjistěte, zda existuje závislost mezi počtem hraničnı́ch m-bodů a vnitřnı́ch m-bodů m-trojúhelnı́ku.

Řešenı́: Na prvnı́ pohled se zdá, že čı́m vı́ce má m-trojúhelnı́k m-bodů na hranici, tı́m vı́ce má
i vnitřnı́ch m-bodů a naopak. Toto zdánı́ je ale klamné. Zavedeme následujı́cı́ označenı́: Je-li
T m-trojúhelnı́k, pak h(T ) je počet m-bodů ležı́cı́ch na hranici trojúhelnı́ku T a v(T ) je počet
m-bodů ležı́cı́ch uvnitř trojúhelnı́ku T . Je zřejmé, že h(T ) = 0 a v(T ) = 0.

Lehce najdeme m-trojúhelnı́k T , pro který v(T ) = 0 a h(T ) = u je libovolné přirozené čı́slo
u = 3. Napřı́klad T = 4ABC, kde A[0; 0], B[u− 2; 0], C[0; 1].

Na druhé straně nenı́ těžké najı́t m-trojúhelnı́k T , pro který je h(T ) = 3 a v(T ) = u je libovolné
přirozené čı́slo. Napřı́klad T = 4ABC, kde A[0; 0], B[u; 1], C[−1; 2].
Podrobnějšı́ řešenı́ úlohy je podáno v úloze 1.5D.

1.5 Cvičenı́ – m-útvary

A. Vyřešte úlohu 1.3 pomocı́ programu C.

B. Jsou dány vrcholy A, B čtverce ABCD. Postupem, který je popsán v programu A v úloze 1.3,
najděte body C a D. Řešte pro (a) A[3; 1], B[4;−1], (b) A[0; 0], B[a; b], (c) A[a1; a1], B[b1; b2].

C. Jsou dány souřadnice vrcholů A, C čtverce ABCD. Najděte souřadnice vrcholů B a D.
Diskutujte řešitelnost úlohy v Z a vR.
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D. Nakreslete co nejvı́ce m-trojúhelnı́ků. Pro každý trojúhelnı́k T určete obsah (S(T )), počet
hraničnı́ch m-bodů (h(T )) a počet vnitřnı́ch m-bodů (v(T )). Hledejte závislosti mezi těmito
třemi parametry.

Rada: Sepište všechny výsledky do tabulky. Jaké závislosti lze z tabulky vyčı́st?

Poznámka: V dalšı́ch řádcı́ch a rovněž v přı́slušných výsledcı́ch budeme pro jednoduchost mı́sto
S(T ), h(T ) a v(T ) psát pouze S, h a v. Věřı́me, že toto zjednodušenı́ nepovede k nedorozuměnı́.
Pomocné otázky:

(a) Jakou největšı́, resp. nejmenšı́ hodnotu může nabývat čı́slo S, jestliže h = 3 a v = 0?

(b) Pro kolik navzájem neshodných trojúhelnı́ků T platı́ h = 3 a v = 0?

(c) Pro kolik navzájem neshodných trojúhelnı́ků T platı́ h = 4, v = 0?

(d) Jakých hodnot může nabývat čı́slo S pro trojúhelnı́ky, které jste našli při řešenı́ předchozı́
otázky?

(e) Sepište do nové tabulky hodnoty S a h pro v = 0 a hodnoty uspořádejte. Najděte vztah
mezi S a h.

(f) Pro kolik navzájem neshodných trojúhelnı́ků T platı́ h = 3, v = 1 a jakých hodnot může
nabývat čı́slo S pro tyto trojúhelnı́ky?

(g) Sepište do dalšı́ tabulky hodnoty S a h pro v = 1 a hodnoty uspořádejte. Najděte vztah
mezi S a h.

(h) Jakých hodnot může nabývat čı́slo v, jestliže h = 3? Jakých hodnot pak nabývá čı́slo S?

(i) Sepište do dalšı́ tabulky hodnoty S a h pro v = 2 a hodnoty uspořádejte. Najděte vztah mezi
S a h.

(j) Formulujte vztah mezi hodnotami S a h pro v = 3. Výsledek zkontrolujte obrázkem.

(k) Sepište do nové tabulky vztah mezi hodnotami S a h pro v = 1, 2, 3, . . . (to jsou poslednı́
řádky předchozı́ch tabulek) a formulujte obecný vztah mezi S, h a v pro mřı́žové trojúhelnı́ky.
Tento vztah se nazývá Pickova formule.

E. Předpokládejme, že Pickova formule platı́ pro m-trojúhelnı́ky. Dokažte, že pak Pickova formule
platı́ i pro m-čtyřúhelnı́ky.

F. Jsou dány m-bodyA[0; 0],B[b1; b2] tak, že čı́sla b1, b2 jsou nesoudělná. Najděte všechny m-body
C[c1; c2] tak, že trojúhelnı́k ABC nemá na hranici žádný m-bod kromě bodů A, B, C a uvnitř
má právě jeden m-bod.
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1.6 Vektor ve fyzice, geometrii a algebře

S pojmem vektor se žák střednı́ školy setkává v hodinách fyziky i matematiky.

Ve fyzice se jedná o veličinu, která popisuje rychlost, zrychlenı́, sı́lu a mnohé dalšı́ fyzikálnı́ jevy.
Zde je vektor chápán jako veličina, která má velikost, směr a (v mnoha přı́padech) umı́stěnı́.

Pojetı́ vektoru v aritmetice jako uspořádané n-tice reálných (celých, racionálnı́ch, . . . ) čı́sel
didaktické potı́že nedělá.

V geometrii se vektor chápe jako nástroj, který určuje po-

A

B

C

D
S

Obr. 1.2

sunutı́ (na přı́mce, v rovině, v prostoru), a je chápán jako
veličina, která má velikost, směr, nikoli ovšem umı́stěnı́.
Jestliže tedy v rovině nakreslı́me úsečku AB a k nı́ v bodě
B přikreslı́me šipku, označujeme tı́mto znakem nikoli vá-
zaný vektor umı́stěný v bodě A, ale celou třı́du vázaných
vektorů. Dva vázané vektory

−→
AB a

−−→
CD pak označujı́ stejný

vektor, právě když platı́A−•−D = B−•−C (obr. 1.2).
Tento způsob konstrukce pojmu vektor, který nazýváme
faktorizacı́, je myšlenkově náročný, a proto bývá zdrojem
mnoha nedorozuměnı́.

Připomeňme, že s operacı́ faktorizace se žáci setkali již při zaváděnı́ pojmu zlomek. Tam poznali,
že dva zlomky

a

b
a
c

d
představujı́ totéž racionálnı́ čı́slo, právě když ad = bc. I tam představovala

faktorizace pro mnoho žáků překážku až nepřekonatelnou.

Popsané didaktické potı́že jsou výzvou pro učitele, aby hledal způsob, jak je překonat. Druhý
z autorů tohoto textu ve svém experimentálnı́m vyučovánı́ již od pátého ročnı́ku hrával se žáky
hru na cestovánı́ po čtverečkovaném (později i čistém) papı́ře. Děti se s náročným pojmem
vektor seznamovaly hravou a činnostnı́ formou a v dostatečném předstihu před jeho oficiálnı́m
zavedenı́m. Dı́ky tomu byly výsledky tohoto experimentu velice dobré. Drtivá většina těchto
žáků již v osmém ročnı́ku dobře rozuměla pojmům vektor, lineárnı́ závislost vektorů a báze.

Hru na cestovánı́ pomocı́ vektorů osvětlı́me na několika úlohách a cvičenı́ch.

Poznámka: V prvnı́ch třech kapitolách pracujeme pouze ve dvojrozměrném prostoru. Zde vek-
torem ~p rozumı́me uspořádanou dvojici reálných čı́sel (a; b). Zapisujeme ~p = (a; b). Vektor ~p
nazveme m-vektorem, právě když a, b ∈ Z.
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1.7 Úloha – vektory jako posunutı́

Vektory ~p, ~q určujı́ posunutı́. Pomocı́ nich cestujeme z jednoho mřı́žového bodu do druhého.
Najděte způsob, jak se dostat (a) z A do B, (b) z C do D, (c) z B do C (obr. 1.3).

Řešenı́:

Q

O

PE

F B D

A G

C H

~q

~p

Obr. 1.3

(a) A
~p−→ H

~q−→ G
~q−→ F

~q−→ E
~p−→ B, tedy

A
2~p+3~q−→ B,

(b) C
2~p+3~q−→ G

2~p+3~q−→ D, tedy C
4~p+6~q−→ D,

(c) B
−~p−→ E

−2~q−→ G
−2~p−3~q−→ C, tedy B

−3~p−5~q−→ C.

Zápis pomocı́ šipek je pro žáky základnı́ školy názorný.
Později, když žáci zı́skajı́ vı́ce zkušenostı́ s vektory, pře-
cházı́me k tradičnı́ notaci:

(a)A+2~p+3~q = B, (b)C+4~p+6~q = D, (c)B−3~p−5~q =

= C.

1.8 Úloha – cestovánı́ pomocı́ vektorů

Řešte modifikaci úlohy 1.7. Dvojici vektorů ~p, ~q nahrad’te dvojicı́ vektorů ~u = (3; 1), ~v = (1; 1).

Řešenı́: Přı́pady (a) a (b) jsou snadné: (a) A− 2~v + ~u = B, (b) C + 2~u− 4~v = D.

Přı́pad (c) má v sobě záludnost. Z bodu B do C se umı́me dostat, pouze když budeme vektory ~u,
~v půlit: B − 1, 5~u + 3, 5~v = C. Je takové cestovánı́ přı́pustné? Odpověd’na tuto otázku je věcı́
domluvy. Může být ano i ne. V obou přı́padech je nutné terminologické upřesněnı́.

1.9 Terminologie – lineárnı́ kombinace vektorů

Lineárnı́ kombinacı́ vektorů ~a, ~b nazýváme každý vektor x~a + y~b, kde x, y ∈ R. V přı́padě
x, y ∈ Z, (resp. x, y ∈ Q) vektor x~a+ y~b nazýváme celočı́selnou (resp. racionálnı́) kombinacı́
vektorů ~a,~b. Vektory ~a,~b nazýváme lineárně závislé, jestliže existuje čı́slo z ∈ R tak, že ~a = z~b

nebo~b = z~a.

Řekneme, že m-bod B je celočı́selně dosažitelný z bodu A pomocı́ ~a, ~b, když existujı́ x, y ∈ Z
tak, že B = A+ x~a+ y~b. V opačném přı́padě je B celočı́selně nedosažitelný z A pomocı́ ~a,~b.

Dvojici m-vektorů ~a, ~b nazveme m-bázı́, jestliže každý m-vektor je jejich celočı́selnou kombi-
nacı́, tj. jestliže každý m-bod je celočı́selně dosažitelný z počátku O pomocı́ ~a,~b.
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Zvláště významná je m-báze (1; 0), (0; 1), pro kterou budeme nadále použı́vat pı́smena ~i, ~j
takto:~i(1; 0), ~j(0; 1).

1.10 Úlohy – m-báze

A. Které mřı́žové body jsou celočı́selně dosažitelné z O[0; 0] pomocı́ vektorů ~u = (3; 1),
~v = (1; 1)?

Řešenı́: Nakreslı́me „tapetu“ všech m-bodů celočı́selně dosažitelných z boduO pomocı́ vektorů
~u, ~v (obr. 1.4). Vidı́me, že celočı́selně dosažitelný je právě ten m-bod A[a1; a2], pro který je
čı́slo a1 + a2 sudé.

Obr. 1.4

Důkaz: Bod A[a1; a2] je celočı́selně dosažitelný, právě když existujı́ x, y ∈ Z tak, že
A = O + x~u + y~v. V souřadnicı́ch: a1 = 3x + y, a2 = x + y, odkud x = a1−a2

2 , y = 3a2−a1
2 .

Čı́sla x, y jsou celá, právě když a1, a2 jsou současně obě sudá, nebo obě lichá. QED

B. Je libovolný m-bod celočı́selně dosažitelný z libovolného m-bodu pomocı́ vektorů ~p = (2; 1),
~q = (−1;−1)?

Řešenı́: Odpověd’znı́ ano.

Důkaz: Pomocı́ vektorů ~p, ~q lze vyjádřit vektory ~i = (1; 0), ~j = (0; 1) a pomocı́ těchto pak
libovolný m-vektor ~z = (x; y). Tedy dvojice ~p, ~q je m-bázı́.

Skutečně ~i = ~p + ~q, ~j = −~p − 2~q, odtud ~z = x~i + y~j = x(~p + ~q) + y(−~p − 2~q) =

= (x− y)~p+ (x− 2y)~q. QED
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Uvedený důkaz je vı́c než logická hra. Je to návod, jak můžeme libovolný m-vektor vyjádřit
pomocı́ m-báze ~p, ~q. Tato konstrukce naznačuje i řešenı́ poslednı́ a nejtěžšı́ z trojice úloh.

C. Najděte kritérium, podle kterého lze jednoduše rozhodnout, zda je dvojice m-vektorů
~m = (m1;m2), ~n = (n1;n2) m-bázı́.

Řešenı́: Z předchozı́ úlohy vidı́me, že klı́čem k řešenı́ je m-báze~i,~j. Zřejmě platı́ tvrzenı́: ~m,~n
je m-bázı́⇔ vektory~i,~j jsou celočı́selnou kombinacı́ vektorů ~m a ~n.

V dalšı́m předpokládáme, že vektory ~m a ~n jsou lineárně nezávislé, tj. že tvořı́ bázi.

Zjistı́me tedy, kdy jsou oba vektory~i, ~j celočı́selnou kombinacı́ vektorů ~m a ~n, tj. kdy existujı́
x1, x2, y1, y2 ∈ Z tak, že

~i = x1 ~m+ y1~n, ~j = x2 ~m+ y2~n. (1.1)

Vyjděme z toho, co známe:

~m = m1~i+m2~j, ~n = n1~i+ n2~j. (1.2)

Upravme tuto soustavu rovnostı́ na tvar (1.1). Dostaneme

~i =
n2
D
~m− m2

D
~n, ~j = −n1

D
~m+

m1
D
~n, kde D =

∣∣∣∣∣ m1 m2

n1 n2

∣∣∣∣∣ = m1n2 − n1m2

(D 6= 0, protože ~m, ~n jsou lineárně nezávislé).

Hledaná čı́sla x1, x2, y1, y2 tedy jsou

x1 =
n2
D
, y1 =

−m2
D

, x2 =
−n1
D

, y2 =
m1
D
. (1.3)

Je zřejmé, že, je-li |D| = 1, pak x1, x2, y1, y2 ∈ Z. Tedy podmı́nka |D| = 1 je postačujı́cı́
k tomu, aby čı́sla x1, x2, y1, y2 byla celá. Je tato podmı́nka i podmı́nkou nutnou?

Předpokládejme, že |D| je různé od 1. Necht’ napřı́klad D = 2. Ze vztahů (1.3) plyne, že
čı́sla x1, x2, y1, y2 jsou celá, právě když všechna čı́sla m1,m2, n1, n2 jsou sudá. Pak ale D je
čı́slo dělitelné čtyřmi, protože je rozdı́lem dvou čı́sel, z nichž každé je součinem dvou sudých
čı́sel. Tedy všechna čı́sla m1,m2, n1, n2 jsou čtyřnásobky. Pak D je šestnáctinásobek atd. To je
zřejmě do nekonečna ubı́hajı́cı́ úvaha.

Problém uchopı́me za jiný konec. Ze vztahů (1.3) vyjádřı́me m1,m2, n1, n2 a dosadı́me je do
rovnostiD = m1n2−n1m2. Zı́skámeD = D2(x1y2−x2y1), tedy 1 = D(x1y2−x2y1). Součin
dvou celých čı́sel je 1. To je možné, pouze když obě tato čı́sla jsou současně rovna 1, nebo−1.
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Tı́m jsem odvodili tvrzenı́, které je řešenı́m dané úlohy.

Tvrzenı́ 1.1: Dvojice m-vektorů ~m(m1;m2), ~n(n1;n2) je m-bázı́, právě když

|m1n2 −m2n1| = 1, neboli |

∣∣∣∣∣m1 m2

n1 n2

∣∣∣∣∣ | = 1.

Důkaz: Implikace⇒ byla dokázána výše, důkaz implikace⇐ uděláme zde.

Necht’ platı́ (1.2) a |m1n2 − m2n1| = 1. Definujme čı́sla x1, x2, y1, y2 předpisem x1 = n2,
y1 = −m2, x2 = −n1, y2 = m1. Pak~i = n2 · ~m−m2 ·~n,~j = −n1 · ~m+m1 ·~n, a tedy vektory
~m, ~n tvořı́ m-bázi.

D. Dokažte tvrzenı́: Necht’ jsou m-vektory ~m(m1;m2), ~n(n1;n2) lineárně nezávislé. Označme
D = m1n2 − m2n1. Pak každý m-vektor ~w = x~i + y~j, kde x, y ∈ Z, lze psát ve tvaru
~w =

p

D
~m+

q

D
~n, kde p, q ∈ Z.

Řešenı́: Využijeme řešenı́ předchozı́ úlohy. Podle vztahů (1.1) a (1.3) je

~w = x~i+ y~j =
xn2 − yn1

D
~m+

−xm2 + ym1
D

~n.

Protože p = xn2 − yn1 i q = −xm2 + ym1 jsou celá čı́sla, je tvrzenı́ dokázáno.

1.11 Cvičenı́ – m-báze

A. Najděte m-vektor, který je celočı́selnou kombinacı́ dvou vektorů: (a) ~a = (1, 5;−0, 2),
~b = (13 ; 3), (b) ~c = (

√
2; 13), ~d = (

√
8; 15), (c) ~e = (

√
2; 1), ~f = (

√
3; 1).

B. Najděte vektory ~u, ~v, jejichž souřadnice jsou různá iracionálnı́ čı́sla, a 2~u− 3~v je m-vektor.

C. Najděte lineárně závislé m-vektory ~u, ~v a m-vektor ~w tak, že ~w je celočı́selnou kombinacı́
vektorů ~u, ~v, ale nenı́ celočı́selným násobkem vektoru ~u, ani vektoru ~v.

D. K danému m-vektoru ~p najděte m-vektor ~q = (q1; q2) tak, aby dvojice ~p, ~q tvořila m-bázi:
(a) ~p = (2; 3), (b) ~p = (2; 2), (c) ~p = (−26; 33), (d) ~p = (84; 105).

E. Dokažte tvrzenı́: Jsou-li souřadnice m-vektoru ~p = (p1; p2) soudělné (tj. D(p1, p2) = n > 1),
pak ~p nenı́ prvkem m-báze, tj. neexistuje m-vektor ~q = (q1; q2) tak, že vektory ~p, ~q tvořı́ m-bázi.

F. Najděte kritérium, kterým lze rozhodnout, zda daný m-vektor ~p = (p1; p2) lze doplnit m-
vektorem ~q = (q1; q2) na m-bázi.
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G. Jsou dány vektory (a) ~u = (4; 1), ~v = (1; 1), (b) ~u = (1;−2), ~v = (1; 1). Jaké podmı́nky
musı́ splňovat celá čı́sla a1, a2, aby bod A[a1; a2] byl celočı́selně dosažitelný z počátku O[0; 0]

pomocı́ vektorů ~u, ~v?

H. Úlohu „najděte obecné celočı́selné řešenı́ rovnice ax+ by = 1, kde a, b ∈ Z jsou nesoudělná“
přeformulujte co nejvı́ce různými způsoby.

1.12 Shrnujı́cı́ úlohy

A. Na čtverečkovaném papı́ře je dán mřı́žový obdélnı́k ABCD o rozměrech 7 × 4. Sestrojte
mřı́žovou přı́mku, která úsečku AC protı́ná v bodě X , pro který platı́ |AX| : |XC| = 3 : 5.

B. Najděte nutnou a postačujı́cı́ podmı́nku pro souřadnice mřı́žových bodů A[a1; a2], B[b1; b2],
C[c1; c2], aby těžiště T trojúhelnı́ku ABC byl mřı́žový bod.

C. Jsou dány souřadnice mřı́žových bodů A[a1; a2], B[b1; b2]. Najděte souřadnice bodů C, D tak,
aby ABCD byl kladně orientovaný čtverec.

D. Jsou dány vektory ~u(1; 2), ~v(3; 1).

(a) Jaký vzor vyplnı́ v rovině všechny body typu O + x~u+ y~v, kde x, y ∈ Z?

(b) Najděte nejmenšı́ nadmnožinu M množiny Z, pro kterou platı́, že množina
{O + x~u+ y~v;x, y ∈M} obsahuje všechny mřı́žové body.



Kapitola 2

Mı́ra v euklidovské rovině E2

2.1 Výchozı́ poznatky

Předpokládáme, že je dána kartézská soustava souřadnic Oxy. Připomeneme několik pojmů
a vztahů.
Velikost vektoru ~u = (u1;u2) je dána předpisem |~u| =

√
~u · ~u =

√
u21 + u22.

Vzdálenost dvou bodů A[a1; a2], B[b1; b2]:

|AB| =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2

|AB| =|~b− ~a|, kde~a(a1; a2), ~b(b1; b2)

Skalárnı́m součinem vektorů ~u = (u1;u2), ~v = (v1; v2) nazýváme čı́slo ~u · ~v = u1v1 + u2v2.
Pro nenulové vektory ~u, ~v platı́: vektory ~u a ~v jsou kolmé, právě když ~u · ~v = 0.
Viètovy vzorce pro kořeny x1, x2 kvadratické rovnice ax2 + bx + c = 0, a 6= 0: x1 + x2 = − b

a
,

x1x2 = c
a
.

2.2 Problém – přesné měřenı́ délky úsečky

Pracujeme na čtverečkovaném papı́ře s jednotkovým čtvercem o obsahu 1 cm2. Ukážeme, jak
v průběhu experimentálnı́ho vyučovánı́ v 5.–7. ročnı́ku žáci jedné třı́dy dospěli až k objevu
Pythagorovy věty.

V pátém ročnı́ku zjišt’ovali žáci délky mřı́žových úseček. K nejvı́ce diskutovaným patřily úsečky
AB, AC a AD, kde A[0; 0], B[3; 2], C[3; 4], D[1; 1], které byly vyznačeny na centimetrovém
čtverečkovaném papı́ru. Mezi žáky vznikly spory, které se týkaly přesnosti měřenı́. Většina žáků
naměřila milimetrovým měřı́tkem vzdálenost bodů (i) A, B přesně 36 mm, (ii) A, C přesně
50 mm, (iii) A, D přesně 14 mm. Avšak vždy několik žáků tvrdilo, že vzdálenost je o „kousek“

25
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většı́ než uvedené čı́slo, a také vždy někdo naměřil vzdálenost bodů o „kousek“ menšı́ než
uvedené čı́slo. Spor byl dlouho otevřen.

Ukážeme tři myšlenky, které žáci při řešenı́ uvedeného sporu postupně objevili v 6. a 7. ročnı́ku.

2.2.1 Myšlenka prodlužovánı́

Každou z úseček AB, AC, AD několikanásobně prodloužı́me.

1. Úsečku AB prodloužı́me např. sedmkrát. Dostáváme bod B′ = [21; 14] a změřı́me vzdálenost
bodů A, B′. Spory o to, zda vzdálenost bodů A, B′ je přesně 252 mm, nebo o kousek většı́,
přetrvávajı́.

2. Sedminásobné prodlouženı́ úsečky AC a změřenı́ vzdálenosti bodů A, C ′ = [21; 28] spor také
nevyřešilo.

3. Změřenı́m vzdálenosti bodů A, D′, kde bod D′[10; 10] dostaneme desetinásobným prodlouže-
nı́m úsečky AD, zı́skáme čı́slo 141 a něco. Vı́me tedy, že vzdálenost bodů A, D je určitě většı́
než 14 mm. Dokonce můžeme řı́ci, že 14,1 mm < |AD| < 14,2 mm. Spor týkajı́cı́ se úsečky
AD je tedy vyřešen.

2.2.2 Myšlenka rovnoramenného trojúhelnı́ku

Spor o vzdálenosti bodů A, C lze řešit pomocı́

• •

•

•

A[0; 0] E[5; 0]

C[3; 4]

F [4; 2]

�
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��
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�
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A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA

Obr. 2.1

trojúhelnı́kuAEC, kdeE[5; 0] (obr. 2.1). Je zřejmé,
že bod F [4; 2] je středem strany EC a že úsečky
AF a EC jsou na sebe kolmé, protože AF má
„stoupánı́ “ 2 : 1 a CE má „klesánı́ “ 1 : 2. Tedy
AF je výškou daného trojúhelnı́ku a dělı́ jej na dva
shodné trojúhelnı́ky (4AFC ∼= 4AFD podle
věty sus. Proto je |AC| = |AE| = 5 cm.

2.2.3 Myšlenka čtverce

Myšlenka čtverce umožnı́ rozhodnout spor o přesnost měřenı́ vzdálenosti zbývajı́cı́ dvojice bodů
A, B, ale i jakékoliv jiné. Jejı́ realizace vyžaduje, aby žáci uměli na čtverečkovaném papı́ře
sestrojovat čtverce a hledat jejich obsahy.
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Nad úsečkouAB sestrojme čtverecABGH (obr.

H[−2; 3]

G[1; 5]

B[3; 2]

A[0; 0]

Obr. 2.2

2.2). Obsah čtverce ABGH zjistı́me napřı́klad
tak, že čtverec „rozkrájı́me“ na čtyři shodné pra-
voúhlé trojúhelnı́ky a jeden čtverec. Hledaný
obsah je 4 · 3 + 1 = 13 cm2 = 1 300 mm2.
Kdyby |AB| = 36 mm, byl by obsah čtverce
36 · 36 = 1 296 mm2. Obsah čtverce je však
většı́ než 1 296, tedy |AB| > 36 mm. Tato myš-
lenka dává možnost numerického hledánı́ čı́sla
|AB|, kde A, B jsou dva m-body, bez použitı́
Pythagorovy věty.

2.3 Cvičenı́ – měřenı́

Ve cvičenı́ch C, D, E, A se vžijte do žáka sedmého/osmého ročnı́ku základnı́ školy, který je
nápaditý, rozumı́ vzorci pro obsah trojúhelnı́ku, umı́ hledat obsahy m-trojúhelnı́ků, způsobem
popsaným v odstavci 2.2.3 umı́ zjišt’ovat délky m-úseček, vı́, jak na kalkulačce pomocı́ klı́če

√

najı́t stranu čtverce, zná-li jeho obsah. Vstupnı́ údaje jsou v cm, výsledek hledejte s přesnostı́ na
desetinu milimetru. Výpočet kontrolujte obrázkem a měřenı́m.

A. „Myšlenkou čtverce“ zjistěte co nejpřesněji vzdálenost bodů A, C z problému 2.2.

B. „Myšlenkou rovnoramenného trojúhelnı́ku“ dokažte, že vzdálenost bodů A[0; 0], M [12; 5] je
celočı́selná.

C. Najděte velikosti výšek trojúhelnı́ku ABC, kde A[0; 0], C[2; 4], a (a) B[2; 0], (b) B[2; 1],
(c) B[1; 1].

D. Zjistěte vzdálenost d počátkuO od přı́mky PR, kde P [5; 0] a (a)R[0; 5], (b)R[4; 2], (c)R[1; 3],
(d) R[2; 4].

E. Metodou postupného uvolňovánı́ parametrů najděte vzorec pro vzdálenost d počátku O od
přı́mky PR, kde P [p; 0], p 6= 0, R[r; s], když (a) p, r, s ∈ Z, (b) p, r, s ∈ R.

F. Zjistěte, v jakém poměru dělı́ bod O, kde KL ∩MN = {O}, úsečky KL a MN , vı́te-li, že
K = [0; 0], L = [3; 2] a (a) M = [3; 0], N = [2; 2], (b) M = [2; 3], N = [3; 1], (c) M = [3; 1],
N = [1; 4].

G. Určete přesně souřadnice bodu O z cvičenı́ F.
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H. Je dán trojúhelnı́k ABC, kde A = [0; 0], B = [5; 2], C = [3; 3].

(a) Určete přesně souřadnice bodu Vc, který je patou výšky z bodu C. Využijte metodu dělenı́
úseček (viz řešenı́ úlohy F).

(b) Vypočı́tejte velikost výšky vc s využitı́m metody dělenı́ úsečky.

I. Kolik existuje navzájem neshodných rovnoramenných m-trojúhelnı́ků s ramenem délky 5?

J. Jsou dány body A[1;
√

3], B[
√

3;−1], C[0;−
√

3]. Najděte bod D tak, aby byl čtyřúhelnı́k
ABCD lichoběžnı́k, kde AB ‖ CD a |CD| =

√
2 +
√

6.

2.4 Cvičenı́ – Pythagorejské trojice

A. Najděte rovnoramenný m-trojúhelnı́k ABC, jestliže A[0; 0], B[b1; 0], C[c1; c2] a pro m-bod S,
který je středem základny BC, je (a) S = [3u;u], (b) S = [4u;u], (c) S = [5u;u], kde u je
vhodné přirozené čı́slo.

B. Zobecněte předchozı́ cvičenı́. Za střed základnyBC zvolte m-bodS = [nt; t], kden je libovolné
dané přirozené čı́slo a t je vhodně k čı́slu n volené přirozené čı́slo.

C. Najděte nejmenšı́ možný rovnoramenný m-trojúhelnı́k ABC se základnou BC, kde A[0; 0],
B[b; 0], C[c1; c2], tak, aby výška na stranu a procházela bodem K o souřadnicı́ch (a) [3; 2],
(b) [5; 2], (c) [7; 2], (d) [n; 2], n ∈ N, a D(n, 2) = 1.

D. Najděte nejmenšı́ možný rovnoramenný m-trojúhelnı́k ABC se základnou BC, kde A[0; 0],
B[b; 0], C[c1; c2], tak, aby výška na stranu a procházela bodem K o souřadnicı́ch (a) [4; 3],
(b) [5; 3], (c) [7; 3], (d) [8; 3], (e) [n; 3], n ∈ N a D(n, 3) = 1.

E. Zobecněte výsledky cvičenı́ C a D a najděte nejmenšı́ možný rovnoramenný m-trojúhelnı́k
ABC se základnou BC, kde A[0; 0], B[b; 0], C[c1; c2], tak, aby výška na stranu a procházela
bodem K = [u; v], kde u, v ∈ N a jsou nesoudělná.

F. Využijte výsledků z cvičenı́ C, D a E a formulujte návod na hledánı́ Pythagorejských trojic.
Návod formulujte ve formě tvrzenı́.

Trojici (a, b, c) ∈ N3 nazveme Pythagorejskou, právě když a2 + b2 = c2.
Jsou-li délky všech stran pravoúhlého trojúhelnı́ku celočı́selné, pak tato tři čı́sla tvořı́ Pythago-
rejskou trojici.
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2.4.1 Komentář

Do této chvı́le jsme myšlenku vzdálenosti (délky) diskutovali z hlediska učitele. Ukázali jsme
jeden z možných konstruktivistických přı́stupů, který jsme sami prověřili v praxi. Nejprve zde
byl problém: Co nejpřesněji zjistit některé vzdálenosti dvou m-bodů. Žáci již v pátém ročnı́ku
řešili úlohu měřenı́m, ale postupně přinášeli nové a nové spekulativnı́ úvahy, až posléze v sed-
mém ročnı́ku dospěli k silnému výsledku a odhalili způsob hledánı́ Pythagorejských trojic. Žáci
formulovali svoje řešenı́ jako návod na hledánı́ Pythagorejských trojic. Námi uvedené tvrzenı́ 2.3
v řešenı́ úlohy 2.4F je tradičnı́ matematická formulace této myšlenky.

2.5 Úloha – obsah trojúhelnı́ku

Najděte obsah trojúhelnı́ku ABC, kde A[a1; a2], B[b1; b2], C[c1; c2].

Řešenı́: Úlohu můžeme řešit přinejmenšı́m čtyřmi

x

y

c1 a1

c2

a2

b2

C[c1; c2]

A[a1; a2]

B[b1; b2]

b1

Obr. 2.3

způsoby: A – metodou „krájenı́ “, „ořezávánı́ “
nebo „doplňovánı́ “, B – metodou uvolňovánı́ pa-
rametrů, C – pomocı́ sinové věty, D – pomocı́
vztahu pro vzdálenost bodu od přı́mky.

Zde ukážeme způsob A. Doplnı́me trojúhelnı́k
ABC na obdélnı́k se dvěma stranami rovnoběž-
nými s osou x, resp. y (obr. 2.3). Pak stačı́ použı́t
základnı́ vzorečky pro obsah pravoúhlého troj-
úhelnı́ku a obdélnı́ku.

|4ABC| =|(a1 − c1)(b2 − c2)−
(a1 − c1)(a2 − c2)

2
− (b1 − c1)(b2 − c2)

2
− (a1 − b1)(b2 − a2)

2
| =

=
1
2
|a1b2 − a1c2 − b2c1 + c1a2 + b1c2 − b1a2| =

=
1
2
|

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣∣ |.
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Uvedený výpočet se vztahuje k trojúhelnı́ku na obr. 2.3. Pro jiné rozmı́stěnı́ bodů A, B, C
vzhledem k soustavě souřadnic je nutno udělat jiný výpočet. Výsledek bude ve všech přı́padech
stejný. Přenecháme čtenáři, aby jej prověřil pro trojúhelnı́ky na obr. 2.4.

A

A
B

B

C

C

Obr. 2.4

Poznámka: Metoda „krájenı́“ (viz např. myšlenka čtverce v odstavci 2.2.3) je přirozená metoda již
pro žáky 3. ročnı́ku základnı́ školy, metoda „doplňovánı́“ dělá potı́že i některým staršı́m žákům.

Důkaz: Necht’ máme dán trojúhelnı́k ABC, kde A[a1; a2], B[b1; b2], C[c1; c2] a v je výška na
stranu AB. Směrový vektor přı́mky AB má souřadnice ~s(b1− a1; b2− a2) a normálový vektor je
tedy ~n(a2−b2; b1−a1). Přı́mkuAB můžeme tedy vyjádřit rovnicı́ (a2−b2)x+(b1−a1)y+c = 0.
Bod A ležı́ na přı́mce AB, platı́ tedy (a2 − b2)a1 + (b1 − a1)a2 + c = 0. Po úpravě dostáváme
c = b2a1 − b1a2 a rovnice přı́mky AB má tvar (a2 − b2)x+ (b1 − a1)y + b2a1 − b1a2 = 0.

Pro nalezenı́ výšky v použijeme vzorec pro vzdálenost bodu od přı́mky (který bude odvozen ve
cvičenı́ 2.14H), v našem přı́padě bodu C od přı́mky AB:

v =
|(a2 − b2)c1 + (b1 − a1)c2 + b2a1 − b1a2|√

(a2 − b2)2 + (b1 − a1)2

Obsah trojúhelnı́ku ABC pak vypočteme jako SABC =
v · |AB|

2
a po dosazenı́ a úpravě máme

SABC = 1
2 |a2c1 − b2c1 + b1c2 − a1c2 + b2a1 − b1a2| = 1

2 · |

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣∣ |.
Tvrzenı́ 2.1: Obsah trojúhelnı́ku ABC, kde A[a1; a2], B[b1; b2], C[c1; c2], je dán vzorcem

SABC = 1
2 |a2c1 − b2c1 + b1c2 − a1c2 + b2a1 − b1a2| = 1

2 · |

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣∣ |.
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Vzorec pro obsah trojúhelnı́ku OMN , kde O je počátek soustavy souřadnic, tedy je:

|4OMN | = 1
2
|m1n2 −m2n1| =

1
2
|

∣∣∣∣∣m1 m2

n1 n2

∣∣∣∣∣ |
Z Tvrzenı́ 1.1 a 2.1 plyne vážný důsledek.

Tvrzenı́ 2.2: Dvojice vektorů ~m,~n je m-bázı́, právě když |4OMN | = 1
2 , kde M = O + ~m

a N = O + ~n.

2.6 Cvičenı́ – obsah

A. S využitı́m výsledků úlohy 2.3E najděte vzorec pro vzdálenost d počátku O od přı́mky PR,
kde P [p; q], R[r; s] a p, q, r, s ∈ R.

B. Najděte vzorec pro vzdálenost d bodu A[a1; a2] od přı́mky PR, je-li P [p; q], R[r; s] a současně
p, q, r, s ∈ R.

C. Necht’je dán trojúhelnı́kABC s těžištěm T . Dokažte, že trojúhelnı́kyABT ,BCT aACT majı́
stejný obsah.

D. Necht’máme dánu m-úsečku A[0; 0], B[b − 1; b − 2]. Najděte nutnou a postačujı́cı́ podmı́nku
pro to, aby existoval m-bodC[c1; c2] tak, že obsah trojúhelnı́kuABC je 12 . V přı́padě, že takový
bod existuje, najděte všechny takové body.

E. Interpretujte rovnici ax+ by = 1 (viz úloha 1.11H) z hlediska obsahu.

F. Jsou dány body A[1;
√

3], B[
√

3;−1], C[−
√

3;−
√

3]. Najděte bod D tak, aby byl čtyřúhelnı́k
ABCD lichoběžnı́k, kde AB ‖ CD a obsah ABCD je 5

√
3.

G. Jsou dány body A[2; 1], B[0; 0], P [4;−1], Q[2; 2]. Označme AQ∩BP = {C}. Najděte obvod
a obsah trojúhelnı́ku ABC.

H. Jsou dány body A[0; 0], U [3; 4], V [0; 1], P [−1; 2], Q[2; 1]. Najděte obvod a obsah trojúhelnı́ku
ABC, kde AU ∩ PQ = {B}, AV ∩ PQ = {C}.

I. Je dán šestiúhelnı́k EFGHIJ s vrcholy E[0; 0], F [3;−4], G[6;−4], H[9; 0], I[7; 2], J [2; 2].
Úhlopřı́čky EH , FI , GJ tohoto šestiúhelnı́ku ohraničı́ trojúhelnı́k ABC (FI ∩ GJ = {A},
EH ∩ FI = {B}, EH ∩GJ = {C}). Vı́me, že obsah trojúhelnı́ku ABC je 4924 . Najděte délky
jeho stran.
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2.7 Problém – velikosti úhlů

Je dán m-trojúhelnı́k ABC (obr. 2.5). Máme zjistit ve- C[2; 3]

B[4; 1]

A[0; 0]

α

β

γ

Obr. 2.5

likosti jeho třı́ vnitřnı́ch úhlů, a to různým způsobem.
Způsob zjišt’ovánı́ závisı́ na vyspělosti řešitele.

Žák pátého nebo šestého ročnı́ku úhly změřı́ úhlomě-
rem. Žák osmého ročnı́ku, který již umı́ užı́vat funkce
„tangens“, zjistı́ pomocı́ tabulek nebo kalkulačky ve-
likost úhlu α odečtenı́m úhlu 14◦ (tedy arctg 0, 25) od
úhlu 56, 3◦ (tedy arctg 1, 5) a zı́ská α = 42, 3◦. Podobně
zjistı́, že β je součet úhlů 14◦ (tedy arctg 0, 25) a 45◦

(tedy arctg 1), tedy β = 59◦. Konečně stejným způso-
bem nebo užitı́m věty o součtu vnitřnı́ch úhlů v troj-
úhelnı́ku zjistı́, že γ = 33, 7◦ + 45◦ = 78, 7◦.

Gymnazista, který ovládá kosinovou větu, může užı́t této znalosti k nalezenı́ kosinů úhlů α, β, γ.

Nejtěžšı́m nástrojem na zjišt’ovánı́ velikostı́ úhlů je pak vektorový kalkul, speciálně vzorec známý
ze střednı́ školy

cosα =
~u · ~v
|~u| · |~v|

, α ∈ 〈0◦, 180◦〉 , (2.1)

v němž α je úhel svı́raný vektory ~u, ~v. V našem přı́padě ~u = B−A = (4; 1), ~v = C−A = (2; 3),

|~u| =
√

17, |~v| =
√

13, ~u · ~v = 11, tedy cosα =
11√
221

.
= 0, 739 94, odkud α .

= 42, 273 7◦.

2.8 Úlohy – věta kosinová

A. Znáte Pythagorovu větu a funkci cosx pro x ∈ 〈0◦; 180◦). Odvod’te větu kosinovou.

C

A BD

b a

α

b cosα c− b cosα

Obr. 2.6
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Řešenı́: Je dán trojúhelnı́k ABC. Necht’D je pata výšky z vrcholu C na stranu AB (obr. 2.6).
Pak |AD| = b·cosα, |BD| = c−b·cosα, |CD|2 = b2−(b·cosα)2, a2 = |CD|2+(c−b·cosα)2,
odkud a2 = b2 + c2 − 2bc · cosα.

[!] Nedostatkem odvozenı́ je, že nenı́ dostatečně obecné. Nutno ještě uvážit tři dalšı́ přı́pady:
(i) Bod B ležı́ mezi body A,D, (ii) bod A ležı́ mezi body B,D, (iii) A = D. To je již snadné.

B. Znáte větu kosinovou a vzorec |AB| =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2. Odvod’te vzorec (2.1) z od-
stavce 2.7.

Řešenı́: Necht’α je úhel, který svı́rajı́ vektory ~u = (u1;u2), ~v = (v1; v2). Uvažujme trojúhelnı́k
OUV , kde O[0; 0], U = O + ~u, V = O + ~v. Z kosinové věty aplikované na tento trojúhelnı́k
plyne |UV |2 = |OU |2 + |OV |2 − 2 · |OU | · |OV | · cosα, což v souřadnicı́ch dá

(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 = (u21 + u22) + (v21 + v22)− 2 ·
√
u21 + u22 ·

√
v21 + v22 · cosα.

U

O V

~u

~v

α

Obr. 2.7

Po úpravě dostaneme u1v1+u2v2 =
√
u21 + u22 ·

√
v21 + v22 ·cosα. Odtud po zavedenı́ označenı́

~u · ~v = u1v1 + u2v2, |u| =
√
u21 + u22, |v| =

√
v21 + v22 dostáváme požadovaný vzorec (2.1).

[!] Jemnosti: Vzorec (2.1) z odstavce 2.7 ztrácı́ smysl, když je ~u = ~o nebo ~v = ~o. Vzorec platı́
i v přı́padě, že ~u, ~v jsou nenulové, lineárně závislé. Tento přı́pad však dokázán nebyl a nutno
jej dokázat zvlášt’. Nenı́ to těžké.

2.9 Tři poznámky ke kosinové větě

Poznámka matematická: Kosinová věta patřı́ k základům euklidovské planimetrie, protože vzá-
jemně propojuje dva základnı́ invarianty roviny – mı́ru úhlu a vzdálenost: Jestliže v trojúhelnı́ku
známe délky jeho stran, můžeme zjistit i velikosti jeho úhlů. Obrácená věta však neplatı́: Známe-li
úhly trojúhelnı́ku, délky jeho stran zjistit neumı́me. Ve sférické geometrii je situace jiná, tam ze
znalosti délek stran trojúhelnı́ku umı́me zjistit jeho úhly a ze znalosti úhlů trojúhelnı́ku umı́me
zjistit délky jeho stran.
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Poznámka historická: Kosinovou větu, i když v jiném tvaru, uvádı́ i Euklides ve svých Základech.
Euklidovu formulaci uvedeme. (Euklides nerozlišuje mezi tvarem a obsahem tvaru; z kontextu
je jasné, který význam má na mysli.) Při označenı́ jako na obr. 2.6 platı́: Čtverec nad stranou BC
je roven součtu čtverců nad stranami AB a AC bez dvou obdélnı́ků o stranách AD a BD.

Totéž v symbolickém zápisu: |BC|2 = |AB|2 + |AC|2 − 2|AD| · |AB|.

V přı́padě, kdy α > 90◦, se bod D dostane mimo úsečku AB a vztah pak bude mı́t tvar
|BC|2 = |AB|2 + |AC|2 + 2|AD| · |AB|.
Poznámka didaktická: V tradičnı́m přı́stupu k výuce kosinové věty nejprve učitel vyvodı́ vztah

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα, resp. cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
,

který platı́ (při standardnı́m označenı́) pro každý trojúhelnı́k ABC. Pak se vztah procvičuje na
sérii konkrétnı́ch přı́kladů a úloh.

Ambicióznějšı́ konstruktivistický přı́stup (inspiraci najde čtenář ve cvičenı́ch 2.10 L a M) výuky
kosinové věty začı́ná sériı́ úloh, které žáci sami řešı́. Jsou to speciálnı́ přı́pady kosinové věty a žáci
ani nevı́, že tyto úlohy spolu nějak souvisejı́. V průběhu dvou třı́ měsı́ců žáci postupně najdou
šest speciálnı́ch přı́padů kosinové věty. Učitel je pak přehledně napı́še na tabuli (nebo uveřejnı́
na nástěnce) a přidá k nim i Pythagorovu větu:

je-li α = 60◦, pak a2 = b2 + c2 − bc; je-li α = 120◦, pak a2 = b2 + c2 + bc;
je-li α = 30◦, pak a2 = b2 + c2 −

√
3bc; je-li α = 150◦, pak a2 = b2 + c2 +

√
3bc;

je-li α = 45◦, pak a2 = b2 + c2 −
√

2bc; je-li α = 135◦, pak a2 = b2 + c2 +
√

2bc;
je-li α = 90◦, pak a2 = b2 + c2.

Žáci sami vyslovı́ hypotézu, že v každém trojúhelnı́ku platı́ vztah a2 = b2 + c2 − bc
√
n nebo

a2 = b2 + c2 + bc
√
n, kde n je čı́slo, které závisı́ na velikosti úhlu α. Tato hypotéza je pravdivá,

ale jejı́ forma je trochu zavádějı́cı́. Bude trvat ješte nějakou dobu, než žáci zjistı́, že čı́slo n nemusı́
být nutně přirozené a znak

√
n je třeba nahradit znakem 2 cosα.

2.10 Cvičenı́ – velikosti úhlů

A. Najděte trik, kterým může sedmák zjistit přesnou hodnotu součtu |<)AOB| + |<)AOC|, kde
O[0; 0], A[1; 0], B[2; 1], C[3; 1].

B. Najděte m-trojúhelnı́kA′B′C ′ podobný trojúhelnı́kuABC, kdeA[0; 0],B[2; 0],C[2; 3], takový,
že strana A′B′ ležı́ ve směru daném vektorem ~u(2; 1).
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C. Najděte m-trojúhelnı́k A′B′C ′ podobný trojúhelnı́ku ABC, kde A[0; 0], B[3;−2], C[2;−1],
takový, že strana A′C ′ ležı́ ve směru daném vektorem ~u(3; 2).

D. Je dán pravoúhlý m-trojúhelnı́k ABC s pravým úhlem u vrcholu B a stranami AB a BC v lin-
kách mřı́že a m-vektor ~m(m1;m2). Najděte m-trojúhelnı́k A′B′C ′ podobný trojúhelnı́ku ABC
tak, že strana A′C ′ ležı́ ve směru vektoru ~m. Najdete takový trojúhelnı́k vždy?

E. Najděte m-trojúhelnı́kOCD podobný trojúhelnı́kuOAB s menšı́m obsahem, pokud (a)A[2; 0],
B[1; 3], (b) A[5; 0], B[3; 1].

F. Jsou dány body A1 = [1; 0], A2 = [3; 1]. Najděte m-body A3, A4, A5 a A6 tak, aby bylo
|<)A1OA2| = |<)A2OA3| = |<)A3OA4| = |<)A4OA5| = |<)A5OA6| = 1

5 · |<)A1OA6|.

G. Jsou dány m-body A[1; 0], B[b1; b2]. Najděte m-bod C[c1; c2] tak, aby polopřı́mka OB byla
osou úhlu COA.

H. Jsou dány m-body A,B. Zjistěte, zda vždy existuje m-bod C tak, že 2 · |<)AOB| = |<)AOC|.

Jinými slovy: Je dvojnásobek m-úhlu vždy nutně m-úhel?

I. (a) Je dán trojúhelnı́k AOB, kde A[a1; a2], B[b1; b2]. Najděte bod C[c1; c2] tak, že |<)AOB| =
= 2 · |<)AOC|. (b) Jsou-li A, B m-body, lze C najı́t vždy jako m-bod?

J. Necht’α je úhel, který svı́rajı́ vektory ~u = (u1;u2), ~v = (v1; v2). Vyjádřete čı́slo sinα pomocı́
čı́sel u1, u2, v1, v2.

K. Necht’A[a1; a2], B[b1; b2] jsou body různé od počátku O. Označme ϕ = |<)AOB|. Vyjádřete
hodnotu tgϕ pomocı́ čı́sel a1, a2, b1, b2.

L. (a) Připravte gradovanou sérii úloh, která dovede žáky znalých Pythagorovy věty k objevu
tvrzenı́: V trojúhelnı́ku ABC, v němž je α = 60◦, platı́ a2 = b2 + c2 − bc.

(b) Úlohy z (a) vyřešte a vyjasněte, co při jejich řešenı́ bude slabšı́m žákům dělat největšı́
potı́že.

(c) Úlohy (a) a (b) řešte pro úhly α = 30◦, 45◦, 120◦, 135◦, 150◦.

M. V předchozı́ úloze jsme využı́vali toho, že jisté, žákům známé útvary majı́ některé vnitřnı́ úhly
30◦, 45◦, 60◦, 90◦, 120◦, 135◦, 150◦. Tento seznam nevyčerpává všechny úhly, které můžeme
reprezentovat známým geometrickým útvarem. Najděte útvary, pomocı́ nichž je možné vyvodit
kosinovou větu pro úhly 15◦, 18◦, 36◦, 54◦, 72◦ a 75◦. Pak kosinovou větu pro každý z těchto
úhlů vyvod’te.

N. Napište tabulku hodnot cosα a tgα pro úhly α = 15◦, 18◦, 36◦, 54◦, 72◦, 75◦.
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2.11 Úloha – rovnoramenný trojúhelnı́k

Je dána úsečka AB, kde A[0; 0], B[
√

3; 1], a přı́mka m je dána rovnicı́ y = d. Na přı́mce m
najděte bod C[c1; c2] tak, aby trojúhelnı́k ABC byl rovnoramenný.

Řešenı́: Nejprve uděláme analýzu obecné situace bez konkretizace bodu B (obr. 2.8).

x

y

k2

o

k1

S

C5 C1C2 C3

C4

E

F

A[0; 0]

B[b1; b2]

m
G

Obr. 2.8

Pro trojúhelnı́k ABC platı́:
|AB| = |AC|, právě když C ležı́ na kružnici k1(A, |AB|),
|AB| = |BC|, právě když C ležı́ na kružnici k2(B, |AB|),
|AC| = |BC|, právě když C ležı́ na ose o úsečky AB.

BodC nesmı́ být průsečı́kem přı́mkyAB s přı́mkoum, protože by bodyA,B,C ležely v přı́mce.
Na obrázku 2.8 je tento průsečı́k označen G.

Trojúhelnı́kABC je rovnostranný, právě když je bod C jednı́m z průsečı́kůE, F kružnic k1 a k2.
Tento přı́pad musı́me vyloučit, protože rovnoramenný trojúhelnı́k je definován jako trojúhelnı́k,
který má právě dvě strany shodné.

Z uvedeného plyne, že body A, B, C tvořı́ vrcholy rovnoramenného trojúhelnı́ku, právě když
bod C ležı́ bud’na kružnici k1, nebo na kružnici k2, nebo na přı́mce o, ale je různý od bodů E, F
a G.
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Symbolicky: C ∈M = (k1 ∪ k2 ∪ o)− {E,F,G} ∧ C ∈ m.

Ted’přistoupı́me k vlastnı́mu řešenı́.

Lehce zjistı́me, že k1: x2 + y2 = 4, k2: (x−
√

3)2 + (y − 1)2 = 4, o:
√

3x+ y = 2, E[
√

3;−1],
F [0; 2], G[d

√
3; d].

Dále najdeme průsečı́ky přı́mky m s množinou k1 ∪ k2 ∪ o: C1[
√

4− d2; d], C2[−
√

4− d2; d];
C3[
√

3 +
√

3 + 2d− d2; d], C4[
√

3−
√

3 + 2d− d2; d], C5[2−d√3 ; d].

Nynı́ je třeba provést diskusi vzhledem k reálnému parametru d.

parametr řešenı́ počet řeš. parametr řešenı́ počet řeš.
d ∈ (−∞,−2) C5 1 d ∈ (12 , 1) C1, C2, C3, C4, C5 5
d = −2 C1 = C2, C5 2 d = 1 C2, C3, C4, C5 4
d ∈ (−2,−1) C1, C2, C5 3 d ∈ (1, 2) C1, C2, C3, C4, C5 5
d = −1 žádné 0 d = 2 žádné 0
d ∈ (−1, 0) C1, C2, C3, C4, C5 5 d ∈ (2, 3) C3, C4, C5 3
d = 0 C1, C2, C3, C5 4 d = 3 C3 = C4, C5 2
d ∈ (0, 12) C1, C2, C3, C4, C5 5 d ∈ (3,∞) C5 1
d = 1

2 C1, C2, C3, C4 4

2.12 Úloha – mocnost bodu ke kružnici

Analyticky dokažte větu o mocnosti bodu ke kružnici: Je dána kružnice k(S, r) a bodM 6∈ k. Bo-
dem M ved’me přı́mku p protı́najı́cı́ kružnici k ve dvou různých bodech U , V . Pak
|MU | · |MV | = ||MS|2 − r2|.

Řešenı́: Volme soustavu souřadnic tak, aby bylo S[0; 0], r = 1, M [m; 0], m = 0 ∧ m 6= 1

(obr. 2.9). Přı́mka p: a(x −m) + by = 0 procházı́ bodem M a protı́ná kružnici k: x2 + y2 = 1

v bodech U [x1; y1], V [x2; y2], které zı́skáme jako průsečı́ky přı́mky p s kružnicı́ k. Tedy

y1 =
a

b
(m− x1), y2 =

a

b
(m− x2), b 6= 0. (2.2)

Z rovnice přı́mky vyjádřı́me neznámou y pomocı́ neznámé x a dosadı́me do rovnice kružnice.
Dostaneme kvadratickou rovnici

x2(a2 + b2)− 2xa2m+ a2m2 − b2 = 0 (2.3)

s diskriminantem D = 4b2(a2+ b2− a2m2). Protože je přı́mka p sečna kružnice, je D > 0. Dále
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platı́

|MU | · |MV | =
√

(m− x1)2 + y21 ·
√

(m− x2)2 + y22

a protože (viz (2.2))

y21 =
a2

b2
(m− x1)2 a y22 =

a2

b2
(m− x2)2,

po dosazenı́ dostaneme

|MU | · |MV | =
√

(m− x1)2 · (1 +
a2

b2
) ·
√

(m− x2)2 · (1 +
a2

b2
) =

=|m− x1| · |m− x2| · |1 +
a2

b2
| = |m2 −m(x1 + x2) + x1 · x2| · |1 +

a2

b2
|.

S[0; 0] M [m; 0]

p

r

k

U

V

x

Obr. 2.9

Z Viètových vztahů pro rovnici (2.3) dostaneme

x1 + x2 =
2a2m
a2 + b2

, x1 · x2 =
a2m2 − b2

a2 + b2

a pak máme

|MU | · |MV | = |m2 − 2a2m2

a2 + b2
+
a2m2 − b2

a2 + b2
| · a

2 + b2

b2
.

Po úpravě dostaneme |MU | · |MV | = |m2 − 1|. QED.

Poznámka: Výše uvedený důkaz byl proveden pro b 6= 0. Přı́pad, kdy b = 0, je snadný a přene-
cháme jej čtenáři.
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2.13 Úloha – tětiva a obvodový úhel

Necht’AB je tětiva délky d kružnice k(S, r) a necht’W ∈ k, W 6= A, W 6= B. Označme
ω = |<)AWB|. Pak platı́ 2r · sinω = d. Dokažte.

Řešenı́: Zvolme soustavu souřadnic tak, aby byloS[0; 0],

x

y

S[0; 0]

A[a; b]

B[a;−b]

W [u; v]
ω

~u

~v

Obr. 2.10

A[a; b], B[a;−b], b > 0, tj. osa x je osou úsečky AB

(obr. 2.10). Konečně označme W [u; v]. Ze zadánı́ plyne
a2+b2 = r2,u2+v2 = r2, d = 2b. Vektory ~u = A−W =

= (a− u; b− v), ~v = B −W = (a− u;−b− v) svı́rajı́
úhel ω pro který, podle cvičenı́ J z 2.10, platı́

sinω =
|(a− u)(−b− v)− (a− u)(b− v)|√

(a− u)2 + (b− v)2 ·
√

(a− u)2 + (b+ v)2
=

=
2|b(a− u)|√

2r2 − 2au− 2bv ·
√

2r2 − 2au+ 2bv
.

Jmenovatel poslednı́ho zlomku upravı́me:

√
2(r2 − au)− 2bv ·

√
2(r2 − au) + 2bv = 2

√
(r2 − au)2 − (bv)2 =

= 2
√
r4 − 2r2au+ a2u2 − (r2 − a2)(r2 − u2) = 2r|a− u|.

Tedy sinω =
2|b(a− u)|
2r|a− u|

=
d

2r
a odtud 2r · sinω = d. QED

2.14 Cvičenı́ – úlohy s parametrem

A. Najděte t ∈ R tak, aby trojúhelnı́k ABC, kde C[5t; 3t], byl rovnoramenný. Přitom (a) A[0; 0],
B[5;−3], (b) A[5; 3], B[8;−2], (c) A[0;−2], B[7;−1].

B. Jsou dány dva různé body A[0; 0] a B[b1; b2]. Najděte bod C tak, aby trojúhelnı́k ABC byl
rovnostranný.

C. Je dána úsečka AB, kde A[0; 0], B[b1; b2] a přı́mka m o rovnici y = d. Na přı́mce m najděte
bod C[c1; c2] tak, aby trojúhelnı́k ABC byl rovnoramenný. Řešte pro (a) b1 = 4, b2 = 2,
d = −3, (b) b1 = 4, b2 = 3, d záporné, jinak blı́že neurčené, (c) b2 = 2, parametry b1 a d splňujı́
podmı́nky b1 = 0, d > 0, jinak jsou libovolné.
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Rada: Vyšetřete nejprve speciálnı́ přı́pady: b1 = 0, b1 = 2√
3
, b1 = 2

√
3.

D. Je dána úsečka AB, kde A[0; 0], B[b1; b2], a přı́mka m o rovnici y = d. Necht’platı́ b2 > d > 0.
Na přı́mce m najděte bod C[c1; c2] tak, aby trojúhelnı́k ABC byl rovnoramenný.

E. Je dána úsečkaAB a přı́mkam. Na přı́mcem najděte bodC[c1; c2] tak, aby bylo |AB| = |BC|.
Řešte pro (a) A[a1; a2], B[0; 0], m: 3x− y = 10, (b) A[a1; a2], B[b1; b2], m: fx+ gy = h, kde
aspoň jedno z čı́sel f , g je nenulové.

F. Je dán bod K a přı́mka p. Na přı́mce p najděte bod W [u; v], jehož vzdálenost od bodu K je d.
Řešte pro (a) K[0; 3], p: x − 2y = 4, d = 5, (b) K[0; 0], p: ax + by = 1, d = 7, (c) K[m;n],
p: ax+ by = 0, kde a2 + b2 = 1 a d dané kladné čı́slo.

G. Jsou dány přı́mky p ‖ q a bod A. Najděte body B ∈ p, C ∈ q tak, aby trojúhelnı́k ABC byl
rovnostranný.

H. Odvod’te vzorec pro vzdálenost bodu A[a1; a2] od přı́mky p: ax+ by + c = 0.

I. Necht’AB je tětiva délky d kružnice k(S, r) a necht’W je bod, který neležı́ na přı́mce AB.
Označme ω = |<)AWB|. Zjistěte, zda platı́ implikace: 2r sinω = d⇒ W ∈ k.

J. S jakou přesnostı́ lze aproximovat úhel 30◦ pomocı́ m-přı́mek?

K. Dokažte, že neexistuje rovnostranný m-trojúhelnı́k.

2.15 Problém – aproximace rovnostranného mřı́žového troj-
úhelnı́ku

Na omezeném čtverečkovaném papı́ře s rozměrym×n najděte m-trojúhelnı́k nejlépe aproximujı́cı́
trojúhelnı́k rovnostranný.

2.16 Problém – komplexnı́ čı́sla

Když umocnı́me na druhou komplexnı́ čı́slo a+ ib, dostaneme čı́slo (a+ ib)2 = (a2− b2) + 2abi.
Tyto výrazy jsou identické s těmi, které jsme našli ve výsledku cvičenı́ 2.10G, když jsme
zdvojnásobovali velikost úhlu. To nenı́ náhoda. Při práci s velikostı́ úhlu lze skutečně efektivně
užı́t aparát komplexnı́ch čı́sel. Zformulujte postupy a tvrzenı́, která to umožňujı́.



Kapitola 3

Útvary v euklidovské rovině E2 studovány
pomocı́ vektorů

3.1 Přı́mky

V analytické geometrii použı́váme různé způsoby zadánı́ přı́mky v rovině:

1. rovnicı́ ax+ by + c = 0, kde (a, b) 6= (0, 0),

2. dvojicı́ různých bodů, napřı́klad b = UV ,

3. bodem a nenulovým vektorem, tj. parametrické vyjádřenı́ p = {P + t~p, t ∈ R}.

Přı́pad 1. má několik dı́lčı́ch přı́padů. Kromě obecného tvaru ax + by + c = 0 můžeme přı́mku
zapsat ve směrnicovém tvaru y = kx + q, kde k = −a

b
, q = − c

b
a b 6= 0, nebo úsekovém tvaru

x
p

+ y
q

= 1, kde p = − c
a
, q = − c

b
a a, b, c 6= 0, nebo polárnı́m tvaru (viz úloha 3.5).

Terminologie: Přı́mky, které majı́ společný právě jeden bod, tvořı́ svazek přı́mek. Přı́mky, které
jsou navzájem rovnoběžné různé, tvořı́ osnovu přı́mek.

Poznámka: Dále předpokládáme, že v rovnici přı́mky ax+ by + c = 0 je (a, b) 6= (0, 0).

3.2 Cvičenı́ – různé způsoby analytického zápisu přı́mky

A. Vyjádřete přı́mku (a) p = AB, kde A[−1; 3], B[6; 2], (b) q: 3x − 5y + 2 = 0,
(c) r = {P + t~p, t ∈ R}, P [2;−3], ~p(4; 3), způsoby uvedenými v odstavci 3.1.

B. Postupy, které jste použili v předchozı́m cvičenı́ na konkrétnı́ch přı́kladech, popište obecně.

C. Dajı́ se všechny přı́mky roviny zapsat rovnicı́ ve tvaru (a) obecném, (b) směrnicovém, (c) úse-
kovém?

41
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D. Popište obecnou rovnicı́ i parametricky přı́mky, které procházejı́ bodemK[3;−1] a jsou (a) rov-
noběžné s přı́mkami p, q, r ze cvičenı́ A, (b) kolmé k přı́mkám p, q, r ze cvičenı́ A.

E. Vyjádřete podmı́nku (a) rovnoběžnosti, (b) kolmosti dvou přı́mek pro každý ze způsobů zápisu
přı́mky z odstavce 3.1.

3.3 Úloha – směrový a normálový vektor přı́mky

Tvrzenı́ 3.1: Pro přı́mku p: ax+by+c = 0 platı́: ~u = (−b; a) je jejı́ směrový vektor a ~v = (a; b)

je jejı́ normálový vektor (tj. vektor kolmý na směrový vektor).

Dokažte.

Řešenı́: Necht’M [m;n] je libovolný bod přı́mky p, tj. am + bn + c = 0. Ukážeme, že bod
N = M + ~u = [m− b;n+ a] ležı́ na p. Po dosazenı́ dostáváme:

a(m− b) + b(n+ a) + c = am− ab+ bn+ ba+ c = am+ bn+ c = 0

Z toho plyne, že N ∈ p a že tedy ~u je směrový vektor přı́mky p. Vektor ~v je normálový vektor
přı́mky p, protože platı́ ~u · ~v = 0.

3.4 Úlohy – vzájemná poloha přı́mek

A. Odvod’te podmı́nku, aby se tři různé přı́mky, z nichž žádné dvě nejsou rovnoběžné, protı́naly
v jednom bodě.

Řešenı́: Necht’jsou dány tři různé přı́mky p:ax+by+c = 0, q:dx+ey+f = 0, r: gx+hy+i = 0,
z nichž žádné dvě nejsou rovnoběžné (tj. ae 6= bd, ah 6= bg, dh 6= eg, viz cvičenı́ 3.2E). Vı́me,
že tyto tři přı́mky procházejı́ jednı́m bodemM [m1;m2], právě když soustava am1+bm2+c = 0,

dm1 + em2 + f = 0, gm1 + hm2 + i = 0 má řešenı́, tj. právě tehdy, když

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Tvrzenı́ 3.2: Tři různé přı́mky o rovnicı́ch p:ax+by+c = 0, q:dx+ey+f = 0, r: gx+hy+i = 0,
z nichž žádné dvě nejsou rovnoběžné, se protı́najı́ v jednom bodě (tj. tvořı́ svazek), právě když∣∣∣∣∣∣∣

a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.



3.4. Úlohy – vzájemná poloha přímek 43

B. Necht’p: ax+by+c = 0 a q: dx+ey+f = 0 jsou různoběžky, pro které je a2+b2 = d2+e2, tj.
směrové vektory obou přı́mek majı́ stejnou velikost. Pak přı́mkyu: (a+d)x+(b+e)y+c+f = 0

a v: (a− d)x+ (b− e)y + c− f = 0 půlı́ úhel přı́mek p, q. Dokažte.

p

q

u

~sp

~sq

~su

Obr. 3.1

Řešenı́: Využijeme symetrie kosočtverce z obrázku 3.1 podle jeho úhlopřı́čky. Přı́mka u je osa
dvojice přı́mek p, q, pro jejich směrové vektory platı́ |~sp| = |~sq|; pak pro směrový vektor ~su
platı́ ~su = ~sp +~sq a v souřadnicı́ch ~sp(−b; a), ~sq(−e; d) a ~su(−(b+ e); a+ d). Rovnice přı́mky
u je tedy (a+ d)x+ (b+ e)y +m = 0.

Dále vı́me, že přı́mky p, q, u tvořı́ svazek přı́mek, tj. platı́

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

a+ d b+ e m

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. Tato rovnost

je zachována, když m = c+ f .

Podobné úvahy provedeme pro osu v.

Dokázali jsme tvrzenı́ 3.3.

Tvrzenı́ 3.3: Necht’p: ax+by+c = 0 a q: dx+ey+f = 0 jsou různoběžky, pro které je a2+b2 =

= d2+e2. Pak přı́mka u: (a+d)x+(b+e)y+c+f = 0 i přı́mka v: (a−d)x+(b−e)y+c−f = 0

jsou osy dvojice přı́mek p, q.

C. Najděte obě osy u, v dvojice přı́mek (a) p: 7x− y+ 2 = 0, q: x+ y = 0, (b) p: 2x− y+ 5 = 0,
q: y + 8x = 0.

Řešenı́: (a) Abychom mohli použı́t vztah z tvrzenı́ 3.3, musı́me zajistit platnost vztahu a2+b2 =

= d2 + e2. K tomu stačı́ vynásobit rovnici přı́mky q čı́slem 5. Dostaneme q: 5x + 5y = 0

a 72 + 12 = 52 + 52. Tedy u: 12x+ 4y + 2 = 0, tj. u: 6x+ 2y + 1 = 0, a v: x− 3y + 1 = 0.

(b) Podobně jako v (a) musı́me obě rovnice nejprve upravit. Rovnici přı́mky p vynásobı́me
čı́slem

√
65 a rovnici přı́mky q vynásobı́me čı́slem

√
5 (abychom vyhověli předpokladu tvrzenı́

3.3). Protože však čı́sla
√

65 a
√

5 jsou soudělná, stačı́ rovnici přı́mky p vynásobit čı́slem
√

13
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(
√

65 =
√

5 ·
√

13). Rovnice obou os jsou pak u: (2
√

13 + 8)x + (−
√

13 + 1)y + 5
√

13 = 0

a v: (2
√

13− 8)x+ (−
√

13− 1)y + 5
√

13 = 0.

Poznámka: Z toho, že geometrická interpretace podmı́nky a2 + b2 = c2 + d2 v tvrzenı́ 3.3 je
taková, že směrové vektory obou přı́mek jsou stejně velké, plyne, že rovnici každé přı́mky
umı́me upravit tak, abychom mohli tvrzenı́ 3.3 použı́t. Dá se ukázat obecně, že stačı́ vynásobit
rovnici přı́mky p čı́slem

√
d2 + e2 a rovnici přı́mky q čı́slem

√
a2 + b2. Dokažte, že pak jsou

splněny předpoklady tvrzenı́ 3.3.

D. Jsou dány přı́mky u: ax+by = 1, v: cx+dy = 1,w: ex+fy = 1. Jaké podmı́nky musı́ splňovat
čı́sla a,. . . , f , aby přı́mky u, v,w ohraničovaly trojúhelnı́k s ortocentrem (tj. průsečı́kem výšek)
v počátku O?

O

u

v

w

k
l

m

Obr. 3.2

Řešenı́: (Obr. 3.2) Nutná a postačujı́cı́ podmı́nka, aby přı́mky u, v, w ohraničovaly trojúhelnı́k
znı́: Žádné dvě z přı́mek u, v, w nejsou rovnoběžné a všechny tři neprocházejı́ stejným bodem.
Analytické vyjádřenı́ těchto podmı́nek je dáno čtyřmi vztahy:

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ 6= 0 ∧

∣∣∣∣∣a b

e f

∣∣∣∣∣ 6= 0 ∧

∣∣∣∣∣c d

e f

∣∣∣∣∣ 6= 0 ∧

∣∣∣∣∣∣∣
a b 1

c d 1

e f 1

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 (3.1)

Dále se zaměřı́me na analytické vyjádřenı́ podmı́nky, že počátek O je ortocentrem daného
trojúhelnı́ku. Sestrojı́me přı́mku k tak, že k ⊥ w a O ∈ k. Jejı́ rovnice je k: −fx + ey = 0.
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Trojice přı́mek u, v, k musı́ tvořit svazek. Podobně trojice přı́mek u, w, l, kde l ⊥ v, O ∈ l
a l: −dx + cy = 0, musı́ tvořit svazek a trojice přı́mek v, w, m, kde m ⊥ u, O ∈ m

a m: −bx+ ay = 0, musı́ tvořit svazek. Tedy musı́ platit:

∣∣∣∣∣∣∣
a b 1

c d 1

−f e 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ∧

∣∣∣∣∣∣∣
a b 1

e f 1

−d c 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ∧

∣∣∣∣∣∣∣
c d 1

e f 1

−b a 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.2)

Soustava sedmi podmı́nek (3.1) a (3.2) je nutnou a postačujı́cı́ podmı́nkou, aby nastala poža-
dovaná situace.

3.5 Úloha – polárnı́ souřadnice

Polárnı́ souřadnice bodu: (Obr. 3.3a.) Pro každý bod M 6= O existuje jediné kladné čı́slo r
a jediný úhel ϕ ∈ 〈0◦; 360◦) tak, že M [r cosϕ; r sinϕ]. Zde r = |OM | a otočenı́m kladné
poloosy x o úhel ϕ zı́skáme polopřı́mku OM . Řekneme, že [ϕ; r] jsou polárnı́ souřadnice
bodu M .

O I

ϕ

r

M [ϕ; r]

x
O x

y

r
ϕ

P [ϕ; r]

m

(a) (b)

Obr. 3.3

Tvrzenı́ 3.4: Necht’P je bod o polárnı́ch souřadnicı́ch [ϕ; r]. Přı́mka m neprocházejı́cı́ počát-
kem O a procházejı́cı́ bodem P je kolmá na přı́mku OP , právě když

x cosϕ+ y sinϕ = r

je rovnice přı́mky m (obr. 3.3b).

Dokažte.
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Řešenı́: Směr ⇒: Bod P , který má polárnı́ souřadnice [ϕ; r] má souřadnice P [r cosϕ; r sinϕ].
Vektor

−→
OP = (r cosϕ; r sinϕ) je normálovým vektorem přı́mky m, tj. přı́mka m má rovnici

xr cosϕ + yr sinϕ = d. Po dosazenı́ bodu P do této rovnice dostaneme d = r2, a tedy rovnicı́
přı́mky m je x cosϕ+ y sinϕ = r.

Směr⇐: Stačı́ ověřit, že bodP ležı́ na přı́mcem a že vektor
−→
OP = (r cosϕ; r sinϕ) je normálový

vektor přı́mky m.

Rovnici z tvrzenı́ 3.4 nazýváme polárnı́m tvarem rovnice přı́mky m.

3.6 Cvičenı́ – přı́mky

A. Najděte obě osy u, v dvojice přı́mek p: 3x+ y − 2 = 0, q: x− 2y + 1 = 0.

B. Dokažte, že přı́mky u, v z tvrzenı́ 3.3 jsou navzájem kolmé.

C. Základna rovnoramenného trojúhelnı́ku, jehož ramena ležı́ na přı́mkách p: x + 8y = 0,
q: 7x− 4y = 0, procházı́ bodem M [7; 1]. Najděte rovnici přı́mky, na které ležı́ základna.

D. Navrhněte polárnı́ tvar rovnice přı́mky m procházejı́cı́ počátkem. Hledejte jednoznačné vyjád-
řenı́ přı́mky rovnicı́.

E. Každou z přı́mek p, q, r z cvičenı́ 3.2A napište v polárnı́m tvaru.

F. Napište přı́mku p: ax+ by + c = 0 v polárnı́m tvaru.

G. Na základě výsledku cvičenı́ F znovu odvod’te vzorec pro vzdálenost bodu M [m1;m2] od
přı́mky p: ax+ by + c = 0.

H. Jsou dány tři různé přı́mky p: ax+ by+ c = 0, q: dx+ ey+ f = 0, r: gx+ hy+ i = 0 a necht’

D =

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣. Diskutujte všechny možné přı́pady poloh těchto třı́ přı́mek pro (a) D = 0,

(b) D 6= 0.

I. Je dána přı́mka p: ax + by + c = 0. Najděte nutné a postačujı́cı́ podmı́nky pro to, aby bod
M [m;n] byl jediným m-bodem ležı́cı́m na p.

J. Je dána přı́mka p: ax + by + c = 0, kde a ∈ Z, b ∈ Z. Najděte nutné a postačujı́cı́ podmı́nky
pro a, b, c tak, aby na p neležel ani jeden m-bod.

K. Najděte obsah trojúhelnı́ku, který je ohraničen třemi přı́mkami p, q, r.
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(a) p: x− 3y = 0, q: 3x+ y = 0, r: 2x− y − 5 = 0,

(b) p: y = 0, q: 2x+ y − 6 = 0, r: 2x− 3y = 0,

(c) p: y = 0, q: 2x+ y − 11 = 0, r: 2x− 3y = 0,

(d) p: x− 3y = 0, q: x− y = 0, r: 3x+ y − 6 = 0.

3.7 Přı́klad – kolineárnost

Je dán bod A a nenulové vektory ~u, ~v. Sestrojı́me body B = A+ ~u, C = A+ ~v. Zjišt’ujeme, pro
jakou trojici (A, ~u,~v) ležı́ body A, B, C v přı́mce.

Odpověd’závisı́ pouze na vektorech ~u, ~v a nezávisı́ na poloze bodu A. Ležı́-li A, B, C v přı́mce,
pak kterýkoli z vektorů ~u, ~v nám umožnı́ cestovat z kteréhokoli bodu této přı́mky do kteréhokoli
bodu. Tedy každý z vektorů ~u, ~v je jistým násobkem druhého.

[!] Uvedené řešenı́ je nepřesné. Zapomněli jsme uvažovat přı́pady B = A a C = A. Upřesněné
řešenı́ znı́: Body A, B, C ležı́ v přı́mce, právě když jsou vektory ~u, ~v lineárně závislé, tj. když
existujı́ čı́sla x, y ∈ R (aspoň jedno nenulové) tak, že x~u+ y~v = ~o.

3.8 Úlohy – popis útvarů pomocı́ vektorů

A. Je dán trojúhelnı́k ABC. Označme vektory ~u = A−C, ~v = B−C. Pomocı́ bodu C a vektorů
~u, ~v vyjádřete (a) bod F = A−•−B, (b) těžnici tc, tj. úsečku CF , (c) úhel ACB, tj. množinu
všech bodů v rovině, které ležı́ na polopřı́mkách CX , kde X probı́há úsečku AB.

~u ~v

C

A BF

Obr. 3.4

Řešenı́:

(a) Do bodu F se lze dostat z boduA posunutı́m daným polovičnı́m vektoremB−A = ~v−~u.
Tedy F = A+ 1

2(~v − ~u) = C + ~u+ 1
2(~v − ~u) = C + 1

2(~u+ ~v).

(b) tc = {X = C + s(F − C); s ∈ 〈0; 1〉} = {X = C + p(~u+ ~v); p ∈ 〈0; 12〉}.

(c)<)ACB = {C + x~u+ y~v;x, y ∈ R+0 }
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Poznámka: Všimněte si alternativnı́ho zápisu množiny bodů. V přı́padě (b) jsme onen „obecný
bod“ probı́hajı́cı́ popisovanou množinu pojmenovaliX , v přı́padě (c) zůstal tento bod anonymnı́.
Použı́váme oba způsoby popisu bodových množin.

B. Dokažte, že (a) tři těžnice libovolného trojúhelnı́ku se protı́najı́ v jednom bodě T (těžišti),
(b) bod T dělı́ každou těžnici v poměru 1 : 2.

A F B

T DE

C

~u ~v

Obr. 3.5

Řešenı́: Označenı́ jako na obrázku 3.5. Řešenı́ rozdělı́me do šesti kroků.

1. Zvolı́me jeden z bodů a dva lineárně nezávislé vektory jako referenčnı́ objekty. Napřı́klad
bod C a vektory ~u, ~v.

2. Všechny účastnı́ky situace vyjádřı́me pomocı́ referenčnı́ch objektů:

D = C + 1
2~v, E = C + 1

2~u, F = C + 1
2(~u+ ~v),

ta = AD = {X = C + ~u+ s(12~v − ~u); s ∈ 〈0; 1〉},

tb = BE = {X = C + ~v +m(12~u− ~v);m ∈ 〈0; 1〉},

tc = CF = {X = C + s(~u+ ~v); s ∈ 〈0; 12〉}.

3. Ve vektorovém jazyce vyjádřı́me geometrické podmı́nky: Hledané těžiště T je společný bod
těžnic ta a tb.

T = C + ~u+ s(12~v − ~u), T = C + ~v + t(12~u− ~v), odtud ~u+ s(12~v − ~u) = ~v + t(12~u− ~v).

Poslednı́ vztah upravı́me na vektorovou rovnost:

(1− s− 1
2
t)~u+ (−1 + t+

1
2
s)~v = ~o

4. Vektorový vztah transformujeme na vztah aritmetický. Protože jsou vektory ~u, ~v lineárně
nezávislé, plynou ze vztahu x~u + y~v = ~o rovnosti x = y = 0. Tedy ze vztahu uvedeného na
konci bodu 3 plyne

1− s− 1
2
t = 0,−1 + t+

1
2
s = 0.
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5. Vyřešı́me aritmetický problém, tedy soustavu dvou lineárnı́ch rovnic pro neznámé s a t.
Řešenı́ je s = t = 2

3 .

6. Čı́selný výsledek vrátı́me do původnı́ geometrické situace a využijeme této znalosti pro
konečné řešenı́ geometrického problému.

Průsečı́k těžnic ta, tb je bod T = C+ ~u+~v
3 , který, jak vidı́me přı́mo ze zápisu, ležı́ i na těžnici tc.

Vektor
−−→
AD = C + 1

2~v−C − ~u = 1
2~v− ~u a vektor

−→
AT = 2

3 · (
1
2~v− ~u), tj.

−→
AT = 2

3 ·
−−→
AD, a tedy

bod T dělı́ těžnici v poměru 1 : 2.

3.8.1 Komentář k úloze 3.8B

Postup užitı́ vektorového počtu při řešenı́ známé úlohy o těžišti trojúhelnı́ku (úloha 3.8B) je
univerzálnı́ návod na použitı́ vektorového počtu ve většině běžných přı́padů. Náročnějšı́ kroky
postupu jsou tři:

• Prvnı́ krok, vhodná volba referenčnı́ch objektů (repéru, viz odstavec 3.10), prozradı́ učiteli
hloubku geometrického vhledu řešitele a jeho zkušenosti s vektorovým aparátem.

• Čtvrtý krok je přechodem od vektorové algebry k aritmetice. Studenti zde často bezradně stojı́
nad vektorovým vztahem a nevědı́ jak dál.

• Šestý krok ukazuje, jak řešitel rozumı́ tomu, co počı́tal.

Rozfázovánı́ postupu do šesti kroků usnadnı́ řešiteli orientaci v práci, pomůže v přı́padě zblouděnı́
a učiteli usnadnı́ analýzu žákova řešenı́. V žádném přı́padě však návod nenı́ normou, kterou
je nutno dodržovat. Lze dokonce řı́ci, že právě narušenı́ uvedeného návodu, které jde k cı́li
efektivnějšı́ cestou, svědčı́ o řešitelově erudici v analytické geometrii.

3.9 Cvičenı́ – dělicı́ poměr

Necht’P ,Q,R ∈ E2 jsou libovolné kolineárnı́ body takové, žeQ 6= R aP 6= Q. Pak čı́slo x ∈ R
jednoznačně určené vztahem

−→
PR = x

−→
QR se nazývá dělicı́ poměr daných bodů a označuje se

(PQR) = x.

Poznámka: O bodech množinyM řekneme, že jsou kolineárnı́, právě když existuje přı́mka, která
jimi procházı́.

V následujı́cı́ch úlohách předpokládáme, že body P , Q, R jsou kolineárnı́, Q 6= R a P 6= Q.

A. Jakých hodnot může nabývat čı́slo (PQR), jestliže jeden z uvedených třı́ bodů je středem
dvojice zbylých dvou?
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B. Geometricky interpretujte vztah (a) (PQR) < 0, (b) (PQR) = 0, (c) 0 < (PQR) < 1,
(d) 1 < (PQR).

C. Vı́me, že P , Q, R jsou různé, a známe (PQR) = x. Najděte dělicı́ poměry (QPR), (QRP ),
(RQP ), (PRQ), (RPQ).

D. Je dán čtverec ABCD a reálné čı́slo t různé od 0 a 1. Na přı́mkách, kde ležı́ strany čtverce,
definujeme bodyE,F ,G,H předpisem (ABE) = (BCF ) = (CDG) = (DAH) = t. Zjistěte,
zda i čtyřúhelnı́k EFGH je čtverec pro (a) t = −1, (b) t = 2, (c) pro libovolné t.

E. Je dán obecný trojúhelnı́k ABC a na jeho stranách body D, E, F tak, že (ABF ) =

= (BCD) = (CAE) = t, kde t je reálné čı́slo. Zjistěte, zda platı́:

(a) Je-li t = −1, pak je trojúhelnı́k ABC podobný trojúhelnı́ku DEF .
(b) Je-li t = −2, pak je trojúhelnı́k ABC podobný trojúhelnı́ku DEF .

3.10 Souřadnicová soustava v E2

Dosud jsme se souřadnicovou soustavou v rovině pracovali intuitivně a předpokládali jsme, že
souřadnicové osy jsou na sebe kolmé a měřı́tka na nich shodná. Tato podmı́nka pro zavedenı́
soustavy souřadnic nenı́ nutná a existuje mnoho přı́padů, kdy souřadnicová soustava se „šikmými
osami“ vede na vhodnějšı́ popis geometrické situace. V tomto odstavci upřesnı́me a zobecnı́me
dosud použı́vaný termı́n souřadnicová soustava v rovině. Později uvidı́me, že pojem dělicı́ho
poměru je důležitý nástroj pro práci v „šikmé“ souřadnicové soustavě.

Trojici objektů 〈A, ~u,~v〉, kde A je bod a ~u, ~v je lineárně nezávislá dvojice vektorů roviny E2,
nazýváme repér roviny E2. V přı́padě, že jsou vektory ~u, ~v lineárně závislé, ztrácı́ tento symbol
smysl.
Každému repéru roviny 〈A, ~u,~v〉 je přiřazeno bijektivnı́ zobrazenı́

σ: R2 → E2, [x; y] 7→ A+ x~u+ y~v,

které nazýváme souřadnicová soustava daná repérem 〈A, ~u,~v〉.

Čı́sla x, y nazýváme souřadnice boduM = A+x~u+y~v v repéru 〈A, ~u,~v〉 a vztah σ(x; y) = M

zapisujeme častěji M = [x; y], nebo M [x; y]. Někdy mluvı́me volně o souřadnicové soustavě
〈A, ~u,~v〉, čı́mž podle kontextu myslı́me bud’repér 〈A, ~u,~v〉, nebo zobrazenı́ σ, nebo obojı́.

Báze ~u, ~v se nazývá ortogonálnı́, jestliže platı́ ~u ·~v = 0. Báze ~u, ~v se nazývá ortonormálnı́, když
navı́c platı́ |~u| = |~v| = 1.
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Nenı́-li uvedeno, k jakému repéru se souřadnicová soustava vztahuje, předpokládáme, že se
vztahuje k repéru

〈
O,~i,~j

〉
, kdeO[0; 0] je počátek souřadnicové soustavy a~i = (1; 0),~j = (0; 1)

jsou jednotkové vektory ortonormálnı́ báze.

3.11 Úloha – konvexnı́ a nekonvexnı́ úhel

Je dán čtyřúhelnı́k ABCD. Označme vektory ~a = B −A,~b = C −B, ~c = D−C, ~d = A−D.
Vı́me, že ~c = p ·~a+ q ·~b (čı́sla p, q známe). Zjistěte, jak lze pomocı́ čı́sel p, q rozhodnout, zda je
vnitřnı́ úhel BCD nekonvexnı́.

Řešenı́: Úlohu můžeme řešit minimálně třemi způsoby.

I. V repéru
〈
A,~a, ~d

〉
vyjádřı́me body trojúhelnı́ku ABD (viz úloha 3.8A) a bod C. Pak zjistı́me,

zda je bod C vně nebo uvnitř trojúhelnı́ku ABD. (Vyzkoušejte.)

II. Pomocı́ repéru zavedeme kartézskou soustavu souřadnic, v nı́ž vyjádřı́me body A, B, C a D,
a dále podle vzorce z tvrzenı́ 2.1 vypočı́táme obsah trojúhelnı́ku ABC, ABD a ACD. Nakonec
zjistı́me, zda součet obsahů trojúhelnı́kůABC aACD je většı́ nebo menšı́ než obsah trojúhelnı́ku
ABD.

III. Využijeme toho, že vnitřnı́ úhel BCD je

C

A

B

Q

D

~a

~b

~c

~d

Obr. 3.6

nekonvexnı́, právě když průsečı́k Q přı́mek
AC aBD ležı́ na úsečceBD a vně polopřı́mky
CA (obr. 3.6). Tento způsob rozpracujeme.

Platı́, že Q = A + y(C − A), y > 1, právě
když Q ležı́ vně polopřı́mky CA, a dále
Q = B + x(D − B), 0 < x < 1, právě když
Q ležı́ mezi body B, D.

Porovnánı́m pravých stran dostáváme
y(~a + ~b) = ~a + x(~b + ~c). Po dosazenı́
~c = p · ~a+ q ·~b a úpravě máme

(1 + xp− y)~a+ (xq + x− y)~b = ~o.

Protože vektory ~a,~b jsou lineárně nezávislé, musı́ platit 1 + xp− y = 0, xq + x− y = 0, odkud

x =
1

1 + q − p
, y =

1 + q

1 + q − p
.
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Z těchto vztahů zı́skáváme hledané ekvivalence

0 < x < 1⇔ 1 + q − p > 1⇔ q > p

a dále pak
y > 1⇔ p

1 + q − p
> 0⇔ p > 0.

Závěr: Vnitřnı́ úhel BCD je nekonvexnı́, právě když platı́ q > p > 0.

3.12 Úloha – dělenı́ úhlopřı́čky čtverce

Necht’je dán čtverec ABCD. Na úhlopřı́čce AC sestrojte
CD

Z1

Z2

Z3

Y1 Y2

A B

Obr. 3.7

posloupnost bodů Z1, Z2, Z3,. . . a na straně CD posloup-
nost bodů Y1, Y2, Y3,. . . tak, že AD ‖ Y1Z1 ‖ Y2Z2 ‖
Y3Z3 ‖ . . . aZ1 ∈ DB,Z2 ∈ Y1B,Z3 ∈ Y2B, . . . (obr. 3.7).
Zjistěte, v jakém poměru dělı́ bod Yn stranu CD a v jakém
poměru dělı́ bod Zn úhlopřı́čku CA.

Řešenı́: Budeme pracovat v soustavě souřadnic dané re-
pérem 〈C, ~u = D − C,~v = B − C〉. Pak B[0; 1], Yi[yi; 0],
Zi[zi; zi] pro i = 1, 2, 3, . . . . Z podmı́nky YiZi ‖ AD plyne
yi = zi pro všechna i = 1, 2, 3, . . . .

Z podmı́nky Zi+1 ∈ YiB dostaneme zi+1 =
yi

1 + yi
, nebot’

přı́mka BYi je dána rovnicı́ x+ yi · y = yi.

Tedy y1 = z1 = 1
2 , y2 = z2 = 1

3 , y3 = z3 = 1
4 , . . . , yn = zn = 1

n+1 , což lze dokázat matematickou
indukcı́.

Tedy Y1 dělı́ CD v poměru 1 : 1; Y2 dělı́ CD v poměru 1 : 2; . . . ; Yn dělı́ CD v poměru 1 : n

a Zn dělı́ CA také v poměru 1 : n.

3.13 Cvičenı́ – popis objektů v E2

A. Označenı́ jako v úloze 3.8A. Jazykem elementárnı́ geometrie popište objekt

(a) {X = C + t~u; t ∈ R}, (c) {C + x~u+ y~v;x, y ∈ R+0 , x+ y 5 1},
(b) D = C + 1

2~v, (d) {C + 1
2~u+ t~v; t ∈ 〈0; 12〉}.

B. Necht’E je střed strany AB rovnoběžnı́ku ABCD a F průsečı́k úseček AC a ED. Zjistěte,
v jakém poměru dělı́ bod F tyto úsečky.
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C. Označenı́ jako v úloze 3.11. Interpretujte následujı́cı́ vztahy geometricky:

(a) ~a+ ~c = ~o, (e) ~a, ~c jsou lineárně závislé,
(b)~b+ ~d = ~o, (f) ~c, ~d jsou lineárně závislé,
(c) B − A = C −D, (g) ~a+~b+ ~c = ~o,
(d) A+ C = B +D, (h)~b+ ~d = ~c.

D. Úlohu 3.12 řešte pro přı́pad, že ABCD je (a) obdélnı́k, (b) rovnoběžnı́k.

E. Uvnitř stran AB, resp. AD rovnoběžnı́ku ABCD se pohybujı́ body X , resp. Y . Necht’Z je
průsečı́k přı́mky XY s přı́mkou AC. Označme dělicı́ poměry (XBA) = x, (Y DA) = y,
(ZCA) = z.

(a) Najděte závislost mezi čı́sly x, y, z.

(b) Zůstane tato závislost v platnosti, i když připustı́me, aby bod X probı́hal celou přı́mku AB
a bod Y celou přı́mku AD?

F. Označenı́ jako v úloze 3.11. Zjistěte, kdy je vnitřnı́ úhel CDA nekonvexnı́.

G. Budeme vyšetřovat zobrazenı́ λ, které bodu M [a; b] přiřadı́ přı́mku λ(M): ax + by = 1.
Definičnı́m oborem zobrazenı́ λ je zjevně celá rovina E2 s výjimkou bodu O[0; 0]. Bod O

v zobrazenı́ λ nemá obraz.

(a) Nakreslete body A[2; 1], B[−1; 3], C[−3; 0] a přı́mky λ(A), λ(B), λ(C). Zjistěte, jaká je
vzájemná poloha přı́mek OA a λ(A), přı́mek OB a λ(B) a přı́mek OC a λ(C).

(b) Pro každý bod M [a; b] 6= O[0; 0] platı́ OM⊥λ(M). Dokažte.

(c) Najděte všechny body M , pro které je M ∈ λ(M).

(d) Dokažte, že pro libovolné dva body A, B různé od O platı́: A ∈ λ(B)⇔ B ∈ λ(A)

(e) Ke každému bodu M 6= O přiřad’me bod λ(M) ∩ OM = {M ′}. Jak se nazývá zobrazenı́
f : M →M ′?

H. Dokažte, že v kruhové inverzi λ: [u; v] 7→
[

u

u2 + v2
;

v

u2 + v2

]
vzhledem ke kružnici

K: x2 + y2 = 1 je obrazem kružnice k(S, r) bud’kružnice k′ = λ(k), nebo přı́mka.

I. Zjistěte, kdy pro kružnici k platı́ λ(k) = k (λ je kruhová inverze z úlohy H).

3.14 Trojice kolineárnı́ch bodů

Náročné výpočty lze (někdy podstatně) usnadnit použitı́m determinantů. Platı́ následujı́cı́ tvrzenı́:



54 Kapitola 3. Útvary v E2 studovány pomocí vektorů

Tvrzenı́ 3.5: V souřadnicové soustavě dané libovolným repérem platı́: BodyA[a1; a2],B[b1; b2],
C[c1; c2] jsou kolineárnı́, tj. ležı́ v jedné přı́mce, právě když∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.3)

Důkaz: Body A, B, C ležı́ na přı́mce, právě když jsou vektory B −A a C −A lineárně závislé,
tj. právě když

0 =

∣∣∣∣∣ b1 − a1 b2 − a2
c1 − a1 c2 − a2

∣∣∣∣∣ .
Tento determinant upravı́me ve dvou krocı́ch.

(a) Původnı́ determinant druhého stupně rozšı́řı́me na determinant třetı́ho stupně přidánı́m vek-
toru (a1, a2, 1) do prvnı́ho řádku a doplněnı́m poslednı́ho sloupce nulami. Tı́m jsme hodnotu
determinantu nezměnili. To nahlédneme, když jej rozvineme podle třetı́ho sloupce.

(b) Prvnı́ řádek přičteme k druhému i třetı́mu. Dostáváme vztah (3.3).

∣∣∣∣∣ b1 − a1 b2 − a2
c1 − a1 c2 − a2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1

b1 − a1 b2 − a2 0

c1 − a1 c2 − a2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣∣ (3.4)

Důsledek 3.5: Přı́mka procházejı́cı́ různými body A[a1; a2], B[b1; b2] je popsána rovnicı́:∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1

b1 b2 1

x y 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

3.15 Cvičenı́ – konfigurace bodů na přı́mkách

Ve vývoji matematiky sehrály důležitou úlohu konfigurace bodů na přı́mkách. S každou takovou
konfiguracı́ je svázáno jisté tvrzenı́, které bylo objeveno a dokázáno syntetickou cestou. Jeho
analytický důkaz je téměř vždy kalkulativně náročný. Je to tedy dobrý testovacı́ nástroj, který
prověřı́ jak naši početnı́ zručnost, tak vytrvalost a odolnost vůči neúspěchům.
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Nedařı́-li se vám úlohu vyřešit, pokuste se nejprve vyřešit nějaký jejı́ konkrétnı́ přı́pad. Všimněte
si i limitnı́ch přı́padů.

A. Konfigurace Menelaova má šest různých bodů A, B, C, D, E, F a čtyři přı́mky (obr. 3.8a).
Definujeme reálná čı́sla x, y vektorovými vztahy

−→
AF = x

−−→
BF,

−−→
BD = y

−−→
CD,

−−→
CE = z

−→
AE. (3.5)

Najděte závislost mezi čı́sly x, y, z.

Menelaos Alexandrijský (1.–2. stoletı́ n.l.), matematik a astronom helénské epochy, spoluzakla-
datel sférické trigonometrie. Objevil a duchaplně užı́val uvedenou konfiguraci i jejı́ sférickou
variantu pro výpočty zahrnujı́cı́ sférické trojúhelnı́ky.

Zajı́mavý limitnı́ přı́pad: Bod E je pevný a bod F se pohybuje po přı́mce AB do nekonečna,
takže ED a AB se měnı́ na rovnoběžky.

B. Konfigurace Cevova se skládá ze sedmi různých bodů A, B, C, D, E, F , Q a šesti přı́mek
(obr. 3.8b). Reálná čı́sla x, y, z definujeme vztahy (3.5) z úlohy A. Najděte závislost mezi čı́sly
x, y, z.

Ital Giovanni Ceva (1648–1734, čti Čeva) hledal zobecňujı́cı́ pohled na konfiguraci těžnic,
výšek a os úhlů obecného trojúhelnı́ku. Výsledkem byla věta (1768), která nese Cevovo jméno
a je předmětem našeho cvičenı́. Cevova věta je velice blı́zká k větě Menelaově. Jsou to věty
v jistém smyslu duálnı́. Je zajı́mavé, že objev druhé přišel až vı́ce než 1 500 let po objevu prvnı́.

Zajı́mavé speciálnı́ přı́pady: Bod Q je těžiště trojúhelnı́ku ABC, nebo jeho ortocentrum, nebo
střed kružnice vepsané.

A B

C

D

E

F~u

~v

A B

C

DE

F~u

~v
Q

(a) (b)

Obr. 3.8
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C. Úplný čtyřroh se skládá z osmi různých bodů A, B, C, D, K, L, M , N a sedmi přı́mek ABK,
ACM , ADL, BCL, CDK, BDN a LMNK (obr. 3.9). Čı́sla x, y jsou určena vztahy

L−M = x(K −M), L−N = y(K −N).

Dokažte, že mezi čı́sly x, y je závislost, a najděte ji.

Zajı́mavý limitnı́ přı́pad: Bod N se pohybuje po přı́mce KL do nekonečna.

N

L

M

K

D C

B

A

Obr. 3.9

D. Konfigurace Pappova má devět různých bodů A, B, C, D, E, F , K, L, M a osm přı́mek:
ACE, BDF , ABM , DEM , BCK, EFK, CDL, AFL (obr. 3.10). Dokažte, že body K, L,
M ležı́ v přı́mce.

Pappus Alexandrijský (druhá polovina 3. stoletı́ n.l.), astronom a geometr. Z jeho bohaté tvorby
se dochovaly bohužel jen fragmenty.

E. Konfigurace Desarguova se skládá z deseti různých bodů A, B, C, D, E, F , K, L, M a S
a devı́ti přı́mek ADS, BES, CFS, ABM , ACL, BCK, DEM , DFL, EFK (obr. 3.11,
str. 58). Dokažte, že body K, L, M ležı́ v přı́mce.
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O A E C

D

B

F

K

LM

~u

~v

Obr. 3.10

Jiné vyjádřenı́: Pokud dvojice odpovı́dajı́cı́ch si různých vrcholů trojúhelnı́kuABC aDEF ležı́
na třech přı́mkách, které se protı́najı́ v jednom bodě, pak dvojice přı́mek obsahujı́cı́ odpovı́dajı́cı́
si strany se protı́najı́ ve třech kolineárnı́ch bodech.

Girard Desargues (1593–1662), spoluzakladatel projektivnı́ a deskriptivnı́ geometrie a kine-
matiky. Zavedl pojem bodu nekonečně vzdáleného, pojem polarity i termı́n „involuce“.

3.16 Věta Menelaova a Cevova

Je dán trojúhelnı́k ABC a body D ∈ BC, D 6= C, E ∈ AC, E 6= A, F ∈ AB, F 6= B. Čı́sla x,
y, z definujeme pomocı́ vztahů (3.5), str. 55. Pak body D, E, F ležı́ na přı́mce, právě když platı́
xyz = 1, a přı́mky AD, BE, CF procházejı́ společným bodem, právě když platı́ xyz = −1.
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Obr. 3.11



Kapitola 4

Útvary v euklidovském prostoru E3

studovány pomocı́ vektorů

Postoupı́me o dimenzi výše. Trojrozměrný prostor E3 je náročnějšı́ na představivost. Doporuču-
jeme čtenáři kreslit si obrázky nebo modelovat dané situace přı́mo v prostoru.

4.1 Repér v E3

Čtveřici objektů 〈A, ~u,~v, ~w〉, kde A je bod a ~u, ~v, ~w je lineárně nezávislá trojice vektorů
prostoru E3, nazýváme repér prostoru E3.
Každému repéru prostoru je přiřazeno bijektivnı́ zobrazenı́

σ : R3 −→ E3, (x; y; z) 7→M = A+ x~u+ y~v + z ~w,

které nazýváme souřadnicová soustava daná repérem 〈A, ~u,~v, ~w〉.
Čı́sla x, y, z nazýváme souřadnice boduM v repéru 〈A, ~u,~v, ~w〉 a vztah σ(x; y; z) = M pı́šeme
častěji M = [x; y; z], nebo M [x; y; z].

Repér 〈A, ~u,~v, ~w〉 nazveme ortonormálnı́, jestliže ~u, ~v, ~w jsou jednotkové (|~u| = |~v| = |~w| =

= 1) a po dvou navzájem kolmé (~u · ~v = ~u · ~w = ~v · ~w = 0).
Nenı́-li výslovně uvedeno vzhledem k jakému repéru se souřadnicová soustava vztahuje, před-
pokládáme, že se vztahuje k repéru

〈
O,~i,~j,~k

〉
, kdeO[0; 0; 0] je počátek souřadnicové soustavy

v E3 a ~i = (1; 0; 0), ~j = (0; 1; 0), ~k = (0; 0; 1), jsou jednotkové vektory ortonormálnı́ báze
prostoru E3.

Bod nazýváme 0-dimenzionálnı́ prostor, přı́mku nazýváme 1-dimenzionálnı́ prostor a rovinu
nazýváme 2-dimenzionálnı́ prostor. Dimenzi prostoru A označujeme dimA.

59
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4.2 Úlohy – vzájemné polohy útvarů

Přı́mku v E3 lze popsat stejně jako v E2 dvojicı́ bodů a nebo bodem a vektorem. Přı́mka p je
popsána bodem P a vektorem ~p předpisem: p = {P + x~p, x ∈ R}. Vektor ~p nazýváme směrový
vektor přı́mky p. Tedy přı́mka p je množina všech bodů, které lze popsat ve tvaru P + x~p, kde x
je reálné čı́slo. Dodejme, že zde nutně musı́ být ~p 6= ~o, jinak by daná množina degenerovala na
bod. Proto, řekneme-li dále, že {P + x~p, x ∈ R} je přı́mka, automaticky předpokládáme ~p 6= ~o.
Je-li přı́mka p určena body A, B (A 6= B), pak ~p = B −A je směrový vektor přı́mky p. Dvojice
〈A, ~p〉 je repér euklidovského prostoru E1, jehož nosičem je přı́mka p.

A. Rovinu lze v analytické geometrii popsat dvěma různými způsoby – repérem a rovnicı́. Ted’

ukážeme, že útvar v E3 popsaný jednou lineárnı́ rovnicı́ je rovina.

V E3 je dán repér 〈A, ~u,~v, ~w〉 a čtveřice (a, b, c, d) ∈ R4 tak, že aspoň jedno z čı́sel a, b, c, je
nenulové. Pak A = {X[x1;x2;x3]; ax1 + bx2 + cx3 = d} je rovina v E3, tj. existuje bod M
a dvojice lineárně nezávislých vektorů ~p, ~q tak, že množina B = {M + x~p+ y~q; (x, y) ∈ R2}
je totožná s množinou A.

Řešenı́: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a 6= 0. Pak bod M [m1;m2;m3] =

= M [d
a
; 0; 0] patřı́ do A.

Vektory ~p a ~q najdeme tak, že budeme hledat body P = M + ~p a Q = M + ~q, které patřı́ do
množiny A. Označme ~p = (p1; p2; p3), ~q = (q1; q2; q3). Pak P ∈ A ⇔ a(m1 + p1) + b(m2 +

+p2) + c(m3 + p3) = d⇔ ap1 + bp2 + cp3 = 0. Stejně pro vektor ~q. Hledáme tedy lineárně
nezávislé vektory ~p, ~q, pro které ap1 + bp2 + cp3 = 0 a aq1 + bq2 + cq3 = 0. Stačı́ položit
~p = (−b; a; 0), ~q = (−c; 0; a).

Tedy bod M a dvojici lineárně nezávislých vektorů ~p, ~q jsme našli. Zbývá dokázat, že A = B.
To přenecháme čtenáři do cvičenı́ 4.5A. Úloha je vyřešena. Dodejme, že 〈M, ~p, ~q〉 je repér
roviny B.

Poznámka: Zápis A = {X[x1;x2;x3]; ax1 + bx2 + cx3 = d} budeme stručně psát
A: ax1 + bx2 + cx3 = d.

Definice: Necht’je v E3 dán bodM a libovolná neprázdná konečná nebo nekonečná množina V
vektorů. Množinu všech bodů M + x1 ~p1 + · · · + xn ~pn, kde ~p1, . . . , ~pn ∈ V , x1, . . . , xn ∈ R
nazveme lineárnı́ prostor generovaný bodem M a vektory V , nebo též lineárnı́ obal bodu M
a vektorů V a označı́me Obal(M,V). V přı́padě, že V = {~p1, . . . , ~pn} je konečná, pı́šeme též
Obal(M, ~p1, . . . , ~pn).
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B. Jsou dány přı́mky p = {P + x~p;x ∈ R}, q = {Q + y~q; y ∈ R} a rovina γ = {K + u~u + v~v;

u, v ∈ R}. Klasifikujte

(a) vzájemnou polohu přı́mek p, q,
(b) vzájemnou polohu přı́mky p a roviny γ,

a vyslovte přı́slušná kritéria v jazyce analytické geometrie.

Řešenı́: (a) Vektory ~p, ~q jsou směrové vektory přı́mek p a q. Jsou-li ~p, ~q

(i) lineárně závislé, pak jsou přı́mky p, q totožné, nebo rovnoběžné různé,

(ii) lineárně nezávislé, pak jsou přı́mky p, q různoběžné, nebo mimoběžné.

Pro určenı́ vzájemné polohy přı́mek je určujı́cı́ dimenze prostoru A = {P + x~p + y~q;

x, y ∈ R} (v dalšı́m textu připustı́me i zápisA = 〈P, ~p, ~q〉). K rozlišenı́ dvou přı́padů v každém
z uvedených bodů (i) a (ii) použijeme vektor

−→
PQ. Je-li tento vektor lineárnı́ kombinacı́ vektorů

~p, ~q, pak přı́mky p, q ležı́ v jedné rovině. Do hry tedy vstupuje prostor B = {P + x~p + y~q +

+z(Q− P );x, y, z ∈ R} (neboli B =
〈
P, ~p, ~q,

−→
PQ
〉

).

Všechny možnosti pro dimenze prostorů A, B a v důsledku toho vzájemné polohy přı́mek p, q
vyjádřı́me v tabulce 4.1.

dimA dimB vzájemná poloha
1 1 p = q

2 p ‖ q ∧ p 6= q
2 2 p, q jsou různoběžné

3 p, q jsou mimoběžné

Tab. 4.1

(b) Připomeňme kritérium rovnoběžnosti přı́mky p a roviny γ a formulujme jej nástroji analy-
tické geometrie:

p ‖ γ ⇔ ~p je lineárnı́ kombinacı́ vektorů ~u, ~v.

K rozlišenı́ přı́padů p ⊂ γ a p 6⊂ γ použijeme vektor
−−→
KP . Budeme tedy zkoumat dimenzi

prostorů C = {K + x~u+ y~v + z~p;x, y, z ∈ R} (nebo též C = 〈K,~u,~v, ~p〉) a D = {K + x~u+

+y~v + z(P −K);x, y, z ∈ R} (nebo-li D =
〈
K,~u,~v,

−−→
KP

〉
).

Všechny možnosti opět vyjádřı́me tabulkou (tab. 4.2).
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dim C dimD vzájemná poloha
2 2 p ⊂ γ
2 3 p ‖ γ ∧ p 6⊂ γ
3 3 p a γ jsou různoběžné

Tab. 4.2

C. Jsou dány dvě přı́mky p, q popsané pomocı́ repéru 〈A, ~u,~v, ~w〉: p = {A+a· ~w, a ∈ R}, q = PQ,
kde P = A + 3

2~v, Q = A + 3
4~u + 1

4 ~w. Zjistěte vzájemnou polohu přı́mek p a q. V přı́padě, že
jsou různoběžné nebo rovnoběžné, popište rovinu, v nı́ž ležı́. V přı́padě, že jsou mimoběžné,
ved’te jejich přı́čku r, která je rovnoběžná s přı́mkou o = {A+ (1− t)~u+ t~v, t ∈ R}.

Terminologie: Každou přı́mku XY , která protı́ná každou z mimoběžek p, q, nazveme přı́čka
mimoběžek. Tu, která je kolmá k oběma mimoběžkám, nazýváme nejkratšı́ přı́čka mimoběžek
(někdy též osa mimoběžek).

Řešenı́: Nejdřı́ve zkoumejme, zda jsou směrové vektory ~p a ~q přı́mek p, q lineárně závislé,
nebo nezávislé. Ze vztahů ~p = ~w, ~q = Q− P = 3

4~u−
3
2~v + 1

4 ~w je zřejmé, že ~p, ~q jsou lineárně
nezávislé, a tedy dim 〈A, ~p, ~q〉 = 2. Vezměme ještě v úvahu vektor P − A = 3

2~v. Ten nelze

vyjádřit jako lineárnı́ kombinaci vektorů ~p a ~q, a tedy dim
〈
A, ~p, ~q,

−→
AP
〉

= 3. Tedy přı́mky p,
q jsou mimoběžné. Budeme tedy vést přı́čku r.

Přı́mka r je rovnoběžná s přı́mkou o a protı́ná přı́mku p. Proto r = {A + a0 · ~w + t · (~v − ~u),

a0, t ∈ R}. Přı́mka r také protı́ná přı́mku q, označme q∩r = {Y }. Bod Y lze pak popsat takto:

Y = A+ a0 ~w + t0(~v − ~u) = A+
3
4
q0 · ~u+

3
2

(1− q0) · ~v +
1
4
q0 ~w

Porovnánı́m koeficientů u přı́slušných vektorů dostáváme soustavu −t0 = 3
4q0, t0 = 3

2 −
3
2q0,

a0 = 1
4q0. Soustavě vyhovujı́ řešenı́ t0 = −32 , a0 = 1

2 , q0 = 2. Odtud máme
r = {A+ 1

2 ~w + t(~v − ~u), t ∈ R}, Y = A+ 3
2~u−

3
2~v + 1

2 ~w a X = A+ 1
2 ~w, kde p ∩ r = {X}.

4.3 Úlohy – komplanárnı́ body

A. Zobecněte tvrzenı́ 3.5 pro E3.

Řešenı́: Zobecněnı́m tvrzenı́ 3.5 dostaneme kritérium, pomocı́ kterého zjistı́me, zda čtyři body
ležı́ v jedné rovině.
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Tvrzenı́ 4.1: V souřadnicové soustavě dané libovolným repérem platı́: Body A[a1; a2; a3],
B[b1; b2; b3], C[c1; c2; c3], D[d1; d2; d3] jsou komplanárnı́, tj. ležı́ v jedné rovině, právě když

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 1

b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1

d1 d2 d3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (4.1)

Důkaz: Body A, B, C, D ležı́ v rovině, právě když jsou vektory B − A, C − A a D − A

lineárně závislé, tj. když je prvnı́ z determinantů (4.2) nulový. Tento determinant upravı́me ve
dvou krocı́ch.

• Rozšı́řı́me ho na determinant čtvrtého stupně přidánı́m vektoru (a1; a2; a3; 1) do prvnı́ho
řádku a doplněnı́m poslednı́ho sloupce nulami. Tı́m jsme hodnotu determinantu nezměnili. To
nahlédneme, když tento determinant rozvineme podle čtvrtého sloupce.

0 =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3
c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3
d1 − a1 d2 − a2 d3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 1

b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3 0

c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3 0

d1 − a1 d2 − a2 d3 − a3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.2)

• Prvnı́ řádek přičteme ke zbylým třem. Zı́skáme vztah (4.1). QED

Důsledek 4.2: Rovina procházejı́cı́ nekolineárnı́mi body A[a1; a2; a3], B[b1; b2; b3], C[c1; c2; c3]

je popsána rovnicı́ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 1

b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1

x y z 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

B. Najděte podmı́nku, aby tři body byly v E3 kolineárnı́.

Řešenı́: Tři body A[a1; a2; a3], B[b1; b2; b3], C[c1; c2; c3] jsou kolineárnı́, právě když vektory
−→
AB a

−→
AC jsou lineárně závislé, tedy pokud hod

(
b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3
c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3

)
≤ 1. Výsledek

formulujeme jako tvrzenı́.



64 Kapitola 4. Útvary v E3 studovány pomocí vektorů

Tvrzenı́ 4.3: Body A[a1; a2; a3], B[b1; b2; b3], C[c1; c2; c3] jsou kolineárnı́, právě když

hod

(
b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3
c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3

)
≤ 1.

4.4 Úloha – rovnoběžnostěn a tři mimoběžky

Je zřejmé, že, je-li dán rovnoběžnostěn ABCDEFGH , pak jsou přı́mky p = AB, q = FG,
r = DH po dvou mimoběžné. Zjistěte, zda platı́ i obrácená implikace: Jsou-li dány navzájem
mimoběžné přı́mky p, q, r, pak existuje rovnoběžnostěnABCDEFGH tak, že p = AB, q = FG,
r = DH .

Řešenı́: Obrácená implikace platı́. To dokážeme. Dané objekty musı́me nejprve analyticky ucho-
pit (obr. 4.1).

q

~q

~r

~p

~r
~q

p

r

H[r1; r2; q3] G[q1; r2; q3]

Q[q1; q2; q3]

F [q1; 0; q3]E[r1; 0; q3]

R[r1; r2; r3]

D[r1; r2; 0] C[q1; r2; 0]

A[r1; 0; 0]
P [0; 0; 0] B[q1; 0; 0]

Obr. 4.1

Zvolme libovolně P ∈ p a necht’ ~p je směrový vektor přı́mky p. Pak p = {P + x~p;x ∈ R}.
Analogicky necht’q = {Q + y~q; y ∈ R}, r = {R + z~r; z ∈ R}, kde Q, R a ~q, ~r jsou vhodně
zvolené body a vektory. Zvolme repér, např. 〈P, ~p, ~q, ~r〉. V souřadnicové soustavě dané tı́mto
repérem vyjádřeme body Q = [q1; q2; q3], R = [r1; r2; r3]. Nynı́ začneme na přı́mkách p, q, r
hledat vrcholy rovnoběžnostěnu a vyjadřovat je pomocı́ daných souřadnic q1, q2, q3, r1, r2, r3.
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Hledáme např. body B ∈ p, F ∈ q tak, aby BF ‖ r, tj. aby ~r byl směrový vektor přı́mky
BF . Jinými slovy hledáme přı́čku mimoběžek p, q rovnoběžnou s přı́mkou r. To znamená, že
hledáme b, f, t ∈ R tak, aby bylo B = P + b~p, F = Q+ f~q, F −B = t~r. V souřadnicı́ch máme
B = [b; 0; 0], F = [q1; q2 + f ; q3], F − B = (q1 − b; q2 + f ; q3), t~r = (0; 0; t). Odtud b = q1,
f = −q2, t = q3.

Obdobně hledáme bodyH ∈ r aG ∈ q tak, abyGH ‖ p, a bodyA ∈ p aD ∈ r tak, abyAD ‖ q.
Dostáváme G[q1; r2; q3], H[r1; r2; q3], A[r1; 0; 0], D[r1; r2; 0]. Zbývá najı́t body C a E.

Bod C ležı́ spolu s body A, B, D v rovině 〈P, ~p, ~q〉, tedy jeho třetı́ souřadnice je 0. Dále platı́,
že C − D = B − A, odtud C[q1; r2; 0]. Obdobně pro bod E platı́, že jeho druhá souřadnice
je 0, nebot’ ležı́ v rovině 〈P, ~p, ~r〉 s body A, B, F . Zbylé souřadnice doplnı́me ze vztahu např.
A− E = B − F a dostáváme E[r1; 0; q3].

Výsledek: A[r1; 0; 0], B[q1; 0; 0], C[q1; r2; 0], D[r1; r2; 0], E[r1; 0; q3], F [q1; 0; q3], G[q1; r2; q3]

a H[r1; r2; q3].

Nutno ještě prověřit, zda body A, . . . , H neležı́ v rovině. Stačı́, když ukážeme, že body A, B, D,
E určujı́ čtyřstěn, tj. nejsou komplanárnı́. Použijeme tvrzenı́ 4.1. Přı́slušný determinant vytvořený
ze souřadnic bodů A, B, D, E a jedniček má hodnotu (r1 − q1)r2 · q3, což je nenulové čı́slo.
(Kdyby r2 = 0, přı́mky p a r by byly různoběžné, kdyby q3 = 0, přı́mky p a q by byly různoběžné
a pokud r1 = q1, přı́mky r a q by byly různoběžné.)

[!] V řešenı́ jsme se dopustili chyby. Volba repéru 〈P, ~p, ~q, ~r〉 byla neoprávněná, protože jsme
předpokládali, že vektory ~p, ~q, ~r jsou lineárně nezávislé. Tato podmı́nka splněná být nemusı́.
Vezměme napřı́klad P [0; 0; 0], Q[0; 0; 1], R[0; 0; 2], ~p = (1; 0; 0), ~q = (1; 1; 0), ~r = (0; 1; 0). Pak
jsou přı́mky p, q, r po dvou mimoběžné, ale vektory ~p, ~q, ~r jsou lineárně závislé. V tomto přı́padě
též neexistuje hledaný rovnoběžnostěn ABCDEFGH . Tvrzenı́ vyslovené a „dokázané“ výše
neplatı́. Platı́ tvrzenı́ se zesı́lenými předpoklady.

Tvrzenı́ 4.4: Jsou-li dány po dvou mimoběžné přı́mky p, q, r tak, že neexistuje rovina, se
kterou jsou všechny rovnoběžné, pak existuje rovnoběžnostěn ABCDEFGH tak, že p = AB,
q = FG, r = DH .

Toto tvrzenı́ bylo již dokázáno.

Poznámka: Podmı́nka neexistence roviny rovnoběžné s přı́mkami p, q, r je ekvivalentnı́ s pod-
mı́nkou, že jejich směrové vektory jsou lineárně nezávislé.
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4.5 Cvičenı́ – vzájemné polohy útvarů v E3

A. Dokažte tvrzenı́ A = B z úlohy 4.2A na straně 60.

B. Je dán bod A a vektory ~u, ~v, ~w. Pro jakou čtveřici (A, ~u,~v, ~w) ležı́ body A, B = A + ~u,
C = A+ ~v, D = A+ ~w (a) v rovině, (b) na přı́mce?

C. Necht’ je dán rovnoběžnostěn ABCDEFGH a vektory ~u =
−→
AC, ~v =

−→
AF , ~w =

−−→
AH .

Vyjádřete všechny (a) vrcholy rovnoběžnostěnu, (b) hrany, (c) stěny, (d) tělesové úhlopřı́čky,
(e) úhlopřı́čky stěn rovnoběžnostěnu, dále (f) rovinuACG, (g) rovinuBDE, (h) rovinu CFH ,
a to (i) v repéru 〈A, ~u,~v, ~w〉, (ii) v souřadnicové soustavě dané uvedeným repérem.

D. Necht’ jsou dány dvě mimoběžné přı́mky p: x = 1, y = m, z = 0 a q: x = t, y = t, z = 1.
Sestrojte přı́čku r mimoběžek p, q, která je rovnoběžná s přı́mkou o: x = 0, y = r, z = r.

E. Necht’ jsou dány dvě mimoběžné přı́mky p: x = 1, y = m, z = 0 a q: x = t, y = t, z = 1.
Sestrojte přı́čku r mimoběžek p, q, která procházı́ bodem S[12 ;

1
2 ;
1
2 ].

F. Je dáno šest bodů P [12 ; 0; 0], Q[1; 13 ; 0], R[0; 1; 1], S[12 ;
1
2 ;
1
2 ], M [0; 0; 1], N [1; 23 ; 1].

(1) Určete vzájemnou polohu (a) přı́mek p = PM , q = QN , (b) přı́mek r = RS, n = PN ,
(c) přı́mek m = MN , k = PQ, (d) roviny α = PQM a přı́mky r = RS.

(2) Popište obecnou rovnicı́ rovinu, která inciduje s přı́mkou r = RS (tj. přı́mka r v nı́ ležı́)
a je rovnoběžná s přı́mkou l = PQ.

G. Klasifikujte vzájemnou polohu rovin α = {A + x~p + y~q;x, y ∈ R} a β = {B + u~u + v~v;

u, v ∈ R} a vyslovte přı́slušná kritéria v jazyce analytické geometrie.

4.6 Úlohy – rovnoběžnostěn a čtyřstěn

A. Je dán rovnoběžnostěnABCDEFGH (standardnı́ značenı́, viz obr. 4.2) a průsečı́k P tělesové
úhlopřı́čky AG s rovinou γ = BDE. Najděte dělicı́ poměr (PGA).

Řešenı́: Úlohu budeme řešit podobně jako úlohu 3.8B v šesti krocı́ch.

• Volı́me repér 〈A, ~u = B − A,~v = D − A, ~w = E − A〉.

• Ve zvolené soustavě souřadnic vyjádřı́me aktéry:

D −B = ~v − ~u, E −B = ~w − ~u, G− A = ~u+ ~v + ~w,

úsečka AG = {A+ t(~u+ ~v + ~w); t ∈ 〈0; 1〉},

γ = {A+ ~u+ x(~v − ~u) + y(~w − ~u);x, y ∈ R}.
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A B

CD

E

H G

F

P

~v

~u

~w

Obr. 4.2

Potom P = B + x(D −B) + y(E −B) = A+ ~u+ x(~v − ~u) + y(~w − ~u).

• Geometrické podmı́nky vyjádřı́me ve vektorovém jazyce.

P ∈ AG⇔ ∃t ∈ 〈0; 1〉, P = A+ t(~u+ ~v + ~w)

P ∈ γ ⇔ ∃x, y ∈ R, P = A+ ~u+ x(~v − ~u) + y(~w − ~u)

Tedy A+ t(~u+ ~v + ~w) = P = A+ ~u+ x(~v − ~u) + y(~w − ~u).

Vztah upravı́me na rovnost:

(t− 1 + x+ y)~u+ (t− x)~v + (t− y)~w = ~o

• Využijeme lineárnı́ nezávislost vektorů ~u, ~v, ~w a z vektorové rovnice dostaneme vztahy pro
koeficienty:

x+ y + t = 1, x = t, y = t

• Najdeme řešenı́ soustavy. Řešenı́ je x = y = t = 1
3 .

•Výsledek geometricky interpretujeme. Protože P = A+ 1
3(~u+~v+ ~w), jeA−G = 3(A−P ),

tj. (PGA) = 1
3 .

B. Je dán čtyřstěn ABCD, bod M na hraně CD a bod K = A − • − B. Najděte rovinu γ

procházejı́cı́ přı́mkou KM a protı́najı́cı́ čtyřstěn ABCD v lichoběžnı́ku KLMN (L ∈ BC,
N ∈ AD). Najděte všechna řešenı́.



68 Kapitola 4. Útvary v E3 studovány pomocí vektorů

Řešenı́:

• Volı́me repér 〈D,~u = A−D,~v = B −D, ~w = C −D〉 (obr. 4.3).

A

B

C

D

K

L

M

N

~u

~v

~w

Obr. 4.3

• Ve zvoleném repéru vyjádřeme objekty a některé vztahy:

K = A− • −B ⇔ K = D + 1
2(~u+ ~v)

L ∈ BC ⇔ L = B + l(C −B) = D + (1− l)~v + l ~w, l ∈ 〈0; 1〉

M ∈ CD ⇔M = D +m~w,m ∈ 〈0; 1〉

N ∈ AD ⇔ N = D + n~u, n ∈ 〈0; 1〉

K − L = 1
2~u+ (l − 1

2)~v − l ~w,N −M = n~u−m~w,

K −N = (12 − n)~u+ 1
2~v, L−M = (1− l)~v + (l −m)~w

• Pomocı́ vektorů vyjádřı́me geometrické podmı́nky.

Podle zadánı́ úlohy je bod M pevně daný, tedy čı́slo m známe. Body L a N hledáme. Tedy
čı́sla l, n jsou neznámá. Čtyřúhelnı́k KLMN může být lichoběžnı́kem dvěma způsoby:

(a) KL ‖MN ⇔ existuje x ∈ R+ tak, že x(K − L) = N −M , tj.

x(
1
2
~u+ (l − 1

2
)~v − l ~w) = n~u−m~w,

po úpravě

(
1
2
x− n)~u+ x(l − 1

2
)~v + (m− lx)~w = ~o. (4.3)
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(b) KN ‖ LM ⇔ existuje kladné y tak, že y(K −N) = L−M , tj.

y((
1
2
− n)~u+

1
2
~v) = (1− l)~v + (l −m)~w,

po úpravě

y(
1
2
− n)~u+ (

1
2
y + l − 1)~v + (m− l)~w = ~o. (4.4)

• Z vektorových vztahů (4.3) a (4.4) zı́skáme soustavy aritmetických rovnic.

1
2
x− n = 0, x

(
l − 1

2

)
= 0, m− lx = 0

y(
1
2
− n) = 0,

1
2
y + l − 1 = 0, m− l = 0 (4.5)

• Soustavy vyřešı́me a výsledky geometricky interpretujeme. Pak oba dı́lčı́ výsledky spojı́me.

(a) Neznámá čı́sla n, l jsou dána jednoznačně: l = 1
2 , n = m.

To značı́, že KL je střednı́ přı́čka trojúhelnı́ku ABC a MN ‖ AC.

(b) Neznámá čı́sla n, l jsou dána jednoznačně: n = 1
2 , l = m.

To značı́, že KN je střednı́ přı́čka trojúhelnı́ku ABD a LM ‖ BD.

Závěr: Ke každému bodu M ležı́cı́mu uvnitř hrany CD existujı́ dvě roviny γ, které procházejı́
přı́mkou KM a protı́najı́ čtyřstěn ABCD v lichoběžnı́ku. Rovina γ1 protı́ná čtyřstěn v li-
choběžnı́ku KL1MN1 kde L1 = B−•−C a N1 je bod, ve kterém rovnoběžka s přı́mkou AC
vedená bodem M protne hranu AD. Rovina γ2 protı́ná čtyřstěn v lichoběžnı́ku KL2MN2, kde
N2 = A− • −D a L2 je bod, ve kterém rovnoběžka s přı́mkou BD vedená bodem M protne
hranu BC.

[!] Poznámka: Nedůvěřivý čtenář objevil naši lež nebo, řekněme shovı́vavěji, nedůslednost. Co
kdyžM = C−•−D, tj.m = 1

2? V takovém přı́padě je l1 = l2 = m1 = m2 = 1
2 , tedy γ1 = γ2

a hledaná řezová rovina existuje jediná. Navı́c řezem je rovnoběžnı́k a ted’je věcı́ dohody, zda
budeme rovnoběžnı́k považovat za speciálnı́ přı́pad lichoběžnı́ku, nebo ne. V obou přı́padech
musı́me závěr poslednı́ho řešenı́ opravit.

4.7 Cvičenı́ – popis objektů v E3

A. Dokažte, že čtyři těžnice čtyřstěnu se protı́najı́ v jednom bodě, tj. těžišti, a zjistěte, v jakém
poměru těžiště dělı́ těžnici.
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Poznámka: Těžnicı́ čtyřstěnu zde rozumı́me úsečku (nikoli přı́mku) XTX , kde X je jeden
z vrcholů čtyřstěnu a TX je těžiště stěny protilehlé boduX . TěžniciXTX budeme označovat tx.

B. Situace jako v úloze 4.6B. Bod M probı́há celý vnitřek úsečky CD. Zjistěte, jakou množinu
vyplnı́ pak body {Q1} = KM ∩ L1N1 a {Q2} = KM ∩ L2N2.

C. Uvnitř hran AB, AD a AE rovnoběžnostěnu ABCDEFGH jsou po řadě dány body X , Y ,
Z. Označme x = (XBA), y = (Y DA), z = (ZEA), w = (WGA), kde W je průsečı́k
roviny XY Z s přı́mkou AG. Najděte vztah mezi čı́sly x, y, z, w. Zobecněte pro přı́pad, že
body X , Y , Z neležı́ uvnitř hran.

D. Čtyřboký jehlan ABCDV , jehož podstava je rovnoběžnı́k, je prot’at rovinou β ve čtyřúhelnı́ku
A′B′C ′D′. Definujme čı́slo a vztahem a(A−V ) = A′−V , podobně čı́sla b, c, d. Najděte vztah
mezi čı́sly a, b, c, d.

4.8 Úlohy – skalárnı́ a vektorový součin a metrika v E3

Skalárnı́ součin jsme poznali již v E2. Ted’jej přeneseme do prostoru E3.

A. V E3 je dán trojúhelnı́k ABC s úhlem α při vrcholu A. Označme ~u = B − A, ~v = C − A.
Zjistěte čı́slo cosα, znáte-li vektory ~u, ~v vzhledem k ortonormálnı́ bázi.

Řešenı́: Stejně jako v E2 použijeme kosinovou větu:

|BC|2 = |AB|2 + |AC|2 − 2|AB| · |AC| · cosα, tj.

(~u− ~v)2 = ~u 2 + ~v 2 − 2|~u| · |~v| cosα. (4.6)

Klı́čem k řešenı́ je úprava výrazu na levé straně identity (4.6).

(~u− ~v)2 =(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 + (u3 − v3)2 =

=u21 + u22 + u23 + v21 + v22 + v23 − 2(u1v1 + u2v2 + u3v3).

Výraz u1v1 + u2v2 + u3v3 nazveme skalárnı́ součin vektorů ~u a ~v.

Definice: Necht’ je dána ortonormálnı́ báze. Skalárnı́ součin vektorů ~u a ~v je definován jako
~u · ~v = u1v1 + u2v2 + u3v3.

Jednoduchou úpravou ted’vztah (4.6) upravı́me na tvar

cosα =
~u · ~v
|~u| · |~v|

. (4.7)
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Zı́skaný vzorec je stejný jako ten, který jsme odvodili v E2. Tentokrát má ale každý z vektorů
tři souřadnice.

Poznamenejme, že |~u| 6= 0 i |~v| 6= 0, nebot’vektory ~u = B − A a ~v = C − A nemohou být
nulové.

B. Necht’je dána rovina α: ax+ by + cz = d. Dokažte, že vektor ~u(a; b; c) je kolmý k rovině α.

Řešenı́: V úloze 4.2A jsme zjistili, že když a 6= 0 a položı́me-li M
[
d
a
; 0; 0

]
, ~p(−b; a; 0),

~q(−c; 0; a), tak 〈M, ~p, ~q〉 je repér roviny α. Dokázat, že ~u ⊥ α, znamená ukázat, že vektor ~u je
kolmý na každou přı́mku roviny α, tedy na každý nenulový vektor ~m = x~p+y~q, kde x, y ∈ R.
Počı́tejme:

~u ⊥ ~m⇔ ~m · ~n = 0⇔ (x~p+ y~q)~u = x~p · ~u+ y~q · ~u = 0

Poslednı́ vztah je pravdivý pro všechna x, y ∈ R, nebot’

~p · ~u = (−b; a; 0) · (a; b; c) = 0, ~q · ~u = (−c; 0; a) · (a; b; c) = 0.

Terminologie: Vektor (a; b; c) se nazývá normálový vektor roviny α.

Poznámka: V důkazu jsme použili identitu (~a+~b) ·~c = ~a ·~c+~b ·~c. Tato a některé dalšı́ podobné
identity budou předmětem cvičenı́ 4.9A.

C. Je dána rovina α rovnicı́ ax+ by + cz + d = 0 a bod E[e; f ; g]. Najděte bod P , který je patou
kolmice spuštěné z bodu E na rovinu α. Zjistěte |PE|. Dokažte, že pro všechna X ∈ α platı́
|XE| = |PE|, přičemž rovnost nastává, právě když X = P .

Řešenı́: Necht’k je kolmice vedená bodemE k rovině α. Za směrový vektor přı́mky k můžeme
vzı́t normálový vektor roviny α, tj. vektor ~n(a; b; c). Tedy k = {X = E + t~n, t ∈ R}. Pro bod
P = E + t0~n = [e+ t0a; f + t0b; g + t0c] platı́ P ∈ α, tj.

(e+ t0a)a+ (f + t0b)b+ (g + t0c)c+ d = 0.

Odtud
t0 = −ae+ bf + cg + d

a2 + b2 + c2
.

Tedy |Eα| = |EP | = |t0| · |~n|. Odtud vyplývá následujı́cı́ vztah.
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Tvrzenı́ 4.5: Pro vzdálenost bodu E[e; f ; g] od roviny α: ax+ by + cz + d = 0 platı́

|Eα| = |ae+ bf + cg + d|√
a2 + b2 + c2

.

Konečně máme dokázat, že pro každý bod X ∈ α, X 6= P , platı́ |XE| > |PE|. Zde je daleko
jednoduššı́ použı́t úvahu než výpočet. Je-li totiž X ∈ α, X 6= P , pak XP je kolmá na PE,
a tedy XPE je pravoúhlý trojúhelnı́k s přeponou XE a odvěsnou PE. Proto |XE| > |PE|.

Terminologie: Bod P nazýváme též kolmý průmět bodu E do roviny α a velikost |PE| vzdá-
lenost bodu E od roviny α.

Definice: Necht’U , V jsou dvě množiny z E2, nebo E3. Vzdálenostı́ množin U , V nazýváme
čı́slo |UV| = inf |X, Y |, kde X ∈ U , Y ∈ V .

D. Jsou dány mimoběžky p = {X = P + x~p, x ∈ R}, q = {Y = Q+ y~q, y ∈ R}.

(a) Dokažte, že existuje právě jeden bod X0 ∈ p a právě jeden bod Y0 ∈ q tak, že přı́mka
k = X0Y0 je kolmá k přı́mce p i k přı́mce q.

(b) Dokažte, že |pq| = |X0Y0|, tedy vzdálenost mimoběžek p, q je |X0Y0|.

P

Q

X

Y
q

p

~p

~q

~r

~u

P

Q

X

Y
q

p

~p

~q

~k

X0

Y0

(a) (b)

Obr. 4.4

Řešenı́: Označme ~r = Q−P a ~u = Y −X = ~r+ y~q−x~p (obr. 4.4a). Hledáme čı́sla x, y ∈ R
tak, aby bylo ~u ⊥ ~p i ~u ⊥ ~q. Platı́

~u ⊥ ~p⇔ ~u · ~p = 0⇔ x~p 2 − y~p · ~q = ~r · ~p,

~u ⊥ ~q ⇔ ~u · ~q = 0⇔ x~p · ~q − y~q 2 = ~r · ~q.
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K důkazu (a) stačı́ ukázat, že poslednı́ soustava dvou lineárnı́ch rovnic pro neznámé x, y má
právě jedno řešenı́, tj. že determinant soustavy je nenulový. Předpokládejme opak, tedy (ϕ je
úhel vektorů ~p, ~q)

0 =

∣∣∣∣∣ ~p 2 −~p · ~q
~p · ~q −~q 2

∣∣∣∣∣ = −[~p 2 · ~q 2 − (~p · ~q)2] = −|~p|2 · |~q|2 + |~p|2 · |~q|2 · cos2 ϕ.

Odtud cos2 ϕ = 1, tj. ϕ = 0 nebo ϕ = π. V obou přı́padech to implikuje lineárnı́ závislost
vektorů ~p, ~q, což odporuje zadánı́ (p, q jsou mimoběžné). Tvrzenı́ (a) je tedy dokázáno.

Přistupme k důkazu tvrzenı́ (b). BodyX0 ∈ p, Y0 ∈ q, pro něžX0Y0 ⊥ p aX0Y0 ⊥ q, máme již
sestrojeny. Zvolme libovolně body X ∈ p, Y ∈ q (obr. 4.4b) a dokažme, že |XY | = |X0Y0|,
přičemž rovnost nastává, právě když je X = X0 a současně Y = Y0. Označme ~k = Y0 −X0,
X −X0 = x~p, Y − Y0 = y~q. Pak

|XY |2 =|Y −X|2 = |(Y − Y0) + (Y0 −X0) + (X0 −X)|2 = |~k − x~p+ y~q|2 =

=~k 2 + 2~k(−x~p+ y~q) + (−x~p+ y~q)2 = ~k 2 + (−x~p+ y~q)2,

nebot’~k ·~p = ~k ·~q = 0. Čı́slo (−x~p+y~q)2 je nezáporné a nulové je, právě když je−x~p+y~q = 0,
což nastává, právě když x = y = 0, nebot’ vektory ~p, ~q jsou lineárně nezávislé (přı́mky p, q
jsou mimoběžné). Tedy |XY | = |X0Y0| a rovnost nastává, právě když X = X0 a Y = Y0.

E. Jsou dány lineárně nezávislé vektory ~a = (a1; a2; a3), ~b = (b1; b2; b3). Najděte vektor
~x = (x1;x2;x3), ~x 6= ~o, kolmý k vektoru ~a i~b.

Řešenı́: Z podmı́nek kolmosti máme:

~x ⊥ ~a ⇒x1a1 + x2a2 + x3a3 = 0,

~x ⊥ ~b ⇒x1b1 + x2b2 + x3b3 = 0.

Zı́skaná homogennı́ soustava má nekonečně mnoho řešenı́:

x1 = t

∣∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ , x2 = t

∣∣∣∣∣ a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣ , x3 = t

∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ , t ∈ R− {0}.
Nejjednoduššı́ z těchto řešenı́ (t = 1) nazveme vektorový součin vektorů ~a,~b:

~x = (a2b3 − a3b2; a3b1 − a1b3; a1b2 − a2b1)
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Situaci zobecnı́me a zápis upravı́me pomocı́ báze~i,~j,~k. V celém dalšı́m textu kapitoly vektory
~i(1; 0; 0), ~j(0; 1; 0), ~k(0; 0; 1) bereme v tomto pořadı́. Determinant [~i,~j,~k] = 1. Kdybychom
např. přehodili vektory~i a ~j, pak by bylo [~j,~i,~k] = −1 a většina výsledků následujı́cı́ch úloh
by měnila znaménko.

Definice: Necht’jsou dány vektory ~a(a1; a2; a3),~b(b1; b2; b3). Vektor

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣−~j
∣∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
nazveme vektorový součin vektorů ~a,~b (v uvedeném pořadı́).

F. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́, která osvětlujı́ geometrický význam vektorového součinu. Necht’
jsou dány vektory ~a(a1; a2; a3),~b(b1; b2; b3). Pak platı́

(a) ~a×~b = ~o⇔ vektory ~a,~b jsou lineárně závislé.

(b) (~a×~b) ·~a = 0∧ (~a×~b) ·~b = 0, tj. je-li ~a×~b 6= ~o, pak je tento vektor kolmý na vektor ~a i~b.

(c) |~a ×~b| = |~a| · |~b| · sinϕ, kde ϕ je úhel nenulových vektorů ~a, ~b. Pokud jsou ~a a ~b lineárně
nezávislé, je velikost vektoru |~a×~b| rovna obsahu rovnoběžnı́kuOABC sestrojeného z vektorů
~a a~b (obr. 4.5).

O A

BC

~a

~b

ϕ

~a×~b

Obr. 4.5

Řešenı́: Ekvivalence (a) vyplývá z definice součinu ~a×~b a tvrzenı́, že

hod

(
a1 a2 a3

b1 b2 b3

)
< 2⇔ vektory~a,~b jsou lineárně závislé.

Část (b) byla již dokázána v řešenı́ předchozı́ úlohy.
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Část (c) je výpočet

(~a×~b)2 =

∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
2

=

=(a21 + a22 + a23)(b
2
1 + b22 + b23)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2 =

=|~a|2 · |~b|2 − (~a ·~b)2 ∗= |~a|2 · |~b|2 · (1− cos2 ϕ) = |~a|2 · |~b|2 · sin2 ϕ.

Rovnost označená hvězdičkou v poslednı́m řádku plyne ze vzorce (4.7).

Odtud |~a×~b| = |~a|·|~b|·| sinϕ|, ale úhel vektorů ležı́ v intervalu 〈0, 180◦〉, proto | sinϕ| = sinϕ,
a tedy platı́ vztah uvedený v (c).

Obsah rovnoběžnı́ku OABC je roven dvojnásobku obsahu trojúhelnı́ku OAC, tj.

2 · 1
2
· |~a| · |~b| · sinϕ = |~a| · |~b| · sinϕ = |~a×~b|.

G. Najděte vzdálenost dvou mimoběžných přı́mek p a q, vı́te-li, že p = {[0; 0; 0]+t(1; 12 ; 1), t ∈ R}
a q = {[1; 0; 0] + s(0; 1; 1), s ∈ R}.

Řešenı́: Vzdálenost mimoběžek najdeme jako vzdálenost bodů P ∈ p, Q ∈ q, kde body P , Q
ležı́ na nejkratšı́ přı́čce r mimoběžek p, q. Platı́ r ⊥ p a r ⊥ q, tedy směrový vektor ~r přı́mky r
je vektorovým součinem směrových vektorů ~p přı́mky p a ~q přı́mky q. Tedy

~r = ~q × ~p =

(
1
2

; 1;−1

)
.

Hledaný bod P ∈ p vyjádřı́me jako P [t0; 12t0; t0]. Nejkratšı́ přı́čku mimoběžek r pak můžeme
vyjádřit jako r = {P + k · ~r, k ∈ R}.

Přı́mka r protı́ná přı́mku q v bodě Q, který popı́šeme takto: Q = P + k0 · ~r = [1; 0; 0] + s0 · ~q.
V souřadnicı́ch dostaneme [t0; 12t0; t0] + k0(12 ; 1;−1) = [1; 0; 0] + s0(0; 1; 1), odkud t0 = 8

9 ,
k0 = 2

9 , s0 = 6
9 . Tedy P

[
8
9 ;
4
9 ;
8
9

]
a Q
[
1; 69 ;

6
9

]
.

Vzdálenost mimoběžek tedy je |PQ| =
√(

1
9

)2
+
(
2
9

)2
+
(
2
9

)2
= 1
3 .

4.9 Cvičenı́ – metrika

A. Dokažte, že pro libovolné vektory ~a,~b, ~c a libovolná reálná čı́sla x, y, z platı́ identity:

(a) ~a ·~b = ~b · ~a (b) (x~a± y~b)~c = x~a~c± y~b~c
(c) (x~a) ·~b = x(~a ·~b) (d) (~a±~b)2 = ~a 2 ± 2~a~b+~b 2

(e) (~a±~b)~c = ~a~c±~b~c (f) (~a×~b) · ~c = ~a · (~b× ~c) = det[~a,~b,~c]
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B. Dokažte, že pro libovolné vektory ~a,~b, ~c, ~d platı́: (~a×~b) · (~c× ~d) =

∣∣∣∣∣~a~c ~b~c

~a~d ~b~d

∣∣∣∣∣ .
C. Zobecněte tvrzenı́ 2.1 pro E3.

D. Je dán bodA[0; 1; 0] a přı́mka p jako průsečnice rovin β: x−3y+z−3 = 0, γ:−4y+z+1 = 0.
Najděte body B,C ∈ p tak, aby trojúhelnı́k ABC byl rovnostranný.

E. Je dána krychleABCDEFGH o hraně d. Zjistěte vzdálenost mimoběžek (a)AB,FG, (b)BG,
ED, (c) BE, CF , (d) BH , CF .

F. Je dán čtyřstěn ABCD. Určete vzdálenost každých jeho dvou mimoběžných hran.

(a)A[0; 0; 0],B[1; 1; 0],C[1; 0; 2],D[0; 1; 2]. (b)A[−1; 1;−1],B[1; 1;−1],C[1; 1; 1],D[1;−1; 1].

G. Výšky v pravidelném čtyřstěnu (tetraedru) jsou totožné s těžnicemi, a tedy se protı́najı́ v jed-
nom bodě – těžišti či ortocentru. Takový čtyřstěn se nazývá ortocentrický. Jsou dva čtyřstěny
z předchozı́ úlohy rovněž ortocentrické? Jinými slovy určete vzájemnou polohu všech výšek
daného čtyřstěnu.

H. Najděte střed kulové plochy opsané každého čtyřstěnu ze cvičenı́ F.

I. Objem pravidelného šestibokého jehlanuABCDEFV je 1 029. Známe polohu bodůA[8; 10; 9],
C[10; 9;−8], E[15;−4; 2]. Najděte souřadnice dalšı́ch čtyř vrcholů.

J. Jsou dány dva vrcholy krychle ABCDEFGH , A[−1; 0; 0] a B[−5; 4; 7]. Vı́me, že bod
M [3; 0; 1] ležı́ v rovině stěnyABCD. Dále vı́me, že prvnı́ souřadnice boduD i prvnı́ souřadnice
bodu E je nezáporná. Najděte souřadnice zbylých vrcholů krychle.

K. Jsou dány roviny α: x − 4y − z + 1 = 0, β: 3x + 3y − 2 = 0 protı́najı́cı́ se v přı́mce p
a body R[2; 0;−1], S[0;−2; 1]. Najděte rovnice rovin ρ = Rp a σ = Sp a dokažte, že obrazem
roviny α v rovinové souměrnosti sρ i sσ je rovina β (tedy |<)αρ| = |<) βρ| a |<)ασ| = |<) βσ|).

L. Necht’body E[0; 0; 0] a F [−8; 8; 14] jsou dipodálnı́ vrcholy pravidelného osmistěnu (oktaedru)
ABCDEF , jehož vrchol A ležı́ v rovině ρ: x + y − z + 2 = 0 a má všechny souřadnice
celočı́selné. Najděte vrcholy A, B, C, D.

Poznámka: Dipodálnı́ vrcholy jsou ty vrcholy v pravidelném konvexnı́m tělese, které spojujı́
krajnı́ body největšı́ tělesové úhlopřı́čky.

M. Necht’ pro pravidelný čtyřstěn (tetraedr) ABCD platı́: A[−4; 4; 3], BCD = ρ, B ∈ σ, kde
ρ: −11x+ y + 5z + 35 = 0, σ: 9x− 4y + z − 49 = 0. Najděte souřadnice bodů B, C, D.



Kapitola 5

Exkurze do čtvrtého rozměru

Do čtyřrozměrného prostoru E4 nelze nahlédnout. Pronikáme do něj po „dimenzionálnı́m žeb-
řı́ku“: bod → přı́mka → rovina → trojrozměrný prostor → čtyřrozměrný prostor. Později se
můžeme odvážit vystoupit i výše, k prostorům pětirozměrnému, šestirozměrnému, . . .

Při všech úvahách této kapitoly je výhodné převést situaci do prostorů nižšı́ dimenze, tj. E3, E2,
přı́padně E1.

5.1 Repér v E4

Pětici objektů 〈A, ~u1, ~u2, ~u3, ~u4〉, kde A je bod a ~u1, ~u2, ~u3, ~u4 je lineárně nezávislá čtveřice
vektorů prostoru E4, nazýváme repér prostoru E4.

Každému repéru prostoru E4 je přiřazeno bijektivnı́ zobrazenı́

σ : R4 → E4, [x1;x2;x3;x4] 7→M = A+ x1 ~u1 + x2 ~u2 + x3 ~u3 + x4 ~u4,

nazývané souřadnicová soustava prostoru E4 daná repérem 〈A, ~u1, ~u2, ~u3, ~u4〉.

Čı́slo xi nazýváme i-tá souřadnice bodu X (v daném repéru) a vztah σ[x1;x2;x3;x4] = X

pı́šeme X = [x1;x2;x3;x4], nebo X[x1;x2;x3;x4].

Nenı́-li výslovně uvedeno, k jakému repéru se souřadnicová soustava vztahuje, předpokládáme,
že se vztahuje k repéru

〈
O, ~i1, ~i2, ~i3, ~i4

〉
, kde O[0; 0; 0; 0] je počátek souřadnicové soustavy

a ~i1 = (1; 0; 0; 0), ~i2 = (0; 1; 0; 0), ~i3 = (0; 0; 1; 0), ~i4 = (0; 0; 0; 1) jsou jednotkové vektory
ortonormálnı́ báze čtyřrozměrného prostoru E4.

77
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5.2 Přı́klad – „dimenzionálnı́ žebřı́k“

Jaké vlastnı́ podprostory (tedy nenulové podprostory, které se nerovnajı́ prostoru) existujı́ ve
čtyřrozměrném euklidovském prostoru E4? Otázku zodpovı́me využitı́m již známých poznatků.

• 0-rozměrný euklidovský prostor E0, tj. bod, nemá vlastnı́ podprostory,

• 1-rozměrný prostor E1, tj. přı́mka, má jeden druh vlastnı́ch podprostorů – body E0,

• 2-rozměrný prostorE2, tj. rovina, má dva druhy vlastnı́ch podprostorů – bodyE0 a přı́mkyE1,

• 3-rozměrný prostor E3, tj. „obyčejný prostor“, má tři druhy vlastnı́ch podprostorů – body E0,
přı́mky E1 a roviny E2,

• 4-rozměrný prostor E4 má čtyři druhy vlastnı́ch podprostorů – body E0, přı́mky E1, roviny E2

a nadroviny E3.

Definice: Nadrovinou v prostoru E4 je podprostor prostoru E4 dimenze 3. Obecně nadrovinou
prostoru En je podprostor prostoru En dimenze n− 1.

Metodou „dimenzionálnı́ho žebřı́ku“ přirozeným způsobem zavedeme nástroj měřenı́, totiž pojem
skalárnı́ součin dvou vektorů.

prostor vektor skalárnı́ součin
E2 ~u = (u1;u2), ~v = (v1; v2) ~u · ~v = u1v1 + u2v2

E3 ~u = (u1;u2;u3), ~v = (v1; v2; v3) ~u · ~v = u1v1 + u2v2 + u3v3

E4 ~u = (u1;u2;u3;u4), ~v = (v1; v2; v3; v4) ~u · ~v = u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4

Protože symbol ~u · ~v neobsahuje souřadnice, umožňuje zavést měřenı́ jednotně pro všechny tři
prostory E2, E3, E4.

Připomeňme tři tvrzenı́ známá z E2 a E3, která platı́ i v E4.

Velikost vektoru ~u v E2, resp. E3, resp. E4, je čı́slo |~u| =
√
~u · ~u.

Vzdálenost bodů A, B tedy je |AB| =
√

(A−B)(A−B).

Odchylka ϕ ∈ 〈0, 180◦〉 nenulových vektorů ~u, ~v je dána vztahem cosϕ =
~u · ~v
|~u| · |~v|

.

V následujı́cı́m přı́kladě popı́šeme pojem nadroviny v E4 prostředky analytické geometrie.

5.3 Přı́klad – nadrovina

Užı́váme dva způsoby, jak v jazyce analytické geometrie popsat a definovat nadrovinu v E4:
(A) rovnicı́ nebo (B) repérem. Podobnou situaci v prostoru E3 jsme diskutovali v úloze 4.2A.
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(A) Pracujeme v souřadnicové soustavě dané repérem 〈A, ~u1, ~u2, ~u3, ~u4〉. Necht’ je dána pě-
tice (a1, a2, a3, a4, d) ∈ R5 tak, že aspoň jedno z čı́sel a1, . . . , a4 je nenulové. Pak množina
A = {X[x1;x2;x3;x4];x1a1 + x2a2 + x3a3 + x4a4 = d} je nadrovinou v E4.

(B) Necht’ je v E4 dán bod M a tři lineárně nezávislé vektory ~p, ~q, ~r. Pak množina
B = {M + x~p+ y~q + z~r; (x, y, z) ∈ R3} je nadrovinou v E4.

Dokažte, že pojem „nadrovina v E4“ ve smyslu (A) je totožný s tı́mto pojmem ve smyslu (B).

Dokažme, že množinu A lze popsat repérem a množinu B lze popsat rovnicı́.

Necht’ je dána množina A. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a1 je nenulové.
Hledané objektyM , ~p, ~q, ~r, které budou tvořit repér zkoumané nadroviny, můžeme pak definovat
napřı́klad takto: M = [ d

a1
; 0; 0; 0], vektor (a1; a2; a3; a4) je kolmý na nadrovinu a hledáme tři

lineárně nezávislé vektory kolmé na tento vektor, např. ~p = (−a2; a1; 0; 0), ~q = (−a3; 0; a1; 0),
~r = (−a4; 0; 0; a1).

Z těchto předpokladů pomocı́ inkluzı́ (i) A ⊂ B, (ii) A ⊃ B dokážeme, že A = B.

(i) Necht’X[x1;x2;x3;x4] ∈ A, tj. x1a1 + x2a2 + x3a3 + x4a4 = d. Chceme ukázat, že existujı́
čı́sla x, y, z ∈ R tak, že X = M + x~p+ y~q + z~r. Čı́sla x, y, z definujeme vztahy

x =
x2
a1
, y =

x3
a1
, z =

x4
a1
.

Po dosazenı́ dostaneme identitu
∑
xiai = d. Tı́m je dokázáno X ∈ B, tj. A ⊂ B.

(ii) Necht’X = M + x~p+ y~q + z~r ∈ B. Chceme ukázat, že tento bod[
d

a1
; 0; 0; 0

]
+ x(−a2; a1; 0; 0) + y(−a3; 0; a1; 0) + z(−a4; 0; 0; a1)

patřı́ do A, tj. že

a1(
d

a1
− xa2 − ya3 − za4) + a2xa1 + a3ya1 + a4za1 = d

platı́ pro libovolná x, y, z ∈ R. To lze lehce nahlédnout, tj. B ⊂ A. Dokázali jsme, že A = B.

5.4 Úloha – ortogonálnı́ doplněk vektorů v E4

V E4 je jsou dány tři lineárně nezávislé vektory ~a = (a1; a2; a3; a4), ~b = (b1; b2; b3; b4),
~c = (c1; c2; c3; c4). Najděte vektor ~n, který je kolmý na nadrovinu Γ danou bodem O[0; 0; 0; 0]

a vektory ~a,~b, ~c.

Poznámka: Termı́n „vektorový součin“ bývá běžně užı́ván pouze pro součin dvou vektorů ve V 3.
V prostorech V n pro n = 4 mluvı́me o ortogonálnı́m doplňku vektorů.
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Řešenı́: Hledaný vektor ~n kolmý na nadrovinu Γ je kolmý na vektory ~a, ~b, ~c. Najdeme jej tedy
jako nenulové řešenı́ homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic

~x · ~a = 0, ~x ·~b = 0, ~x · ~c = 0. (5.1)

Řešenı́ analogické úlohy uvedené v 4.8E by zde bylo značně kalkulativně náročné. Pomůžeme
si tedy následujı́cı́m determinantem:

det[~x,~a,~b,~c] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3 x4

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Když determinant rozvineme podle prvnı́ho řádku, dostaneme výraz

~x · ~n = x1n1 + x2n2 + x3n3 + x4n4,

kde

n1 =

∣∣∣∣∣∣∣
a2 a3 a4

b2 b3 b4

c2 c3 c4

∣∣∣∣∣∣∣ , n2 = −

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a4

b1 b3 b4

c1 c3 c4

∣∣∣∣∣∣∣ , n3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a4

b1 b2 b4

c1 c2 c4

∣∣∣∣∣∣∣ , n4 = −

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ .
Tvrdı́me, že popsaný vektor ~n je kolmý k nadrovině Γ. Skutečně, ~a · ~n = 0, nebot’~a · ~n =

= det[~a,~a,~b,~c] a poslednı́ determinant má dva řádky stejné, a proto je nulový. Stejně dokážeme
~b · ~n = 0, ~c · ~n = 0.

Vektor ~n nazveme ortogonálnı́m doplňkem vektorů ~a,~b, ~c a označı́me jej ~n = [~a,~b,~c].

Podobně jako pro vektorový součin vE3 v odstavci 4.8E vyslovı́me definici pro ortogonálnı́ dopl-
něk vektorů v E4. Opět budeme brát vektory ~i1(1; 0; 0; 0), ~i2(0; 1; 0; 0), ~i3(0; 0; 1; 0), ~i4(0; 0; 0; 1)

v tomto pořadı́. Determinant [~i1, ~i2, ~i3, ~i4] = 1.

Definice: Necht’jsou dány vektory ~a(a1; a2; a3; a4),~b(b1; b2; b3; b4), ~c(c1; c2; c3; c4). Vektor

[~a,~b,~c] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i1 ~i2 ~i3 ~i4

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , kde ~i1(1; 0; 0; 0), ~i2(0; 1; 0; 0), ~i3(0; 0; 1; 0), ~i4(0; 0; 0; 1),

nazveme ortogonálnı́ doplněk vektorů ~a,~b, ~c (v uvedeném pořadı́).
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5.5 Cvičenı́ – ortogonálnı́ doplněk vektorů v E4

A. V E4 jsou dány vektory ~a = (1; 2;−2; 0), ~b = (−1; 0; 2;−2), ~c = (3; 4;−1;−2). Dokažte, že
tyto vektory jsou lineárně nezávislé. Označme dále V 3 = Obal({~a,~b,~c}), V 2 = Obal({~a,~b}).
Najděte vektor ~n kolmý na V 2 a ležı́cı́ ve V 3.

B. Necht’jsou ve V 4 dány vektory ~a,~b, ~c. Označme ~n = [~a,~b,~c]. Dokažte tvrzenı́:

(a) ~n = ~o⇔ vektory~a,~b,~c jsou lineárně závislé.

(b) det[~n,~a,~b,~c] = ~n2.

5.6 Úloha – vzájemné polohy útvarů v E4

V E4 jsou dány přı́mky p = {P + x~p;x ∈ R}, q = {Q+ y~q; y ∈ R} a rovina
α = {K + u~u+ v~v;u, v ∈ R}. Klasifikujte

(a) vzájemnou polohu přı́mek p, q,

(b) vzájemnou polohu přı́mky p a roviny α.

Vyslovte přı́slušná kritéria v jazyce analytické geometrie.

Řešenı́: (a) Klasifikace je přesně stejná jako klasifikace v E3 (viz úloha 4.2B). Obě přı́mky totiž
ležı́ v lineárnı́m prostoru {P + x~p + y~q + z(Q− P ); (x, y, z) ∈ R3}, jehož dimenze je nejvýše
tři.

Podı́váme-li se na tuto situaci pomocı́ „dimenzionálnı́ho žebřı́ku“, jedná se o podobný přı́pad
jako klasifikace vzájemné polohy bodu a přı́mky v E3. V E2 existujı́ dvě možnosti: Bud’ bod
na přı́mce ležı́, nebo neležı́. V E3 nepřibyde žádná dalšı́ možnost, protože vždy existuje rovina,
která bod a přı́mku obsahuje, a tedy vzájemná poloha bodu a přı́mky v E3 nenı́ o nic bohatšı́ než
v E2.

(b) Jako v úloze 4.2B budeme uvažovat prostory C = {K + x~u + y~v + z~p;x, y, z ∈ R}
a D = {K + x~u+ y~v + z(P −K);x, y, z ∈ R} .

Dále označme F = {K + x~u+ y~v+ z~p+ t(P −K);x, y, z, t ∈ R}. Jestliže je dimF = 4, jsou
p, α mimoběžné. Jestliže je dimF < 4, nastávajı́ tři možnosti popsané v úloze 4.2B.

5.7 Úlohy – simplex a nadkrychle

A. Objekt v E4, který je zobecněnı́m pojmů úsečka (v E1), trojúhelnı́k (v E2) a čtyřstěn (v E3),
se nazývá simplex. Definujte tento objekt prostředky analytické geometrie.
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Řešenı́: Pojem úsečka, trojúhelnı́k, čtyřstěn a simplex můžeme definovat několika způsoby.
Jeden z nich uvedeme zde, dalšı́ jsou diskutovány ve cvičenı́ 5.8A.

Definice A1: Necht’ je v E1 dán repér 〈A, ~u〉. Označme B = A + ~u. Množinu {A + x~u,

x ∈ 〈0, 1〉} nazveme úsečka AB.

Definice A2: Necht’je v E2 dán repér 〈A, ~u,~v〉. Označme B = A + ~u, C = A + ~v. Množinu
{A+ x~u+ y~v;x, y ∈ R+0 , x+ y 5 1} nazveme trojúhelnı́k ABC.

Definice A3: Necht’je vE3 dán repér 〈A, ~u,~v, ~w〉. OznačmeB = A+~u,C = A+~v,D = A+ ~w.
Množinu {A+ x~u+ y~v + z ~w;x, y, z ∈ R+0 , x+ y + z 5 1} nazveme čtyřstěn ABCD.

Definice A4: Necht’je vE4 dán repér 〈A0, ~u1, ~u2, ~u3, ~u4〉. OznačmeA1 = A0+ ~u1,A2 = A0+ ~u2,
A3 = A0 + ~u3, A4 = A0 + ~u4. Množinu

{A0 + x1 ~u1 + x2 ~u2 + x3 ~u3 + x4 ~u4;x1, x2, x3, x4 ∈ R+0 , x1 + x2 + x3 + x4 5 1}

nazveme simplex A0A1A2A3A4 prostoru E4, nebo stručně 4-simplex, a označı́me S4.

Slovo „simplex“ je, jak již bylo řečeno, zobecněnı́m slov „úsečka“, „trojúhelnı́k“ a „čtyřstěn“.
Někdy je rozumné mı́sto „úsečka“ užı́t termı́n „jednodimenzionálnı́ simplex“, nebo 1-simplex,
mı́sto „trojúhelnı́k“ užı́vat „dvojdimenzionálnı́ simplex“, nebo 2-simplex, mı́sto „čtyřstěn“
užı́vat „trojdimenzionálnı́ simplex“, nebo 3-simplex. Zde však slovem simplex budeme rozumět
pouze čtyřdimenzionálnı́ simplex. Dodejme, že vn-rozměrném prostoru mluvı́me on-simplexu.

Nadstěnou nebo trojdimenzionálnı́ stěnou simplexu S4 = A0A1A2A3A4 nazýváme každý
z pěti čtyřstěnů S30 = A1A2A3A4, S31 = A0A2A3A4, S32 = A0A1A3A4, S33 = A0A1A2A4

a S44 = A0A1A2A3.

Nadstěna (tj. čtyřstěn) S3i je průnikem simplexu S4 a nadroviny Γi : xi = 0, pro i = 1, 2, 3, 4.
Nadstěna S0

3 je průnikem simplexu S4 a nadroviny Γ0 : x1 + x2 + x3 + x4 = 1.

B. Je dán simplex S4 v prostoruE4. Zjistěte, kolik má vrcholů, hran, stěn a nadstěn a jak vypadajı́.

Řešenı́: Simplex má pět vrcholů A0, A1, A2, A3, A4, deset hran A0A1,. . . , A3A4, deset stěn
A0A1A2, . . . , A2A3A4 a pět nadstěn A0A1A2A3,. . . , A1A2A3A4.

Stěnou je trojúhelnı́k a nadstěnou čtyřstěn.

Uvedené počty jsou kombinačnı́ čı́sla
(5
1

)
,
(5
2

)
,
(5
3

)
a
(5
4

)
.

Způsob řešenı́ úlohy pomocı́ „dimenzionálnı́ho žebřı́ku“ a jeho vztah k Pascalovu trojúhelnı́ku
je naznačen v tabulce 5.2a a b.
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dimenze počet
simplexu vrcholů hran stěn nadstěn

1 2
2 3 3
3 4 6 4
4 5 10 10 5

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

(a) (b)

Tab. 5.2

Objekty čtyřrozměrného prostoru lze jen obtı́žně graficky znázornit, názorné jsou snad jen
trojrozměrné modely. Na obrázku 5.1 je náš pokus o znázorněnı́ n-simplexu pro n = 1, 2, 3, 4.

S1 ⊂ E1

S2 ⊂ E2 S3 ⊂ E3

S4 ⊂ E4

Obr. 5.1

C. Zobecněte větu o těžišti v trojúhelnı́ku (viz úloha 3.8B) a těžišti ve čtyřstěnu (viz úloha 4.7A) na
větu o těžišti simplexu v E4. Těžnice simplexu jsou definovány jako spojnice těžiště nadstěny
s protilehlým vrcholem (srovnej s definicı́ těžnice v čtyřstěnu).

Řešenı́: Označme simplex A0A1A2A3A4 a T0 těžiště nadstěny A1A2A3A4, T1 těžiště nadstěny
A0A2A3A4, atd. Zvolme repér 〈A0, ~u1, ~u2, ~u3, ~u4〉, kde ~ui = Ai − A0. Nejdřı́ve vyjádřı́me
body Ti v souřadnicové soustavě dané zvoleným repérem. To lze udělat pomocı́ výsledku
úlohy 4.7A pro těžiště čtyřstěnu v E3. Tedy

T0 =

[
1
4

;
1
4

;
1
4

;
1
4

]
, T1 =

[
0;

1
4

;
1
4

;
1
4

]
, T2 =

[
1
4

; 0;
1
4

;
1
4

]
, T3 =

[
1
4

;
1
4

; 0;
1
4

]
, T4 =

[
1
4

;
1
4

;
1
4

; 0

]
.

Těžnice ti, kde i = 0, 1, 2, 3, 4, tj. úsečky AiTi, jsou popsány vztahy:

t0 = {A0 + r(T0 − A0); r ∈ 〈0, 1〉} = {
(
r
4 ;

r
4 ;

r
4 ;

r
4

)
; r ∈ 〈0, 1〉},

t1 = {A1 + p(T1 − A1); p ∈ 〈0, 1〉} = {
(
1− p; p4 ;

p
4 ;

p
4

)
; p ∈ 〈0, 1〉},

. . .

t4 = {A4 + q(T4 − A4); q ∈ 〈0, 1〉} = {
(
q
4 ;

q
4 ;

q
4 ; 1− q

)
; q ∈ 〈0, 1〉}.
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Najdeme průsečı́k T např. těžnic t1 a t4. Dostaneme 1 − p = q
4 . Tedy p = q = 4

5 . Pak
T =

[
1
5 ;
1
5 ;
1
5 ;
1
5

]
je těžiště, které ležı́ i na každé z těžnic t0, t2, t3, jak lehce ověřı́me dosazenı́m

do jejich vyjádřenı́. Těžiště tedy dělı́ těžnice simplexu v E4 v poměru 1 : 4.

D. (a) Pomocı́ „dimenzionálnı́ho žebřı́ku“ zobecněte pojem čtverec v E2, krychle v E3 na nad-
krychli vE4. Uvažujte čtverec s vrcholy [1; 1], [1;−1], [−1;−1], [−1; 1] vE2 a krychli s vrcholy
[1; 1; 1], [1; 1;−1], [1;−1; 1], [−1; 1; 1], [−1;−1; 1], [−1; 1;−1], [1;−1;−1], [−1;−1;−1]. Zjis-
těte, kolik má nadkrychle vrcholů a najděte jejich souřadnice.

(b) Zjistěte, jakých hodnot může nabývat vzdálenost dvou vrcholů nadkrychle.

(c) Zjistěte, jakou rovnicı́ je popsána nadrovina, jejı́ž průnik s nadkrychlı́ je nadstěna (tedy
krychle).

Řešenı́: (a) Podı́vejme se na souřadnice vrcholů čtverce a krychle z hlediska kombinato-
riky. Vidı́me, že vrcholy čtverce jsou všechny dvojice [a; b], kde a, b ∈ {−1, 1}. Těch je 22,
tedy 4. Podobně vrcholy krychle jsou všechny trojice [a; b; c], kde a, b, c ∈ {−1, 1}. Těch je
23 = 8. Metoda „dimenzionálnı́ho žebřı́ku“ nás tedy vede k poznánı́, že vrcholy nadkrychle
jsou všechny čtveřice [a; b; c; d], kde a, b, c, d ∈ {−1, 1}. Těch je 24 = 16.

(b) Necht’ U [a; b; c; d] a V [e; f ; g;h] jsou dva různé vrcholy popsané nadkrychle, tedy
a, . . . , h ∈ {−1, 1}. Pak souřadnice vektoru U − V = (a− e; b− f ; c− g; d− h) jsou čı́sla 0,
nebo 2, nebo−2. Jestliže tři z těchto čı́sel jsou nuly a jedno je 2 nebo−2, je |U −V | = 2. Tedy
|UV | = 2. Když právě dvě ze souřadnic vektoruU−V jsou nuly, je |U−V | =

√
4 + 4 = 2

√
2.

Tedy |UV | = 2
√

2. Když právě jedna ze souřadnic vektoru U − V je nula, je |UV | = 2
√

3

a konečně, když žádná souřadnice vektoru U − V nenı́ nula, je |UV | = 4.

Závěr: Dva vrcholy popsané nadkrychle majı́ vzdálenost 2 (tvořı́ hranu), nebo 2
√

2 (tvořı́ ú-
hlopřı́čku stěny), nebo 2

√
3 (tvořı́ úhlopřı́čku nadstěny), nebo 4 (tvořı́ nadtělesovou úhlopřı́čku).

(c) Rovnice přı́mky, která protı́ná čtverec popsaný v (a) ve straně, má tvar xi = ±1, i = 1, 2;
jedná se o čtyři rovnice x1 = 1, x1 = −1, x2 = 1, x2 = −1.

Rovnice roviny, která protı́ná krychli popsanou v (a) ve stěně (čtverci), má tvar xi = ±1,

i = 1, 2, 3; jedná se o šest rovnic x1 = 1, x1 = −1, x2 = 1, x2 = −1, x3 = 1, x3 = −1.

Rovnice nadroviny, která protı́ná nadkrychli popsanou v řešenı́ (a) v nadstěně (krychli), má
tvar xi = ±1, i = 1, 2, 3, 4; jedná se o osm rovnic x1 = 1, x1 = −1, x2 = 1, x2 = −1, x3 = 1,
x3 = −1, x4 = 1, x4 = −1.

Podobně jako v přı́padě simplexu se i u nadkrychle můžeme pokusit o jejı́ zobrazenı́ (obr. 5.2).



5.7. Úlohy – simplex a nadkrychle 85

Obr. 5.2

E. Zjistěte, kolik má nadkrychle v E4 úhlopřı́ček délky (a) 2
√

2, (b) 2
√

3, (c) 4.

Řešenı́: Vrcholy A[1; 1; 1; 1] a X[e1; e2; e3; e4] nadkrychle určujı́ úhlopřı́čku délky 2
√

2, právě
když dvě z čı́sel e1, e2, e3, e4 jsou rovny 1 a dvě −1. Takových bodů X je

(4
2

)
= 6. Tedy

úhlopřı́ček AX délky 2
√

2 je 6 a všech úhlopřı́ček XY délky 2
√

2 je (6 · 16) : 2 = 48 (dělı́me
dvěma, nebot’každá úsečka XY byla počı́tána dvakrát).

Podobně úhlopřı́čka AX má délku 2
√

3, právě když tři z čı́sel e1, e2, e3, e4 jsou rovny −1

a jedno je rovno 1. Tyto přı́pady jsou čtyři. Proto úhlopřı́ček nadkrychle s délkou 2
√

3 je
(4 · 16) : 2 = 32.

Konečně úhlopřı́čka AX má délku 4, právě když e1 = e2 = e3 = e4 = −1. Proto úhlopřı́ček
nadkrychle s délkou 4 je 16 : 2 = 8.

F. Dokažte, že pro libovolný bod M a libovolnou skupinu V vektorů z E4 platı́: Obal(M,V) je
prostor Ei, kde i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Řešenı́: Z množiny V vybı́ráme maximálnı́ skupinu lineárně nezávislých vektorů. Jestliže
V obsahuje pouze nulový vektor, pak Obal(M,V) = M je prostor E0. V opačném přı́padě
V obsahuje aspoň jeden nenulový vektor ~a.

Jestliže mezi vektory V neexistuje vektor lineárně nezávislý na ~a, tj. jestliže všechny vektory
z V jsou násobkem vektoru~a, pak Obal(M,V) = Obal(M,~a) je přı́mkaE1. V opačném přı́padě
V obsahuje aspoň vektor~b tak, že dvojice vektorů ~a,~b je lineárně nezávislá.

Jestliže ted’ každý z vektorů V je lineárnı́ kombinacı́ vektorů ~a, ~b, pak Obal(M,V) =

= Obal(M,~a,~b) je rovina E2. V opačném přı́padě V obsahuje aspoň vektor ~c tak, že trojice
vektorů ~a,~b, ~c je lineárně nezávislá.
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Jestliže ted’ každý z vektorů V je lineárnı́ kombinacı́ vektorů ~a, ~b, ~c, pak Obal(M,V) =

= Obal(M,~a,~b,~c) je nadrovina E3. V opačném přı́padě V obsahuje aspoň vektor ~d tak, že
čtveřice vektorů ~a,~b, ~c, ~d je lineárně nezávislá, a tudı́ž tvořı́ bázi. Tedy

〈
M,~a,~b,~c, ~d

〉
je repér

prostoru E4 a obalem repéru je celý prostor E4.

5.8 Cvičenı́ – popis objektů v E4

A. V duchu úlohy 5.7A vyslovı́me následujı́cı́ definice:

B1: Necht’ jsou dány v E1 dva různé body A, B. Průnik polopřı́mek AB a BA nazveme
úsečka AB.

C2: Necht’jsou dány v E2 tři nekolineárnı́ body A, B, C. Konvexnı́ obal množiny {A,B,C},
tj. nejmenšı́ konvexnı́ množinu, která obsahuje všechny tři body A, B, C, nazveme trojúhel-
nı́k ABC.

Vyslovte definici B2–B4, C1, C3, C4.

B. V prostoru E4 klasifikujte vzájemnou polohu dvou rovin α = {A + x~p + y~q;x, y ∈ R}
a β = {B + u~u+ v~v;u, v ∈ R}.

C. VE4 je dána přı́mkam = {M+ t~m; t ∈ R}, rovina α = {K+x~p+y~q;x, y ∈ R} a nadrovina
Γ = {G+ u~u+ v~v + w~w;u, v, w ∈ R}. Klasifikujte

(a) vzájemnou polohu přı́mky m a nadroviny Γ,
(b) vzájemnou polohu roviny α a nadroviny Γ.

D. Necht’je dán simplexABCDE vE4. Volte vhodný repér a souřadnicovou soustavu a vyjádřete
analyticky (a) hranu CD, (b) stěnu ACD, (c) nadstěnu ABCD.

E. Je dán simplex S = A0A1A2A3A4 v E4 v souřadnicové soustavě dané v prostoru E4 repérem
〈A0, ~u1, ~u2, ~u3, ~u4〉, kde ~ui = Ai − A0. Vyjádřete simplex S jako průnik pěti nadpoloprostorů.

F. Při označenı́ předchozı́ho cvičenı́ najděte průnik simplexu S a přı́mek (a) p = {M+t~u; t ∈ R},
kde M [3; 2; 1; 2], ~u = (5; 3; 1; 3), (b) q = Obal(N,~v), kde N [4; 1; 3; 4], ~v = (7; 2; 5; 7).

G. Necht’ je dána nadkrychle z úlohy 5.7D. Zjistěte počet jejı́ch hran, stěnových úhlopřı́ček,
tělesových úhlopřı́ček, nadtělesových úhlopřı́ček, stěn a nadstěn.

H. Je dána nadkrychle se středem v bodě O[0; 0; 0; 0]. Najděte jejı́ vrchol M , když vı́te, že vr-
choly A[2; 0; 0; 0], B[0; 2; 0; 0], C[0; 0; 2; 0], D[0; 0; 0; 2] jsou jeho sousednı́ vrcholy a hrana
nadkrychle je délky 2.
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I. Najděte dalšı́ vrcholy nadkrychle z předchozı́ úlohy.

J. VE4 najděte nadmnohostěn T, který je zobecněnı́m čtverce vE2 s vrcholy [±1; 0], [0;±1] a os-
mistěnu v E3 s vrcholy [±1; 0; 0], [0;±1; 0], [0; 0;±1]. Zjistěte, kolik má tento nadmnohostěn
vrcholů, úhlopřı́ček a hran.

5.9 Úlohy – konvexnı́ nadmnohostěn

A. Zjistěte, kolik stěn a kolik nadstěn má nadmnohostěn T ze cvičenı́ 5.8J.

Řešenı́: Nejprve si musı́me vyjasnit pojmy stěna a nadstěna. V E3 pochopı́me pojem „stěna“
vhledem. V E4 však musı́me tento pojem definovat. Úlohu si výrazně zjednodušı́me, když se
omezı́me pouze na konvexnı́ nadmnohostěny. Pomocı́ „dimenzionálnı́ho žebřı́ku“ najdeme tuto
definici.

Definice: Konvexnı́m nadmnohostěnem vE4 nazýváme každý konvexnı́ obal konečné neprázdné
množiny bodů V zE4, tj. nejmenšı́ konvexnı́ množinu, která obsahuje všechny body množiny V .

Nadrovina Γ se nazývá opěrnou nadrovinou nadmnohostěnu T, když průnik Γ s T je neprázdný
a celý nadmnohostěn T ležı́ v jednom z nadpoloprostorů určených nadrovinou Γ. Tento průnik
se nazývá

• vrchol nadmnohostěnu T, když je to bod,
• hrana nadmnohostěnu T, když je to úsečka,
• stěna nadmnohostěnu T, když je to mnohoúhelnı́k,
• nadstěna nadmnohostěnu T, když je to mnohostěn.

Abychom zamezili tomu, že za nadmnohostěn bude považován i bod nebo úsečka nebo dokonce
prázdná množina, musı́me zajistit, aby nadmnohostěn byl skutečně čtyřrozměrné těleso. Toho
docı́lı́me např. následujı́cı́ podmı́nkou: Existuje bodM ∈ T tak, že žádná nadrovina procházejı́cı́
bodem M nenı́ opěrná.

Nenı́ těžké prověřit, že stěnou našeho nadmnohostěnu T je libovolný trojúhelnı́k určený třemi
vrcholy, mezi nimiž nejsou dva dipodálnı́. Napřı́klad hranu A1A2 lze kterýmkoli z vrcholů A3,
B3, A4, B4 doplnit na trojúhelnı́k, který je stěnou nadmnohostěnu T. Tedy stěn je 24·43 = 32,
tj. počet hran (24) krát počet vrcholů, které nejsou dipodálnı́ s vrcholy přı́slušné hrany, (4)
děleno počtem hran jedné stěny (3).

Dále uvažujme o nadstěnách. Podı́vejme se, jak nadstěna vznikla. Stěna vznikla z hrany čtverce
spojenı́m této hrany a nového vrcholu – vznikl trojúhelnı́k. Nadstěna vznikla obdobně jako spo-
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jenı́ stěny, tj. trojúhelnı́ku, s novým vrcholem. Nadstěnou je tedy čtyřstěn. ČtyřstěnA1A2A3A4
ležı́ v nadrovině Γ1: x1 + x2 + x3 + x4 = 1 a všechny vrcholy Bi ležı́ v nadpoloprostoru,
který je popsán nerovnostı́ x1 + x2 + x3 + x4 5 1. Tedy čtyřstěn A1A2A3A4 je nadstěnou
nadmnohostěnu T. Dalšı́ nadroviny Γ a jim odpovı́dajı́cı́ nadstěny (tj. čtyřstěny) jsou:

x1 + x2 + x3 − x4 = 1 a A1A2A3B4, x1 + x2 − x3 + x4 = 1 a A1A2B3A4,
x1 − x2 + x3 + x4 = 1 a A1B2A3A4, −x1 + x2 + x3 + x4 = 1 a B1A2A3A4,
x1 + x2 − x3 − x4 = 1 a A1A2B3B4, x1 − x2 + x3 − x4 = 1 a A1B2A3B4,
x1 − x2 − x3 − x4 = 1 a A1B2B3B4, −x1 − x2 − x3 − x4 = 1 a B1B2B3B4 atd.

Každá nadstěna je čtyřstěn X1Y2Z3W4, kde každé z pı́smen X , Y , Z, W je bud’A, nebo B.
To, že každý z uvedených čtyřstěnů je nadstěnou, jsme ukázali přı́mo, protože jsme našli jemu
odpovı́dajı́cı́ nadrovinu Γ. To, že dalšı́ stěny neexistujı́, plyne i z toho, že jakmile nadrovina ob-
sahuje dva dipodálnı́ vrcholy nadmnohostěnu T, obsahuje i jeho vnitřnı́ bod, střed O[0; 0; 0; 0],
a nenı́ nadrovinou opěrnou.

Zbývá zjistit, kolik nadstěn (tj. čtyřstěnů) typuX1Y2Z3W4 existuje. To je lehká kombinatorická
úvaha: 24 = 16. Nebo si můžeme uvědomit, jak nadmnohostěn T vznikl. Měli jsme osmistěn
a přidali k němu dva vrcholy, které jsme spojili se všemi šesti původnı́mi vrcholy. Podobně jako
při přechodu z dvoj- do trojrozměrného prostoru jsme oba nové vrcholy spojili se všemi čtyřmi
vrcholy původnı́ho čtverce. Tedy nadstěny vznikly tak, že jsme spojili dva vrcholy s každou
z osmi stěn, tj. máme 2 · 8 = 16 nadstěn.

B. Nadkrychle K vE4 je dána vrcholyA, . . . , H ′ jako v řešenı́ úlohy 5.7D. Dále je dána nadrovina
Γ(t): 3tx1 + (t+ 1)x2 + x4 = 2.

(a) Najděte t ∈ R tak, aby A[1; 1; 1; 1] ∈ Γ(t), a zjistěte, zda tato nadrovina je opěrná. Jestliže
ano, najděte jejı́ průnik s nadkrychlı́ K.

(b) Dokažte, že pro t > 0 nadrovina Γ(t) nenı́ opěrná.

Řešenı́: (a) A ∈ Γ(t) právě tehdy, když 3t+ (t+ 1) + 1 = 2, tj. t = 0, tedy Γ(0): x2+ x4 = 2.
Nadrovina je opěrná, protože pro všechny vrcholy A, . . . , H ′ platı́ x2 + x4 5 2. Speciálně
rovnost nastává pro vrcholy A, D[−1; 1; 1; 1], A′[1; 1;−1; 1], D′[−1; 1;−1; 1]. Tedy Γ(0) ∩K
je čtyřúhelnı́k ADD′A′. Lehce nahlédneme, že je to čtverec, nebot’|AD| = |DD′| = |D′A′| =
= |A′A| = 2, |AD′| = |DA′| = 2

√
2.

(b) Necht’t > 0, pak nadrovina Γ(t) odděluje vrcholyA aG′[−1;−1;−1;−1], nebot’A ∈ Γ+(t)

a G′ ∈ Γ−(t), kde Γ+(t): 3tx1 + (t+ 1)x2 + x4 > 2 a Γ−(t): 3tx1 + (t+ 1)x2 + x4 < 2. Tedy
pro žádné t > 0 nenı́ nadrovina Γ(t) opěrná.
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C. Je dán pravidelný čtyřstěn ABCD ležı́cı́ v nadrovině s rovnicı́ x4 = 0, v němž A[0; 0; 0; 0],
B[2; 2; 0; 0], C[2; 0; 2; 0], D[0; 2; 2; 0].

(a) Najděte bod E[u; v;w; z] tak, aby nadmnohostěn ABCDE byl pravidelný, tj. aby všechny
jeho hrany byly stejně dlouhé.

(b) Zjistěte střed S kulové nadplochy opsané tomuto nadmnohostěnu.

(c) Zjistěte poloměr r kulové nadplochy opsané nadmnohostěnu ABCDE.

(d) Zjistěte poloměr ρ kulové nadplochy vepsané nadmnohostěnu ABCDE.

Řešenı́ 1: (a) Protože |AB| =
√

8 = 2
√

2, platı́ |AE| = |BE| = |CE| = |DE| = 2
√

2, tedy

u2 + v2 + w2 + z2 = 8

(u− 2)2 + (v − 2)2 + w2 + z2 = 8

(u− 2)2 + v2 + (w − 2)2 + z2 = 8

u2 + (v − 2)2 + (w − 2)2 + z2 = 8.

Když od prvnı́ rovnice postupně odečteme dalšı́ tři, dostaneme soustavu rovnic

u+ v = 2, u+ w = 2, v + w = 2.

Soustava má řešenı́ u = v = w = 1. Lehce najdeme i z =
√

5, a tedy E[1; 1; 1;
√

5].

(b) Necht’dále S[u′; v′;w′; z′] je střed kulové nadplochy opsané nadmnohostěnu. Pak |AS| =

= |BS| = |CS| = |DS| = |ES| = r, kde r je poloměr této kulové nadplochy. Postupem
stejným jako v části (a) najdeme u′ = v′ = w′ = 1 a z rovnosti |AS| = |ES| pak máme
z′ = 1√

5
. Tedy S

[
1; 1; 1; 1√

5

]
.

(c) r = |AS| =
√

12 + 12 + 12 + 1
5 = 4√

5

(d) Ze souměrnosti je zřejmé, že bod S je i středem kulové nadplochy nadmnohostěnu vepsané.
Kolmice vedená z bodu S na nadstěnuABCD protne tuto nadstěnu v bodě T , v němž se kulová
nadplocha vepsaná do nadmnohostěnu dotýká této jeho nadstěny, proto je ρ = |ST |. Protože
rovnice nadstěny ABCD je x4 = 0, je T [1; 1; 1; 0], a tedy ρ = 1√

5
.

Řešenı́ 2: Vı́me, že v rovnostranném trojúhelnı́ku jsou výšky i těžnice totožné a ortocentrum,
těžiště, střed kružnice opsané i vepsané splývajı́. Analogická situace nastává i pro pravidelný
čtyřstěn; ortocentrum, těžiště, střed kulové plochy tělesu opsané i vepsané splývajı́. Z toho
plyne, že stejná situace platı́ i pro pravidelný nadmnohostěn ABCDE.

Označme T těžiště čtyřstěnu ABCD. Jeho souřadnice zjistı́me tak, že sečteme přı́slušné sou-
řadnice bodů A, B, C, D a součet vydělı́me čtyřmi. Tedy T [1; 1; 1; 0].
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Kolmice vedená bodem T na nadrovinu x4 = 0 (tj. nadrovinu nadstěny ABCD) je výškou
nadtělesa spuštěnou z vrcholu E. Bod S na nı́ nutně ležı́.

Po této úvodnı́ úvaze lehce vypočteme potřebné souřadnice a poloměry.

5.10 Cvičenı́ – nadmnohostěny

A. (a) Najděte body, v nichž se kulová nadplocha vepsaná nadmnohostěnu z úlohy 5.9C dotýká
nadstěnABCE,ABDE,ACDE aBCDE. (b) Prověřte, že tyto body tvořı́ pravidelný čtyřstěn.

B. Je dán pravidelný čtyřstěn ABCD ležı́cı́ v nadrovině x1 + x2 + x3 + x4 = 4, kde A[4; 0; 0; 0],
B[0; 4; 0; 0], C[0; 0; 4; 0], D[0; 0; 0; 4].

(a) Najděte bodE[u; v;w; z] tak, aby nadmnohostěnABCDE byl pravidelný. VolteE tak, aby
bylo u > 0.
(b) Najděte střed S[u′; v′;w′; z′] kulové nadplochy tomuto nadmnohostěnu opsané.
(c) Najděte poloměry r, resp. ρ kulové nadplochy danému nadtělesu opsané, resp. vepsané.

5.11 Úlohy – náhled do n-rozměrného prostoru

A. Zobecněte úvahy, kterými jste vstupovali do E4 pomocı́ „dimenzionálnı́ho žebřı́ku“ a které se
odehrály v této kapitole.

Poznámka: Repér v En definujeme analogicky k definici v odstavci 5.1.

Rozšı́řenı́ úvah z odstavce 5.2 – podprostory En a jejich analytické vyjádřenı́

N -rozměrný prostor En má n druhů vlastnı́ch podprostorů – body E0, přı́mky E1, roviny
E2, trojdimenzionálnı́ prostory E3, . . . , k-dimenzionálnı́ podprostory Ek, . . . a (n − 1)-
dimenzionálnı́ podprostory En−1 zvané nadroviny.

Je-li Ek podprostor prostoru En, 0 5 k 5 n, pak může být analyticky posán dvěma různými
způsoby, a to repérem 〈M,~u1, . . . , ~uk〉 nebo soustavou rovnic a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn =

= d1, a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = d2, . . . , as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = dn, kde platı́

hod


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .

as1 as2 . . . asn

 = s = n− k.
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Dodejme, že v En pro dva vektory ~u = (u1;u2; . . . ;un), ~v = (v1; v2; . . . ; vn) platı́:

(a) ~u · ~v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn je skalárnı́ součin vektorů ~u, ~v.

(b) Velikost vektoru ~u je čı́slo |~u| =
√
~u · ~u.

(c) Vzdálenost bodů A, B je čı́slo |AB| =
√

(A−B)(A−B).

(d) Odchylka ϕ ∈ 〈0, 180◦〉 nenulových vektorů ~u, ~v je dána vztahem

cosϕ =
~u · ~v
|~u| · |~v|

.

Rozšı́řenı́ úvah z odstavce 5.4 – ortogonálnı́ doplněk

Necht’En−1 je nadrovina v En dána repérem 〈M,~u1, . . . , ~un−1〉, kde ~ui = (ui1;ui2; . . . ;uin).
Uvažujeme determinant

det[~x, ~u1, . . . , ~un] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 . . . xn

u11 u12 . . . u1n

u21 u22 . . . u2n

. . . . . .

u(n−1)1 u(n−1)2 . . . u(n−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (5.2)

Když determinant rozvineme podle prvnı́ho řádku, dostaneme výraz

~x · ~n = x1n1 + x2n2 + · · ·+ xnnn, kde

ni je subdeterminant determinantu (5.2) přı́slušný prvkuxi násobený čı́slem (−1)i+1. (5.3)

Vektor ~n je kolmý na nadrovinu En−1, nebot’ pro každý vektor ~ui, kde i = 1, 2, . . . , n − 1,
daného repéru je

~ui · ~n = det[~ui, ~u1, ~u2, . . . , ~un−1] = 0

(dva řádky poslednı́ho determinantu jsou stejné).

Vektor ~n konstruovaný uvedeným způsobem, tj. vztahy (5.3), nazveme ortogonálnı́m doplňkem
vektorů ~u1, . . . , ~un−1 a označı́me ~n = [~u1, ~u2, . . . , ~un−1]. Tedy

[~u1, ~u2, . . . , ~un−1] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i1 ~i2 . . . ~in

u11 u12 . . . u1n

u21 u22 . . . u2n

. . . . . .

u(n−1)1 u(n−1)2 . . . u(n−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

kde ~i1(1; 0; 0; . . . ; 0), ~i2(0; 1; 0; . . . ; 0), . . . , ~in(0; 0; 0; . . . ; 1).
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Rozšı́řenı́ úvah z úlohy 5.7A

Definice An: Necht’je v En dán repér 〈A, ~u1, ~u2, . . . , ~un〉. Množinu {A + x1 ~u1 + · · · + xn ~un;

xi ∈ R+0 , pro i ∈ {1, 2, . . . , n}, x1 + · · ·+ xn 5 1} nazveme n-simplex.

Rozšı́řenı́ úvah z úlohy 5.7B

N -simplex má
(
n+1
1

)
vrcholů,

(
n+1
2

)
hran,

(
n+1
3

)
stěn,

(
n+1
4

)
trojdimenzionálnı́ch stěn,(

n+1
k+1

)
k-dimenzionálnı́ch stěn,

(
n+1
n

)
(n− 1)-dimenzionálnı́ch stěn.

Rozšı́řenı́ úvah z úlohy 5.7C

Poznámka: Pro přehlednost budeme užı́vat stručného zápisu: např. X = A + B znamená, že
prvnı́ souřadnici bodu X zı́skáme sečtenı́m prvnı́ch souřadnic bodů A a B, druhou souřadnici
sečtenı́m druhých souřadnic obou bodů atd.

V En je dán n-simplex Sn = A0A1 . . . An. Označme ~ui = Ai − A0 pro i = 1, 2, . . . , n. Bod
T = A0+ 1

n+1(~u1+~u2+ · · ·+~un) = 1
n+1(A0+A1+ · · ·+An) nazveme těžiště n-simplexu Sn.

Necht’Ai je vrchol n-simplexu Sn a necht’Sn−1i je (n − 1)-simplex A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An
(je to simplex tvořený všemi vrcholy simplexu Sn kromě vrcholuAi). Necht’Ti = 1

n
(A0+ · · ·+

+Ai−1 + Ai+1 + · · ·+ An) je těžiště (n− 1)-simplexu Sn−1i .

Tvrzenı́: Za uvedených podmı́nek platı́

T = Ai +
n

n+ 1
(Ti − Ai) =

1
n+ 1

(Ai + nTi).

Důkaz: T = 1
n+1(A0 + · · · + An) = 1

n+1Ai + 1
n+1(A0 + · · · + Ai−1 + Ai+1 + · · · + An) =

= 1
n+1Ai + n

n+1Ti = 1
n+1(Ai + nTi) = Ai(1− n

n+1) + n
n+1Ti = Ai + n

n+1(Ti − Ai).

Dodejme, že úsečka AiTi se nazývá těžnice a posledně uvedené tvrzenı́ lze formulovat i takto:
Těžiště n-simplexu dělı́ každou jeho těžnici v poměru 1 : n a ležı́ blı́že ke stěně Sn−1i než
k protějšı́mu vrcholu Ai.

Rozšı́řenı́ úvah z úlohy 5.7D

(a) Nadkrychle Kn v prostoru En je určena vrcholy [e1; e2; . . . ; en], kde ei ∈ {−1, 1} pro
i = 1, 2, . . . , n. Těchto vrcholů je 2n.

(b) Jsou-li E[e1; e2; . . . ; en] a F [f1; f2; . . . ; fn] dva různé vrcholy nakdrychle Kn, je
|EF |2 = (e1−f1)2+ · · ·+(en−fn)2. Každé z čı́sel (ei−fi)2 nabývá právě jedné z hodnot 0, 4
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podle toho, zda ei = fi, nebo ei 6= fi. Tedy

|EF | = 2
√
k, kde k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Je-li k = 1, tedy |EF | = 2, je úsečka EF hrana nadkrychle Kn.

Je-li k > 1, je úsečka EF úhlopřı́čkou nadkrychle Kn.

(c) Rovnice nadroviny, která protı́ná nadkrychli Kn v nadstěně (nakrychli Kn−1), má tvar
xi = 1, nebo xi = −1, kde i = 1, 2, . . . , n.

Rozšı́řenı́ úvah z úlohy 5.7E

Necht’A[1; 1; . . . ; 1], X[e1; e2; . . . ; en] jsou dva vrcholy nadkrychle Kn. Pak |AX| = 2
√
k,

právě když k čı́sel z e1, e2, . . . , en je rovno −1 a ostatnı́ jsou rovny 1. Těchto přı́padů je
(
n
k

)
.

Stejnou úvahou, jakou jsme udělali pro vrcholA, uděláme pro všech 2n vrcholů nadkrychle Kn.
Dostaneme čı́slo 2n

(
n
k

)
. Jenže každou úsečkuAX počı́táme dvakrát. Proto dostáváme pro počet

úhlopřı́ček nakrychle Kn, jejichž délka je 2
√
k, vztah 2n−1

(
n
k

)
.

B. V En, kde n > 2, je dán pravidelný simplex Sn = A0A1 . . . An, tj. konvexnı́ obal takové
(n+ 1)-tice bodů A0, A1, . . . , An, pro kterou platı́ |AiAj| = 0, když i = j, a |AiAj| = 1, když
i 6= j, pro všechna i, j ∈ {0, 1, . . . , n}. Zjistěte:

(a) velikost úhlu, který svı́rajı́ sousednı́ hrany simplexu,
(b) odchylku mimoběžných hran simplexu,
(c) výšku simplexu, tj. vzdálenost vrcholu od protilehlé (n − 1)-dimenzionálnı́ stěny; zjistěte
též, zda tato vzdálenost může být čı́slo racionálnı́,
(d) odchylku přı́mky A0A1 od nadroviny Γ = A1A2 . . . An,
(e) vzdálenost dvou mimoběžných hran,
(f) vzdálenost stěny A0A1A2 a hrany A3A4.

Řešenı́: Zaved’me označenı́ ~ai = Ai − A0, i = 1, . . . , n. Z pravidelnosti simplexu plyne
|A0Ai| = 1 pro i 6= 0 a |AiAj| = 1 pro i 6= j, odkud ~ai 2 = 1 a též (~ai − ~aj)2 = ~ai

2 + ~aj
2 −

−2~ai · ~aj = 1, tedy ~ai · ~aj = 1
2 .

Vztahy

~a2i = 1, ~ai · ~aj =
1
2

pro i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j (5.4)

spolu se symetriı́ n-rozměrného pravidelného simplexu jsou hlavnı́m nástrojem jeho studia.

(a) Syntetické řešenı́: Každá dvojrozměrná stěna simplexu Sn je rovnostranný trojúhelnı́k S2.
Proto je velikost úhlu sousednı́ch hran 60◦.
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Analytické řešenı́: Z pravidelnosti simplexu Sn je zřejmé, že všechny úhly AiAjAk pro různá
i, j, k jsou navzájem shodné. Podle vztahů (5.4) je cos |<)A1A0A2| = ~a1 · ~a2 = 1

2 , odkud
|<)A1A0A2| = 60◦.

(b) Syntetické řešenı́: Necht’B, C, D, E jsou čtyři různé vrcholy simplexu Sn. Trojdimenzio-
nálnı́ stěna BCDE simplexu Sn je sama pravidelným simplexem S3, o němž vı́me, že každé
dvě jeho protějšı́ hrany jsou navzájem kolmé.

Analytické řešenı́: Bez újmy na obecnosti lze za zkoumané mimoběžné hrany vzı́t hrany A0A1
aA2A3. Ze vztahů (5.4) plyne ~a1 ·(~a2− ~a3) = ~a1 · ~a2− ~a1 · ~a3 = 1

2−
1
2 = 0, tedyA0A1 ⊥ A2A3.

(c) Úlohu budeme řešit analyticky. Necht’~v je takový vektor kolmý na nadstěnu Γ = A1 . . . An,
pro který B = A0 + ~v ∈ Γ. Tedy úsečka A0B je výškou simplexu Sn vedenou z vrcholu A0 na
protilehlou nadstěnu Γ.

Ze souměrnosti simplexu plyne, že ~v = t(~a1+ · · ·+ ~an), kde t je zatı́m neznámé čı́slo. Zjistı́me
ho ze vztahu A0B ⊥ A1B, tj. ~v · (~v − ~a1) = 0, neboli ~v · ~a1 = ~v 2.

Protože ~v · ~a1 = t(1 + 1
2(n − 1)), je t = 1

n
. Pak |A0B| = |~v| =

√
n+1
2n . Pro n = 2, 3, 4, . . .

dostáváme postupně tyto výšky:
√
3
2 ,
√
2
3 ,
√
5
8 ,
√
3
5 ,
√
7
12 ,

4√
7
, 34 ,

√
5
3 ,
√
11
20 ,

Ptáme se, kdy je čı́slo
√

n+1
2n racionálnı́. Uvažujme nejprve přı́pad n sudé. Pak jsou čı́sla n+ 1

a 2n nesoudělná a daný výraz je racionálnı́, právě když existujı́ celá čı́sla x, z tak, že n+1 = x2

a 2n = z2. Protože z je sudé, položme z = 2y. Pak n = 2y2 = x2 − 1. Diofantovská rovnice
x2 − 2y2 = 1, ke které jsme dospěli, se jmenuje Pellova. S jednı́m jejı́m typem jsme se setkali
v úloze 2.10J. Je-li (x, y) řešenı́ uvedené rovnice, pak

√
n+1
2n = x

2y .

Jedno řešenı́ rovnice již známe: x = 3, y = 2. Dalšı́ řešenı́ najdeme pomocı́ rekurentnı́ formule
x′ = 3x + 4y, y′ = 2x + 3y. Tedy (x, y) = (3, 2), (17, 12), (99, 70), (577, 408),. . . Přı́slušné
hodnoty čı́sla n = 2y2 jsou 8, 288, 9 800, 332 928, . . .

Přı́pad n liché se pokuste řešit samostatně.

(d) Nejprve je nutno definovat pojem odchylka přı́mky p od nadroviny Γ. Zobecněnı́m situace
z trojdimenzionálnı́ho prostoru dostáváme dvě možné definice:

(i) 90◦ − α, kde α je odchylka přı́mky p od kolmice n na Γ,

(ii) velikost úhlu, který svı́rá přı́mka p se svým kolmým průmětem p′ do Γ.

Obě definice jsou i v obecném přı́padě totožné. Skutečně, při označenı́ předchozı́ho řešenı́ je
A0B kolmice na Γ a A1B je kolmý průmět přı́mky A0A1 do nadroviny Γ. Hledaná odchylka β
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je vidět z trojúhelnı́ku A0A1B: β = |<)A0A1B| a sin β = |~v| =
√

n+1
2n .

(e) Protože úlohu lze řešit v trojdimenzionálnı́m prostoru určeném inkriminovanými hranami,
jedná se o snadný úkol. Nejhezčı́ se nám jevı́ následujı́cı́ syntetické řešenı́. Do trojrozměrné
krychle ABCDEFGH vepišme čtyřstěn S3 = ACFH . Nejkratšı́ vzdálenost jeho mimoběž-
ných hran AC a FH je vzdálenost jejich středů U = A− • − C a V = F − • −H . V krychli
jsou to středy stěn ABCD a EFGH . Jejich vzdálenost je evidentně rovna délce hrany AB.
Jestliže ted’|AC| = 1, pak hledaná vzdálenost |UV | = |AB| = |AC|√

2
= 1√

2
.

(f) Opět nutno nejprve definovat pojem vzdálenost dvou množin A, B v En. Tento pojem je
přirozeným způsobem definován v každém metrickém prostoru, tj. v prostoru, v němž umı́me
smysluplně měřit vzdálenosti bodů. Smysluplně znamená, že pro všechny bodyA,B,C daného
prostoru platı́

(i) |AB| = 0, (ii) |AB| = 0⇔ A = B, (iii) |AB| = |BA|, (iv) |AB|+ |BC| = |AC|.

Definice: Necht’jsou v metrickém prostoru dány dvě neprázdné množinyA,B. Jejich vzdálenost
definujeme předpisem

|AB| = inf|XY |, kde X ∈ A, Y ∈ B.

Poznamenejme, že nepřı́jemné infimum lze skoro ve všech přı́padech, které v geometrii studu-
jeme, nahradit průhlednějšı́m minimem.

Ted’ se vrat’me k původnı́ úloze. Necht’X = A0 + (1 − t)~a3 + t ~a4 je libovolný bod přı́mky
A3A4 a Y = A0 + u~a1 + v ~a2 libovolný bod roviny A0A1A2. Jejich vzdálenost |XY | je dána
vztahem |XY |2 = (u~a1 + v ~a2 + (t− 1)~a3 − t ~a4)2 = u2 + v2 + (t− 1)2 + t2uv + u(t− 1)−
−ut+ v(t− 1)− vt− t(t− 1) = u2 + v2 + uv − u− v + t2 − t+ 1. Ptáme se, jak volit čı́sla
u, v, t, aby daná vzdálenost byla minimálnı́. Jinak řečeno hledáme minimum funkce

f(u, v, t) = u2 + v2 + uv − u− v + t2 − t+ 1.

Matematická analýza dává rychlou odpověd’. Stačı́ vyřešit soustavu rovnic

fu =2u+ v − 1 = 0,

fv =2v + u− 1 = 0,

ft =2t− 1 = 0

(fu je parciálnı́ derivace funkce f podle u atd.).

Výsledek: u = v = 1
3 , t = 1

2 . Tedy bod X je středem úsečky A3A4 a bod Y je těžištěm stěny
A0A1A2. Jejich vzdálenost, a tedy i hledaná vzdálenost hrany a stěny, je f

(
1
3 ,
1
3 ,
1
2

)
= 5
12 .
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Snadno se zjistı́, že úsečka XY je kolmá jak k přı́mce A3A4, tak i k rovině A0A1A2. Tato
skutečnost nenı́ náhodná. Nejkratšı́ vzdálenost je vždy na kolmici. Tuto skutečnost jsme mohli
využı́t k hledánı́ bodů X , Y a nemuseli jsme nasazovat složitý aparát parciálnı́ch derivacı́.

Čtenář se může pokusit úvahu zobecnit a najı́t vzdálenost k-rozměrné stěny A0 . . . Ak a m-
rozměrné stěny An−m−1An−m . . . An.

5.12 Problém – nekonvexnı́ nadmnohostěn

Definujte pojmy nadmnohostěn, jeho hrana, jeho stěna a jeho nadstěna pro nekonvexnı́ nadmno-
hostěn.



Výsledky a řešenı́ cvičenı́

Kapitola 1

Cvičenı́ 1.5

A Hledáme, jak ze čtyř čı́sel a1, a2, b1, b2 najı́t čı́sla c1, c2, d1, d2. Budeme postupovat tak, že tři ze
čtyř nezávisle proměnných a1, a2, b1, b2 fixujeme a čtvrtou necháme probı́hat hodnoty 1, 2, 3, . . .

přı́padně hodnoty 0,−1,−2,−3, . . . . Chovánı́ závisle proměnných sledujeme tabulkou.

Fixujeme a1 = 0, a2 = 0, b2 = 1 a proměnnou b1 necháme probı́hat hodnoty 1, 2, 3 . . . (obr. 1).
Jinými slovy: bod A[0; 0] je umı́stěn v počátku a bod B se pohybuje po přı́mce y = 1. Z obrázků
bez potı́žı́ odečteme souřadnice bodů C a D.
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•
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D•

C•

A[0; 0]

(b)

•
A[0; 0]
•

A[0; 0]

(d)

•

(c)

•B

Obr. 1

Vyšetřili jsme čtyři přı́pady, které jsou zachyceny v tabulce 1. Tabulka je tak sugestivnı́, že žák
šestého ročnı́ku bez těžkostı́ určı́ souřadnice bodů C, D, když mu dáme souřadnici b1. Těžkosti
mu bude dělat poslednı́ řádek, tj. algebraický zápis, ne však zkoumaná zákonitost.

97
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b1 b2 c1 c2 d1 d2
obr. 1a 1 1 0 2 −1 1
obr. 1b 2 1 1 3 −1 2
obr. 1c 3 1 2 4 −1 3
obr. 1d 4 1 3 5 −1 4

.

.
Obecně n 1 n− 1 n+ 1 -1 n

Tab. 1

Když obrázky 1 uspořádáme do jednoho obrázku a ten obohatı́me o čtverecABCD odpovı́dajı́cı́
n-tému řádku tabulky 1, dostaneme názornou grafickou informaci o tabulce 1. Žáci s algebraickým
nazı́ránı́m na matematiku upřednostnı́ tabulku, žáci s geometrickým vhledem obrázek (obr. 2).

A[0; 0]

B[n; 1]

D[−1;n]
C[n− 1;n+ 1]

Obr. 2

Tabulku 1 jsme vytvořili pro parametr b2 = 1. Vytvořte dalšı́ tři tabulky pro parametr b2 = 2, 3, 4.
Rozsah každé z tabulek (počet řádků) volte tak, abyste byli schopni s jistotou napsat jejı́ poslednı́
řádek. Z těchto řádků pak vytvořı́me dalšı́ tabulku (tab. 2).

Poslednı́ řádek tabulky 2 je již druhostupňovým zobecněnı́m a obsahuje dva parametry. Pro žáka
základnı́ školy je to hluboký výsledek. Opakujeme, že největšı́ potı́že nemajı́ žáci s pochopenı́m
zákonitosti, kterou jsou vázány bodyB, C aD, ale s jazykem pı́smen. Na úrovni šestého ročnı́ku
je tento výsledek závěrečný. Vrátı́me se k němu později při geometrických transformacı́ch. Tam,
pomocı́ posunutı́ a výsledku tabulky 2, vyvodı́me odpověd’pro obecnou situaci.
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b1 b2 c1 c2 d1 d2
n 1 n− 1 n+ 1 −1 n
n 2 n− 2 n+ 2 −2 n
n 3 n− 3 n+ 3 −3 n
n 4 n− 4 n+ 4 −4 n
.
.
n p n− p n+ p −p n

Tab. 2

Čtverec ABCD posuneme do čtverce A′B′C ′D′ tak, aby bod A[0; 0] přešel do bodu A′[a1; a2],
bod B[n; p] do bodu B′[b1; b2], bod C do bodu C ′[c1; c2] a bod D do bodu D′[d1; d2]. Uvažované
posunutı́ je dáno vektorem ~u = (a1; a2). Zřejmě je A′ = A + ~u, B′ = B + ~u, C ′ = C + ~u,
D′ = D + ~u. Odtud b1 = n+ a1, b2 = p+ a2, c1 = n− p+ a1, c2 = n+ p+ a2, d1 = −p+ a1,
d2 = n+ a2. Vyloučenı́m parametrů n, p dostaneme hledané vztahy:

c1 = a2 + b1 − b2, c2 = −a1 + b1 + b2, d1 = a2 + a1 − b2, d2 = a2 − a1 + b1.

Poznámka: Protože
−→
AB a

−−→
AD jsou navzájem kolmé vektory, tabulka 2 nabı́zı́ jiný pohled na

kolmost vektorů: k vektoru (n; p) je kolmý vektor (−p;n), resp. (p;−n).

B (a) Pro hledaný vrchol C[x; y] určitě platı́ |AB| = |BC|, |AC| =
√

2|AB|,
tj. (x − 4)2 + (y + 1)2 = 5, (x − 3)2 + (y − 1)2 = 10. Odtud máme C1[6; 0], C2[2;−2].
Požadované orientaci vyhovuje bod C = C1. Dále střed úsečky AC je bod S[4, 5; 0, 5], který je i
středem úsečky BD. Odtud máme D[5; 2].

(b) Pro hledaný vrchol C[x; y] platı́ |BC|2 = |AB|2, tj. (x− a)2 + (y − b)2 = a2 + b2, |AC|2 =

= 2|AB|2, tj. x2 + y2 = 2(a2 + b2).

Po odečtenı́ prvnı́ rovnice od druhé a úpravě máme ax+ by = a2+ b2, odkud by = a2+ b2− xa.
Tento vztah použijeme na vyloučenı́ neznámé y z druhé z kvadratických rovnic a po úpravě
dostaneme kvadratickou rovnici x2− 2xa+ a2− b2 = 0, ze které x1 = a+ b, x2 = a− b. Potom
y1 = b− a, y2 = a+ b. K nalezeným vrcholům C1[a+ b; b− a], C2[a− b; a+ b] lehce najdeme
vrcholy D1[b;−a], D2[−b; a]. Požadované orientaci vyhovuje čtverec ABC2D2.

(c) Stejný postup jako v předcházejı́cı́ úloze vede k řešenı́ C[a2 + b1 − b2;−a1 + b1 + b2],
D[a1 + a2 − b2;−a1 + a2 + b1]. Tentokrát jsou ale výpočty, zejména úpravy výrazů, velice
náročné a vyžadujı́ nejen zkušenost v úpravách, ale i trpělivost a preciznı́ zápis.
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C Řešenı́ vR: b1 = 1
2(a1− a2+ c1+ c2), b2 = 1

2(a1+ a2− c1+ c2), d1 = 1
2(a1+ a2+ c1− c2),

d2 = 1
2(−a1 + a2 + c1 + c2).

Řešenı́ vZ: Nutno dodat následujı́cı́ podmı́nku. BodB je mřı́žový, právě když i bodD je mřı́žový,
a to nastává, právě když součet a1 + a2 + c1 + c2 je čı́slo sudé.

D (a) S = 1
2 . (b) Nekonečně mnoho. (c) Nekonečně mnoho. (d) Všechny majı́ stejný obsah

S = 1. (e) S = h
2 −1. (f) Nekonečně mnoho. S = 112 . (g) S = h

2 . (h) Nekonečně mnoho; v ∈ N0;
S = v + 1

2 . (i) S = h
2 + 1. (j) S = h

2 + 2. (k) S = h
2 + v − 1.

E Uvažujme, že každý čtyřúhelnı́k C vznikl „slepenı́m“

A B

C

D

Obr. 3

dvou trojúhelnı́ků T1 a T2. Označme S1, S2 a SC obsahy
uvažovaných trojúhelnı́ků a čtyřúhelnı́ku, v1, v2 a vC počty
jejich vnitřnı́ch m-bodů a h1, h2, hC počty hraničnı́ch m-
bodů.

Dále označı́me hx, resp. hy počet hraničnı́ch m-bodů troj-
úhelnı́ku T1, resp. T2, které neležı́ na společné straně obou
trojúhelnı́ků. Z těchto m-bodů se stanou též hraničnı́ m-body
čtyřúhelnı́ku C.

Pı́smenem hv označı́me počet m-bodů společné strany obou
trojúhelnı́ků různých od vrcholů. Z těchto se po „slepenı́“
T1 a T2 stanou vnitřnı́ m-body čtyřúhelnı́ku C. Na společné
straně obou trojúhelnı́ků ležı́ tedy (hv + 2) m-bodů. Tedy
platı́ h1 = hx + hv + 2, h2 = hy + hv + 2. Dva body

jsou krajnı́ m-body společné strany, tedy vrcholy trojúhelnı́ků, a z nich budou po slepenı́ obou
trojúhelnı́ků rovněž dva hraničnı́ m-body, vrcholy čtyřúhelnı́ku.

Potom můžeme podle Pickovy formule psát:

SC = S1+S2 = 1
2(hx+hv+2)+v1−1+ 12(hy+hv+2)+v2−1 = 1

2(hx+hy+2hv+4)+v1+v2−2 =

= 1
2(hx + hy + 2) + hv + v1 + v2 − 1 = 1

2hC + vC − 1.

Popsanou situaci ilustrujeme obrázkem 3. Necht’C = ABCD, T1 = 4ABC, T2 = 4ACD. Pak
S1 = |4ABC| = 4,5, S2 = |4ACD| = 9, SC = |ABCD| = 13,5, v1 = 1, v2 = 7, hv = 2,
vC = v1+v2+hv = 10,hx = 5,hy = 2,h1 = 5+2+2,h2 = 2+2+2,hC = hx+hy+2 = 5+2+2.

F Odpověd’ můžeme najı́t pomoci Pickovy formule. Necht’M [p; q] je onen jeden vnitřnı́ m-
bod. Aplikujeme-li Pickovu formuli postupně na trojúhelnı́k ABM , BCM a CAM , dostaneme
|4ABM | = |4BCM | = |4CAM | = 1

2 . TedyM musı́ být těžiště trojúhelnı́kuABC (dokažte).

Pro souřadnice bodů B, C, M platı́ (1) 3p = b1 + c1, 3q = b2 + c2 (viz úloha 1.2).
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Necht’M0[p0; q0] je jeden takový bod. Necht’m0 je přı́mka rovnoběžná s AB procházejı́cı́ bodem
M0, tedy jejı́ směrový vektor je (b1; b2). Pro všechny body přı́mky m0 (2) M = M0 + k(b1; b2),

k ∈ Z, platı́, že že |4ABM | = 1
2 . Stejnou vlastnost majı́ i body středově souměrné podle boduA,

tj. M = M ′
0 + k(b1; b2), kde k ∈ Z a M ′

0[−p0;−q0].

Ze vztahů (1) a (2) dostáváme c1 = 3p0 + b1(3k − 1), c2 = 3q0 + b2(3k − 1), kde k ∈ Z. Dalšı́
série řešenı́ je „pod přı́mkou AB“, tedy mı́sto p0, q0, vezmeme −p0, −q0.

Důkaz, že trojúhelnı́k ABC skutečně neobsahuje žádný jiný m-bod kromě A, B, C, M , přene-
cháme čtenáři.

Cvičenı́ 1.11

A (a) Každý vektor 10n~a+3m~b = (15n+m;−2n+9m), kdem,n ∈ Z, je m-vektor (b) Vektor
30~c− 15~d = (0; 7) a každý jeho celočı́selný násobek, (c) Pouze nulový vektor 0~e+ 0~f = ~o.

B Např. ~u = (3
√

2 + 1; 3
√

5− 2), ~v = (
√

8;
√

20 + 7).

C Např. ~u = (3; 0), ~v = (11; 0), ~w = (1; 0); ~w = 2~v − 7~u.

D Např. (a) ~q = (1; 1), (c) ~q = (11;−14), (b), (d) nemá řešenı́.

E Necht’~q = (q1; q2) je libovolný m-vektor. Podle tvrzenı́ 1.1 platı́, ~p, ~q je m-bázı́, právě když
|p1q2 − p2q1| = 1. Protože celá čı́sla p1, p2 jsou dělitelná čı́slem n > 1, je i výraz |p1q2 − p2q1|
dělitelný čı́slem n, a proto nenı́ roven 1.

F Řešenı́m cvičenı́ je důležité tvrzenı́ z teorie čı́sel:

Tvrzenı́ 1.2: Jsou dána celá čı́sla m, n. Rovnice mx+ ny = 1 je řešitelná v oboru celých čı́sel,
právě když jsou m,n nesoudělná.

Důkaz: Uvažujeme dva přı́pady.
(I) Necht’jsoum,n soudělná. Řešenı́ neexistuje, nebot’výrazmx+ny je vždy dělitelný společným
dělitelem čı́sel m,n různým od 1 a nemůže být proto roven 1.
(II) Necht’jsou m,n nesoudělná. Chceme najı́t celé čı́slo y tak, aby čı́slo (ny − 1) : m bylo celé.
Zbytek při dělenı́ (ny − 1) : m označme f(y) a všimněme si souboru čı́sel

{f(1), f(2), . . . , f(m) = f(0).} (.1)

Ukážeme, že tato čı́sla jsou navzájem různá. Dokazujeme sporem.

Předpokládejme, že mezi čı́sly (.1) existujı́ dvě stejná. Necht’napřı́klad f(p) = f(q), kde 0 5 p <

< q < m. Pak jsou zbytky při dělenı́ (qn− 1) : m a (pn− 1) : m stejné. Tedy rozdı́l těchto dvou
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čı́sel, tedy čı́slo (q − p)n : m je celé. Protože jsou n,m nesoudělná, nastávajı́ dva přı́pady:

– bud’je n = 0, pak m ∈ {+1,−1} a množina (.1) je jednoprvková, tj. p = q = 1. Spor.
– nebo je n 6= 0, pak (q − p) : m je celé, tj. p = q. Spor.

Tedy předpoklad, že některá dvě z m čı́sel (.1) jsou stejná, vede ke sporu. Proto jsou tato čı́sla
různá.

Na druhé straně čı́sla (.1) jsou zbytky při dělenı́ čı́slem m, tedy všechna tato čı́sla jsou z množiny
M = {0, 1, 2, . . . ,m − 1}. Soubor (.1) i množina M majı́ stejný počet prvků a každý prvek
souboru (.1) patřı́ doM. To je možné pouze tak, že soubor (.1) a množinaM jsou totožné. Proto
jedno z čı́sel (.1) je rovno čı́slu 0 ∈ M. Necht’ f(yo) = 0. Pak xo = (nyo − 1) : m je celé
a dvojice xo, yo je hledaným řešenı́m rovnice mx+ ny = 1.

G Přı́pad (a) i (b) představuje stejnou „tapetu“. Zı́skané kritérium znı́: Čı́slo a1−a2
3 musı́ být celé,

tedy i 2a1+a23 = a1 − a1−a2
3 musı́ být celé.

H Uvedeme pět různých formulacı́.
1. Najděte všechny dvojice (x, y) ∈ Z2, pro něž platı́∣∣∣∣∣ b −ax y

∣∣∣∣∣ = 1.

2. Je dán vektor ~v = (b;−a). Najděte všechny m-vektory ~u = (x; y) tak, aby dvojice ~u, ~v byla
m-bázı́.

3. Je dán vektor ~v = (b;−a). Najděte všechny m-vektory ~u = (x; y) tak, aby každý m-bod byl
celočı́selně dosažitelný z bodu O = [0; 0] pomocı́ ~u, ~v.
4. Na přı́mce dané rovnicı́ ax+ by = 1 určete všechny m-body.
5. Pátou formulaci doplňte po probránı́ tématu Mı́ra (viz cvičenı́ 2.6E).

Poznámka: Velký počet různých interpretacı́ rovnice ax + by = 1 poukazuje na jejı́ značný
význam v několika oblastech matematiky.

Cvičenı́ 1.12 – shrnujı́cı́ úlohy

A Označme mřı́žové body úsečky AB po řadě A0, A1, . . . , A6, A7 tak, že A = A0, B = A7.
Bodem A3 vedeme m-přı́mku rovnoběžně s m-přı́mkou A1D.

B Obě čı́sla a1 + b1 + c1 i a2 + b2 + c2 jsou dělitelná třemi (viz odstavec 1.2).

C Viz úloha 1.3.

D (a) Je to „šikmá“ čtvercová sı́t’, tedy množina {[2u+ v;−u+ 2v], u, v ∈ Z}.
(b)M = {p5 , p ∈ Z}.
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Kapitola 2

Cvičenı́ 2.3

A Dokreslı́me čtverec ACPQ, kde P [−1; 7], Q[−4; 3]. Zjistı́me jeho obsah 7 · 7 − 4 · 6 = 25.
Odtud |AC| = 5.

B Necht’N [0; 13], P [6; 9]. Trojúhelnı́k AMN je výškou AP rozdělen na dva shodné pravoúhlé
trojúhelnı́ky, proto |AM | = |AN | = 13.

C Zjistı́me obsah S a výšku najdeme z upraveného vzorce: va = 2S
a

, atd.

(a) Načrtneme-li si obrázek, ihned vidı́me, že va = 2, vc = 4. Dále S = 4, b =
√

20, tedy
vb = 8√

20
= 4√

5

.
= 1, 79,

(b) va = 2 ; dále S = 3, tedy vb = 6√
20

= 3√
5

.
= 1, 34, vc = 6√

5

.
= 2, 68;

(c) S = 1, va = 2√
10

=
√

0.4
.
= 0, 63, vb = 2√

20
= 1√

5

.
= 0, 45, vc = 2√

2
=
√

2
.
= 1, 41.

Alternativnı́ tradičnı́ postup: Najdeme patu K kolmice spuštěné z A na BC a zjistı́me |AK|.

D Prvnı́ dva přı́pady vyřešı́me pomocı́ obrázku, protože najdeme patu K kolmice vedené z O
na p: (a) bod K[2, 5; 2, 5] ležı́ ve středu jednoho čtverečku a |OK| = 2, 5 · u, kde u =

√
2

je délka úhlopřı́čky základnı́ho čtverečku sı́tě. Tedy d = 2, 5 ·
√

2
.
= 3, 54, (b) K = R, tedy

d = |OR| =
√

20
.
= 4, 47. Dalšı́ dva přı́pady vyžadujı́ trik. Uvažujeme trojúhelnı́k OPR

a d hledáme jako velikost jeho výšky vo spuštěné z vrcholu O. Zjistı́me, že (c) d = 3, (d) d = 4

a v obou těchto přı́padech má trojúhelnı́k OPK délky stran 3, 4, 5.

E Zvolme např. toto pořadı́ uvolňovánı́ souřadnic: Nejprve s, pak p a posléze r. Celý třı́stupňový
proces zobecňovánı́ je přehledně uveden v tabulce 3, str. 104.

Výsledek d = |ps|√
s2+(p−r)2

platı́ obecně pro všechna p, r, s ∈ R. Samozřejmě přı́mka PR musı́

být definována, tj. body P , R musı́ být různé.

Geometrická interpretace vzorce je evidentnı́: |ps| = 2 · |4OPR|,
√
s2 + (p− r)2 = |PR|.

F (a) Jestliže si situaci nakreslı́me (obr. 4a, str. 105), nabı́zejı́ se dvě jednoduchá řešenı́.

1. Využijeme podobnosti trojúhelnı́ků KMO a LNO. Vidı́me, že |KM | : |NL| = 3 : 1, což je
patrné z obrázku, je tedy |KO| : |OL| = |MO| : |NO| = 3 : 1.

2. Využijeme zkušenosti z úlohy 1.12A a začlenı́me jednu z přı́mek, např. MN , do osnovy
navzájem rovnoběžných a stejně vzdálených přı́mek. Krajnı́m bodem L ved’me rovnoběžku
s MN a dále pak každým m-bodem mezi body K a M . Úsečka KL je takto rozdělena na čtyři
shodné úsečky třemi body, z nichž jeden je bod O. Je patrné, že |KO| : |OL| = 3 : 1. Obdobně
vyřešı́me poměr |MO| : |ON | = 3 : 1.
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Parametry Stupeň zobecněnı́
r p s prvnı́ druhý třetı́

1 1,2,3,. . .
s√
s2 + 1

0 2 1,2,3,. . .
2s√
s2 + 4

ps√
s2 + p2

3 1,2,3,. . .
3s√
s2 + 9

...
1 1,2,3,. . .

s√
s2

1 2 1,2,3,. . .
2s√
s2 + 1

ps√
s2 + (p− 1)2

ps√
s2 + (p− r)2

3 1,2,3,. . .
3s√
s2 + 4

...
1 1,2,3,. . .

s√
s2 + 1

2 2 1,2,3,. . .
2s√
s2

ps√
s2 + (p− 2)2

3 1,2,3,. . .
3s√
s2 + 1

...

Tab. 3

(b) Myšlenku podobnosti trojúhelnı́ku můžeme využı́t až po trojnásobném prodlouženı́ úsečky
MN za bod M . Tı́m dostáváme bod M ′[0; 7] a trojúhelnı́ky KOM ′ a LON jsou podobné
a |KM ′| : |LN | = |KO| : |OL| = 7 : 1. Pro nalezenı́ poměru |MO| : |ON | je třeba vést
osnovu navzájem rovnoběžných stejně vzdálených přı́mek tak, aby jedna z nich byla přı́mkou
KL a dalšı́ dvě z nich procházely krajnı́mi body M , N . Z obrázku 4b, str. 105, je patrné, že
|MO| : |ON | = 5 : 3.

(c) Tentokrát nenı́ snadné najı́t ani jeden z hledaných poměrů pomocı́ podobnosti, a je tedy
nutné vést opět osnovu rovnoběžných stejně vzdálených přı́mek podobně jako v (b). Výsledek:
|MO| : |ON | = 3 : 10, |KO| : |OL| = 11 : 2.

Poznámka: Uvedenou metodu řešenı́ uvádı́me jako alternativnı́ ke standardnı́ metodě s použitı́m
rovnic přı́mek, výpočtu souřadnic jejich průsečı́ků a nalezenı́ vzdálenosti dvou bodů.

G (a) O[214 ; 112 ], (b) O[258 ; 134 ], O[2 713 ; 1 913 ].
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K M

N L

O

M

N

O
L

K

(a) (b)

Obr. 4

H (a) Vc = [21·529 ; 21·229 ], (b) vc = 9
29

√
29.

I Označme A[0; 0], B[5; 0], C[4; 3], D[3; 4], E[0; 5], F [−3; 4], G[−4; 3], H[−3;−4]. Pak ABC,
ABD, ABE, ABF , ABG, ACD, ACG, ADF a ACH jsou neshodné, protože jejich základny
jsou vesměs různé:

√
10,
√

20,
√

50,
√

80,
√

90,
√

98,
√

2, 8 a 6. Nenı́ těžké zjistit, že výčet je
úplný. Trojúhelnı́ků je devět (obr. 5).

G

F

E

D

C

BA

H

Obr. 5

J D[−1; 2].
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Cvičenı́ 2.4

A (a) u = 3k, c1 = 8k, c2 = 6k, b1 = 10k, kde k ∈ N, (b) v = 4k, c1 = 15k, c2 = 8k, b1 = 17k,
k ∈ N, (c) w = 5k, c1 = 24k, c2 = 10k, b1 = 26k, k ∈ N.

B Bod S se je střed bodůB aC, tj. S =
[
b1+c1
2 ; c22

]
= [nt; t]. Dále z toho, že vektor

−→
SC je kolmý

na vektor
−→
SA plyne, že (c1 − nt; c2 − t) · (−nt;−t) = 0. Z výše uvedeného zı́skáme soustavu

rovnic c2 = 2t, c1 + b1 = 2nt, c2 = t(n2 + 1)− c1n. Jejı́m vyřešenı́m dostaneme B
[ t(n2+1)

n
; 0
]
,

C
[ t(n2−1)

n
; 2t
]
.

Body B, C musejı́ být mřı́žové, to nastane, pokud n | t nebo n | n2 − 1. Druhá možnost nikdy
nenastane, protože n 6 |(n− 1)(n+ 1). Platı́ tedy, že t = n, nebo t = 2n, nebo t = 3n, atd. Např.
pro t = n máme B[n2 + 1; 0], C[n2 − 1; 2n].

C (a) c1 = 5, c2 = 12, b = 13, (b) c1 = 21, c2 = 20, b = 29, (c) c1 = 45, c2 = 28, b = 53,
(d) c1 = n2 − 4, c2 = 4n, b = n2 + 4.

D (a) c1 = 7, c2 = 24, b = 25, (b) c1 = 16, c2 = 30, b = 34, (c) c1 = 40, c2 = 42, b = 58,
(d) c1 = 55, c2 = 48, b = 73, (e) c1 = n2 − 9, c2 = 6n, b = n2 + 9.

E c1 = u2 − v2, c2 = 2uv, b = u2 + v2.

F V rovnoramenném trojúhelnı́ku ABC z předchozı́ho cvičenı́, kde A[0; 0], B[b; 0], C[c1; c2],
platı́ |AB| = |AC| a odtud b2 = c1

2 + c2
2. Souřadnice b, c1, c2 bodů B a C jsou tedy Pythago-

rejskou trojicı́.

Následujı́cı́ tvrzenı́ jsme odvodili za předpokladu, že D(u, v) = 1. Čtenář si lehce dokáže, že tato
podmı́nka nenı́ nutná.

Tvrzenı́ 2.3: K libovolným u, v ∈ N a u > v najdeme Pythagorejskou trojici a, b, c takto:
a = u2 − v2, b = 2uv, c = u2 + v2.

Je-li navı́c D(u, v) = 1, popisuje tvrzenı́ 2.3 všechny primitivnı́ Pythagorejské trojice, tedy
takové, že a, b, c jsou nesoudělná (viz např. Davydov, U. S., Znám, Š.: Teória čı́sel. SPN,
Bratislava 1966).

Cvičenı́ 2.6

A Obsah trojúhelnı́ku OPR je podle tvrzenı́ 2.1 dán vztahem |4OPR| = 1
2 |ps − rq|. Tedy

podle geometrické interpretace ze cvičenı́ 2.3E dostáváme d = |ps−rq|√
(p−r)2+(q−s)2

, kde p, q, r, s ∈ R,

P 6= R.
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B Úlohu řešı́me stejně jako úlohu A. |4APR| = 1
2

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1

p q 1

r s 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1
2 |a1q + ps + a2r − qr −

−a2p− sa1|. Tedy d = |a1(q−s)+a2(r−p)+ps−qr|√
(p−r)2+(q−s)2

.

C (Obr. 6.) Obsah trojúhelnı́ku BCT vyjádřı́me jako

A

BC TA

T

v1

v

Obr. 6

|BC|·v1
2 . Obsah trojúhelnı́ku ABC je |BC|·v2 .

Úsečka TAA je těžnice, tedy |TTA| : |TAA| = 1 : 3,
a tedy i v1 : v = 1 : 3. Z toho plyne, že |4ABC| =

= 3|4BCT |. Podobně pro |4ABT | a |4ACT |. Tedy
|4ABC| = 3|4ABT | = 3|4ACT | = 3|4BCT |.

D Nutná a postačujı́cı́ podmı́nka pro to, aby pro dané dva
body A, B existoval bod C tak, aby |4ABC| = 1

2 , je
D(b−1, b−2) = 1. To platı́ pro každé b ∈ Z. Pro nalezenı́
všech bodů C využijeme vzorec pro obsah trojúhelnı́ku.

Tedy platı́ |

∣∣∣∣∣b− 1 b− 2

c1 c2

∣∣∣∣∣ | = 1. Body C ležı́ na dvou

rovnoběžkách s přı́mkou AB a lze je popsat takto:

C1[1 + t(b− 1); 1 + t(b− 2)], C2[−1 + t(b− 1);−1 + t(b− 2)], t ∈ Z.

E Jsou dány body O = [0; 0], A = [−b; a]. Najděte všechny body B = [x; y] tak, aby
|4ABO| = 1

2 .

F D[
√

3− 4;−
√

3 + 2]

G Řešenı́ 1: Bod C[2; c] je střed úsečky BP , proto c = −12 . Přı́mým výpočtem dostaneme
|AB| =

√
5, |BC| =

√
17
2 , |CA| = 3

2 , vb = 2. Odtud plyne, že obvod trojúhelnı́ku ABC je√
5 +

√
17+3
2 a jeho obsah je 32 .

Řešenı́ 2: Sestrojı́me body B′[−2;−1], C ′[2;−2]. Pak je trojúhelnı́k ABC obrazem trojúhelnı́ku
AB′C ′ ve stejnolehlosti se středem A a koeficientem k = 1

2 . Obvod trojúhelnı́ku AB′C ′ je roven√
20 +

√
17 + 3 a jeho obsah je 6. Tedy obvod trojúhelnı́kuABC je roven 12 obvodu trojúhelnı́ku

AB′C ′, tedy
√

5 +
√
17+3
2 , a obsah trojúhelnı́ku ABC je roven 1

4 obsahu trojúhelnı́ku AB′C ′,
tedy 32 .

H K trojúhelnı́ku ABC sestrojı́me trojúhelnı́k AUW s nı́m stejnolehlý podle středu A tak,
že bodem U vedeme rovnoběžku s PQ a jejı́ průsečı́k s přı́mkou AV je hledaný vrchol
W . Lehce zjistı́me, že W [0; 5]. Ted’ zjistı́me koeficient stejnolehlosti. Polopřı́mka AQ protne
přı́mku UW v bodě Q′[6; 3]. Protože |AQ′| = 3|AQ|, je koeficient stejnolehlosti k = 3. Tedy
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obvod trojúhelnı́ku AUW je 10 +
√

10 a je roven trojnásobku obvodu trojúhelnı́ku ABC.
Obsah trojúhelnı́ku AUW je 15

2 a je roven devı́tinásobku obsahu trojúhelnı́ku ABC. Odtud
o(4ABC) = 10+

√
10

3 a |4ABC| = 5
6 .

I Sestrojı́me mřı́žový trojúhelnı́k podobný s trojúhelnı́kem ABC. Napřı́klad trojúhelnı́k PQJ ,
kde P [4;−1], Q[6; 2]. Podobnost trojúhelnı́ků ABC a PQJ vyplývá z rovnoběžnostı́ AB ‖ PQ,
BC ‖ QJ a AC ‖ PJ . Je tedy |4PQJ | = 6. Tedy koeficient k podobnosti je dán vztahem
49
24 · k

2 = 6. Odtud k = 12
7 . Délky stran trojúhelnı́ku PQJ jsou |PQ| = |PJ | =

√
13, proto

|AB| = |AC| = 7
√
13
12 , a |QJ | = 4, proto |BC| = 7

3 .

Cvičenı́ 2.10

A Dokresleme bodD[2;−1], souměrný sB podle osy x. Trojúhelnı́kCOD je zřejmě pravoúhlý
rovnoramenný s pravým úhlem u vrcholuD. Tedy |<)AOB| = |<)AOD| a |<)AOB|+|<)AOC| =
= |<)AOD|+ |<)AOC| = |<)DOC| = 45◦.

B Do čtvercové sı́tě zakreslı́me novou sı́t’, jejı́ž linky budou dány vektorem ~u a vektorem na
něj kolmým. Velikost strany čtverečku nové sı́tě bude rovna |~u|. V této nové sı́ti vyznačı́me nové
mřı́žové body a pak již lehce zakreslı́me trojúhlenı́k A′B′C ′ (obr. 7a). Řešenı́m je např. A′[3; 0],
B′[7; 2], C ′[4; 8].

A B

C

A′

B′

C ′

A

B

C

X~i

A′

C ′

~u

~i′

~j′

(a) (b) (c)

Obr. 7

C Úlohu budeme řešit podobně jako předchozı́ úlohu, tentokrát však strana AC neležı́ v lince
původnı́ sı́tě. Zaměřı́me se tedy na trojúhelnı́k ACX (obr. 7b) a najdeme trojúhelnı́k jemu
podobný. Tı́m najdeme novou mřı́žovou sı́t’.

Hledáme tedy vektor ~i′ (obr. 7c) a vektor ~j′ na něj kolmý a se stejnou délkou. Úlohu můžeme
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řešit experimentálně, tj. tak, že vezmeme nějaký vektor, např.~i′(3; 1), naneseme jej dvakrát od
bodu A′, čı́mž dostaneme bod X ′, a dále pak jedenkrát vektor ~j′ a zjišt’ujeme, zda se do stejného
koncového bodu dostaneme i pomocı́ celočı́selného násobku vektoru ~u. Tento způsob však může
být dost pracný. Můžeme postupovat i výpočtem.

Označı́me-li souřadnice hledaného vektoru~i′(x; y), pak pro bod C ′ platı́ C ′ = A′+ t~u. Současně
platı́ C ′ = A′ + 2~i′ + ~j′. Tedy t~u = 2~i′ + ~j′ a v souřadnicı́ch t(3; 2) = 2(x; y) + (−y;x).
Dostaneme soustavu rovnic 3t = 2x− y, 2t = 2y + x. Jejı́m vyřešenı́m dostaneme x = 2t− 2t

5 ,
y = t

5 . Stačı́ vzı́t t = 5 a máme~i′(8; 1). Pro dalšı́ t = 5k bychom dostali dalšı́ vektory~i′. Řešenı́m
je např. A′ = A, B′[22; 19], C ′[15; 10].

D Necht’ je dán mřı́žový pravoúhlý trojúhelnı́k ABC (obr. 8a) a m-vektor ~m(m1;m2), který
udává směr, v němž má ležet strana A′C ′ trojúhelnı́ku A′B′C ′ podobného s trojúhelnı́kem ABC

(obr. 8b). Jednotkový vektor nové mřı́žové sı́tě označı́me~u(u; v), vektor na něj kolmý je~u′(−v;u),
u, v ∈ Z. Bod C ′ vyjádřı́me jako C ′ = A′ + s~m, s ∈ Z a současně jako C ′ = A′ + k~u + l~u′.
Přepı́šeme-li tyto vztahy do souřadnic, dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých u, v,
s parametrem s (čı́sla k, l, m1, m2 známe): sm1 = ku− lv, sm2 = kv + lu. Jejı́m řešenı́m jsou
čı́sla u = s(m1k+m2l)

k2+l2 , v = s(m2k−lm1)
k2+l2 . Zvolı́me-li s = k2 + l2, budou čı́sla u, v celá. Tato volba

existuje vždy.

A

C

k

l

B A′

C ′

~u

~u′

B′

~m

(a) (b)

Obr. 8

E Je to trojúhelnı́k OCD, kde (a) C[1;−1], D[2; 1] – až na shodnosti je to jediné řešenı́,
(b)C[2; 1], D[1; 1] neboC[3; 1], D[2; 0] neboC[4; 2], D[2; 2] – jiná řešenı́ až na shodnosti neexis-
tujı́. Žák objevuje tato řešenı́ metodou pokus-omyl, my známe větu o poměrech stran podobných
trojúhelnı́ků.

F Využijte způsobu řešenı́ úloh B–D. Výsledek: A3[4; 3], A4[9; 13], A5[7; 24], A6[−3; 79].

G Bod C najdeme jako vrchol trojúhelnı́ku ODC, pro který platı́: Bod D ležı́ na polopřı́mce
OB a 4OXB je podobný 4ODC (obr. 9). Z daných podmı́nek vyplývá B = O + b1~i + b2~j,
D = O + b1(b1; b2) a C = O + b1(b1; b2) + b2(−b2; b1). Po úpravě máme C[b21 − b22; 2b1b2].

H Je. Opět užijeme myšlenku rovnoramenného trojúhelnı́ku. Označı́me ~a = A − O,
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~b = B − O a najdeme m-body A′ = O + n~a, B′ = O + m~b tak, že A′B′ je kolmá na OB. Pak
najdeme bod C = B′ + (B′−A′). Protože A′, B′ jsou m-body, je i C m-bodem. V rovnoramen-
ném trojúhelnı́ku A′OC je OB′ výškou na základnu A′C. Odtud plyne, že polopřı́mka OB je
osou úhlu COA′. Musı́me ještě dokázat, že požadovaná čı́slam, n existujı́. To se lehce nahlédne:
(n~a −m~b) ·~b = 0, tedy n = ~b ·~b, m = ~a ·~b. Zbývá ukázat, že je řešenı́ správné i v přı́padě, že
úhel vektorů ~a,~b je pravý nebo tupý, což přenecháme čtenáři.

I (a) Na polopřı́mce OA sestrojme bod A′ a na po-

O ~i X[b1; 0]

B[b1; b2]

C[c1; c2]

~j

D[d1; d2]

Obr. 9

lopřı́mce OB bod B′ tak, aby |OA′| = |OB′|. Pak
bod C lze sestrojit jako střed C = A′ − • − B′, nebo
jako čtvrtý vrchol kosočtverce A′OB′C. Body A′ a B′

najdeme např. tak, že A′ = O + |OB| ·
−→
OA a B′ =

= O + |OA| ·
−−→
OB. Dostáváme tedy

A′[a1
√
b21 + b22; a2

√
b21 + b22],

B′[b1
√
a21 + a22; b2

√
a21 + a22],

C
[a1√b21+b

2
2+b1
√
a21+a

2
2

2 ;
a2
√
b21+b

2
2+b2
√
a21+a

2
2

2

]
.

(b) Nelze. Zvolme napřı́klad a1 = 1, a2 = 0, b1 = b2 =

= 1. Podle výsledku cvičenı́ G m-bod C[c1; c2] pak ležı́
na ose úhlu AOB, právě když bod [c21 − c22; 2c1c2] ležı́
na polopřı́mce OB, tj. právě když c21 − c22 = 2c1c2, tedy
(c1− c2)2 = 2c22, tj. |c1− c2| = |c2| ·

√
2. Je zřejmé, že tato rovnice má v oboru Z pouze triviálnı́

řešenı́.

J Protože 0◦ 5 α 5 180◦, je sinα = 0. Proto je sinα =
√

1− cos2 α. Použijeme vztah (2.1),
str. 32: cosα = ~u·~v

|~u|·|~v| .

Máme 1− cos2 α = 1− (~u·~v)2
|~u|2·|~v|2 = |~u|2·|~v|2−(~u·~v)2

|~u|2·|~v|2 = (u21+u
2
2)·(v21+v22)−(u1·v1+u2·v2)2

|~u|2·|~v|2 = (u1·v2−u2·v1)2
|~u|2·|~v|2 .

Odtud

sinα =
|u1 · v2 − u2 · v1|√
u21 + u22 ·

√
v21 + v22

.

K Pomocı́ vztahu (2.1) a výsledku úlohy J dostaneme tgϕ = |a1b2−a2b1|
a1b1+a2b2

, když a1b1 + a2b2 6=
6= 0. Pro a1b1 + a2b2 = 0 nenı́ hodnota tgϕ definována (ϕ = 90◦).

L (a+b) Východiskem pro všechny úlohy hledané série bude následujı́cı́ úloha pro α = 60◦: Je
dán rovnostranný trojúhelnı́kAMC a bodB, který ležı́ na polopřı́mceAM . Znáte-li v trojúhelnı́ku
ABC délky stran b = |AC| a c = |AB|, zjistěte délku strany a = |BC|.

Konkretizacı́ čı́sel b, c dostaneme z dané obecné úlohy úlohy jednoduššı́. Napřı́klad začneme
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čtveřicı́ numericky daných úloh (b, c) = (6, 3), (6, 5), (6, 12), (6, 1). Pvnı́ a třetı́ zadánı́ vede
na pravoúhlý trojúhelnı́k. Čtvrté zadánı́ je nejnáročnějšı́, protože úhel β je tupý. Jistou pomocı́
je druhé zadánı́, které je k němu „symetrické“. Pro slabšı́ žáky je vhodné k úlohám nakreslit
i obrázek.

V sérii úloh pokračujeme pomocı́ myšlenky uvolňovánı́ parametru. Fixujeme jen jedno z čı́sel
b, c. Napřı́klad položı́me b = 6 a c necháme nekonkretizované. Řešenı́ a2 = 36 + c2 − 6c je
zobecněnı́m předchozı́ch čtyř zadánı́. Pak položı́me b = 7 a žáci najdou druhé částečně obecné
řešenı́ a2 = 49 + c2 − 7. Pak již můžeme dát žákům řešit původnı́ obecnou úlohu.

(c) Postupujeme analogicky jako v přı́paděα = 60◦. Zde pro každý z úhlůα = 30◦, 45◦, 120◦, 135◦

a 150◦ uvedeme pouze východiskovou úlohu.

Úloha: (α = 30◦) Je dán rovnostranný trojúhelnı́k AMC a bod B, který ležı́ na polopřı́mce AN ,
kde N = M − • − C. Znáte-li v trojúhelnı́ku ABC délky stran b = |AC| a c = |AB|, zjistěte
délku strany a = |BC|.
[Řešenı́: a2 = b2 + c2 − bc

√
3]

Úloha: (α = 45◦) Je dán čtverec AMCD a bod B, který ležı́ na polopřı́mce AM . Znáte-li
v trojúhelnı́ku ABC délky stran b = |AC| a c = |AB|, zjistěte délku strany a = |BC|.
[Řešenı́: a2 = b2 + c2 − bc

√
2]

Úloha: (α = 120◦) Je dán rovnostranný trojúhelnı́k AMC a bod B, který ležı́ na polopřı́mce
opačné k polopřı́mce AM . Znáte-li v trojúhelnı́ku ABC délky stran b = |AC| a c = |AB|,
zjistěte délku strany a = |BC|.
[Řešenı́: a2 = b2 + c2 + bc]

Úloha: (α = 150◦) Je dán rovnostranný trojúhelnı́k AMC a bod B, který ležı́ na polopřı́mce
opačné k polopřı́mce AN , kde N = M − • − C. Znáte-li v trojúhelnı́ku ABC délky stran
b = |AC| a c = |AB|, zjistěte délku strany a = |BC|.
[Řešenı́: a2 = b2 + c2 + bc

√
3]

Úloha: (α = 135◦) Je dán čtverec AMCD a bod B, který ležı́ na polopřı́mce opačné k polo-
přı́mceAM . Znáte-li v trojúhelnı́kuABC délky stran b = |AC| a c = |AB|, zjistěte délku strany
a = |BC|.
[Řešenı́: a2 = b2 + c2 + bc

√
2]

M Pro α = 15◦ je a2 = b2 + c2 − bc
√
3+1√
2

a pro α = 75◦ je a2 = b2 + c2 − bc
√
3−1√
2

.

Přı́slušný útvar je konvexnı́ pětiúhelnı́k ABCDE, pro který ABCE je čtverec a CDE je
rovnostranný trojúhelnı́k. Zde |<)BAD| = 75◦ a |<)DAE| = 15◦.

Dále pro α = 18◦ je a2 = b2+ c2− bc
√
5+
√
5√

2
, pro α = 72◦ je a2 = b2+ c2− bc

√
5−1
2 , pro α = 36◦
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je a2 = b2+ c2− bc
√
5+1
2 a pro α = 54◦ je a2 = b2+ c2− bc

√
5−
√
5√

2
. Přı́slušný útvar je pravidelný

pětiúhelnı́k ABCDE doplněný o bod F = A − • − E. Pro tento útvar platı́ |<)ACF | = 18◦,
|<)BAC| = 36◦, |<)BCF | = 54◦, |<)EAC| = 72◦.

N Výsledky jsou v tabulce.

α 15◦ = π
12 18◦ = π

10 36◦ = π
5 54◦ = 3π

10 72◦ = 2π
5 75◦ = 5π

12

cosα
√
3+1√
8

√
5+
√
5√

8

√
5+1
4

√
5−
√
5√

8

√
5−1
4

√
3−1√
8

tgα 2−
√

3
√
5−2
√
5

5

√
5− 2

√
5
√
5+2
√
5

5

√
5 + 2

√
5 2 +

√
3

Cvičenı́ 2.14

A (a) t1 = 1, t2 = −1, t3 = 17
16 , t4 = 16

17 , (b) t1 = 0, t2 = 2, (c) t1 = 0, t2 = 23
38 , t3 = 1,

t4 = −2317 , t4 = 32
17 .

B C1
[
b1
2 −

b2
√
3
2 ; b22 + b1

√
3
2

]
, C2

[
b1
2 + b2

√
3
2 ; b22 −

b1
√
3
2

]
.

C (a) Existujı́ právě tři řešenı́: C1[
√

11;−3], C2[−
√

11;−3], C3[4,−3].
(b) Při označenı́ jako u řešenı́ úlohy B máme: C1[

√
25− d2; d], C2[−

√
25− d2; d],

C3[4 +
√

(8− d)(2 + d); d], C4[4 −
√

(8− d)(2 + d); d], C5[25−6d8 ; d]. Body C1 a C2 jsou prů-
sečı́ky přı́mky m s kružnicı́ k1: x2 + y2 = 25; C3 a C4 jsou průsečı́ky přı́mky m s kružnicı́
k2: (x− 4)2 + (y − 3)2 = 25 a C5 je průsečı́k různoběžek m a o: 8x+ 6y = 25.

Musı́me vyloučit dva přı́pady. Za prvé přı́pad rovnostranného trojúhelnı́ku. K tomu si nejdřı́ve
najdeme souřadnice průsečı́ku {D} = k1∩k2, toho, jehož druhá souřadnice je záporná. Výpočtem
zjistı́me D[2 + 3

2 ·
√

3; 32 −
√

12]. Ověřı́me, že z bodů Ci se bodu D mohour rovnat body C1,
C3 a C5. Za druhé musı́me vyloučit přı́pad, kdy bude výsledný bod ležet na přı́mce AB. To
nastane pouze pro d = −3, kdy bude průsečı́kem přı́mky m a kružnice k1 bod E[−4;−3]. Tento
bod se může rovnat pouze bodu C2. Nakonec vezmeme v úvahu, pro jaká čı́sla d jsou výrazy
v souřadnicı́ch bodů Ci definovány, a dostaneme diskusi v tabulce dole.

parametr řešenı́ počet řešenı́
d ∈ (32 −

√
12, 0) C1, C2, C3, C4, C5 5

d = 3
2 −
√

12 C2, C4 2
d ∈ (−2, 32 −

√
12) C1, C2, C3, C4, C5 5

d = −2 C1, C2, C3 = C4, C5 4
d ∈ (−3,−2) C1, C2, C5 3
d = −3 C1, C5 2
d ∈ (−5,−3) C1, C2, C5 3



Kapitola 2 – výsledky a řešení 113

d = −5 C1 = C2, C5 2
d ∈ (−∞,−5) C5 1

(c) Při označenı́ jako u řešenı́ úlohy B máme k1(A, |AB|): x2 + y2 = b21 + 4, k2(B, |AB|):
(x− b1)2 + (y − 2)2 = b21 + 4, o: 2b1x+ 4y = b21 + 4.

Průsečı́ky kružnice k1 s přı́mkou m jsou body C1,2[±
√
b21 + 4− d2; d].

Průsečı́ky kružnice k2 s přı́mkou m jsou body C3,4[b1 ±
√
b21 + 4d− d2; d].

Průsečı́k přı́mek o a m je bod C5[
b21+4−4d
2b1

; d].
Důležitou roli hraje též průsečı́k kružnic k1 a k2, ten, jehož druhá souřadnice je kladná. Je to bod
E[ b12 −

√
3; 1 + b1

2 ·
√

3].
Počet řešenı́ úlohy závisı́ na hodnotě parametrů b1, d. Diskutujme nejprve parametr b1.

1. b1 = 0. Přı́mka AB je kolmá na přı́mku m.

parametry řešenı́ počet řešenı́
d ∈ (0; 1) ∪ (1; 2) C1, C2, C3, C4 4
d = 1 C[u; 1], u ∈ R− {−

√
3, 0,
√

3} nekonečně mnoho
d ∈ 〈2, 4) C3, C4 2
d ∈ 〈4,∞) 0

2. b1 = 2√
3
. Přı́mka BE je rovnoběžná s přı́mkou m.

parametry řešenı́ počet řešenı́
d ∈ {(0, 1) ∪ (1, 2) ∪ (2, 4√

3
)} C1, C2, C3, C4, C5 5

d = 1 C1, C2, C3, C4 4
d = 2 C3[2

√
3; 2] 1

d = 4√
3

C1 = C2, C3, C4, C5 4

d ∈ ( 4√
3
, 4) C3, C4, C5 3

d = 4 C4, C5 2
d ∈ (4, 6+4

√
3

3 ) C3, C4, C5 3
d = 6+4

√
3

3 C3 = C4, C5 2
d ∈ (6+4

√
3

3 ,∞) C5 1
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3. b1 = 2
√

3. Bod E[0; 4] ležı́ na ose y.

parametry řešenı́ počet řešenı́
d ∈ {(0, 1) ∪ (1, 2) ∪ (2, 4)} C1, C2, C3, C4, C5 5
d = 1 C1, C2, C3, C4 4
d = 2 C2, C3, C4, C5 4
d = 4 0
d ∈ (4, 6) C3, C4, C5 3
d = 6 C3 = C4, C5 2
d ∈ (6,∞) C5 1

4. 0 < b1 < 2
√

3.

parametry řešenı́ počet řešenı́
d = 1 C1, C2, C3, C4 4
d = 1 + b1

√
3
2 C1, C3, C5 (nebot’E = C2 = C4) 3

d = 2 C2, C3, C4, C5 4
d ∈ (0,

√
b21 + 4) kromě třı́ výše

uvedených hodnot parametru d
C1, C2, C3, C4, C5 5

d = 4 C4, C5 (nebot’C3 = G) 2
d =

√
b21 + 4 C1 = C2, C3, C4, C5 4

d ∈ (
√
b21 + 4, 2 +

√
b21 + 4) C3, C4, C5 3

d = 2 +
√
b21 + 4 C3 = C4, C5 2

d ∈ (2 +
√
b21 + 4,∞) C5 1

5. b1 > 2
√

3.

parametry řešenı́ počet řešenı́
d = 1 C1, C2, C3, C4 4
d = 1 + b1

√
3
2 C2, C3, C5 (nebot’E = C1 = C4) 3

d = 2 C2, C3, C4, C5 4
d = 4 C1, C2, C4, C5 (nebot’C3 = G) 4
d ∈ (0,

√
b21 + 4) kromě čtyř

výše uvedených hodnot parame-
tru d

C1, C2, C3, C4, C5 5

d =
√
b21 + 4 C1 = C2, C3, C4, C5 4

d ∈ (
√
b21 + 4, 2 +

√
b21 + 4) C3, C4, C5 3
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d = 2 +
√
b21 + 4 C3 = C4, C5 2

d ∈ (2 +
√
b21 + 4,∞) C5 1

D Situace je načrtnuta na obr. 2.8, str. 36. Zřejmě je

k1:x2 + y2 = b21 + b22; k2: (x− b1)2 + (y − b2)2 = b21 + b22; m: y = d.

Nenı́ přı́liš těžké najı́t souřadnice všech bodů vyznačených na obr. 2.8.

E[ b1+b2
√
3

2 ; b2−b1
√
3

2 ], F [ b1−b2
√
3

2 ; b2+b1
√
3

2 ] jsou průsečı́ky kružnic k1 a k2.

Střed S[ b12 ; b22 ] je střed úsečky AB.

C1,2[±
√
b21 + b22 − d2; d] jsou průsečı́ky přı́mky m s kružnicı́ k1,

C3,4[b1 ±
√
b21 − d2 + 2db2; d] jsou průsečı́ky přı́mky m s kružnicı́ k2,

C5[
b21+b

2
2−2db2
2b1

; d] je průsečı́k přı́mky m s přı́mkou EF .

V obecném přı́padě má úloha pět řešenı́ C1, . . . , C5. V pěti speciálnı́ch přı́padech je počet řešenı́
jiný. Celkový přehled dává tabulka. Přı́pad 6 je obecný.

Podmı́nka
Geometricky Analyticky Řešenı́ Počet

1 AB ⊥ m ∧ S ∈ m b1 = 0 ∧ b2 = 2d všechna C ∈ m kromě E, F , S ∞
2 AB ⊥ m ∧ S 6∈ m b1 = 0 ∧ b2 6= 2d C1, C2, C3, C4 4
3 AB 6⊥ m ∧ E ∈ m b1 6= 0 ∧ b2 − b1

√
3 = 2d C2, C4, C5 3

4 AB 6⊥ m ∧ F ∈ m b1 6= 0 ∧ b2 + b1
√

3 = 2d C1, C3, C5 3
5 AB 6⊥ m ∧ S ∈ m b1 6= 0 ∧ b2 = 2d C1, C2, C3, C4 4
6 AB 6⊥ m ∧ E 6∈ m b1 6= 0 ∧ b2 − b1

√
3 6= 2d C1, C2, C3, C4, C5 5

F 6∈ m ∧ S 6∈ m b2 + b1
√

3 6= 2d ∧ b2 6= 2d C1, C2, C3, C4, C5 5

E (a) Bod C bude ležet na průsečı́ku kružnice k(B, |AB|): x2 + y2 = a21 + a22 a přı́mky m.
Dostáváme tedy soustavu rovnic. Dosadı́me-li za y = 3x − 10 do rovnice kružnice, máme
kvadratickou rovnici x2 − 6x+ 100−a21−a22

10 = 0. Jejı́ diskriminant je D = 2a21+2a
2
2−20
5 .

Je-li D < 0, tj. když a21 + a22 < 10, rovnice nemá řešenı́, a tedy ani bod C splňujı́cı́ podmı́nky
úlohy neexistuje. Je-li D > 0, tj. když a21 + a22 > 10, má rovnice dvě různá řešenı́, a tedy existujı́
dva body C:

C1,2[3±
√

a21+a
2
2

10 − 1;±3 ·
√

a21+a
2
2

10 − 1− 1].

Je-li D = 0, tj. když a21 + a22 = 10, má rovnice jedno řešenı́, a tedy existuje jediný bod C[3;−1].
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(b) Z podmı́nky |AB| = |BC| plyne (c1 − b1)2 + (c2 − b2)2 = r2, kde r = |AB|. Z podmı́nky
C ∈ m plyne fc1 + gc2 = h, tj. c2 = h−fc1

g
(předpokládáme, že g 6= 0; přı́pad g = 0, f 6= 0 je

analogický). Po dosazenı́ do hornı́ kvadratické rovnice máme

(c1 − b1)2 +
(h− fc1

g
− b2

)2
= r2, tj.

c21
(
1 +

(f
g

)2)− 2c1
(
b1 +

f(h− b2g)
g

)
+ b21 +

(h− b2g
g

)2 − r2 = 0.

Vyjádřı́me diskriminant kvadratické rovnice:

D = 4
[(b1g + fh− fgb2

g

)2 − (1 +
(f
g

)2)(
b21 +

(h− b2g
g

)2 − r2)].
Je-li D > 0, úloha má dvě různá řešenı́, je-li D = 0, úloha má jediné řešenı́ (v tomto přı́padě je
přı́mka BC kolmá na přı́mku m) a je-li D < 0, úloha nemá žádné řešenı́.

F (a) Pro bod W platı́ |KW | = 5 a W ∈ p, tj. u2 + (v − 3)2 = 25 a u − 2v = 4. Soustava
rovnic má dvě řešenı́ W1[0;−2], W2[4; 0].

(b) Podobně jako v (a) dostaneme soustavu dvou rovnic u2 + v2 = 49 a au + bv = 1. Jejich
řešenı́m jsou dva body

W1
[a−b√49(a2+b2)−1

a2+b2 ;
b+a
√
49(a2+b2)−1
a2+b2

]
, W2

[a+b√49(a2+b2)−1
a2+b2 ;

b−a
√
49(a2+b2)−1
a2+b2

]
a přitom v přı́padě 49(a2 + b2) > 1, body W1, W2 existujı́ a jsou různé; pokud 49(a2 + b2) = 1,
bodyW1,W2 splývajı́ do boduW [ a

a2+b2 ;
b

a2+b2 ]; pokud 49(a2+ b2) < 1, bodyW1,W2 neexistujı́.

(c) Tentokrát dostaneme tuto soustavu řešenı́: (u −m)2 + (v − n)2 = d2, au + bv = 0. Jejı́m
řešenı́m jsou body
W1[b(bm− an) + b

√
d2 − (am+ bn)2; a(an− bm)− a

√
d2 − (am+ bn)2],

W2[b(bm− an)− b
√
d2 − (am+ bn)2; a(an− bm) + a

√
d2 − (am+ bn)2],

přitom nastávajı́ tři přı́pady:
1. |d| > |am+ bn|, body W1, W2 existujı́ a jsou různé,
2. |d| = |am+ bn|, body W1, W2 splývajı́, řešenı́m je jediný bod W [b(bm− an); a(na−mb),
3. |d| < |am+ bn|, body W1, W2 neexistujı́.

G Nejdřı́ve vhodným způsobem zvolı́me soustavu souřadnic tak, aby A[0; 0] a přı́mky p, q byly
rovnoběžné s osou x. Necht’p: y = b, q: y = c. Pak budou mı́t hledané body souřadnice B[b1; b],
C[c1; c], přičemž čı́sla b1 a c1 hledáme a čı́sla b, c známe. Můžeme využı́t výsledků cvičenı́ B,
kde jsme zjistili vrcholy rovnostranného trojúhelnı́ku, pokud bod A ležı́ v počátku soustavy
souřadnic. JestližeB[b1; b] je bod na přı́mce p, pak podle tohoto cvičenı́ jeC1

[
b1
2 −

b
√
3
2 ; b2 + b1

√
3
2

]
a C2

[
b1
2 + b

√
3
2 ; b2 −

b1
√
3
2

]
. Vezměme bod C1. O něm vı́me, že C1 ∈ q, tedy jeho druhá souřadnice
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je dané čı́slo c. Tedy b
2 + b1

√
3
2 = c, tj. b1 = 2c−b√

3
. Ostatnı́ podobně.

Úloha nemá pro b = c = 0, tj. A ∈ p = q žádné řešenı́, pro b = c 6= 0 má jedno řešenı́ B
[
b√
3
; b
]
,

C
[
− b√

3
; b
]

a pro ostatnı́ přı́pady dvě řešenı́ B1
[
2c−b√
3

; b
]
, C1

[
c−2b√
3

; c
]
, B2

[
b−2c√
3

; b
]
, C2

[
2b−c√
3

; c
]
.

H Necht’ je bod X[x0; y0] bodem přı́mky p takový, že přı́mka AX ⊥ p. Vzdálenost bodů
A[a1; a2], X je hledaná vzdálenost bodu A od přı́mky p. Ze vztahu AX ⊥ p plyne:

(a1 − x0; a2 − y0) = k(a; b).

Ze vztahu X ∈ p plyne ax0 + by0 + c = 0. Odtud

k =
aa1 + ba2 + c

a2 + b2

a
|AX| = |k| · |(a; b)| =

∣∣aa1 + ba2 + c

a2 + b2
∣∣ · √a2 + b2 =

|aa1 + ba2 + c|√
a2 + b2

.

I Uvedená implikace platı́ pouze v přı́padě d = 2r, tj.

d

k

S
r

r

A B

W1

W2

ω

ω
k′

Obr. 10

ω = 90◦. Je-li d 6= 2r, pak pro bodW2 ležı́cı́ na kružnici k′

souměrné s kružnicı́ k podle přı́mkyAB platı́ 2r sinω = d,
ale W2 6∈ k (obr. 10).

J Úlohu upřesnı́me. Budeme hledat dva m-bodyA[a1; a2],
B[b1; b2] různé od počátkuO tak, aby byloϕ = |<)AOB| =
= 30◦, nebo alespoň aby ϕ se od 30◦ lišilo co nejméně.
Každé dvojici m-bodů A, B přiřadı́me čı́slo F (A,B) =

= |30◦ − ϕ| vyjadřujı́cı́ odchylku velikostı́ úhlů 30◦ a ϕ.

Protože hodnotu úhlu ϕ potřebujeme vyjádřit pomocı́ sou-
řadnic bodů A a B, bude rozumné nejprve upravit funkci
F . Při tom nám jde pouze o chovánı́ této funkce pro ϕ

blı́zká k 30◦, tj. o to, kdy F (A,B) je čı́slo blı́zké k nule
nebo přı́mo nula.

Ukážeme, žeF (A,B) nemůže být nulou, ale může nabývat
hodnoty libovolně blı́zké k nule. Hodnota |30◦−ϕ| je blı́zká
k nule, nebo nulová, právě když

tg |30◦ − ϕ| =
∣∣ tg 30◦ − tgϕ
1 + tg 30◦tgϕ

∣∣
je blı́zký k nule, nebo nulový. To nastává, právě když hodnota |tg 30◦− tgϕ| je blı́zká k nule, nebo
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nulová. Protože tg 30◦ = 1√
3

je čı́slo iracionálnı́ a tgϕ podle cvičenı́ 2.10K je čı́slo racionálnı́,
nemůže být tg 30◦ − tgϕ = 0. Ptáme se, jakou nejmenšı́ hodnotu funkce F nabývá, tj. hledáme
minF (A,B). Ukážeme, že F (A,B) může být libovolně blı́zké k nule.

Pro jednoduchost volı́me B = [1; 0] a měnı́me pouze bod A, který označı́me A[x; y]. Jak řečeno
výše, funkci F můžeme nahradit funkcı́ f definovanou vztahem

f(x, y) =
∣∣ 1√

3
− y

x

∣∣ =
∣∣x− y√3

x
√

3

∣∣.
Výraz

f(x, y) =
∣∣ x2 − 3y2

x(x+ y
√

3)
√

3

∣∣
bude malý, když čitatel bude malý a jmenovatel velký. Protože x, y jsou celá čı́sla, je i x2 − 3y2

čı́slo celé. Tedy |x2 − 3y2| je nejmenšı́, když je rovno čı́slu 1. Hledejme tedy x, y tak, aby bylo
x2 − 3y2 = 1.

Na řešenı́ této rovnice použijeme počı́tač, nebo nalistujme v učebnici teorie čı́sel heslo Pellova
rovnice. (John Pell 1611–1685, angličan). V prvnı́m přı́padě zı́skáme sérii řešenı́:

(x, y) = (2, 1), (7, 4), (26, 15), (97, 56), (362, 209), (1351, 780), . . .

V druhém přı́padě najdeme rekurentnı́ formuli: Když (x, y) je jedno řešenı́ Pellovy rovnice, pak
(2x+ 3y, x+ 2y) je dalšı́ jejı́ řešenı́. Lehce zkontrolujeme, že je to pravda.

Máme tedy nástroj na hledánı́ stále lepšı́ aproximace. Funkce f nenabývá svého minima, ale
může nabýt hodnoty menšı́ než kterékoli kladné čı́slo. Jinak řečeno, 0 je infimum funkce f , a tedy
i funkce F .

Posloupnost bodů A1[2; 1], A2[7; 4], A3[26; 15], A4[97; 56], A5[362; 209], A6[1351; 780], . . . ur-
čuje posloupnost úhlů<)A1OB,<)A2OB, . . . , které s rostoucı́ přesnostı́ aproximujı́ úhel 30◦. Vý-
počet dá tyto hodnoty stupňů (zaokrouhlené na miliontiny) pro F (Ai, B): 3, 434949, 0, 255119,
0, 018361, 0, 001318, 0, 000095, 0, 000007,. . .

Poznámka: Posloupnost aproximacı́ byla popsána rekurentně. Lze ji popsat předpisem? Vyřešenı́
této otázky je dobrým vstupem do problému 2.15.

K Předpokládejme sporem, že existuje rovnostranný mřı́žový trojúhelnı́k ABC. Protože je to
trojúhelnı́k mřı́žový, je jeho obsah čı́slo tvaru k

2 , kde k ∈ N. Protože je to trojúhelnı́k rovnostranný,
je jeho obsah |AB|

2
√
3

4 . Tak docházı́me ke sporu: k
2 = |AB|2

√
3

4 (vlevo je čı́slo racionálnı́, vpravo
čı́slo iracionálnı́).
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Kapitola 3

Cvičenı́ 3.2

A Výsledky jsou v tabulce.

rovnicı́ dvojicı́ bodů bodem a vektorem
(a) x+ 7y − 20 = 0 např. A[−1; 3], B[6; 2] např. A[−1; 3], ~r = (7;−1)

(b) 3x− 5y + 2 = 0 např. U [0; 25 ], V [−23 ; 0] např. U [0; 25 ], ~q = (5; 3)

(c) 3x− 4y − 18 = 0 např. P [2;−3], Q[6; 0] např. P [2;−3], ~p = (4; 3)

B Stačı́ popsat tři přeměny zadánı́ přı́mky: rovnicı́ → dvěma body → bodem a vektorem →
→ rovnicı́. Je-li dána rovnicı́, najdeme dvě jejı́ různá řešenı́ a máme dva body. Je-li dána dvěma
body, najdeme směrový vektor přı́mky jako rozdı́l bodů. Je-li dána bodem Q a vektorem ~p =

= (u; v), pak rovnice této přı́mky má tvar vx− uy+ c = 0, kde čı́slo c najdeme dosazenı́m bodu
Q do dané rovnice.

C (a) Dajı́. (b) Přı́mky rovnoběžné s osou y se nedajı́, všechny ostatnı́ se dajı́. (c) Přı́mky
procházejı́cı́ počátkem nebo rovnoběžné s některou ze souřadnicových os se nedajı́, všechny
ostatnı́ se dajı́.

D (a) p′ ‖ p ∧K ∈ p′; p′ : x+ 7y + 4 = 0; p′ = {[3;−1] + t(−7; 1); t ∈ R},
q′ ‖ q ∧K ∈ q′; q′ : 3x− 5y − 14 = 0; q′ = {[3;−1] + t(5; 3); t ∈ R},
r′ ‖ r ∧K ∈ r′; r′ : 3x− 4y − 13 = 0; r′ = {[3;−1] + t(4; 3); t ∈ R}.

(b) kp ⊥ p ∧K ∈ kp; kp: −7x+ y + 22 = 0; kp = {[3;−1] + t(1; 7); t ∈ R},
kq ⊥ q ∧K ∈ kq; kq: 5x+ 3y − 12 = 0; kq = {[3;−1] + t(3;−5); t ∈ R},
kr ⊥ r ∧K ∈ kr; kr: 4x+ 3y − 9 = 0; kr = {[3;−1] + t(−3; 4); t ∈ R}.

E 1. (i) Necht’p: ax+ by + c = 0, (a, b) 6= (0, 0), q: ex+ fy + g = 0, (e, f) 6= (0, 0),

• p ‖ q ⇔ (a; b) = k · (e; f), k ∈ R; nebo • p ‖ q ⇔

∣∣∣∣∣a b

e f

∣∣∣∣∣ = 0, tj. af = eb.

• p ⊥ q ⇔ (a; b) = l · (−f ; e), l ∈ R; • p ⊥ q ⇔ (a; b) · (e; f) = 0, tj. ae+ bf = 0.

1. (ii) Necht’p: y = k1x+ q1, q: y = k2x+ q2. Pak p ‖ q ⇔ k1 = k2 a p ⊥ q ⇔ k1 = − 1
k2

.

2. p = KL, q = UV , K 6= L, U 6= V ,

• p ‖ q ⇔ L−K = k · (V − U), k ∈ R.

• a ⊥ b⇔
−−→
KL ·

−−→
UV = 0.
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3. p = {P + t~p, t ∈ R}, q = {Q+ s~q, s ∈ R}, ~p, ~q 6= ~o.

• p ‖ q ⇔ ~p = k · ~q, k ∈ R.

• p ⊥ q ⇔ ~p · ~q = 0.

Cvičenı́ 3.6

A Rovnici přı́mky q vynásobı́me čı́slem
√

2. Dostaneme q:
√

2x −
√

8y +
√

2 = 0 a platı́
32 + 12 = (

√
2)2 + (

√
8)2. Tedy u: (3 +

√
2)x + (1 −

√
8)y − (2 −

√
2) = 0,

v: (3−
√

2)x+ (1 +
√

8)y − (2 +
√

2) = 0.

B Stačı́ ukázat, že normálové vektory přı́mek u, v jsou na sebe kolmé, tj. že jejich skalárnı́
součin je roven 0: ~nu = (a + d; b + e), ~nv = (a − d; b − e), a2 + b2 = d2 + e2, ~nu · ~nv =

= (a+ d)(a− d) + (b+ e)(b− e) = 0.

C Dvě řešenı́: 2x+ y − 15 = 0, x− 2y − 5 = 0.

D Napřı́klad x cosϕ+ y sinϕ = 0, kde ϕ ∈ 〈0◦; 180◦).

E Chceme, aby pro koeficienty a a b v rovnici přı́mky ax+ by + c = 0 platilo a2 + b2 = 1.

(a) Pro p: x + 7y − 20 = 0 platı́ 12 + 72 = 50, tj. vydělı́me obě strany rovnice čı́slem
√

50

a dostaneme x√
50

+ 7y√
50

= 20√
50

. Z toho r = 20√
50

, cosϕ = 1√
50

a sinϕ = 7√
50

, tedy tgϕ = 7

a ϕ = arctg 7. Tedy p: x cosϕ+ y sinϕ = r, kde ϕ = arctg 7, r =
√

8. Ostatnı́ podobně.

Výsledek: (b) q: x cosϕ+ y sinϕ = r, kde ϕ = 180◦ − arcsin( 5√
34

), r = 2√
34

,

(c) r: x cosϕ+ y sinϕ = r, kde ϕ = 360◦ − arcsin(45), r = 18
5 .

F Zobecnı́m úvahy z předchozı́ úlohy. Rovnici přı́mky p vydělı́me čı́slem
√
a2 + b2 a dostaneme

a√
a2+b2

x+ b√
a2+b2

y = − c√
a2+b2

.

(i) Pokud c < 0, pak cosϕ = a√
a2+b2

, sinϕ = b√
a2+b2

a r = − c√
a2+b2

.

(ii) Pokud c > 0, pak cosϕ = − a√
a2+b2

, sinϕ = − b√
a2+b2

a r = c√
a2+b2

.

G Čı́slo r, ke kterému jsme dospěli v řešenı́ předchozı́ho cvičenı́, je vlastně vyjádřenı́ vzdálenosti
bodu O od přı́mky p: |Op| = |c|√

a2+b2
. Vezměme posunutı́ o vektor (−m1;−m2), které posune

bod M do počátku O, libovolný bod X[x; y] do bodu X ′[x−m1; y −m2] a přı́mku p do přı́mky
p′: ax + by + am1 + c + bm2 = 0 (ověřte). Podle předchozı́ho cvičenı́ pak |Mp| = |Op′| =

= |am1+bm2+c|√
a2+b2

. Vzorec je odvozen.

H (a)D = 0⇔ p, q, r tvořı́ svazek (viz tvrzenı́ 3.2), nebo p, q, r tvořı́ osnovu. (b)D 6= 0⇔ dvě
z přı́mek jsou rovnoběžné, třetı́ je s nimi různoběžná, nebo přı́mky p, q, r ohraničujı́ trojúhelnı́k.
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I Zjednodušme situace tak, že počátek souřadnicové soustavy umı́stı́me do bodu M . Pak lze
rovnici přı́mky p psát ve tvaru p: ax+ by = 0. Na této přı́mce již žádný dalšı́ m-bod neležı́, právě
když b 6= 0 ∧ a

b
6∈ Q.

J Rozlišı́me dva přı́pady. Jestliže c 6∈ Z, je zřejmé, že takové x, y ∈ Z neexistujı́. Jestliže c ∈ Z,
pak na p ležı́ m-bod, právě když rovnice ax+by+c = 0 má celočı́selné řešenı́. Jedná se o lineárnı́
Diofantovskou rovnici pro dvě neznámé a ta má řešenı́, pokud je čı́slo c celočı́selným násobkem
čı́sla D(a, b).

K Úlohu je možno řešit výpočtem průsečı́ků přı́mek, tj. bodů P ,Q,R, které ohraničujı́ zmı́něný
trojúhelnı́k, zjistěnı́m délek stran a použitı́m Heronova vzorce. My zde však podáme řešenı́, které
ukazuje na dalšı́ možnosti čtverečkovaného papı́ru.

(a) Snadno zjistı́me, že průsečı́ky přı́mek p ∩ q, q ∩ r, p ∩ r jsou všechno m-body [0; 0], [1;−3],
[3; 1]. Pro výpočet obsahu trojúhelnı́ku můžeme tedy použı́t některé metody vyvozené pro m-
trojúhelnı́ky (Pickovu formuli, „orámovánı́“, tvrzenı́ 2.1). Obsah trojúhelnı́ku je 5.

(b) Situaci znázornı́me na čtverečkovaný papı́r (obr. 11)

r

p
q

Q

P

R

L

K

Obr. 11

a označı́me {P} = q ∩ r, {Q} = p∩ r, {R} = p∩ q, dále
L[3; 2] bod přı́mky r a K[4; 0] bod přı́mky p. Je zřejmé, že
trojúhelnı́ky PQR a LQK jsou podobné a |KQ| : |RQ| =
= 4 : 3. Protože obsah trojúhelnı́ku KQL je roven 4, platı́
|4KQL| : |4RQP | = 42 : 32, a tedy |4RQP | = 9

16 ·4 =

= 9
4 .

q

p

r

R

P

Q[0; 0]

L

K

Obr. 12

(c) Po znázorněnı́ na čtverečkovaném papı́ru (obr. 12) lze opět využı́t vztahu trojúhelnı́ků PRQ
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a LKQ. Ty jsou podobné, poměr podobnosti je 16 : 11, poměr jejich obsahů bude tedy roven
162 : 112. Tedy |4PRQ| = 121

162 |4LKQ| =
121
162 · 16 = 121

16 .

(d) Úlohu můžeme opět řešit s využitı́m čtverečkovaného papı́ru (obr. 13). Označme opět body P ,
Q, R průsečı́ky přı́slušných přı́mek. Bod R má souřadnice [0; 0]. Souřadnice bodů P , Q nejsou
celočı́selné. Využijeme metody „zvětšovánı́ trojúhelnı́ku“ z úloh (b) a (c), čı́mž se vyhneme
počı́tánı́ souřadnic bodů P a Q.

Hledejme na přı́mce p takový mřı́žový bod Q′

r

p

q

Q

P

R[0; 0]

Q′

Q1

P ′

Obr. 13

a na přı́mce q takový mřı́žový bod P ′, aby troj-
úhelnı́ky PRQ a P ′RQ′ byly podobné. Nej-
bližšı́mi takovými body jsou P ′[5; 5], Q′[6; 2]

a |4P ′RQ′| = 10. Délka úsečky RQ je 3
5

délky úsečky RQ1 (lze zjistit např. metodou
dělenı́ úseček popsanou ve cvičenı́ 2.3F), kde
Q1[3; 1] je prvnı́ mřı́žový bod na polopřı́mce
RQ za bodem Q. Tedy |RQ| : |RQ′| = 3

5 : 2,
a tedy |4PRQ| : |4P ′RQ′| = 9

25 : 4. Odtud
|4PRQ| = 9

10 .

Cvičenı́ 3.9

A R = P − • − Q ⇔ (PQR) = −1, Q = P − • − R ⇔ (PQR) = 2, P = R − • − Q⇔
⇔ (PQR) = 1

2 .

B (a) R ležı́ mezi P , Q, (b) P = R, (c) P ležı́ mezi R, Q, (d) Q ležı́ mezi P , R.

C (QPR) = 1
x
, (QRP ) = x−1

x
, (RQP ) = x

x−1 , (PRQ) = 1− x, (RPQ) = 1
1−x .

D Zavedeme souřadnicovou soustavu tak, aby byloA[0; 0],B[1; 0],C[1; 1],D[0; 1]. PakE[s; 0],
F [1; s], G[1 − s; 1], H[0; 1 − s], kde s = t

t−1 . Lehce prověřı́me, že EFGH je čtverec pro
všechna s.

E (a) Výrok je pravdivý, nebot’D = B − • − C, E = A− • − C, F = A− • −B.

(b) Výrok nenı́ pravdivý. Napřı́klad pokud A[0; 0], B[3; 0], C[0; 3], pak D[1; 2], E[0; 1], F [2; 0].
Trojúhelnı́k ABC je pravoúhlý, ale trojúhelnı́k DEF nenı́.
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Cvičenı́ 3.13

A (a) Přı́mka AC, (b) střed strany BC, (c) trojúhelnı́k ABC uvažovaný jako množina bodů,
(d) střednı́ přı́čka EF , kde E = A− • − C a F = A− • −B.

B
−→
AF = 1

3

−→
AC,

−→
EF = 1

3

−−→
ED.

C Přı́pady (a), (b), (c)ABCD je rovnoběžnı́k, (d) formálně vzato je to opět vyjádřenı́ rovnoběž-
nı́ku, jenže operace „součet bodů“ nebyla definována, takže výraz nemá (aspoň prozatı́m) smysl,
(e) ABCD je lichoběžnı́k, AB ‖ CD, (f) vektory ~c, ~d jsou lineárně nezávislé, protože jinak by
body A, C, D ležely na přı́mce, a tudı́ž ABCD by nebyl čtyřúhelnı́k, (g) vztah je nepřı́pustný,
protože z něj plyne, že A = D, ABCD degeneruje na trojúhelnı́k, (h) ABCD je lichoběžnı́k,
~a = −2~c.

D Důkaz pro přı́pad, kdy jeABCD čtverec, lze bez jakékoli změny přenést na přı́pad obdélnı́ku
i rovnoběžnı́ku. V důkazu jsme totiž nikde nepoužili ani pojem velikosti úsečky, délky, ani mı́ru
úhlu (např. kolmost). Hlavnı́m pracovnı́m nástrojem byl dělicı́ poměr. Podobné situace nazýváme
afinnı́mi a podrobně je budeme studovat v souvislosti s transformačnı́mi grupami v analytické
geometrii v dalšı́m semestru.

E Výsledek: 1
z

= 1
x

+ 1
y
. Závislost platı́ i v přı́padě, že X probı́há celou přı́mku AB a Y celou

přı́mkuAD s výjimkou třı́ přı́padů:X = A, tj. x = 0; Y = A, tj. y = 0;XY ‖ AC, tj. x+y = 0.

F Právě když 0 > p > q > −1.

G (a) Dané dvě přı́mky jsou na sebe kolmé. (b) Přı́mka OM : bx − ay = 0, přı́mka λ(M):
ax+by = 1 a (b;−a) · (a; b) = 0. (c) Jsou to všechny body kružnice k: x2+y2 = 1. (d)A[a1; a2],
B[b1; b2], λ(B): b1x + b2y = 1, A ∈ λ(B) ⇔ b1a1 + b2a2 = 1 a λ(A): a1x + a2y = 1,
B ∈ λ(A)⇔ a1b1 + a2b2 = 1. QED.

(e) Zobrazenı́ se nazývá kruhová inverze. Kruhová inverze, která má střed v počátku, a základnı́
kružnice inverze má poloměr 1, je tedy zobrazenı́, které je definováno takto:

∀X(x; y) ∈ R, (x; y) 6= (0; 0); ∃X ′
[ x

x2 + y2
;

y

x2 + y2
]
.

H Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že střed S ležı́ na ose x, tj. S[d; 0] (obr. 14).
Pak pro bod A ∈ k je A[d − r; 0] a platı́ A′ = λ(A) = [ 1

d−r ; 0], když d 6= r. Podobně pro bod
B ∈ k je B[d+ r; 0] a platı́ B′ = λ(B) = [ 1

d+r ; 0], když d 6= −r.

Bod S se zobrazı́ do bodu S ′ = A′ − • − B′ = [ d
d2−r2 ; 0], vzdálenost |S ′A′| je 12 |

1
d−r −

1
d+r | =

= | r
d2−r2 |.
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O

y

xA BS[d; 0]

r

k

Obr. 14

Hypotéza: Kružnice k se zobrazı́ do k′ o rovnici
(x− d

d2−r2 )
2 + y2 = r2

(d2−r2)2 . Musı́me dokázat:

X ∈ k ⇔ λ(X) ∈ k′.

Necht’ tedy X[u; v] ∈ k, tj. (u − d)2 + v2 = r2. Pak pro λ(X) = X ′ = [ u
u2+v2 ;

v
u2+v2 ] platı́

(dosadı́me souřadnice bodu X ′ do levé strany rovnice k′ a budeme upravovat):(
u

u2 + v2
− d

d2 − r2

)2
+

v2

(u2 + v2)2
=

u2 + v2

(u2 + v2)2
− 2ud

(u2 + v2)(d2 − r2)
+

d2

(d2 − r2)2
=

=
d2 − r2 − 2ud

(u2 + v2)(d2 − r2)
+

d2

(d2 − r2)2
∗
=

−(u2 + v2)
(u2 + v2)(d2 − r2)

+
d2

(d2 − r2)2
=

=
d2 − (d2 − r2)

(d2 − r2)2
=

r2

(d2 − r2)2
= r′2

Rovnost označená ∗ plyne z faktu, že X ∈ k.

Zbývá vyšetřit přı́pady d = r a d = −r, tj. ty, kdyO ∈ k. Necht’d = r. Pak k: (u−d)2+v2 = d2

a tedy k: u2 + v2 = 2ud. V tomto přı́padě pro X[u; v] ∈ k je X ′[ u
u2+v2 ;

v
u2+v2 ] (kromě přı́padu

u = v = 0, tj. X = O). Pak X ′[ 12d ; v
2ud ], tedy X ′ ležı́ na přı́mce o rovnici x = 1

2d . Pro d = −r
postupujeme analogicky. Bod X ′ pak ležı́ na přı́mce o rovnici x = − 12d .

I Budeme vycházet z předchozı́ úlohy. λ(k) = k ⇒ S = S ′ ⇒ d = d
d2−r2 ⇒ d = 0 ∨

∨ d2 − r2 = 1.
I. d = 0, pak S = S ′ = O a kružnice jsou soustředné a r = r′, právě když r = 1. Jedná se tedy
o základnı́ kružnici kruhové inverze K: x2 + y2 = 1.

II. d 6= 0 a d2 − r2 = 1, tj. d2 = 1 + r2. Označme {M} = k ∩ K (obr. 15). Bod M má
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souřadnice [1
d
; r
d
]. Vektory

−−→
MO a

−−→
MS jsou na sebe kolmé, tedy

−−→
MO(−1

d
;− r

d
),
−−→
MS(−d2−1

d
;− r

d
)

a (−1
d
;− r

d
) · (d2−1

d
;− r

d
) = 1−d2

d2
+ r2

d2
= 0. Kružnice k aK jsou na sebe kolmé (tečny v průsečı́ku

M kružnic k aK jsou na sebe kolmé). Řı́káme také, že kružniceK ortogonálně protı́ná kružnici k.

O

y

xBS[d; 0]

r

kK
M1

M2

Obr. 15

Cvičenı́ 3.15

A Zvolme repér 〈A, ~u = B − A,~v = C − A〉 a počı́tejme v jeho souřadnicové soustavě. Označme
F = [p; 0], E = [0; q], p′ = p − 1, q′ = q − 1. Bod D je průsečı́k přı́mek BC: x + y = 1

a EF : xq + yp = pq a má tedy souřadnice D = [ pq
′

q−p ; p′q
p−q ].

Dále pak
A− F = (−p; 0), B − F = (−p′; 0)⇒ x = p

p′
,

A− E = (0;−q), C − E = (0;−q′)⇒ z = q′

q
,

B −D = mp′q(1;−1), C −D = mpq′(1;−1)⇒ y = p′q
pq′

, kde m = (p− q)−1.

Odtud lehce najdeme hledanou závislost x · y · z = 1.

B Repér i význam pı́smen p, q, p′, q′ je stejný jako v předchozı́m cvičenı́. Přı́mkyCF : x+py = p,
BE: qx+y = q se protnou v boděQ = [ pq′

pq−1 ;
p′q
pq−1 ] a přı́mkyBC:x+y = 1 aAQ: p′qx−pq′y = 0

v bodě D = [npq′;np′q], kde n = (p′q + pq′)−1.
Dále B −D = np′q · (1;−1), C −D = −npq′ · (1;−1). Odtud y = −p′q

pq′
.

Podobně A− E = q(0;−1), C − E = q′(0;−1), tedy z = q′

q
.

A konečně B − F = p′(−1; 0), A− F = p(−1; 0), což znamená x = p
p′

.
Pomocı́ vyjádřenı́ čı́sel x, y, z najdeme hledanou závislost: x · y · z = −1.

C Zvolme repér 〈A, ~u = B − A,~v = D − A〉. V jeho souřadnicové soustavě označme K =

= [p; 0], L = [0; q], p′ = p − 1, q′ = q − 1, r = (p′ + q′)−1, s = (p′ − q′)−1 = (p − q)−1,
t = (pq − 1)−1.
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Vypočteme body C, M , N : C[tpq′; tp′q], M [rpq′; rp′q], N [−spq′; sp′q].
L−M = rq′ · (−p; q), K −M = rp′ · (p;−q)⇒ x = −q′

p′
,

L−N = sq′ · (p;−q), K −N = sp′ · (p;−q)⇒ y = q′

p′
.

Hledaná závislost: x+ y = 0.

D Zvolı́me repér 〈O, ~u,~v〉, kde O je průsečı́k přı́mek AC, BD, ~u je libovolný směrový vektor
přı́mky OA, ~v je libovolný směrový vektor přı́mky OB. Označme A = [a; 0], B = [0; b],
C = [c; 0], D = [0; d], E = [e; 0], F = [0; f ].

Přı́mky BC: bx+ cy = bc a EF : fx+ ey = ef se protı́najı́ v bodě
K = [kce(b− f); kbf(e− c)], kde k = [be− cf)−1,
Přı́mky CD: dx+ cy = cd a AF : fx+ ay = af se protı́najı́ v bodě
L = [lac(d− f); ldf(a− c)], kde l = [ad− cf)−1,
Přı́mky AB: bx+ ay = ab a DE: dx+ ey = de se protı́najı́ v bodě
M = [mae(d− b);mbd(a− e)], kde m = (ad− be)−1.

Použijeme tvrzenı́ 3.5. Napı́šeme determinant, který rozhodne o tom, zda body K, L, M ležı́,
nebo neležı́ v přı́mce. Nezajı́má nás hodnota determinantu, pouze to, zda je roven 0. „Nulita“
determinantu se neměnı́, když prvnı́ řádek dělı́me čı́slem k, druhý čı́slem l a třetı́ čı́slem m:∣∣∣∣∣∣∣

kce(b− f) kbf(e− c) 1

lac(d− f) ldf(a− c) 1

mae(d− b) mbd(a− e) 1

∣∣∣∣∣∣∣ ≈
∣∣∣∣∣∣∣
ce(b− f) bf(e− c) be− cf
ac(d− f) df(a− c) ad− cf
ae(d− b) bd(a− e) ad− be

∣∣∣∣∣∣∣
Dále dělı́me prvnı́ řádek čı́slem bcef , druhý čı́slem acdf a třetı́ čı́slem abde. Mı́sto 1

x
pı́šeme x′.

Dostáváme determinant: ∣∣∣∣∣∣∣
f ′ − b′ c′ − e′ c′f ′ − b′e′

f ′ − d′ c′ − a′ c′f ′ − a′d′

b′ − d′ e′ − a′ b′e′ − a′d′

∣∣∣∣∣∣∣
Řádky tohoto determinantu jsou lineárně závislé, nebot’ prvnı́ mı́nus druhý plus třetı́ je nulový
řádek. Proto je to determinant nulový. Body K, L, M ležı́ v přı́mce. Tvrzenı́ je dokázáno.

Poznámka: Při volbě repéru jsme měli možnost volit vektory ~u, ~v tak, aby se souřadnice dvou
bodů zjednodušily. Napřı́klad kdybychom byli volili ~u = A−O, ~v = D−O, bylo by a = d = 0.
My jsme však záměrně toto zjednodušenı́ nevyužili, aby lépe vynikla přı́padná souměrnost. Ta
nám též vlastně pomohla najı́t rychlé řešenı́. Podobné nevyužitı́ možnosti specifikace je účinné
u mnoha úloh. Napřı́klad i u dalšı́ a poslednı́ ze série konfiguracı́ E.

[!] Pozorný čtenář již asi zaregistroval autorovu lež. Hned na začátku důkazu jsme jako samo-
zřejmost předpokládali, že přı́mky AC a BD jsou různoběžky. Nic nás k tomu neopravňovalo.
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Musı́me se všı́ skromnostı́ přiznat, že úloha je vyřešena jen pro přı́pad, že přı́mky AC, BD jsou
různoběžné. Přı́pad AC ‖ BD je nutno doplnit. Toto potěšenı́ přenecháme čtenáři.

E Necht’~u, ~v, ~w jsou směrové vektory přı́mek SA, SB, SC volené tak, aby ~u+~v = ~w. Zvolme
repér 〈S, ~u,~v〉, označme A = [a; 0], B = [0; b], C = [c; c], D = [d; 0], E = [0; e], F = [f ; f ].

Přı́mky BC: (b− c)x+ cy = bc a EF : (e− f)x+ fy = ef se protı́najı́ v bodě
K = [kcf(b− e); kcb(f − e) + kef(b− c)], kde k = (bf − ce)−1.

Přı́mky AC: cx+ (a− c)y = ac a DF : fx+ (d− f)y = df se protı́najı́ v bodě
L = [lac(f − d) + ldf(a− c); lcf(a− d)], kde l = (af − cd)−1.

Přı́mky AB: bx+ ay = ab a DE: ex+ dy = de se protı́najı́ v bodě
M = [mad(b− e);mbe(d− a)], kde m = (bd− ae)−1.

Chceme dokázat, že body K, L, M ležı́ v přı́mce. Podle tvrzenı́ 3.5 stačı́ dokázat, že∣∣∣∣∣∣∣
kcf(b− e) kcb(f − e) + kef(b− c) 1

lac(f − d) + ldf(a− c) lcf(a− d) 1

mad(b− e) mbe(d− a) 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Prvnı́ řádek dělı́me čı́slem k, druhý čı́slem l a třetı́ čı́slem m:∣∣∣∣∣∣∣
cf(b− e) cb(f − e) + ef(b− c) bf − ce

ac(f − d) + df(a− c) cf(a− d) af − cd
ad(b− e) be(d− a) bd− ae

∣∣∣∣∣∣∣
Dále dělı́me prvnı́ řádek čı́slem bcef , druhý čı́slem acdf a třetı́ čı́slem abde. Mı́sto 1

x
pı́šeme x′.

Dostáváme determinant∣∣∣∣∣∣∣
e′ − b′ e′ − b′ + c′ − f ′ c′e′ − b′f ′

d′ − a′ + c′ − f ′ d′ − a′ c′d′ − a′f ′

e′ − b′ a′ − d′ a′e′ − b′d′

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
v v + w X

u+ w u Y

v −u Z

∣∣∣∣∣∣∣ ,
který jsme zjednodušili zavedenı́m označenı́ u, v,w,X , Y ,Z: v = e′−b′, u = d′−a′,w = c′−f ′,
X = c′e′ − b′f ′, Y = c′d′ − a′f ′, Z = a′e′ − b′d′.

Poslednı́ determinant upravı́me. Druhý řádek přičteme k prvnı́mu i k třetı́mu a označı́me
t = u + v + w. Pak druhý sloupec odečteme od prvnı́ho. Konečně použijeme Cramerovo
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pravidlo a výraz upravı́me.∣∣∣∣∣∣∣
t t X + Y

u+ w u Y

t 0 Y + Z

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
0 t X + Y

w u Y

t 0 Y + Z

∣∣∣∣∣∣∣ = t(tY − wY − wZ − uX − uY ) =

= −t(uX − vY + wZ) =

= −t[(d′ − a′)(c′e′ − b′f ′)− (e′ − b′)(c′d′ − a′f ′) + (c′ − f ′)(a′e′ − b′d′)] = 0

Poznámka: Zajı́mavé poznánı́ o metodě analytické geometrie přinese zamyšlenı́ se nad tı́m, do
jaké mı́ry bylo naše řešenı́ pěti konfiguračnı́ch cvičenı́ v souladu s návodem diskutovaným v 3.8B.
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Kapitola 4

Cvičenı́ 4.5

A Dokážeme dvě inkluze. (i) B ⊂ A, (ii) A ⊂ B.

(i) Necht’ je dán bod X ∈ B, X = M + x~p + y~q. Tedy čı́sla x, y ∈ R jsou dána. Pak podle
4.2A X = [d

a
; 0; 0] + x(−b; a; 0) + y(−c; 0; a) = [d

a
− xb− yc;xa; ya], tedy x1 = d

a
− xb− yc,

x2 = xa, x3 = ya a ax1 + bx2 + cx3 = d, tj. X ∈ A.

(ii) Naopak, necht’ jsou dány souřadnice x1, x2, x3 bodu X ∈ A, tedy ax1 + bx2 + cx3 = d,
z čehož plyne x1 = d

a
− bx2

a
− cx3

a
. Položme x = x2

a
, y = x3

a
. Ověřenı́m zjistı́me, že skutečně

X = M + x~p+ y~q. Tedy X ∈ B.

B Uvažujme čtyři přı́pady.

1. ~u = ~v = ~w = ~o. Pak A = B = C = D. Všechny čtyři body splývajı́.

2. Jeden z vektorů ~u, ~v, ~w je nenulový a zbylé dva jsou jeho násobkem. Necht’napřı́klad ~u 6= ~o.
Pak jsou A, B různé a body C, D ležı́ na přı́mce AB.

3. Dva z vektorů ~u, ~v, ~w jsou lineárně nezávislé a třetı́ vektor je jejich lineárnı́ kombinacı́. Necht’
napřı́klad ~u, ~v jsou lineárně nezávislé. Pak ABC je rovina a bod D v nı́ ležı́.

4. Všechny tři vektory ~u, ~v, ~w jsou lineárně nezávislé. Pak 〈A, ~u,~v, ~w〉 je repér prostoru E3

a ABCD je čtyřstěn, tj. tyto čtyři body neležı́ v rovině.

C (a) (i)B = A+ 1
2(~u− ~w+~v), C = A+~u,D = A+ 1

2~u−
1
2~v+ 1

2 ~w, E = A− 12~u+ 1
2~v+ 1

2 ~w,
F = A+ ~v, G = A+ 1

2~u+ 1
2~v + 1

2 ~w, H = A+ ~w.
(ii) A[0; 0; 0], B[12 ;

1
2 ;−

1
2 ], C[1; 0; 0], D[12 ;−

1
2 ;
1
2 ], E[−12 ;

1
2 ;
1
2 ], F [0; 1; 0], G[12 ;

1
2 ;
1
2 ], H[0; 0; 1].

(b) (i) Např. úsečka AB = {A+ 1
2t(~u+ ~v − ~w), t ∈ 〈0, 1〉}.

(ii) Např. úsečka AB = {[12t;
1
2t;−

1
2 ], t ∈ 〈0, 1〉}.

(c) Např. stěna ABCD. (i) ABCD = {A+ 1
2t(~u+ ~v − ~w) + 1

2r(~u− ~v + ~w), t, r ∈ 〈0, 1〉}.
(ii) ABCD = {[ t2 −

r
2 ;

t
2 + r

2 ;−
t
2 + r

2 ], t, r ∈ 〈0, 1〉}.

Ostatnı́ přenecháme čtenáři.

D Přı́mka r je rovnoběžná s přı́mkou o, tedy jejı́ směrový vektor~r je lineárně závislý se směrovým
vektorem ~o = (0; 1; 1) přı́mky o, tj. r = X + k~o, k ∈ R. Dále vı́me, že přı́mka r protı́ná přı́mku
p. Označme p ∩ r = {A}. Bod A je nějakým bodem přı́mky p, proto A[1;mA; 0]. Přı́mka r musı́
být také různoběžná s přı́mkou q. Jejich průsečı́k B musı́me tedy umět vyjádřit jednak jako bod
přı́mky r, ale také jako bod přı́mky q: B = [1;mA; 0] + kB(0; 1; 1) = [0; 0; 1] + tB(1; 1; 0).
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Řešenı́m jednoduché soustavy třı́ rovnic pro tři neznámé dostáváme mA = 0, kB = 1, tB = 1.
Odtud r = [1; 0; 0] + k(0; 1; 1) nebo též r: x = 1, y = k, z = k; A[1; 0; 0], B[1; 1; 1].

E Rada: Přı́čku r můžeme najı́t např. jako průsečnici roviny α určené přı́mkou p a bodem S

a roviny β určené přı́mkou q a bodem S.

Výsledek: r: x = 1
2 + s, y = 1

2 + s, z = 1
2 − s, s ∈ R.

F (1) (a) Směrové vektory ~p, ~q přı́mek p, q jsou lineárně nezávislé, vektor
−→
PQ je lineárnı́

kombinacı́ vektorů ~p, ~q, tedy dim 〈P, ~p, ~q〉 = 2 a dim
〈
P, ~p, ~q,

−→
PQ
〉

= 2. Přı́mky p, q jsou
různoběžné a jejich průsečı́k X má souřadnice [1; 0;−1].
(b) dim

〈
R,~r, ~n,

−−→
RN

〉
= 3, tedy přı́mky r, n jsou mimoběžné.

(c) dim
〈
P, ~m,~k

〉
= 1, dim

〈
P, ~m,~k,

−−→
PM

〉
= 2, tedy přı́mky m, k jsou rovnoběžné různé.

(d) dim
〈
P,
−−→
PM,

−→
PQ,
−→
RS
〉

= 3, tedy přı́mka r je s rovinou α různoběžná a protı́ná ji v bodě

Y = [34 ;
1
4 ;
1
4 ].

(2) 2x− 3y + 5z − 2 = 0

G Podobně jako v úloze 4.2C použijeme k popisu vzájemné polohy rovin α, β dva prostory:
F = {A+ x~p+ y~q + u~u+ v~v;x, y, u, v ∈ R} a G = {A+ x~p+ y~q + z(B −A);x, y, z ∈ R}.
Pak nastávajı́ tyto možnosti:

dimF dimG vzájemná poloha
2 2 α = β

2 3 α ‖ β ∧ α 6= β

3 3 α, β jsou různoběžné

Cvičenı́ 4.7

A V souřadnicové soustavě dané repérem 〈D,~u = A−D,~v = B −D, ~w = C −D〉 je
TA = [0; 13 ;

1
3 ], TB = [13 ; 0; 13 ], TC = [13 ;

1
3 ; 0], TD = [13 ;

1
3 ;
1
3 ], odkud pak dále:

ta = {A+ p(TA − A); p ∈ 〈0, 1〉} = {[1− p; p3 ;
p
3 ]; p ∈ 〈0, 1〉}, podobně

tb = {[m3 ; 1−m; m3 ];m ∈ 〈0, 1〉}, tc = {[n3 ;
n
3 ; 1− n];n ∈ 〈0, 1〉}, td = {[ q3 ;

q
3 ;

q
3 ]; q ∈ 〈0, 1〉}.

Najdeme průsečı́k těžnic ta a td: T = [1− p; p3 ;
p
3 ] = [ q3 ;

q
3 ;

q
3 ].

Odtud 1− p = q
3 a p = q, tj. p = q = 3

4 a T = [14 ;
1
4 ;
1
4 ].

Ze symetrie plyne, žeT ležı́ i na tb, tc, což lze nahlédnout lehce přı́mo. ProtožeT−A = 3
4(TA−A),

je
−−→
TAT = 1

4

−−→
TAA.
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B Bod Q1 probı́há vnitřek těžnice td, bod Q2 probı́há vnitřek těžnice tc (s výjimkou těžiště T ,
jestliže rovnoběžnı́k nepovažujeme za speciálnı́ přı́pad lichoběžnı́ku).

C Výsledek: 1
w

= 1
x

+ 1
y

+ 1
z
. Vztah platı́ i pro X , Y , Z, které neležı́ uvnitř přı́slušných hran,

ale pohybujı́ se po přı́mce. Musı́me však vyloučit přı́pady, kdy X = A, Z = A, Y = A, W = A.

D Rada: Použijte v řešenı́ tvrzenı́ 4.1 pro zajištěnı́ toho, aby bodyA′,B′,C ′,D′ byly komplanárnı́.

Výsledek: 1
a

+ 1
c

= 1
b

+ 1
d
.

Cvičenı́ 4.9

A Přı́pady (a)–(e) jsou lehké. Dokážeme přı́pad (f). Přı́mý výpočet dá

(~a×~b) · ~c =

(∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ ;−
∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
)
· (c1, c2, c3) =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = det[~a,~b,~c].

Dále pak platı́ ~a · (~b× ~c) = (~b× ~c) · ~a = det[~b,~c,~a] = det[~a,~b,~c] = (~a×~b) · ~c

B Dlouhý výpočet si zjednodušı́me tı́me, že se omezı́me na porovnánı́ členů obsahujı́cı́ch
souřadnici a1. Na levé straně dostaneme výraz∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣c1 c2

d1 d2

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣c1 c3

d1 d3

∣∣∣∣∣+ · · · = a1b2(c1d2 − d1c2) + a1b3(c1d3 − d1c3) + . . . .

Na pravé straně vztahu dostaneme výraz
a1c1(b1d1 + b2d2 + b3d3) − a1d1(b1c1 + b2c2 + b3c3) + · · · = a1b2(c1d2 − d1c2) + a1b3(c1d3 −
−d1c3) + . . . .

Vidı́me, že oba výrazy jsou stejné. Analogicky jsou stejné i výrazy obsahujı́cı́ souřadnici a2
i výrazy obsahujı́cı́ souřadnici a3. Tı́m je identita dokázána.

C Řešenı́m je tvrzenı́ 4.6.

Tvrzenı́ 4.6: V kartézské souřadnicové soustavě je dán čtyřstěn A[a1; a2; a3], B[b1; b2; b3],
C[c1; c2; c3], D[d1; d2; d3]. Objem čtyřstěnu ABCD je dán vzorcem

VABCD =
1
6
· |

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 1

b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1

d1 d2 d3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ |.

Důkaz: Patu kolmice spuštěné z vrcholu C na rovinuABD označmeM . Objem VABCD najdeme
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jako 1
3 · S · d, kde S je obsah trojúhelnı́ku ABD a d = |MC| je výška čtyřstěnu odpovı́dajı́cı́

vrcholu C.

Označme ~a = A−D,~b = B −D, ~c = C −D. Vektor ~n = ~a×~b
|~a×~b|

je jednotkový vektor kolmý na
rovinu ABD.

Výpočet S: Podle úlohy 4.8F je |~a × ~b| obsah rovnoběžnı́ku, jehož polovinou je trojúhelnı́k
ABD. Proto S = 1

2 |~a×~b|.

Výpočet d: Vı́me, že d = |C −M | = |~c − ~m|, kde ~m = M − D. Protože jsou vektory
−−→
MC

a ~u kolmé na rovinu ABD, jsou lineárně závislé. Navı́c |~n| = 1, proto
−−→
MC = ±d · ~n, kde

znaménko závisı́ na orientaci vektoru ~n. To ale nehraje žádnou roli. Platı́ totiž
−−→
MC = ~c− ~m, tj.

±d ·~n = ~c− ~m, odkud±d ·~n ·~n = ~c ·~n− ~m ·~n = ~c ·~n, nebot’~m ⊥ ~n. Tedy d = |~c ·~n| = |~c(~a×~b)
|~a×~b|
|.

Výpočet VABCD: Oba dı́lčı́ výsledky dosadı́me do původnı́ho vztahu. Dostaneme VABCD =

= 1
3 · S · d = 1

6 |~a×~b| · |
~c(~a×~b)
|~a×~b|
| = 1

6 |(~a×~b) · ~c|.

Podle vztahu (f) ze cvičenı́ 4.9A je

|(~a×~b)·~c| = | det[~a,~b,~c]| = |

∣∣∣∣∣∣∣
a1 − d1 a2 − d2 a3 − d3
b1 − d1 b2 − d2 b3 − d3
c1 − d1 c2 − d2 c3 − d3

∣∣∣∣∣∣∣ | = |
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − d1 a2 − d2 a3 − d3 1

b1 − d1 b2 − d2 b3 − d3 1

c1 − d1 c2 − d2 c3 − d3 1

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ | =

= |

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 1

b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1

d1 d2 d3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ |.
Odtud ihned plyne tvrzenı́ 4.6.

D Z rovnice roviny γ máme z = 4y − 1 a z rovnice roviny β pak x = 4 − y. Tedy bod
M(t) = [4− t; t; 4t−1] pro t ∈ R probı́há přı́mku p. Hledáme takové hodnoty b 6= c parametru t,
aby bodyB = M(b),C = M(c) spolu s bodemA[0; 1; 0] tvořily rovnostranný trojúhelnı́k, tj. aby
|AB| = |AC| = |BC|. Po přepsánı́ do souřadnic dostaneme b2 − b+ 1 = c2 − c+ 1 = (b− c)2.

Z prvnı́ho vztahu je b2− c2 = b− c, tj. (b− c)(b+ c− 1) = 0, tedy b+ c− 1 = 0, čili b = 1− c.
Po dosazenı́ do druhé rovnosti je c2 − c+ 1 = (1− 2c)2, tj. c(c− 1) = 0.

Dvě možnosti, které zı́skáváme b = 0, c = 1 a b = 1, c = 0, se lišı́ pouze označenı́m. Stačı́ vzı́t
jen prvnı́ z nich a pak jsou B[4; 0;−1], C[3; 1; 3] hledané body.

E (a) d, (b) d, (c) d√
3
, (d) d√

6
.

F Vzdálenost hran AB a CD označme |AB,CD|. (a) |AB,CD| = 2, |AC,BD| = 1,
|AD,BC| = 1. (b) |AB,CD| = 2, |AC,BD| = 2

3

√
3, |AD,BC| =

√
2.
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G Necht’vA, vB, vC , vD jsou přı́mky výšek vedených z vrcholů A, B, C a D. Jejich směrové
vektory najdeme pomocı́ vektorového součinu. Např. −→vA =

−−→
BD ×

−−→
BC.

(a) Přı́mky vA = {[0; 0; 0] + a(−2;−2;−1), a ∈ R} a vB = {[1; 1; 0] + b(−2;−2; 1), b ∈ R}
jsou různoběžné a protı́najı́ se v bodě V [12 ;

1
2 ;
1
4 ].

Přı́mky vC = {[1; 0; 2] + c(2;−2; 1), c ∈ R} a vD = {[0; 1; 2] + d(−2; 2; 1), d ∈ R} jsou
různoběžné a protı́najı́ se v boděW [12 ;

1
2 ;
7
4 ]. Ostatnı́ čtyři dvojice přı́mek výšek jsou mimoběžné.

Takovýto čtyřstěn se nazývá biortocentrický.

(b) ČtyřstěnABCD je rovněž biortocentrický: vA∩vB = {B}, kdeB[1; 1;−1], vC ∩vD = {C},
kde C[1; 1; 1]. Ostatnı́ čtyři dvojice přı́mek výšek jsou mimoběžné.

H Střed kulové plochy opsané čtyřstěnu je průsečı́kem rovin souměrnosti jednotlivých hran
čtyřstěnu. Vezměme napřı́klad roviny souměrnosti třı́ hran AB, AC a AD , které neležı́ v jedné
stěně, a označme je po řadě β, γ, δ. Vektory

−→
AB,

−→
AC,
−−→
AD jsou normálové vektory rovin β, γ, δ.

Ty procházejı́ středy přı́slušných hran.

(a) β: x+ y− 1 = 0, γ: x+ 2z− 2, 5 = 0, δ: y+ 2z− 2, 5 = 0, β ∩ γ ∩ δ = {O}, O[0,5; 0,5; 1].

(b) β: x = 0, γ: x+ z = 0, δ: x− y + z = 0, β ∩ γ ∩ δ = {O}, O[0; 0; 0].

I Střed podstavy S je těžiště trojúhelnı́ku ACE, tedy S[11; 5; 1] a D = S +
−→
AS = [14; 0;−7],

F = S +
−→
CS = [12; 1; 10] a B = S +

−→
ES = [7; 14; 0].

Obsah podstavy, tj. pravidelného šestiúhelnı́ku, je 147
√

3. Objem jehlanu je 13 · 147
√

3 · |SV | =
= 1 029, z čehož po úpravě |SV | = 21√

3
= 7 ·

√
3.

Vektor
−→
SV je kolmý na vektor

−→
SA a

−→
SC, tedy

−→
SV =

−→
SA ×

−→
SC a po úpravě

−→
SV = t(11; 5; 1).

Konečně |
−→
SV | =

√
t2(112 + 52 + 12) = |t|

√
147 = 21√

3
a odtud t = 1, nebo t = −1. Dostáváme

dva výsledky: V1 = S +
−→
SV = [22; 10; 2], V2 = S −

−→
SV = [0; 0; 0].

J Hledáme nejprve bod D[d1; d2; d3]. Vı́me, že

D ∈ ABM ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 1

−5 4 7 1

3 0 1 1

d1 d2 d3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇒ d1 + 8d2 − 4d3 + 1 = 0.

(Použili jsme tvrzenı́ 4.1.)

AD ⊥ AB ⇒ (D − A)(B − A) = 0⇒ −4d1 + 4d2 + 7d3 − 4 = 0

|AD| = |AB| ⇒ (d1 + 1)2 + d22 + d23 = 81
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Zı́skaná soustava třı́ rovnic má dvě řešenı́:

d1 = 7, d2 = 1, d3 = 4 a d1 = −9, d2 = −1, d3 = −4.

Podmı́nce d1 = 0 vyhovuje pouze prvnı́ řešenı́, tedy D[7; 1; 4].

Vrchol C ted’zı́skáme z vazby C −•−A = B−•−D, tj. ci+ai2 = bi+di
2 pro i = 1, 2, 3. Z těchto

vztahů zı́skáme C[3; 5; 11].

Vrchol E[e1; e2; e3] najdeme ze třı́ podmı́nek:

AE ⊥ AB ⇒ (e1 + 1; e2; e3) · (−4; 4; 7) = 0 ⇒ −4e1 + 4e2 + 7e3 = 4

AE ⊥ AD ⇒ (e1 + 1; e2; e3) · (8; 1; 4) = 0 ⇒ 8e1 + e2 + 4e3 = −8

|AE|2 = |AB|2 ⇒ (e1 + 1)2 + e22 + e23 = 81

Z této soustavy třı́ rovnic dostáváme dvě řešenı́

e1 = 0, e2 = 8, e3 = −4, nebo e1 = −2, e2 = −8, e3 = 4.

Podmı́nce e1 = 0 vyhovuje pouze prvnı́ řešenı́, tedy E[0; 8;−4].

Dále ze vztahů A− • − F = B − • −E, A− • −G = C − • −E a A− • −H = D − • −E
najdeme F [−4; 12; 3], G[4; 13; 7], H[8; 9; 0].

K Roviny α, β, ρ majı́ společnou přı́mku, tedy hod

 1 −4 −1 1

3 3 0 −2

a b c d

 = 2.

Odtud plyne, že třetı́ řádek matice je lineárnı́ kombinacı́ prvnı́ch dvou řádků: a = t + 3r,
b = −4t+ 3r, c = −t, d = t− 2r, kde t, r ∈ R, alespoň jedno z čı́sel t, r je nenulové.

Z podmı́nkyR ∈ ρ plyne 2a− c+d = 0, tj. t+ r = 0. Položme r = 1, t = −1 a zı́skáme rovnici
roviny ρ: 2x+ 7y + z − 3 = 0. Podobně z podmı́nky S ∈ σ máme σ: 4x− y − z − 1 = 0.

K důkazu tvrzenı́ |<)αρ| = |<) βρ| stačı́ ukázat |Rα| = |Rβ| (obr. 16). Skutečně |Rα| = |2+1+1|√
1+16+1

,

|Rβ| = |6−2|√
9+9

, tedy |Rα| = |Rβ|. Stejně |Sα| = 8
3
√
2

= |Sβ|.

L Bod S[−4; 4; 7] je střed tělesové úhlopřı́čky EF a tedy je to i střed oktaedru. Rovina δ:
4x − 4y − 7z + 81 = 0 je rovinou souměrnosti úhlopřı́čky EF , tedy A,B,C,D ∈ δ. Konečně
|ES| = 9 a |EA| = |ES|

√
2 = 9

√
2.
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α

ρ

β

R

Obr. 16

Pro bod A[u; v;w] máme
A ∈ ρ⇒ u+ v − w + 2 = 0,

A ∈ δ ⇒ 4u− 4v − 7w + 81 = 0.

Tedy v = 67−3u
11 ,w = 8u+89

11 . Protože |EA| = 9
√

2, platı́ u2+v2+w2 = 162. Po dosazenı́ za v aw
do kvadratické rovnice a po úpravě máme 97u2 + 511u− 3 596 = 0, odkud u1 = 4, u2 = −89997 .
Zadánı́ vyhovuje pouze celočı́selné řešenı́, tj. u = 4. Po dopočı́tánı́ zbylých souřadnic dostáváme
A[4; 5; 11].

Bod C vyjádřı́me jako C = S +
−→
AS = [−12; 3; 3]. Směrový vektor ~u přı́mky BD zı́skáme

jako vektorový součin vektorů
−→
SE a

−→
SA a bod B, resp. D vyjádřı́me jako B = S + t1~u, resp.

D = S+ t2~u. Vektor ~u vyjde (−1;−8; 4) a najdeme taková čı́sla t1, resp. t2, aby |BS| = |DS| =
= |AS| = 9.

Výsledek: B[−5;−4; 11], D[−3; 12; 3].

M Pata kolmice z bodu A na rovinu ρ je bod S[103 ; 103 ;−13 ]. (Bod S najdeme z podmı́nek S ∈ ρ
a S ležı́ na přı́mce p, která je kolmá na rovinu ρ.) Velikost |AS| = |Aρ| = 14√

3
je délka výšky

čtyřstěnu. Tedy délka hrany je |AS| ·
√
3
2 = 7

√
2.

Vrchol B[u; v;w] najdeme z podmı́nek:

B ∈ ρ⇒ −11u+ v + 5w + 35 = 0

B ∈ σ ⇒ 9u− 4v + w − 49 = 0

Tedy v = 8u−40
3 , w = 5u−13

3 . Protože |AB| = 7
√

2, platı́ (u + 4)2 + (v − 4)2 + (w − 3)2 = 98.
Po dosazenı́ za v a w do kvadratické rovnice a po úpravě zı́skáme rovnici (u− 5)2 = 0, která má
jediný kořen u = 5. Tedy B[5; 0; 4].
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Dále hledáme bod C[b; c; d]. Najdeme nejprve pomocný bod E = C − • − D pomocı́ bodu S
(těžiště trojúhelnı́ku ABC) a vektoru

−→
BS jako E = S + 1

2(S − B) = [52 ; 5;−52 ]. Pak pro bod C
platı́

CE ⊥ EB ⇒ (C − E)(E −B) = 0⇒ 5b− 10c+ 13d+ 70 = 0,

C ∈ ρ ⇒ −11b+ c+ 5d+ 35 = 0,

|CB| = 7
√

2 ⇒ (b− 5)2 + c2 + (d− 4)2 = 98.

Z prvnı́ch dvou lineárnı́ch rovnic najdeme

b =
3d
5

+ 4 a c =
8d
5

+ 9

a dosadı́me do poslednı́ rovnice, kvadratické. Zı́skáme rovnici d2 + 5d = 0, z nı́ž dostaneme
d1 = 0, d2 = −5. To odpovı́dá hledaným vrcholům C, D. Po dosazenı́ zı́skáme C[1; 1;−5],
D[4; 9; 0].
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Kapitola 5

Cvičenı́ 5.5

A Pro hledaný vektor ~n = x~a + y~b + z~c platı́ ~n · ~a = ~n ·~b = 0, tj. x~a · ~a + y~a ·~b + z~a · ~c = 0

a x~a·~b+y~b·~b+z~b·~c = 0. Po přepsánı́ do souřadnic vektorů dostáváme soustavu 9x−5y+13z = 0,
−5x+ 9y − z = 0. Jejı́ řešenı́ x = 2t, y = t, z = −t, t ∈ R, dává (pro t = −1) hledaný vektor
~n = (2; 0; 1; 0).

B (a) Označme hod

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

 = h. Platı́ ~n = ~o, právě když každý subdeterminant

řádu 3 uvedené matice je nulový, tj. když h 5 2, což platı́, právě když jsou vektory~a,~b, ~c lineárně
závislé.

(b) Determinant det[~n,~a,~b,~c] rozvineme podle prvnı́ho řádku a dostaneme
n1n1 + n2n2 + n3n3 + n4n4 = ~n2.

Cvičenı́ 5.8

A Definice B2: Necht’ jsou dány v E2 tři nekolineárnı́ body A, B, C. Průnik polorovin ABC,
BCA, CAB nazveme trojúhelnı́k ABC.

Definice B3: Necht’jsou dány v E3 čtyři nekomplanárnı́ body A, B, C, D. Průnik poloprostorů
ABCD, BCDA, CDAB, DABC nazveme čtyřstěn ABCD.

Definice B4: Necht’ je dáno v E4 pět různých bodů, které neležı́ v jedné nadrovině. Pak průnik
nadpoloprostorů ABCDE, BCDEA, CDEAB, DEABC, EABCD nazveme čtyřrozměrný
simplex ABCDE.

Definice C1: Necht’ jsou dány v E1 dva různé body A, B. Konvexnı́ obal množiny {A,B},
tj. nejmenšı́ konvexnı́ množinu, která obsahuje oba dva body A, B, nazveme úsečka AB.

Definice C3: Necht’ jsou dány v E3 čtyři nekomplanárnı́ body A, B, C, D. Konvexnı́ obal
množiny {A,B,C,D}, tj. nejmenšı́ konvexnı́ množinu, která obsahuje všechny čtyři body A, B,
C, D, nazveme čtyřstěn ABCD.

Definice C4: Necht’ je dáno v E4 pět bodů A, B, C, D, E, které neležı́ v jedné nadrovině.
Konvexnı́ obal množiny {A,B,C,D,E}, tj. nejmenšı́ konvexnı́ množinu, která obsahuje všech
pět bodů A, B, C, D, E, nazveme simplex ABCDE.

B Vzájemnou polohu určı́me pomocı́ dimenzı́ dvou prostorů:
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P = Obal(A, ~p, ~q, ~u,~v),Q = Obal(A, ~p, ~q, ~u,~v, B − A).

Jestliže dimQ = 3, pak je klasifikace shodná s klasifikacı́ v E3, nebot’Q je nadrovina.

V přı́padě dimQ = 4 je bud’dimP = 4 a obě roviny se protı́najı́ v bodě, nebo je dimP = 3

a roviny majı́ prázdný průnik, přičemž existuje přı́mka rovnoběžná s každou z rovin α, β. To
plyne z toho, že např. ~v lze vyjádřit jako lineárnı́ kombinaci vektorů ~p, ~q, ~u, tj. ~v = a~p+ b~q+ c~u,
kde a, b, c ∈ R. Po úpravě dostaneme ~v − c~u = a~p + b~q = ~w. Vektor ~w je lineárnı́ kombinacı́
dvojic vektorů ~u, ~v i ~p, ~q, je tedy směrovým vektorem přı́mky rovnoběžné s α i β.

C a) Vzájemnou polohu přı́mky p a nadroviny Γ určı́me pomocı́ dimenzı́ dvou prostorů:

H = {G+ u~u+ v~v + w~w + t~m;u, v, w, t ∈ R} = Obal (G,~u,~v, ~w, ~m)

a K = {G+ u~u+ v~v + w~w + t(M −G);u, v, w, t ∈ R} = Obal (G,~u,~v, ~w,M −G).

dimH = 3, dimK = 3 ⇔m, Γ incidujı́, tj. m ležı́ v Γ,
dimH = 3, dimK = 4 ⇔m, Γ jsou rovnoběžné neincidentnı́,
dimH = 4 ⇔m, Γ jsou různoběžné.

b) Vzájemnou polohu roviny α a nadroviny Γ určı́me pomocı́ dimenzı́ dvou prostorů:

L = Obal(G,~u,~v, ~w, ~p, ~q)

a M = Obal(G,~u,~v, ~w,K −G).

dimL = 3, dimM = 3 ⇔ α, Γ incidujı́, tj. α ležı́ v Γ,
dimL = 3, dimM = 4 ⇔ α, Γ jsou rovnoběžné neincidentnı́,
dimL = 4 ⇔ α, Γ se protı́najı́ v přı́mce.

D Volı́me repér 〈A,B − A,C − A,D − A,E − A〉, tj. A[0; 0; 0; 0], B[1; 0; 0; 0], C[0; 1; 0; 0],
D[0; 0; 1; 0], E[0; 0; 0; 1].
(a) Hrana CD = {C + t(D − C); t ∈ 〈0, 1〉} = {[0; 1− t; t; 0]; t ∈ 〈0, 1〉}.
(b) Stěna ACD je trojúhelnı́k, tedy ACD = {A + t(C − A) + k(D − A); t, k ∈ R+0 ,
t+ k 5 1} = {[0; t; k; 0]; t, k ∈ R+0 , t+ k 5 1}.
(c) Nadstěna ABCD je čtyřstěn, tedy ABCD = {A + t(B − A) + k(C − A) + l(D − A);

t, k, l ∈ R+0 , t+ k + l 5 1} = {[t; k; l; 0]; t, k, l ∈ R+0 , t+ k + l 5 1}.

E Rada: Vyřešte nejdřı́ve analogickou úlohu v E3 pro čtyřstěn a vyjádřete jej jako průnik čtyř
poloprostorů.

Simplex S je průnikem pěti nadpoloprostorů určených nadrovinami Γi, i = 0, 1, 2, 3, 4. Necht’Γ0
je nadrovina určená body A1, A2, A3, A4. Jejı́ analytické vyjádřenı́ tedy je
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Γ0 = {A1 + x(A2 − A1) + y(A3 − A1) + z(A4 − A1);x, y, z ∈ R} =

= {[1; 0; 0; 0] + x(−1; 1; 0; 0) + y(−1; 0; 1; 0) + z(−1; 0; 0; 1);x, y, z ∈ R}.

Parametrické vyjádřenı́ nadroviny Γ0 je {x1 = 1−x−y−z, x2 = x, x3 = y, x4 = z;x, y, z ∈ R}
a z něj můžeme najı́t vyjádřenı́ rovnicı́ Γ0: x1+x2+x3+x4 = 1. Nadrovina rozděluje prostorE4

na dva nadpoloprostory. Dosazenı́m souřadnice bodu A0 do jejı́ rovnice zjistı́me, který z nich
obsahuje daný simplex. Jedná se o nadpoloprostor Ω0: x1+ x2+ x3+ x4 5 1. Podobně najdeme
ostatnı́ nadpoloprostory.

Ω1: x1 = 0, Ω2: x2 = 0, Ω3: x3 = 0, Ω4: x4 = 0.

F (a) Najdeme průsečı́k přı́mky p s každou z nadrovin Γi. Bod X[3 + 5t; 2 + 3t; 1 + t; 2 + 3t]

ležı́ na Γ0, právě když (3 + 5t) + (2 + 3t) + (1 + t) + (2 + 3t) = 1, tj. t = − 712 . Tedy průsečı́k
{X0} = p ∩ Γ0 je bod X0[ 112 ;

1
4 ;
5
12 ;

1
4 ]. Ptáme se, zda tento bod ležı́ v nadstěně A1A2A3A4,

nebo vně nı́. V nadstěně ležı́, právě když ležı́ v každém z nadpoloprostorů Ω1, Ω2, Ω3, Ω4,
tj. když všechny jeho souřadnice jsou nezáporné. To splněno je. Tedy bodX0 je jeden z průsečı́ků
přı́mky p s povrchem simplexu S.

Najděme dále bod {X1} = p ∩ Γ1. Bod X[3 + 5t; 2 + 3t; 1 + t; 2 + 3t] ležı́ na Γ1, právě
když 3 + 5t = 0, tj. t = −35 . Tedy p ∩ Γ1 = {X1[0; 15 ;

2
5 ;
1
5 ]}. Ptáme se, zda tento bod ležı́

v nadstěně (tj. čtyřstěnu) A0A2A3A4, nebo vně nadstěny. V nadstěně ležı́, právě když ležı́
v každém z nadpoloprostorů Ω0, Ω2, Ω3, Ω4, tj. když součet jeho souřadnic nepřesáhne 1 a všechny
jeho souřadnice jsou kladné. To splněno je. Tedy bodX1 je druhý z průsečı́ků přı́mky p s povrchem
simplexu S. Tedy přı́mka p protı́ná simplex S v úsečce X0X1. Simplex je konvexnı́ těleso, žádné
dalšı́ průsečı́ky hledat nepotřebujeme.

Jiné řešenı́: Analytické vyjádřenı́ simplexuS je {[0; 0; 0; 0]+t(1; 0; 0; 0)+r(0; 1; 0; 0)+s(0; 0; 1; 0)+

+k(0; 0; 0; 1); t, r, s, k ∈ R+0 , t+r+s+k 5 1} = {[t; r; s; k]; t, r, s, k ∈ R+0 , t+r+s+k 5 1}.
Hledáme průsečı́k simplexu S a přı́mky p = {[3 + 5m; 2 + 3m; 1 +m; 2 + 3m];m ∈ R} pomocı́
porovnánı́ přı́slušných souřadnic:

3 + 5m = t = 0, 2 + 3m = r = 0, 1 +m = s = 0, 2 + 3m = k = 0.

Současně platı́
t+ r + s+ k = 3 + 5m+ 2 + 3m+ 1 +m+ 2 + 3m = 12m+ 8 5 1.

Řešenı́m této soustavy nerovnic je interval m ∈
〈
−35 ,−

7
12

〉
.

Průnikem S a přı́mky p je tedy úsečka AB, kde A[0; 15 ;
2
5 ;
1
5 ] a B[ 112 ;

1
4 ;
5
12 ;

1
4 ].

(b) Uvádı́me pouze mezivýsledky. Označme {Yi} = q ∩ Γi. Obecný bod Y [4 + 7t; 1 + 2t; 3 +

+5t; 4 + 7t] přı́mky q ležı́ na Γi, právě když t = ti, kde t0 = −1121 , t1 = −47 , t2 = −12 ,
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t3 = −35 , t4 = −47 . Odpovı́dajı́cı́ průsečı́ky jsou Y0 = [13 ;−
1
21 ;

8
21 ;

1
3 ], Y1 = Y4 = [0;−17 ;

1
7 ; 0],

Y2 = [12 ; 0; 12 ;
1
2 ], Y3 = [−15 ;−

1
5 ; 0;−15 ]. Všechny tyto čtyři body ležı́ vně simplexu S, tedy

q neprotı́ná simplex S.

G Úlohu vyřešı́me pomocı́ „dimenzionálnı́ho žebřı́ku“.

vrcholy hrany (stěny) stěny nadstěny stěn. úhl. těl. úhl. nadtěl. úhl.
E2 4 = 22 4 0 0 1 0 0

E3 8 = 23 12 6 0 24 4 0

E4 16 = 24 32 24 8 48 32 8

Hrany: Z každého vrcholu jdou v E2 dvě hrany (strany), resp. v E3 tři hrany, resp. v E4 čtyři
hrany. Tedy počet hran nadkrychle je roven 16·42 = 32 (každou hranu jsme počı́tali dvakrát, proto
je nutné dělit dvěma).

Dvojrozměrné stěny: Každá hrana v E3 určuje dvě stěny, resp. v E4 tři stěny. Tedy počet stěn
nadkrychle je roven 32·34 = 24 (každou stěnu jsme počı́tali čtyřikrát, proto je nutné dělit čtyřmi).

Nadstěny (trojrozměrné stěny): Nadstěny tvořı́ osm vrcholů, které majı́ vždy právě jednu souřad-
nici stejnou. Tedy máme 8 nadstěn.

Počet úhlopřı́ček je řešen v úloze 5.7E. Zde jen doplnı́me dalšı́ způsob hledánı́ jejich počtu na
základě znalosti počtu stěn a nadstěn. V každé stěně jsou dvě úhlopřı́čky, máme 24 stěn, tedy je
48 stěnových úhlopřı́ček. V každé nadstěně (krychli) jsou čtyři tělesové úhlopřı́čky, nadstěn je 8,
tedy máme 8 · 4 = 32 tělesových úhlopřı́ček.

H Necht’M [x1;x2;x3;x4]. Hrana nadkrychle je 2, dostáváme tedy čtyři rovnice:
(2− x1)2 + x22 + x23 + x24 = 4, x21 + (2− x2)2 + x23 + x24 = 4,
x21 + x22 + (2− x3)2 + x24 = 4, x21 + x22 + x23 + (2− x4)2 = 4.

Po úpravě dostaneme
4x1 = x21 + x22 + x23 + x24, 4x2 = x21 + x22 + x23 + x24,
4x3 = x21 + x22 + x23 + x24, 4x4 = x21 + x22 + x23 + x24.

Odtud pak x1 = x2 = x3 = x4 a po dosazenı́ do některé z rovnic máme 4x1 = 4x21. Tedy x1 = 0,
nebo x1 = 1. Bod O[0; 0; 0; 0] je středem krychle, vezmeme tedy druhé řešenı́ x1 = x2 = x3 =

= x4 = 1, tj. M [1; 1; 1; 1].

I Protože A, B, M tvořı́ vrcholy dvojdimenzionálnı́ stěny, čtverce, platı́ pro jeho čtvrtý vr-
chol E: M − • − E = A − • − B, a tedy E[1; 1;−1;−1]. Dalšı́ body dostaneme podobně
z dvojdimenzionálnı́ch stěnMAC,MAD,MBC,MBD aMCD: [1;−1; 1;−1], [1;−1;−1; 1],
[−1; 1; 1;−1], [−1; 1;−1; 1], [−1;−1; 1; 1].
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Poslednı́ch pět vrcholů dostaneme na základě trojdimenzionálnı́ch stěn, tj. krychlı́, pomocı́ stře-
dové souměrnosti nadkrychle podle počátku 0. Tyto body jsou vyznačeny na obrázku 17.

D[0; 0; 0; 2]

[0; 0;−2; 0]

[0;−2; 0; 0]

[−2; 0; 0; 0]

[1;−1;−1; 1]

[−1; 1;−1; 1]

[−1;−1; 1; 1]

[−1;−1;−1;−1]

M [1; 1; 1; 1]

[1; 1;−1;−1]

[1;−1; 1;−1]

[−1; 1; 1;−1]

A[2; 0; 0; 0]

B[0; 2; 0; 0]

C[0; 0; 2; 0]

[0; 0; 0;−2]

Obr. 17

J Nadmnohostěn T má osm vrcholů: A1[+1; 0; 0; 0], A2[0; +1; 0; 0], A3[0; 0; +1; 0],
A4[0; 0; 0; +1], B1[−1; 0; 0; 0], B2[0;−1; 0; 0], B3[0; 0;−1; 0], B4[0; 0; 0;−1].

Osm vrcholů určuje
(8
2

)
, tj. 28 úseček. Z nich každá je bud’hranou, nebo úhlopřı́čkou nadmno-

hostěnu T. Hranou je, právě když je jejı́ délka
√

2, a úhlopřı́čkou, právě když je jejı́ délka 2. To
vyplývá z dimenzionálnı́ho žebřı́ku, protože stejné tvrzenı́ platı́ i v E2 a E3. Každá úsečka AiBi

spojujı́cı́ dva dipodálnı́ body obsahuje počátek O[0; 0; 0; 0] jako svůj střed. Tento bod je středem
souměrnosti tělesa T. Tedy úhlopřı́čky jsou pouze čtyři: A1B1, A2B2, A3B3, A4B4. Z každého
vrcholu vycházı́ právě jedna úhlopřı́čka spojujı́cı́ tento vrchol s dipodálnı́m vrcholem. Hran je
tedy 28− 4 = 24.

Dva vrcholy A, B (nad)mnohostěnu, kterému lze opsat (nad)kouli, nazveme dipodálnı́, když je
úsečka AB průměrem této (nad)koule.

Cvičenı́ 5.10

A (a) Jedná se o těžiště těchto tetraedrů, tj.
[
5
4 ;
3
4 ;
3
4 ;
√
5
4

]
je bod dotyku kulové nadplochy vepsané

simplexuABCDE se stěnouABCE,
[
3
4 ;
5
4 ;
3
4 ;
√
5
4

]
je bod dotyku se stěnouABDE,

[
3
4 ;
3
4 ;
5
4 ;
√
5
4

]
je bod dotyku se stěnou ACDE,

[
5
4 ;
5
4 ;
5
4 ;
√
5
4

]
je bod dotyku se stěnou BCDE.

(b) Vzdálenost libovolných dvou z těchto bodů je 1√
2
.

B (a) u = v = w = z = 1 +
√

5, (b) u′ = v′ = w′ = z′ = 1 + 1√
5
, (c) r = 8√

5
,ρ = 2√

5
.
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báze
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opěrná, 87, 87, 88

nadstěna, 82
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přı́mka
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pravidelný, 93
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součin
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normálový, 30, 42, 46, 71
směrový, 42–44
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kosinová, 32, 32, 33–35, 70
Pythagorova, 25, 27, 32, 34, 35
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