Dvoudimenzionalni kruhova potencialova jama

Zadani: Uvazujme castici, kterd se muze pohybovat ve dvou rozmérech a jeji pohyb je
omezen na plochu kruhu, tj. jeji potencidlni energie je nulova, pokud je ve vzdalenosti
r < L, kde L je pevné zadand vzdalenost. Pokud je dale od pocatku souradného systému,
tak jeji potencialni energii uvazujeme jako nekone¢nou. Najdéte stacionarni vinové funkce
pro takovou cCastici.

Reseni:

Na prvni pohled by se nam mohl zd4, ze tuto ilohu muzeme fesit stejné jako dvoudimen-
zionalni obdélnikovou jamu, vzdyt se lisf jen okrajovymi podminkami. Zde ndm okrajové
podminky fikaji, Ze vlnova funkce na kruznici o poloméru L musi byt nulova. Pokud
bychom tak postupovali a tlohu Tesili v kartézskych soutadnicich, tak praveé splnéni okra-
jovych podminek by se ukazalo jako velmi obtizné.

Ulohu tedy budeme tesit v souradnicich, které mnohem lépe odpovidaji symetrii tlohy, tj.
v soutfadnicich polarnich r, 6. V oblasti r < L plati
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coz je vyjadfeni laplaceova operatoru v polarnich souradnicich. Hmotnost ¢éstice je ozna-
¢ena jako M. Vidime, ze hamiltonian neni zcela separovany na soucet dvou hamiltoniani,
ktery by kazdy zavisel jen na jedné souradnici, ale velmi se tomu blizi. Budeme se tedy
inspirovat postupem, kterym bychom fesili problém v separovaném ptipadé a budeme nej-
prve hledat feseni, tj. vinovou funkci ve tvaru ¢(r,8) = R(r)Y (f). Schrodingerova rovnice
tedy mé tvar:
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Rovnici vyndsobime vyrazem 1 ROV (@) & prevedeme ¢leny s proménnou r na levou stranu
a Cleny s proménnou theta na pravou stranu:
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Protoze se nam podarilo rovnici rozdélit na dvé ¢éasti a kazda zavisi jen na jedné proménné,

tak oba tyto vyrazy musi byt rovny stejné konstanté, kterou oznacime jako A. Dostavame
tedy dvé rovnice:
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Resme nejprve druhou (jednodussi) z nich:
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feSeni ma obecny tvar
Y(0) = eV,

Pozn. O konstanté A zatim nic nevim, oni jeji znaménko, koneckoncu nemusi byt ani realna.

Vzhledem k tomu, ze soufadnice § ma vyznam tuhlu v polarnich soutadnicich, nutné
pozadujeme, aby funkce Y (6) byla 2m-periodickd. To ale znamend, ze v/—X\ = im, kde
m je libovolné celé ¢islo. Odtud plyne A = m? a mdme tedy dvé feseni pro danou hodnotu
A
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které muzeme prepsat na jiné dvé reSeni
1 .
Zm1(0) = 5 (Y (0) + Y_,(0)) = cosmd, Zma(0) = % (Y (0) = Y_,,(0)) = sinmd,
pak vidime, ze nam staci m = 0,1,2,... a pro kazdou hodnotu m méame dvé nezavisla
feSen.

Vratme se ted k rovnici pro radidln{ ¢dst R(r)
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Ptejdeme k bezrozmérnym proménnym z = %, postupné odvodime, ze
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Pokud zvolime ry = \/2]}\‘4—]3 dostaneme rovnici

2?R"+ 2R + (2 —m*)R = 0.



Obrazek 1: Besselovy funkce 1. druhu

Jedna se o obycejnou diferencidlni rovnici a po trose hledémﬂ zjistime, Ze jejim fesenim
jsou tzv. Besselovy funkce. Pokud je m = 0,1,2,... jedna se o Besselovy funkce 1. typu
oznacované jako J,,(z), které nediverguji pro r — 0 (viz obr. [I)), pro ostatn{ hodnoty m
(rovnice je Fesitelna pro libovolnou komplexni hodnotu m) jsou fesenim Besselovy funkce
2. druhu, které v pocatku diverguji, coz je pro vinovou funkci neptipustné.

Uvazujme tedy konkrétni m, pro néj mame feseni ve tvaru R(r) = J,, <%

) a ted ndm jeste
chybi nastavit okrajovou podminku, coz zaiidime vhodnou volbou energie E. Zvolime si
konkrétni nulovy bod J,,, ozna¢ime ho jako z,,, (n-ty nulovy bod m-té Besselovy funkce)
a zvolime 7 tak, aby pravé tento nulovy bod odpovidal okraji jamy, tj. Jp,(xmn) = R(L).

To znamena, ze musi platit
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Mame tedy fesSeni, které popisujeme dvéma kvantovymi ¢isly
— ¢islo m urcuje, kolik period sinu ¢i kosinu je na ,kruznici okolo pocatku®, hodnotu m
tedy mohu uréit tak, ze si spoc¢itdm do kolika sméru je vlnové funkce nulova (tj. pro kolik

Thttps://cs.wikipedia.org/wiki/Besselova_funkce,
http://mathworld.wolfram.com/BesselFunction.html



hodnot 0) a vydélim dvéma,
— ¢islo n mi udava, ,jak velkou ¢ast piislusné Besselovy funkce“ chci ,nacpat* do jamy,
takze hodnota tohoto kvantového ¢isla je rovna poctu nulovych bodu podél jedné po-
loptimky vedouci z pocatku.

Resen{ si muzete interaktivné zobrazit pomoci

— http://demonstrations.wolfram.com/Particleln AnInfiniteCircularWell/ nebo

— https://www.st-andrews.ac.uk /physics/quvis/simulations_html5 /sims/2DCircularWell /
infinite%20circular%20well5.html



