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spektry. Spojitym spektrem, které odpovida energiim E > 0, se budeme zabyvat
pouze okrajoveé.

Pfi feSeni problému s hamiltonanem (16.1) je vyhodné pouZit sférické soufadnice
r, 8 a . Coulombovsky potencidl zavisi pouze na radialni soufadnici r a jde proto
o pohyb v centralnim poli. Diky tomuto poli jsou kvadrat orbitadlnitho momentu
hybnosti a jeho z-ové komponenta integraly pohybu (viz kap. 15.2). Je ziejmé, ze
vézané stavy vodiku podobného atomu lze klasifikovat s pomoci kvantovych ¢&isel [
a m charakterizujicich tyto veli¢iny

Y(r,0,0) = Ynim(r,0,0). (16.2)

Zde jsme pfipsali i tfeti kvantové ¢islo n, které odpovida kvantovani v radidlnim
sméru a které je dané coulombovskym potencidlem v rovnici (16.1). Vzhledem
k tomu, ze coulombovsky potencidl zavisi pouze na soufadnici r, energie vazanych
stavli vodiku podobného atomu nebudou ziejmé zaviset na kvantovych éislech [ a
m

E=E,. (16.3)

V centralnim poli thlov4 ¢ast pohybu neptispiva ke kvantovani energii. V§imnéme
si, ze stavy vodiku podobného atomu charakterizujeme s pomoci tii kvantovych
&isel, coz odpovida poctu prostorovych proménnych. Stejnou zévislost (16.3) dosté-
vame i pii feSeni ,,vodiku podobného atomu“ v jednorozmérném ¢i dvourozmérném
prostoru.

16.1 Diskrétni spektrum

Hamiltonidn (16.1) m& ve sférickych soufadnicich tvar

N R [10 ) Ay 1 Ze?
H=— |5 (r= L — 16.4
2m [rQ or (r 6r> T2 ] dreg 1’ (16-4)

kde operdtor Ay, je ddn vztahem (15.9).
Vzhledem k tomu, ze tento hamiltonidn vytvari spole¢né s operatory kvadratu
momentu hybnosti (15.8)

1? = —n’Ag, (16.5)
a jeho z-ové komponenty (15.7)
A 0
i, =—-in, 16.6
ings (16.)

systém tii navzijem komutujicich operatort, existuje spole¢ny systém vlastnich
funkci téchto operatort. Uvazime-li, Ze posledni dva operdtory nezévisi na pro-
ménné r, miZzeme predpokliadat vlnové funkce 1 v separovaném tvaru

P(r,0,¢) = R(r)Yim (6, ¢), (16.7)
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kde R(r) je dosud neurcené radidlni ¢4st vinové funkce a kulové funkce i, (6, ¢)
jsou vlastni funkce operdtort L? a L, viz (15.56) a (15.57)

LY = B21(1+1)Yim, 1=0,1,2,... (16.8)

L.Yim = bmYim, m=—1,...,1. (16.9)

Dosadime-li pfedpoklad (16.7) do necasové Schrodingerovy rovnice s hamilto-
nidnem (16.4) a vyuZijeme-li pfedposledniho vztahu, dostaneme po vykréaceni Yi,,
rovnici pro radidlni ¢ast vlnové funkce R(r)

K2 [1 d (zd)_l(l+1)]R 1 Z_€2R:ER, (16.10)

[ — —_— 7" —_— —
2m | r2dr dr r2 dmeg T

kde E je vlastni energie. Zbyva nalézt feSeni této jednorozmérné Schodingerovy
rovnice v proménné r.
Tato rovnice se ponékud zjednodusi, pouzijeme-li substituci

R(r) = = (16.11)
Z rovnice (16.10) pak dostaneme
RE d?u RAI+1) 1 Ze?
- - —u = Fu. 16.12
2m dr? + 2mr? Y deg T u u ( )

Abychom tuto rovnici déle zjednodusili, zavedeme vhodné jednotky. Vzdalenost
budeme vyjadfovat v bezrozmérnych jednotkach

,
_r 16.13
p= ( )

kde a je tzv. Bohruv polomeér
2

=4ngg—. 16.14
a TEQ me? ( )

Ciselné vyjadieno je Bohriiv polomér roven a = 0,0529177 x 10~° m = 0,529177
A. Podobng, energii budeme vyjadfovat s pomoci bezrozmérné veli¢iny e

E
Ry’

€ =

(16.15)

kde jeden Rydberg je roven
1 e? me*

- dmeo 2a - 327r2£(2)h2

Ry (16.16)

a m zde oznacuje hmotnost elektronu. Redukovana hmotnost se zde neuvazuje.
Ciselné je jeden Rydberg roven 1 Ry ~ 2,17991 x 10~18 J = 13,605 eV. Jak se ukaze
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dale, Bohriav polomér je vzdalenost od jadra, v niZ je nejvétsi pravdépodobnost
nalézt elektron v zdkladnim stavu atomu vodiku. Podobné, jeden Rydberg az na
znaménko udava energii zdkladniho stavu atomu vodiku. Zavedené jednotky jsou
proto z hlediska atoméarniho svéta prirozené. Kromé Rydbergu se zavadi ¢asto také
jednotka 1 Hartree = 2 Ry =~ 27,211 eV.
P1i pouziti téchto proménnych dostaneme Schridingerovu rovnici ve tvaru
2
3712‘+ e+%— l(lp-; D u =0, (16.17)

kterou budeme fesit podobnym zptsobem jako v pfipadé linedrniho harmonického
oscilatoru nebo vypoctu vlastnich funkci operatoru momentu hybnosti.
Nejdfive uréime asymptotické chovani funkce u pro r — oo, tj. p = 00. V tomto
pfipadé pfechdzi rovnice (16.17) na jednodussi rovnici
du
d—p2 + eu = 0, (1618)
jejiz teSeni spliujici podminku v — 0 pro p — oo zapiSeme ve tvaru
u(p) = konst e~ **, (16.19)

kde
o=+—¢ (16.20)

a pro vazané stavy s energii E < 0 plati
€< 0. (16.21)
Reseni u na celém intervalu 0 < p < oo budeme hledat ve tvaru

u(p) = e~ f(p), (16.22)

kde f(p) je nova funkce. Dosazenim tohoto pfedpokladu do rovnice (16.17) vidime,
7e funkce f musi spliiovat rovnici

dzf 2ag+[2z 11+1)

a2 Tdp [ p pP

] f=o. (16.23)

Regeni této rovnice budeme hledat ve tvaru mocninné fady

f(p)=p" (a0 +a1p+azp® +---), (16.24)

kde v a a; jsou dosud neurcené konstanty. Pritom budeme pozadovat, aby radidlni
¢ast vlnové funkce byla normovani, tj. aby platil vztah

/OO |R(r)[*r? dr = 1. (16.25)
0
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Konstantu « uréime z podminky konec¢nosti funkce f pro p — 0. Pro p — 0
miZeme misto (16.24) pfedpokladat

f(p) = aop”. (16.26)
Pak plati
f=apyp" ™" (16.27)
a
' =apy(y - 1)p" 7% (16.28)

Dosazenim téchto vztaht do diferencidlni rovnice (16.23) dostaneme s pfesnosti do

svvr

vy =1)=1l(l+1), (16.29)
coz vede na dvé mozné hodnoty
y=1+1 (16.30)
nebo
v =—l. (16.31)

Pro hodnotu v podle vztahu (16.31) v8ak funkce u pro p — 0 diverguje, takZe je
nutné pouzit vztah (16.30). Dostéavame proto

£p) = p" D aup”. (16.32)
v=0
Tento vysledek dosadime do rovnice (16.23) a dostaneme
S lav (v +1+2) (v +1+1) =11 +1) + (16.33)

v=0

+a, (2Z —2a(v +1+1))]p" =0.

Vzhledem k tomu, Ze pozadujeme platnost této rovnice pro libovolné p, musi pro
koeficienty a, platit rekurentni vztah

S 2a(v+1+4+1)—2Z
T Wi+ 2w+ i+ 1) 11+ 1)

ay, v=0,1,2,.... (16.34)

Diky pozadavku (16.25) vSak musi jit radidlni ¢ast vinové funkce

R(p) = &2 1(P) (16.35)

p
pro p — oo k nule. Ze vztahu (16.34) vSak pro velkd v dostdvame

2
yi1 ~ Taa,,, (16.36)
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coz vede na funkci f = p'*tle?*?. To ukazuje, ze pokud je fada ve vztahu (16.32)
nekone¢nd, funkce R(p) pro p — oo nejde k nule!. Musime proto pozadovat, aby
tato fada pfesla na polynom, tj. aby koeficienty a, byly pocinaje uréitou hodnotou
v nulové. To se stane, pokud bude &itatel v rovnici (16.34) pro jistou hodnotu
v = n, roven nule

2a(n, +1+1) =22, (16.37)

kde
n,=0,1,2,... (16.38)

je celé nezdporné &islo. Podminka (16.37) je zfejmé kvantovaci podminkou pro
mozné hodnoty a = v/—¢, a tedy i energie

7
= 16.39
“ n,+1+1 ( )
Misto kvantového ¢isla n,. se obvykle zavadi tzv. hlavni kvantové éislo
n=n,+101+1, (16.40)
kden =1,2,3,.... Pro mozné hodnoty energie pak dostdviame
ZQ
2 _
e=—o=-—7, n=1,23,.... (16.41)

Vratime-li se k piivodnim jednotkam, dostaneme kvantované hodnoty energie va-
zanych stacionarnich stavi vodiku podobného atomu (viz obr. 16.1)

1 Z2%? 1
En=——2° " n=1,223,.... 16.42
dmey 2a n2 " ( )

Energie téchto stavi jsou zaporné. To je v souladu s tim, Ze k ionizaci atomu v ta-
kovych stavech je tieba dodat energii. Specialné, energie zakladniho stavu s nejnizsi
energii n = 1 atomu vodiku (Z = 1) je rovna -1 Ry.

Mozné hodnoty tzv. orbitdlniho kvantového &isla | vyplyvaji z rovnice (16.40)

1=0,...,n—1. (16.43)

Souclasng, tzv. magnetické kvantové ¢islo m mize nabyvat hodnoty (viz kap. 15)
m=—1,...,1. (16.44)
Energie zékladniho stavu E; neni degenerovéna (pfisluii ji jeden stav s kvanto-

vymi &isly n = 1 al = m = 0). Naproti tomu, vy33i energie E,,, n = 2,3,4,... jsou
degenerované, nebot jim piislusi nékolik riznych stavi s raznymi hodnotami [ a m.

!Podrobnéjsi diskuze viz [15].
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V(r)

Obrazek 16.1: Energie E,, pro atom vodiku (Z = 1). (e')? oznaluje e?/(4meo).

Pro kazdé Il =0,...,n — 1 mame celkem 2/ 4+ 1 hodnot m = —I,...,l. Degenerace
hladiny E, je tudiZ rovna
n—1
> o@i+1)=n (16.45)
1=0

Pouzijeme-li kvantové ¢islo n a rovnici (16.39) pro «, rekurentni vztah (16.34)
dostane tvar
2Z n—(l+v+1)

T v+ D)@+ v +2)

ay, v=0,1,2,.... (16.46)

Hodnota koeficientu ag je ddna normovaci podminkou (16.25). Po dosazeni vztahu
(16.46) do rovnice (16.32) dostaneme

—1-12Zp (n—1-1)(n—-1-2) (2Zp\>
= 111 — n—t=_z24p 2oF
F(p) = aop 1@I+2) n | 2@A+2)@+3) n) "
(16.47)
i k) ol k) A 2Z_p)
m=I1-D120+2)20+3)---(n+1) \ n '
Normované radidlni ¢asti vinovych funkci lze zapsat ve tvaru
Rni(€) = Nue 28 L2 (8), (16.48)
fede 27 27
g=22P _ 227 (16.49)

n na
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a L§ (&) jsou pFidruZené Laguerrovy polynomy (viz piiloha I), které lze ziskat z oby-
éejngch Laguerrovych polynomai Ly (&)

k
Li(6) = eg% (e7t¢¥) (16.50)
s pomoci vztahu
dS
(&) = d—gst(@- (16.51)

Normovaci koeficient je roven

1/2

Ny = (16.52)

2Z\* (n—1-1)!

na /) 2nf[(n+1)!]3

Podrobné uvedeme nékolik normovanych radidlnich ¢4sti vinovych funkei (viz
obr. 16.2-16.3)

77\ 3/2
Rio(r) = (5> 2e~ 27/, (16.53)
AN Zr
Ryo(r) = <%> (2 - 7) e %4r/(2a) (16.54)
2 3/2
_(Z\" 2 zr0
Roi(r) = (2a) e . (16.55)
Ry (M
Ry
1,,
Ru(
0 l Ryo(1) r[a

Obrézek 16.2: Radialni ¢asti Ry, (r) vlnovych funkci pro atom vodiku pro n = 1,
l=0an=2,1=0,1. a oznacuje Bohriv polomér.
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R, (0

0,25 Rool)

Ry, (M)

01
Ra) “

Obrézek 16.3: Radialni ¢asti Ry;(r) vlnovych funkci pro atomu vodik pron =3 a
1=0,1,2.

Pro tplnost uvadime i nékolik normovanych thlovych ¢asti vlnovych funkci

1\ 12
Yoo(8, ¢) = (E) ; (16.56)
3\ 1/2 .
Y1,-1(6,9) = (a) sinfe *¢, (16.57)
1/2
Y10(8, ) = (E) cosf (16.58)
& 3\ 1/2 .
Y11(0,(,0) = (g) sinQeW. (1659)

Tyto funkce jsou normovany vzhledem k integraci pfes cely prostorovy thel 47 ve
sférickych soutradnicich.
Celkové vinové funkce vazanych stavi vodiku podobného atomu maji tvar

| nim (1,6, 9) = Roua (1) Yim (6, 9) | (16.60)

atvofi pron=1,2,3,...,1=0,...,n—1am=—I,...,] Gplny ortonormalni sys-
tém funkci, do néhoz lze rozvinout obecné FeSeni necasové Schriodingerovy rovnice
pro vazané stavy.

Pravdépodobnost nalézt elektron v objemovém elementu (r,r + dr), (8,6 + df)
a (p,p + dyp) je rovna

dp(r,0,¢) = [nim(r,8,¢)*r* dr dQ, (16.61)
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kde dQ? = sin 8 df dp. Integraci tohoto vztahu pfes cely prostorovy tihel dostaneme
pravdépodobnost nalézt elektron v oblasti mezi (r,r + dr)

dp(r) = | Ry (r)|?r? dr. (16.62)

Podobné, pravdépodobnost nalézt elektron v uréitém prostorovém thlu (6, 6 + do)

a (p,p + dp) je rovna
dp(8, 9) = |Yim (6, )[* dQ2. (16.63)

Pfi inverzi soufadnic r — —r maji vlnové funkce ,;, v souladu s prostorovu
symetrii problému sudou ¢i lichou paritu

wnlm(raeacp) - (_l)lwnlm(raeacp)' (1664)
Radialni hustoty pravdépodobnosti
P (r) = |Ru[*r® (16.65)

jsou ukézany na obr. 16.4-16.6. Vidime, Ze hustota pravdépodobnosti pro zakladni

PnO (r)

Pyo()

0 1 ‘T

Obrazek 16.4: Radidlni hustota pravdépodobnosti P (r) = |R.|*r? pro zékladni
stav atomu vodiku (n = 1,1 =0).

stav Pjo(r) mé pro atom vodiku maximum v bodé r = a (Bohrtiv polomér). Ma-
ximum je v bodé odpovidajicim poloméru kruhové drahy pro zakladni stav v Bo-
hrové modelu atomu vodiku. Pro vys§i excitované stavy atomu vodiku maji hustoty
pravdépodobnosti na intervalu r € (0,00) celkem n — [ — 1 nulovych bodt. Mezi
témito body hustota pravdépodobnosti osciluje a s rostouci vzdalenosti od jadra

vvvvv

v némz je nejvétsi pravdépodobnosti nalézt elektron, vzdaluje od jadra. Pro velmi
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I:’nO(r)

Pio(")
Poo()

0,25 Ps()

0 2 r[a

Obréazek 16.5: Radialn{ hustoty pravdépodobnosti P (r) = |Ry|*r? pro atom vo-
diku prol=0an=1,2,3.

I:’nl (r)

P

Pu(

0,01
Pu®

0 10 r[a

Obrazek 16.6: Radiln{ hustoty pravdépodobnosti P (r) = |R,|*r? pro atom vo-
dikuprol=1an=2,3,4.

vysokd n (tzv. Rydbergovy stavy) je elektron od jidra jiz velmi vzdalen a staéi
proto i jen pomérné mala energie k ionizaci atomu a k jeho pfechodu do spojitého
spektra s £ > 0. S rostoucim ndbojem jadra Z se maxima hustot pravdépodobnosti
pfesunuji smérem k jadru a energie E,, klesaji (zvét8uji se v absolutni hodnoté).
Staciondrni stavy vodiku podobného atomu s kvantovym ¢islem [ = 0 se nazy-
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vaji s-stavy. Podobné, stavy s [ = 1 se nazyvaji p-stavy a stavy s | = 2 d-stavy.
Oznaceni dalsich stavt je podle abecedy (f, g, h atd.)?.
V obr. 16.7-16.9 jsou ukazany kvadraty velikosti kulovych funkci |V},,|? pro s-, p-

N2

a d-stavy. Jde o tzv. poldrni diagramy, v nichz se na paprsek mifici ve sméru daném

z z z
=0 =1 =1
m=0 m=0 m=+1
0,[1\ 01 01
-
\ /0,1 y 0,1 y NI NGRS y

Obrazek 16.7: Kvadraty kulovych funkci |Vj,,, |2 pro | = 0 (tzv. s-stavy) a | = 1
(p-stavy).

z z
|=2 1=2 =2
m=0 m=*1 m=%2
1
0,1 && 0,1
0,15 y 0,15 y 0,2 y

Obrézek 16.8: Kvadréty kulovych funkei |Y;,,|? pro [ = 2 (d-stavy).

tihly 6 a ¢ vynasi |Yim|2. Z téchto obrazkd je ziejmé kvantovani z-ové komponenty
momentu hybnosti a uréitd podobnost s klasickou pfedstavou o pohybu elektronu
po kruhové trajektorii.

O existenci diskrétnich hladin E,, svédéi spektroskopicks méfeni 3. Pii pfechodu
elektronu mezi hladinami m a n se vyzaruje nebo absorbuje elektromagnetické

2Toto oznadeni je pfeneseno ze spektroskopie, kde byla zavedena oznaleni ar &, II, A atd.
3V souvislosti s kone&nou dobou Zivota excitovanych stavii maji experimentalng zjisténé spek-
tralni ¢ary malou avSak nenulovou §itku.
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=3 =3
02 02 m=21 m=22
015
02 02 v 015 y
z
=3
02 m=23
02 v
Obrézek 16.9: Kvadraty kulovych funkei |Yy,,|? pro [ = 3 (f-stavy).
zareni o frekvenci dané zdkonem zachovani energie
E, -E
y = Bm = Bl (16.66)

Tento vysledek souhlasi s empirickym Ritzovym kombinaénim principem. Podle
toho, kterd je vychozi hladina n, dostdvame rtzné série Car:

e n =1 Lymanova série (v ultrafialové oblasti)

e n = 2 Balmerova série (ve viditelné oblasti)

o n = 3 Ritzova-Paschenova série (v infracervené oblasti)

e n = 4 Brackettova série (v infrafervené oblasti)

n = 5 Pfundova série (v infracervené oblasti)



