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Abstrakt. Informace o probihajicim vyzkumu je rozloZzena do tfi casti. V prvni jsou
prezentovany pojmy: vnéjsi klasifikace, klasifikacni kritérium, klasifikac¢ni proces, klasifikace
jako kognitivni funkce. Ilustrativni material projektuje tyto pojmy do prostiedi skoly. Druha
cast studie predklada hlavni experimentalni zjiSténi, kterym jsou deformované piedstavy
nékterych uciteld o pojmu klasifikace. Je naznacena moznost didaktické prezentace jevu
klasifikace a podrobnéji je diskutovana duilezitd a choulostivd otdzka ostrosti tfid, resp.
ostrosti univerza pii klasifikacnich procesech. Tieti a posledni ¢ast studie je vénovéna
typologii klasifikaci. Jsou identifikovany dva zékladni parametry pro tuto typologii:
kardinalita tf¥id klasifikace a vzijemné vazby mezi tfidami klasifikace. Podrobnéji jsou
zkoumany bifurkace (univerzum je rozdéleno do dvou tfid) a trifurkace (univerzum je
rozdéleno do tfi tfid). Ilustrativni materidl dokumentuje Sirokou didaktickou aplikabilitu
klasifikacnich jevi. V didaktickych uvahdch je zdlraziiovan konstruktivisticky ptistup
k prezentaci matematiky.

Terminologicka poznamka. Slovo klasifikace je uzivano ve tfech riznych vyznamech.
Klasifikaci rozumime 1) jistou organizaci souboru objektli nebo jevil, 2) myslenkovy proces,
ktery takovou organizaci tvoti nebo realizuje, 3) kognitivni funkci, kterou ¢lovék pii tomto
procesu pouziva. Bude-li hrozit nedorozuméni, budeme tyto vyznamy upiesiiovat takto:
1) vnéjsi klasifikace, 2) klasifikacni proces, 3) klasifikace jako kognitivni funkce.

1. UVOD

Studie je volnym pokracovanim ¢lankt Hejny 2001, 2002 a 2003 popisujicich nase vysledky
zkoumani procesu strukturace zivotnich, ale zejména matematickych védomosti ¢lovéka,
piredevsim ditéte a zdka. Soucasna orientace zkoumani struktury je ovlivnéna aktudlni
potiebou bruselského projektu COSIMA?, na némZ spolupracuji oba autofi tohoto ¢lanku.
Cast vysledkt vyzkumu funkce klasifikace byla ve zkracené formé uvedena v ¢lanku Hejny,
Kratochvilova 2004. Tato studie je rozvedenim a prohloubenim nékterych tam
prezentovanych myslenek, obohacena o nova experimentalni zjisténi a nové analyzy.

Vychodiskem studie jsou experimenty. Prvnim zdrojem jsou pedagogické deniky M.
Hejného z experimentalniho vyucovani na ZS v letech 1976-1989. Druhym jsou protokoly
experimentt, které v letech 1994-1997 uskutec¢nila J. Kratochvilova. Tietim jsou experimenty
uskutecnéné obéma autory v poslednich dvou letech. Subjekty téchto experimentld jsou
zejména uclitelé a pracovali jsme zde s klasifikacemi, které nejsou soucésti uciva Skolni
matematiky, protoZe cilem naseho Setteni je poznavat, jak jsou zaci a ucitelé schopni pracovat
s klasifikaci, nikoli jak znaji konkrétni klasifikace. Klasifikace znamé ze Skoly jsme pouzivali
pouze jako pomocny ilustrativni material.

Nase uvahy zacneme upfesnénim pojmi: vnéjSi klasifikace, klasifikacni proces,
klasifikace jako kognitivni funkce. Prvni z téchto pojml pozd¢ji na zaklad€ ilustrativniho
materialu rozvedeme podrobnéji.

! Studie byla vypracovana s podporou grantu GACR 406/02/0829.

2 Jedna se o bruselsky projekt Socrates-Comenius 2.1. (s ndzvem Communicating ,,own strategies* in primary
school mathematics: Insights for pre-service teachers). Koordinatorem projektu je B. Wollring (Univerzita

v Kasselu v Némecku), partnery jsou A. Peter-Koop (Univerzita v Oldenburgu v Némecku), A. Cockburn
(Univerzita v Norwichi v Anglii) a autofi tohoto ¢lanku.
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Vymezeni 1. Necht' M je mnozina. Kone¢ny disjunktni rozklad mnoziny M na podmnoziny
Ti, 1=1, ..., n nazveme vnéjsi klasifikaci. Symbolicky mizeme tuto vnéjsi klasifikaci zapsat:
M=Ti1uUT,u ... U Th Soucasti vnéjsi klasifikace je i pravidlo, ndvod nebo podminka,
ktera jasn¢ vymezuje kazdou z tfid rozkladu. Jinak feceno tato podminka o kazdém prvku z M
jednoznacéné rozhodne, do které tfidy patii. Uvedenou podminku (¢asto je to soubor podminek
nebo predpis nebo nékolik predpisi) budeme nazyvat klasifikacni kritérium.

Vymezeni 2. Klasifikacnim procesem nazyvame mentalni proces, ktery mize byt dvojiho
typu: vytvorujici a realizujici.

Mentalni proces, kterého vysledkem je néjaka vnéjsi klasifikace dané mnoziny M, nazveme
vytvorujici klasifikacni proces. Do tohoto procesu vstupuje mnozina M a z n¢j vystupuje
klasifikace M = T1 U T2 U ... U Th mnoziny M, popiipad¢ i klasifika¢ni kritérium.
Realizujicim klasifikacnim procesem nazveme mentalni proces, ktery vSechny prvky dané
podmnoZiny H mnoziny M rozdéli do ttid podle jasné popsaného klasifikacniho kritéria.

Vymezeni 3. Kognitivni funkce, ktera uskute¢nuje klasifikacni proces, nazveme klasifikace
Jjako kognitivni funkce.

Klasifikace patii k zdkladnim zpilisobim organizace souboru dat, pojmi, vztahii nebo
situaci. Ve Skolni matematice se vnéjsi klasifikace predkladd zakim jako hotovy zpisob
organizace poznatkli a od zakl se zada pouze realizace klasifikace jiz popsané. Podle naseho
schopnost vytvaret klasifikace a pracovat s klasifikaci, tj. rozvijet jejich kognitivni funkeci
klasifikace.

Rozvijet kognitivni funkci zédka znamena motivovat jej k ¢innostem, v nichz se tato
funkce projevuje. V nasem ptipad¢ tedy motivovat zaka ke klasifikatnim procesim. Ty jsou,
hrubé feceno, dvou typa. Bud’ jde o to, aby si zaci srovnali (strukturovali) jistou oblast svého
matematického poznani, nebo o to, aby piehledn¢ organizovali sérii piipadl, na které se
rozpada feSeni situace. Dodejme, ze strukturace pozndni Casto vede k tvorbé novych pojmi.
V nasledujicich dvou kapitolach budou oba typy klasifikacnich procest diskutovany.

2. KLASIFIKACE - NASTROJ STRUKTURACE POZNATKU A TVORBY POJMU

Nasledujici epizody ukazi na nekteré didakticky dilezit¢é momenty spojené s klasifikaci. Prvni
epizoda se odehrala v fijnu 1976 v patém ro¢niku a druhd o dva roky pozdéji v sedmém
ro¢niku. U obou epizod vystupuje divka Alice, velice komunikativni dévce.

Epizoda 1. (1976, paty ro¢nik) Chtél jsem zjistit, jak zaci znaji klasifikaci trojuhelniki na
pravouhly, ostrouhly a tupouhly. Na tabuli jsem nakreslil n€kolik trojuhelniki a zeptal jsem
se, kdo dokaZe najit mezi nimi vSechny tupothlé. Alice ukdzala na tfi trojihelniky. Dva byly
tupouhlg, ale tfeti byl ostrotihly. Alici zfejmé zmaétlo to, Ze tento trojihelnik lezel vedle jiného
tupouhlého (viz obr. 1).

Obr. 1

PoZadal jsem Alici, aby mi u levého trojuhelniku ukazala jeho tupy tihel. Divka mi zfejmé
nerozuméla. Ptal jsem se ji, jak tedy pozna tupouhly trojihelnik. Rekla ,je taky rozpudeny*.
Zeptal jsem se ji, zda umi fict, co to je tupouhly trojuhelnik. Alice fekla ,trojuholnik, ktory
ma jeden vnitorny uhol tupy*. Nevédéla ale, jak definici pouzit v daném konkrétnim ptipadé.



Epizoda 2. (1978, sedmy ro¢nik) Na nasténku jsem vyvésil nasledujicich Sest tloh o skladani
rovinnych ttvarti. [Poznadmka: rs = rovnostranny, rr = rovnoramenny, A = trojuhelnik]

Uloha 1. Najdéte obdélnik, ktery lze sloZit ze dvou rs A a dvou 1t A.

Uloha 2. Ktery pravouhly A Ize sloZit z a) jednoho rs a jednoho 11 A, b) dvou 1t A, ¢) tii 1T A.
Uloha 3. Lze étverec slozit ze a) dvou b) tii, c) &tyt, d) péti e) sta rr A?

Uloha 4. Ktery rr A Ize slozit z jednoho rs a dvou rr A?

Uloha 5. Ktery rr A Ize slozit ze tif rr A?

Uloha 6. Ktery rr lichobéznik Ize sloZit ze a) tii rs A, b) rr A a pravouthlého A, ¢) dvou rr A?

Alice se zeptala ,ktory je to ten rovnoramenny a ktory je rovnostranny?*“ Ale$ ji to
nakreslil. Alice fekla, ze rovnostranny trojuhelnik je ten nejhezéi ze vSech rovnoramennych.
Ales tekl, Ze to plete, nebot’ rovnostranny trojihelnik neni rovnoramenny, u rovnoramenného
zakladna musi byt jind neZ rameno. Anna dodala, Ze je to jako se ¢tvercem a obdélnikem. To
se vybere ten nejhez¢i tvar a da se mu jiné jméno. Ctverec je nejhezéi ze viech obdélniki a
rovnostranny trojihelnik je nejhez¢i ze vsech trojuhelnikd.

Nasledujici den ptinesli néktefi Zaci feseni nékterych tiloh z nasténky. Ulohu 2b) vyfesili
Ales, Alice a Anton. Prvni dva tvrdili, ze kazdy pravouhly trojahelnik lze rozdélit na dva
rovnoramenné trojuhelniky. Anton fekl, Ze to neni pravda, protoze trojihelnik s tthly 30°, 60°
a 90° se tak rozlozit neda; u néj jeden z rozkladovych trojihelnikl je rovnostranny. AleSe
Antonova poznamka viditeln€ piekvapila a rozladila. Byl si jist, Ze feSeni méa dobfe. Nicméné
nic proti Antonovi nenamital, jen se mne zeptal, jak se jmenuje rovnoramenny i rovnostranny
trojihelnik jednim jménem. Dodal, Ze obdélnik i ¢tverec maji spolecné jméno pravothelnik.
Odpovédél jsem, ze takové slovo ja nezndm, ale jestli jej Ale§ potiebuje, mize si néjaké
vymyslit. Alice navrhla ,rovnik* a tfida se zasmala. Adam ftekl ,to je predsa simerny
trojuholnik®. Zeptal jsem se tfidy, zda ma Adam pravdu. Alice fekla ,teda osovo simerny*.
Ales pak potéSené fekl, ze on vlastné vytesil ulohu pro osové soumérné trojuhelniky a ne pro
rovnoramenné trojihelniky.

Po nekolika dnech jsme se k terminologické debaté vratili. Adridn totiz ve svych feSenich
pouzil termin ,,obecny trojuhelnik* ve smyslu ,.trojahelnik, jehoz strany jsou vesmeés razné®.
Nejprve vétSina zaka tfidy s terminem souhlasila. Pak ale zaznélo n¢kolik namitek a dvé z
nich nasly odezvu u dalSich zaka: 1) Pro¢ rovnoramenny trojuhelnik neni také obecny? 2)
Trojuhelnik se stranami 3, 4, 5 ma strany vesmeés rtizné a mé¢l by tedy byt ,,obecny*. Jenze je
to velice specialni trojihelnik, proto nemiize byt obecny. Adrian diskusi uzaviel ,,misto
,»obecny trojuhelnik* budu rad¢€ji pouzivat ,,riiznostrannik*, jak dfive navrhla Andrea®.

Komentar 1.

A. V epizodé 1. jde o rozklad této mnoziny na tiidu OU (ostrouhlych), PU (pravouhlych) a
TU (tupouhlych trojuhelnikid). Ve epizodé 2. jde o rozklad mnoziny T na tfidu RS
(rovnostrannych), tifidu RR (rovnoramennych) a tfidu OT (,ostatnich® trojihelnikil). Ve
znakovém jazyce: T=0U U PU U TU, resp. T=RSURR U OT.

B. KdyZ hledime pouze na tvar trojuhelnikll a ne na jejich velikost, pak kazdy trojihelnik je
jednozna¢né dan dvojici uhli o, B (thel y je pak jiz jednozna¢né uréen).Tedy mnozina T je
2-parametricka. Tridy OU, TU a OT jsou 2-parametrické, tfidy PU a RR jsou 1-parametrické
(e dana parametrem o = B # 60°) a tfida RS je O-parametrickd, obsahuje jediny objekt
popsany vztahem o = § = 60°.

C. V obou epizodach Alice projevila jistou neznalost. V epizod€ 1. to byla neznalost zasadni:
nedostate¢na znalost pojmu tupouhly trojihelnik. I kdyz kritérium uméla odiikat, nepouzila
jej v konkrétnim ptipad€. Rozhodovala na zakladé vagni intuice. Pozdé&ji jsem zjistil, proc
Alice nerozuméla definici. Divka védéla, co je thel trojiihelnika, ale matlo ji sliivko ,,vnitini®.
Myslela, ze se tento Uthel musi nejdiive néjak sestrojit a nevédéla jak. Z toho plyne pouceni,



ze snaha ucitele nebo ucebnice o piesnost vyjadfovani miize byt kontraproduktivni, jestlize
pouziva slovnik, ktery je pro zaka pfilis naroc¢ny.

D. Neznalost, kterou Alice projevila v epizod¢ 2., je nepodstatna. Pojmy, o které Slo, znala (to
dokumentovala feSenim tloh z nasténky). Dokonce i znala ptislusné terminy rovnostranny a
rovnoramenny. Nepamatovala si pfifazeni termintl ptrisluSnym pojmim. Nevédéla téz, ze tiidy
RS a RR chapeme jako disjunktni. Alice tedy neznala konvenci, kterou u této klasifikace
zavedli matematici®. Dodejme, Ze zplisob, jimz Ale§ Alici piifazeni pfipomnél, byl velice
efektivni: pomoci galerie obrazkl. V tomto pfipade staci zfejmé nakreslit obrazky dva, nebo
dokonce jen jeden.

E. Pfedchozi mySlenku zobecnime, protoze se tyka didakticky zdvazného jevu. Neziidka se
totiZ stava, Ze ucitel pfi komunikaci se zdkem nebo pfi posuzovani jeho prace nerozliSuje mezi
pojmem a terminem. Zak miiZze mit velice dobrou piedstavu pojmu kruh a kruZnice a pouZivat
pro n¢ kvazi-terminy ,kolecko* a ,plné koleCko“. Muze mit i predstavu zcela vagni a
pouzivat pfesné terminy kruh a kruznice. Proto v dal$im diasledné rozliSujeme mezi pojmem,
nebo piesnéji predstavou pojmu, a terminem.

F. Chyby, kterych se dopustila Alice, patii k frekventovanym chybam, jichz se Zaci dopousti
pii praci s klasifikacemi: a) intuitivni chapani jednotlivych tiid (pojmil), b) formalni znalost
definice pojm, c¢) terminologicka zdména ttid, které jsou si blizké, d) nejasnost ve vztazich
mezi tfidami — zda jsou disjunktni, nebo jedna obsahuje druhou.

G. Alice i Ales se pfti feseni ulohy 2b) dopustili stejné chyby: zapomnéli ze vSech feSeni
vyloucit singularni pfipad rovnostranné¢ho trojuhelnika. To je stejna chyba, jako kdyz se
v algebie napise p/q a zapomene se vyloucit piipad g = 0. Je to frekventovana chyba, ktera se
da popsat takto: zadk pfi praci s n-parametrickou mnozinou objektli zapomene vyloudit
m-parametrickou podmnozinu (M < n), kterad dané situaci nevyhovuje.

H. Terminologie pro klasifikaci ,,0stro-/pravo-/tupo-uhly trojuhelnik* je dobfe srozumitelna
pro zéka, ktery zna ptisluSnou klasifikaci uhli. Terminologie pro rovno-stranny/ramenny

v v

I. Didakticky zdvazna byla diskuse o spole¢ném nazvu pro rovnostranny i rovnoramenny
trojuhelnik, tedy pro tfidu RS U RR. Diskusi vyvolal Ales, jako reakci na kritiku Antona.
Potieba nového terminu ptichdzi od zaka. AleS potiebuje dat jméno pojmu, ktery (omylem)
nazyval rovnoramennym trojuhelnikem. Adamtv navrh ,,soumérny trojuhelnik® je skvély a
sveédC¢i o tom, Ze predstava soumérnosti (osové a snad i sttedové) je ve védomi Adama rychle
aktivovana a zak ma s timto jevem mnoho zkuSenosti. Dodejme, Ze stru¢ny Adamtv ndvrh
»soumérny trojihelnik® je dobfe hajitelny proti ndmitce, ze zde schazi slovo ,,0sové*. Totiz u
trojuhelnika sttedova soumérnost viibec neptichazi v tvahu, a proto slovo ,,0sové* lze jako
nadbytecné vypustit.

J. Dodejme, ze termin ,,obecny trojuhelnik* je zavad¢jici, protoZe navozuje predstavu vSech
trojuhelniki, které nejsou specifické. Neni ale jasné, o jaky kontext specifi¢nosti, resp.
obecnosti se jedna. Zaci velice dobfe termin kritizovali a samostatn& se dopracovali k terminu
logickému.

K. Situace popsana v bodé I ndm nabizi diagnosticky nastroj pfi mapovani vhledu zakt nebo
studentli do klasifikace trojuhelnikli. Nastrojem je nasledujici Uloha, kterou ptedloZime

wr o ee

8 Nejistota pojmenovani u parovych pojmu (pravy & levy, sudy & lichy, konvexni & konkéavni, Citatel &
jmenovatel, délenec & délitel, soufadnicova osa x-ova & soufadnicova osa y-ova, ...) je b&Zna. Vznika jako
disledek zplisobu seznamovani se s témito pojmy. Jestlize oba pojmy i oba terminy pfichazi do védomi
najednou, pak je dosti pravdépodobné, ze dochézi ke vzajemné asociaci celé Ctvetice, ve které pak ma zak
problémy se spravnym pfifazenim pojmu a terminu. Podle naseho soudu tato neznalost ma zcela podruzny
charakter, jestlize si ji je zak védom.
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Uloha 7. Navrhnéte termin pro spole¢né oznadeni viech rovnoramennych i rovnostrannych
trojuhelnika.

L. Zajimavé je porovnat praci ucitele v obou epizodach. V epizod¢ 1. (to jsem mél jen
Sestitydenni zkuSenosti s vyu¢ovanim na zakladni skole) jsem postupoval vice-méné tradi¢né.
Vedl jsem rozmluvu s jednim Zakem, abych provéfil jeho védomosti. Ve druhé epizodé byla
jiz moje ucitelskd prace v duchu konstruktivistickych edukacnich ptistupli. Terminy jsem
nedemonstroval, ani nezkousel. Pouze jsem zakim dal ulohy, k feSeni kterych bylo tieba
terminy znat. Zaci sami vyvolali diskusi a sami byli aktéry zkoumani pojmi. Smyslem debaty
nebylo procvicit nazvoslovi, ale spravné porozumét textu tloh z nasténky.

3. KLASIFIKACE - NASTROJ RESENI ULOH

Prvni z nasledujicich dvou epizod se odehrala se dvéma divkami (7. ro¢nik) v lednu 1996,
druha s tymiz divkami (8. ro¢nik) v prosinci 1996. Epizody ukazuji, jak klasifikace mize
pomoci fesit tlohu s nepfehlednym poctem dat. Jedna se o znamy - ABRAKADABRA
problém* (Polya, 1966, s. 68), viz obr. 2.

Uloha 8. Kolika rtiznymi zptisoby lze piecist slovo ,abrakadabra®, kdyz vychdzime
od pismene A; (zacatek nasi cesty) a pokracujeme libovoIné klikatou cestou ve sméru vpravo
a nahoru do pismene Ak (Konec nasi cesty).

Epizoda 3. V prostfedi klidného kabinetu jsem Béafe a Bétce zadala ulohu 8. Resily ji
spole¢né. K dispozici mély barevné pastelky. Bara hned fekla ,takhle, a-bra-ka-d-a-b-ra“

A D A B R A aprstem naobrazku §la po dolnim fadku vpravo a po pravém
sloupci nahoru. Vzapéti na to stejné objevila cestu po levém

K A D A B R sloupci nahoru a prvnim fadku vpravo. Chvili bylo ticho, pak
A K A D A B Bgka tekla ,No jo, ale muzes jit i takhle abra-kadab-ra“ a
R A K A D A prstem ukazovala cestu po spodnim fadku od A do tietiho A,
B R A K A D pak nahoru az do prvniho fadku k pismenu B a nakonec
AL B R A K A doprava. Po chvili se divky shodly na tom, Ze téch cest ,,je

fara®. Nekolik cest identifikovaly tak, ze je prochéazely prstem.
Opakované¢ k naznacené cesté ukazaly i cestu osoveé soumérnou.
Bétka navrhla, aby pocitaly jen cesty, které z vychoziho A jdou doprava. Bara dodala ,,no jo,
nahoru to bude stejny*“. Divky zacaly vyznacCovat jednotlivé cesty barevné. Pochvili ztratily
piehled, obrazek ptekreslily ve zvétSené podobé a pokracovaly. V jejich zdznamech bylo
mozné sledovat jisté lokdlni systémy, ale rozhodné to nebylo systematické. Kdyz se po
dvaceti minutach dobraly poctu 42, tak Bétka trochu otravené fekla ,,No, urcité jich je vic nez
42, ale vlastné vic nez 84*“. Po pauze dodala ,,najit vSechny by byla velk4 prace®. Tim feSeni
skoncilo.

Epizoda 4. Za necely rok jsem divkam piedlozila stejnou Glohu. Divky si pamatovaly, Ze
uloha je naro¢nd, ze naSly hodné moznosti, Ze vysledek nezjistily, ale pamatovaly si i to, ze
staCilo hledat pouze moznosti od A doprava. Po této rekapitulaci Bétka fekla, ze asi ani dnes
to nevyfesi. Vidéla jsem, ze divky nejsou pfili§ ochotny tlohu fesit, tak jsem jim fekla, ze
dostanou ulohu trochu jednodus$i. Nebude tfeba vyznacit vSechny cesty, ale jen ty, které
prochdzi timto pismenem A (a zakrouZkovala jsem A ve druhém sloupci zleva a druhém
fadku shora). Béra se zeptala, zda maji vyznacit vSechny cesty, nebo zda staci vyznacit ty, co
zaéinaji od A, smérem vpravo. Rekla jsem Ze viechny. Béra se chopila pastelek a zalala
vyznacovat nekteré cesty. Bétka ji sledovala a po chvili fekla, Ze by si mély nejprve udélat
cesty od A; do zakrouzkovaného A a pak od tohoto A do Ax. Asi po péti minutach divky
védely, Ze cest z A; do zakrouzkovaného A je 5 a téch druhych téz 5. Po chvili dohadovani se

'V experimentech byla pouzita jind modifikace tilohy. Neslo o &teni slova, ale prochézeni planem mésta
slozeného ze stejnych ¢tvercovych blokti domt (cesty na ¢tvereckovaném papiie). Zde nechavame ptavodni
Polyovo zadéni pro snadnéjsi popis epizod a prislusnym zptisobem modifikujeme vypovédi zaka.
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dohodly, ze vSech cest bude ne 10, ale 25. Pochvalila jsem ob¢ divky a zeptala jsem se, kolik
by asi téch cest bylo, kdybychom prochézeli pismenem A ve tfetim sloupci a tietim fadku
shora. Divky ihned odpovédély ze téz 25, ale pak se Bara zarazila a tfekla, ze to radéji
spocitaji. Tabulku si piekreslily a pomérné rychle nasly vysledek: Cest je nyni 10 x 10 = 100.

A pak pfisel objev. Bétka tekla, ze ,kdyZ to zjistime i pfes toto
A a toto A a toto A, budeme védét vSechny“ (ukazovala

K A D A B R pismena A na diagondle). Velice jsem Bétku pochvalila a
A K A3 D A B poradila ji, at’ si ta pismena A o&isluje. Tak vznikla situace
R A K A, D A zobrazend na obrazku 3. Divky byly uspéchem motivovany a
B R A K A D pomérné rychle se dobraly k vysledku 252 cest. V priubchu
AL B R A K As pocitani je$t€ Bara na chvili zapochybovala o spravnosti

postupu, protoze si myslela, Ze na nékteré cesty pii tomto

Obr. 3 pocitani zapomenou. Pak se ale divky ujistily, Ze cesty budou
vSechny. Pochybnost o tom, zda néktera nebude pocitdna dvakrat, se neobjevila. Je zajimavé,
7e tentokrate symetrii ihned nevidély. Cesty pfes pismeno A4 pocitaly stejné jako predtim
cesty pres pismeno Asz. Az po chvili jim doslo, Ze je jich stejné jako téch pres Asz. KdyZ byl
vysledek na stole a divky byly zfejmé se svoji praci spokojeny, zeptala jsem se jich, ¢im to je,
7e dnes jim to Slo vyrazné 1épe neZ minule. Bétka minila, Ze je to proto, Ze jsem jim dala na
zacatek leh¢i ulohu a Bara dodala, ze navic jsem je dobie navedla na to, jak to vSechno podélit
na mensi kousky, aby se to dalo spocitat.

Komentar 2.

A. Epizoda 3. je typickym piikladem prvniho pokusu Zika o feSeni tohoto kombinatorického
problému. Jako prvni objevi ob¢ ,,mantinelové* cesty (pfes A1 a As); ty jsou navzajem osove
soumérné, coz fesitele dovede k objevu soumérnosti souboru vSech feseni, ¢asto i k myslence,
ze sta¢i prozkoumat jen polovinu cest. Pomérné velka mnozina cest (je jich 252) se vSak ani
redukci na polovinu nestane manualné¢ dostupnou. Je potfebna dalsi idea klasifikace. Bara a
Bétka pfi prvnim setkani s danou mnozinou se dale nedostaly, ale nabyly zkuSenost o velkém
rozsahu mnoziny a potieb¢ hledat sofistikovanéjsi zplisob organizace jejich prvki.

B. V epizod¢ 4. experimentatorka ptivodné doufala, Ze divky cely postup objevi samostatné.
Kdyz ale vid€la jejich nechut’, rozhodla se usnadnit jim objevovani feSeni pomoci piipravnych
uloh. Tento zamér vySel a ilustrace ukazuje, jak lze dovést zaky k vyfeSeni naro¢né ulohy
pomoci uloh navodnych.

C. Divky si uvédomily, Ze podstatou uspesné tesitelské strategie bylo rozlozeni neptehledné
mnoziny cest do pfehlednych podmnozin, tedy klasifikace. Do jaké miry si divky tento
metakognitivni poznatek ovlastnily, nelze fict. Lze ale predpokladat, Ze ptipadné dalsi setkani
divek s ulohou, jejiz feSeni bude ziskano rozkladem moznosti do tfid, bude jiz pro divky
znamejsi.

D. Neékolik dalSich tloh, jejichz feSeni vyzaduje klasifikaci, inspiruje C¢tenafe k vlastni
fesitelské cinnosti. U kazdé z téchto tloh napiste, jakou klasifikaci jste v feSeni pouZili.

Uloha 9. Reste parametrickou rovnici: (p-1)x? + 2px +5 = 0.

Uloha 10. Pro jaké n lze najit rovinu, ktera feze krychli v n-tihelniku.

Uloha 11. Které trojihelniky Ize rozloZit na i osové soumérné trojithelniky?

Uloha 12. Kolik mifzovych &tvercli je uréeno miizovymi body mtizového &tverce nxn? Bod
se nazyva miizovy, pravé kdyz jeho soufadnice jsou cela ¢isla. Ctverec se nazyva miizovy,
kdyz vSechny jeho vrcholy jsou miiZové body.

Zavér. V kapitolach 2. a 3. jsme vidéli, ze kognitivni funkce klasifikace hraje dilezitou roli
jak pfi strukturaci poznatkii, tak v pojmotvorném procesu i pii feSeni nékterych malo
ptehlednych situaci. Tim jsme poukézali na potiebu studia této mentalni funkce. V nasledujici
kapitole ukaZeme jeden z nastroji takového studia.



Nastrojem vyzkumu jsou Ulohy tykajici se klasifikacnich situaci. Tento termin zavedeme.
4. KLASIFIKACNI SITUACE

Vymezeni 4. Klasifika¢ni situaci tvofi:

1. Kone¢na mnozina G, kterou budeme nazyvat galerie; jeji prvky nazyvame objekty.

2. Klasifikacni kritéerium x - predpis, ktery udava disjunktni rozklad galerie G na vzajemné
disjunktni podmnoziny G =T1 U T2 U ... U T, které nazyvame t7idy rozkladu.

3. Univerzum U objekt, z néhoz jsou objekty galerie vybrany.

Zavedené terminy blize osvétlime pomoci tii ilustraci a jedné epizody.

llustrace 1. Uloha 8 prezentuje kombinatorickou situaci, kterou v epizodach 3. a 4. fesi Bétka
a Bara pomoci klasifikace. Je to jedna z béznych fesitelskych strategii kombinatorickych uloh,
V nichZ je textem dano pouze univerzum, které je tak pocetné, Ze metoda identifikace vSech
jeho prvki je neschiidnd. Ve snaze nabyt do univerza vhled feSitel identifikuje n¢kolik prvka
univerza (divky nacrtly ptes 40 cest); tato mnozina pak hraje roli galerie dané situace. Klicem
k teSeni je objev organizacniho principu, ktery celé univerzum zpiehledni. NejCastéji timto
principem je klasifikacni kritérium. Jeho objevenim je cesta k vyfeSeni Gllohy oteviend. Kdyz
zék nedovede najit kritérium, mize mu ucitel poradit tim, ze Ulohu zjednodu$i — misto
univerza da zakovi najit vS§echny prvky jedné z rozkladovych ttid.

llustrace 2. V epizodé 1. jsou deklarativné dany vSechny tii polozky klasifikaéni situace.
Soubor trojuhelnik, ktery je nakreslen na tabuli, pfedstavuje galerii. Jev ,,velikost nejvétsiho
uhli v trojihelniku® je klasifikaCnim kritériem, které dé€li trojuhelniky na tii tfidy: ostro-
/pravo-/tupo-uhlé. Univerzem je mnozina vSech trojuhelnikd. Zda se, ze zak, ktery rozumi
piredponam ostro-, pravo-, tupo-, rozumi celé situaci. V komentaii uvidime, ze tomu tak byt
nemusi.

llustrace 3. V pracovnim seSité pro tieti tiidu je nasledujici tloha, ve které galerii pfedstavuje
jedenact Cisel v hornim fadku a Ctyfi tfidy rozkladu jsou reprezentovany krabicemi ve spodni
¢asti obr 4. Kritériem je pocet Cislic daného cisla.

Uloha 13. Sipkou naznadte, které &islo patif do které krabice.
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Obr. 4
V tloze vystupuji pouze Ctyfmistnd ¢isla. Situaci lze ptirozené rozsitit i na ¢isla pétimistna,
Sestimistnd, ... N-mistnd pro libovolné n. Nic podobného jsme u klasifikace trojuhelnika

nevidéli. MoZnost ptirozeného rozsifovani univerza je specifikem této ilustrace.

llustrace 4. Univerzum U je mnozina vSech dvojic riznych ptimek v prostoru. Klasifika¢ni
kritérium je ,,vzdjemna poloha riznych ptimek®. U je rozloZeno do tii tfid T1, T2, Ts, které
nesou nazev 1) rovnobézky, 2) riznobézky, 3) mimobézky.

Epizoda 5. V jednom experimentu zaci osmého ro¢niku zkoumali vyzna¢né usecky na krychli
(12 hran, 12 sténovych a 4 télesové thlopticky): poméry jejich délek; jejich vzajemné polohy;
uhly, které sviraji; trojihelniky, které tvofi. Béhem dvou tydnid bylo problematice vénovano
na péti hodinach celkem asi 60-70 minut. Asi mésic po tomto zkoumani byli zZaci vyzvani, aby
navrhli kritérium, pomoci kterého lze vSech 28 vyznamnych usecek krychle rozdélit do tii
skupin. Byli jsme pfesvédceni, Ze skupiny budou: hrany, sténové uhlopticky a télesové
uhlopticky. Zajimalo nés, kolik zaka jako klasifikacni kritérium uvede jména téchto ttid a



kolik (a zda vibec n¢kdo) uvede délky téchto usecek (tedy a, a\2, a\/3). Z4dné jiné kritérium
jsme necekali. Velice nas ptekvapilo, Ze asi Ctvrtina zaka délila tyto usecky na vodorovné,
svislé a Sikmé.

Komentat 3.

A. Hledani klasifika¢niho kritéria je pouze jedno z moznych feSitelskych strategii ulohy 8.
Jind uc¢inna strategie je zalozena na simplifikaci — misto dlouhého slova ABRACADABRA
fesi zak nejprve stejnou tlohu pro kratsi slovo (nap. PES), pak pro del$i (napt. KOCKA) atd.
Jina strategie je zaloZena na postupném urcovani poctu cest, které vedou z pismene A; do
sousednich pismen B, pak do k nim sousednich pismen R, pak do k nim sousednich pismen A
atd. Tato strategie vede k objevu Pascalova trojuhelnika. Dalsi, jiz hodné vyspéla strategie je
zaloZzena na transformaci ulohy: kazdou cestu zapiSi jako deseti-pismenné slovo slozené
Z pismen p a n . Naptiklad slovo pppppnnnnn oznacuje cestu, ve které jdu nejprve pét kroki

vpravo (p) a pak pét krokti nahoru (n).

B. Prib¢h fesitelského procesu kombinatorické tllohy popsany v epizodach 3. a 4. je typicky
pro ty fesitele, ktefi se snazi porozumét popsané kombinatorické situaci. Mnozi fesitelé se o
nabyti vhledu do situace ani nepokousi a snazi se uhodnout, ktery ze ¢tyf zndmych vzorcl
maji pouzit.

C. Zilustrace 1. vidime, ze uloha 8 muze slouzit jako diagnosticky nastroj. Klasifikuje zaky
Nejnize lze hodnotit zéky, ktefi se ani nepokusi o nabyti vhledu do situace a pidi se pouze po
vzorci, ktery maji pouzit. Do prostfedni vrstvy nalezi ti Zaci, ktefi o nabyti vhledu usiluji, tj.
ktefi si vytvori galerii, ale nedovedou najit klasifikac¢ni kritérium — zde potiebuji pomoc.
Konec¢né nejvyse Ize hodnotit uspesné objevitele klasifikacniho kritéria.

D. Ilustrace 2., potazmo epizoda 1. ukazuje jednu z nejstandardnéjSich Skolnich klasifikacnich
situaci. Je-li zde néco naro¢néjsiho, pak je to zapamatovani si odliSnosti pfedpon ostro a tupo.
Lec¢ 1 takto standardni situace mtize byt pozoruhodné pozménéna, jestlize se projektuje do
situace problematické. Tak v jedné diskusi o ortocentru trojuhelnika zaci sedmého rocniku
argumentovali pomoci sférického trojuhelnika (dovolavali se Bermudského trojuhelnika) a
mnozi byli ochotni tento objekt ptipustit do univerza trojihelnikd.

E. Zda se, ze kritérium pouzité v ilustraci 3. je zcela jasné. To je pravda, pokud se omezime
na standardni ulohy, jakou je napf. tloha 13. Pohled se vSak zna¢né zkomplikuje, kdyz
s danym kritériem pracuji tvofivi Zaci snazici se objevit prekvapivé ptipady. Tak na otazku,
jaké je nejmensi trojciferné Cislo, jeden hoch odpovédel ze 1/99. V naSich archivech mame
zaznamenanu i diskusi tfi uciteld, ktefi se nedovedli dohodnout, zda ¢islo 4,50 je jednomistné,
dvojmistné, nebo trojmistné. Mimochodem jak byste posoudili vyroky: a) ¢islo 4,0 je
jednomistné; b) ¢islo 3 x 4 je dvoumistné.

F. Tlustrace 3. upozoriuje, Ze pii klasifikacich, a to i na zakladni Skole, se nelze omezit na
klasifikace s kone¢nym poctem tiid. I kdyz v kazdém konkrétnim ptipadé pracujeme jen
S kone¢nym poctem tiid, potencialné musime pfipustit libovolné rozsitovani tohoto poctu.
Toto poznani vede ke korekci vymezeni 1., které pracovalo s pouze kone€nym poctem tiid.

G. Pro matematika je rozSifeni uvazovaného univerza nejvySe Ctyimistnych cisel na
univerzum vsech pfirozenych c¢isel véci samoziejmou. Klasifikaénim kritériem ,,pocet ¢islic
daného cisla®“ je mnoZina vSech piirozenych Cisel (univerzum U) rozloZena do spocetné
mnoha tfid T1, T2, Ts, ... Do tfidy Tn patii vS§echna n-mistna ¢isla, tedy ¢isla X, pro kterd je
10" < x < 10", kde n probih4 vSechna ptirozena ¢isla. Podobné je to u pojmu n-tihelnik.

H. Klasifikace obsahujici nekone¢né mnoho tfid je didakticky nékdy velice naro¢nd. Nase
mysl ¢asto neni schopna obsahnout univerzum v tom rozsahu, jak o ném mluvime. Naptiklad
u tfid Tn mluvime o libovolném piirozeném n, ale osvétlena ¢ast tohoto univerza se sklada



pouze z nékolika malo prvnich tfid (z tisice nebo milionu). Podobné¢ u n dimenzionalnich
prostort pracujeme s libovolnym n, ale nase lidska zkuSenost je omezena ¢islem n = 3.

I. Vilustraci 4. vidime, ze geometricka situace ,,vzajemna poloha dvou utvard* je v podstaté
téz klasifikaci. Pfipomenime, ze vzdjemnd poloha kruznice a pfimky je klasifikaci objektt
(ptimka, kruznice) a ze tfi tfidy této klasifikace jsou Uzce propojeny na algebraickou
klasifikaci objektd \D, kde D > 0 odpovida t¥idé ,,se¢na®, D = 0 odpovida tfidé ,tecna®, D <0
odpovida tiid¢ ,,vnéjsi pfimka kruznice”. VSimnéme si, Ze posledni tfida jiz svym nazvem
ukazuje, ze je didakticky nejmén¢ zajimava.

J. V epizod¢ 5. si v§Simneme dvou véci. Predev§im to, ze v daném univerzu mize existovat
vice kritérii, ktera vedou na stejny rozklad univerza do tiid. Druhou zajimavost nabizi chovani
zakl. Ptres znacné tsili ucitele ,,naucit” zaky klasifikovat jistou nepftili§ poCetnou mnozinu
usecek byla Skolni klasifikace u nemalého poctu déti vytésnéna spontanni klasifikaci, ktera
ma puvod v kazdodenni zkuSenosti zaka. Lze tici, Ze 1 kdyz tito Zaci znaji pojmenovani tif tfid
(hrana, sténova u., télesova u.), nevnimaji tento soubor jako strukturu. Jestlize jim ucitel tuto
strukturu fekl, oni ji neinteriorizovali. Tento jev lze diagnosticky vyuzit. Uvedend tloha
velice dobte diagnostikuje zaky, ktefi kombinatorickou strukturu vyznamnych tsecek krychle
vytvofenu nemaji.

5. NASTROJ VYZKUMU KOGNITIVNi FUNKCE ,,KLASIFIKACE#

Ptredchozi ilustrace se tykaly klasifikaci (galérii, kritérii, univerz), které se vztahuji
k matematice zakladni a stfedni Skoly. Ted se podivame na neSkolni situace, které pouzivame
jako nastroj vyzkumu. Jak feceno v uvodu u téchto situaci Skolni znalosti neovliviiuji
vysledek experimentu.

llustrace 5. Zvolme Sesti-prvkovou galerii G = {husa, hiib¢, koté, kan, mys, pes}. Kritérium
K1 ,,podle gramatického rodu* rozlozi tuto galerii do tfi tfid po dvou objektech: maskulina
{ktn, pes}, feminina {husa, myS}a neutra {hfib¢&, kot¢}. Kritérium x> ,,podle poctu pismen*
rozlozi danou galerii do tii tfid: na slova tfi-pismenna {kun, mys, pes}, ¢tyf-pismenna {husa,
koté} a péti-pismenna {hiib¢}. Kritérium «3 ,,podle tfidy obratlovci* rozlozi danou galerii na
savce {htibé, kot¢, kun, mys, pes} a ptaky {husa}.

Komentar 4.

Za univerzum u kritéria k1 miZeme vzit soubor vSech podstatnych jmen (v prvnim padé
jednotného cisla) jazyka ¢eského. Univerzum u kritéria k; muze byt soubor vSech slov jazyka
ceského obsahujicich tfi, Ctyfi nebo pét pismen. U kritéria k, miizeme univerzum rozsifit na
vSechna slova jazyka ¢eského, ale pak je nutné soubor zavedenych tii tfid rozsitit o dalsi t¥idy
tak, aby zde byla tfida pro kazdé slovo. Podobné u kritéria k3 miizeme univerzum rozsifit na
vSechny obratlovce a soubor dvou tiid rozsitit o dal$i tfidy tak, aby zde byla tfida pro kazdého
obratlovce. Vzhledem k velikému rozsahu zivoc¢is$né fiSe a neuplnosti nasSich poznatkd neni
univerzum v tomto piipadé, pro nas, mnozinou. Toto univerzum nelezi celé, fe¢eno jazykem
fenomenologie, pred nasim obzorem. Je moZné, Zze pro biologa to mnozZina je. Konecné
podobna situace je i v matematice. Napiiklad v Eulerové dobé pojem funkce nebyl ptresné
vymezen a univerzum timto terminem oznacované mélo rozostfené hranice.

[lustrace 6. Zvolme dvanacti-prvkovou galerii kiestnich jmen ¢eského jazyka:

G = {Anna, Erika, Jana, Arnost, David, Ales, Dita, Eduard, Judita, Dusan, Josef, Emilie}.
Tuto galerii pouzijeme jako vychozi informaci pro nékolik tloh, které lze pouzit jako nastroj
vyzkumu. Reseni t&chto uloh najde &tenaf na konci &lanku.

Uloha 14°. Najdéte kritérium, podle néhoZ lze galerii G rozdélit: a) do dvou tiid po Sesti
objektech, b) do ¢ty tiid po tfech objektech, c) do tii tiid po Ctyfech objektech.

5 Redeni uloh 14, 15 a 16 Gtenaf najde na konci ¢lanku.



Uloha 15. Najdéte kritérium, podle néhoZ se galerie déli do t&chto tii tiid:
a) {Arnost, David, Dusan, Josef}, {Anna, Dita, Jana, Ales, Judita, Eduard}, {Erika, Emilie}
b) {David}, {Anna, Dita, Erika, Jana, Judita}, {Ales, Arnost, Dusan, Emilie, Josef}

llustrace 7. Ulohou (zejména pro uditele) miize byt vyzva: vytvoite ulohu na klasifikaci, ktera
bude mit takové a takové podminky. Uvedeme priklady.

Uloha 16. Navrhnéte galerii Sesti objektii z oblasti zemépisu tak, aby bylo mozné objekty
uspofadat do Sesti okének tabulky 3 x 2 podle dvou kritérii: fddkového (tii objekty horniho
radku tvoti jednu tfidu a tfi objekty dolniho fadku tvofi druhou tiidu) a sloupcového (kazda
dvojice objektl jednoho sloupce tvoii jednu ttidu).
Uloha 17. Stejnou tlohu feste pro oblast a) gramatiky, b) literatury, ¢) hudby, d) povolani,
e) kvétin, f) zvitat, g) sportu h) vami zvolené oblasti.

Uvedené nastroje (feSeni klasifikacnich uloh 1 tvorba téchto uloh) byly aplikovany
Vv riiznych fesitelskych modech:
1) individualni fesitel, ktery ptipadné pozdé&ji svoje feseni diskutuje s jinym fesitelem,
2) skupinové feseni — skupina 2-5 fesitelti se snazi najit co mozna nejvice feSeni,
3) individualni nebo skupinové hodnoceni predlozeného (vétSinou nepiesného) feseni,
4) ucitel nebo skupina uéiteltl predpovida, jak budou danou ulohu fesit zaci.

Prvni tf1i mody byly aplikovany v tnoru 2004 ve dvou dvoudennich seminafich pro
ucitele elementaristy. Seminare byly vedené formou dilny. V pfedstihu jednoho mésice dostali
ucastnici seminare soubor uloh, které méli dat svym Zaklim a Zdkovska feSeni pak pfinést na
seminaf. Hlavni naplni dilny pak méla byt
e tvorba uloh pro rizné vékové kategorie (véetné motivacnich ptibéht a pohadek) a
e analyzy zédkovskych feSeni, které tiCastnici piinesou.
ucastniky dilny mély vpravit do problematiky.

6. NEJASNE PREDSTAVY NEKTERYCH UCITELU O POJMU KLASIFIKACE

Naro¢né¢jsi ulohy zadané ucastnikiim byly feSeny ve skupinach. Jiz feSeni prvni tlohy, kterou
byla uloha 14, 1 dalsi ulohy, kterou byla tloha 17h), vSak ukazalo, Ze ne vSichni ucitelé jsou
na tuto praci pfipraveni, protoze sami maji problémy s rozliSenim klasifikace od jinych
organizac¢nich principi, jako je distribuce, asociace nebo usporaddani. Problémy, které takto
vznikly, jsou popsany nize v epizodach 6. a 7.

Necekana situace nas zaskocCila a pfinutila nas improvizovat. V pfipraveném scénaii
nebylo mozné pokracovat. Bylo nutné ucitelim ujasnit pojem klasifikace. Uvédomili jsme si,
7e k tomu Gcelu jsme méli mit ptipravené ulohy, jimiz bychom ucastniky dilny navedli na
odhaleni jejich chybnych postupti. Zel tlohy jsme neméli, a proto jsme volili postup pro nis
méné piijemny — vysvétlovani. Toto je popsano v Kapitole 7.

Epizoda 6. Na prvni dilng se tcastnilo asi 30 ugiteli. Ugastnikiim byla ptedloZena uloha 14.
Ucitelé, rozdé¢leni do 6 skupin, byli vyzvani, aby u kazdého ptipadu hledali co moZna nejvice
feSeni. Po vyfeseni ulohy jsme chtéli jisty ¢as vénovat didaktické analyze ziskanych feSeni.

U ptipadu 14a) kazd4 skupina uvedla kritérium ,,pohlavi® a jesté¢ aspont jedno dalsi
kritérium. Nakonec bylo nalezeno pies tucet riznych kritérii. Osm nejzajimavéjSich z nich
vybirame.

A) Ke jménu existuje parové DuSan - Dusana, Emilie - Emil, Erika - Erik, Jana - Jan,

Josef - Josefina, Judita — Juda / ke jménu neexistuje parové Ales, Anna, Arnost,
David, Dita, Eduard;

B) jméno zacina samohlaskou/souhlaskou;

C) jméno zainad na ,,A“ nebo ,,D*/ na ,,E* nebo ,,J;

D) jméno konc¢i samohlaskou/souhlaskou;
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E) jméno obsahuje/neobsahuje pismeno ,,I“ nebo ,,n*;
F) jméno obsahuje/neobsahuje pismeno ,,d* nebo ,,5;
G) jméno je/neni v kalendafi v bieznu nebo prosinci.

Nékterd feSeni vyvolala diskusi mezi skupinami. Bylo jasné, ze néktefi ti€astnici dilny se
na feSeni ulohy 14 divaji jako na soutéz, ktera skupina najde vice feSeni. Tak vici feseni A)
bylo namitano, ze jména DusSana a Juda se v kalendafi neobjevuji. O teSeni E) se jedna
tfeti skupina. Reeni bylo nasledujici:
H) uspofadame jména podle abecedy a prvnich Sest jmen AleS, Anna, Arnost, David,
Dita, Dusan dame do prvni tfidy a zbylych Sest jmen Eduard, Emilie, Erika, Jana,
Josef, Judita dame do druhé ttidy.
Nekteti ucastnici dilny namitali, Ze toto neni klasifikace, ale nedokazali jasn¢ formulovat,
pro¢ to neni klasifikace. VétSina ucastnikii dilny toto feSeni povazovala za korektni.
Hodnovérnost tohoto feSeni upevnila poznamka jedné kolegyné, ktera tekla, ze klasifikace H)
je stejna jako klasifikace C) a u klasifikace C) nebyly Zadné namitky.

U ptipadu 14b) kazda skupina uvedla kritérium: zacind pismenem A/D/E/J a celkem bylo
uvedeno 7 dalSich dobrych feSeni a jedno nekorektni. Timto pfipadem se dale nezabyvame.

U ptipadu 14c) Ctyti ze Sesti skupin uvedly spravné feSeni:
I) pocet pismen ve jmén¢ je 4/5/6.
Nasla se 1 dalsi feSenti, ale jedno feSeni vyvolalo delsi diskusi. Bylo popséano takto:
J) ,Mam t#i tiidy. Vezmu slova na ,,A* a do kazdé tfidy dam jedno takové slovo. Pak
vezmu slova na ,,D*“ a do kazdé tfidy dadm jedno. Totéz udélam se slovy na ,,E*“ a na
. Tim jsou v kazdé ttid¢ Ctyii slova.
Zde oponenti nasli dobry argument: Jak se vi, ze naptiklad Anna bude pattit do prvni, druhé,
nebo tieti tfidy? Po této namitce autofi uvedené klasifikace svoji instrukci vylepsili tim, ze
slova nejprve uspotadali podle abecedy a az pak je zaclenovali do tfid. Oponentiim se ani toto
vylepSeni nejevilo jako dostacujici, ale ani tentokrate nenaSli proti nému piresvedcivé
argumenty.

Epizoda 7. Uéastnici dilny mé&li navrhnout galerii Sesti objekttl (napf. obrazkd, symbold, slov),
kterym by rozuméli zaci 1. nebo 2. ro¢niku zékladni Skoly. Bylo pozadovéano, aby tyto
objekty byly uspofadany do Sesti okének tabulky 3 x 2 podle jistého fadkového a sloupcového
kritéria. Jedna ze $esti skupin uvedla tabulku 1. Regitelé dodali, e uloha pro déti nebude
pouzivat slov, ale obrazki. Dany ptiklad asi polovina

Moyl Mravenec Veverka ucastniki dilny povazovala za dobry néapad, druha

polovina se nevyjadiovala. Na vyzvani G€¢astnikl tvirci

Kvét Trava Strom galerie formulovali kritéria, podle kterych jsou objekty

Tab.1 uspotfadany do tadki a sloupct: ,;fadkoveé kritérium déli

objekty na zivocichy a rostliny, sloupcové kritérium —

to jsou ty dvojice objektil, co k sobé patii.“ Jedna ucastnice fekla ,,to je takové bydlisté toho
zvitatka®, jind Gcastnice se k ni pfidala ,.to je takové hnizdo®.

Komentar 5.

A. Reseni H) ptipadu 14a) piedpokladd, Ze prvky galerie se nejprve néjak uspoiadaji —
v daném piipadé je to usporadani abecedni. Tato organizace objektii je vhodna tieba pro
telefonni seznam, ale neni to klasifikace. Je to usporddani. Tim rozumime pravidlo, které o
kazdych dvou objektech univerza jednoznaéné rozhodne, ktery piedchdzi kterému. Navic
musi byt tato relace tranzitivni, tj. musi spliovat podminku: jestlize A pfedchazi B a B
pfedchazi C, pak A predchazi C. (Relace uspofadani patfi k zdkladnim pojmim teorie
mnozin). Piiklady uspofadéani: pfirozena ¢isla podle velikosti, slova ¢eského jazyka podle
abecedy. Ptiklad toho, co uspotadani neni: sedm dnti v tydnu (opakuji se periodicky), vSechny
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komodity v konkrétnim obchodu s potravinami ,,uspofadané* podle ceny (dvé rizné komodity
maji stejnou cenu).

B. Kontroverzni feseni J) ptipadu 14c) bylo zalozeno na principu distribuce, rozdélovani.
Mam-li ttem détem rozdélit Sest povidlovych a devét tvarohovych kolacl, pak kazdé dité
dostane dva povidlové a tfi tvarohové kolaCe. Tak je to spravedlivé. Dilezité na této
organizaci je, ze zde mezi dvéma tvarohovymi kolaci nerozlisuji a nedovedu tedy jasné fict,
ktery kola¢ ptipadne kterému ditéti. Tudiz tato organizace mnoziny kolac¢i neni klasifikace
podle naseho vymezeni.

C. V epizod¢ 7. se feseni uciteli vytvorené ulohy zakldda na pdrovani prvki, které néjak
sémanticky souviseji. Mohl bych k dané galerii slov ptidat jesté tfi dalsi slova a vytvoftit
galerii Gy = {k¥idla, kusadla, kvét, motyl, mravenec, ocas, strom, trava, veverka} a déti by
téchto devét slov uspotradaly asi do tabulky, ktera by vypadala jako Tab. 2.

? ? ? V tomto usporadani kazdy tadek tvofii

Zivotich | Motyl Mravenec Veverka | Jistou tfidu. Jeji jméno je v levém sloupci.

. y . Tt1 slova v kazdém sloupci ale stézi tvori
Rostlina | Kvét Trava Strom

- tfidu. Jsou seskupena na zaklad¢ jiste,
Cast téla | Kridla | Kusadla Ocas v tomto piipadé sémantické, piibuznosti,

Tab. 2 tedy asociace.

Ze vSech tii uvazovanych deformaci pojmu klasifikace je asociace nejblize ke klasifikaci. Zde
je Casto mozné najit dodate¢né pro jednotliva seskupeni spole¢né jméno, jak se to vice-méné
povedlo i autorim této ulohy.

7. UPRESNENI POJMU (VNEJSI) KLASIFIKACE

Jak jsme uvedli vavodu ke kapitole 6., situace, ktera vznikla na seminafi, nas ptinutila
improvizovan¢ dovést vSechny ucastniky k jasnému chapani pojmu klasifikace.

Epizoda 8. Kdyz ochabla argumentace ve sporu o korektnost klasifikace, ktera piredpoklada
piedchozi abecedni uspotfadani prvka galerie, navrhli jsme (my, vedouci dilny) prozkoumat
z didaktického hlediska klasifikaci trojuhelnikii na ostro-/pravo-/tupo-thlé. Polozili jsme
otazku, jak osvétlit tuto klasifikaci zakim, ktefi ji nechapou.

Ucitelé spravné zdiraznili, Ze je tieba, aby zdk umél poznat nebo néjak zjistit, zda dany
uhel je vétSi/mensi/rovny pravému thlu. VSe ostatni je jiz snadné. Staci na tabuli nakreslit
n¢kolik trojuhelnikii a nechat zaky, at' rozhodnou, ktery je jaky. My jsme se snazili cely
klasifika¢ni proces popsat jesté nazornéji. Rekli jsme toto.

,Piipravime tii koSe a na kazdy dame dva ndpisy. Prvni uvede jméno téch trojuhelniki,
které do koSe dame; druhy bude podminka, kterd o daném trojihelniku rozhodne, zda do kose
patii nebo ne. Tedy

na prvnim kosi bude napis OSTROUHLE a podminka MA VSECHNY UHLY OSTRE;

na druhém kosi bude nazev PRAVOUHLE a podminka MA JEDEN PRAVY UHEL;

na tfetim kosi bude nazev TUPOUHLE a podminka MA JEDEN UHEL TUPY .«

Jesté presvédéivéji by se dala podminka na prvnim kosi formulovat takto SEM PATRI TEN
A JEN TEN TROJUHELNIK, KTERY MA VSECHNY UHLY OSTE. Podobné i podminky
na dalSich dvou koSich.

Dulezité je, Ze kazda z téchto podminek se da aplikovat na libovolny trojuhelnik, tedy i na
ty, které momentaln€¢ nejsou prvky galerie nakreslené na tabuli. Metaforicky feceno,
libovolny trojuhelnik, ktery k trojici koSt pfijde, dovede zjistit, do kterého z koSt nalezi.
Precte si podminku na prvnim kosi, zméfi si vSechny svoje uhly a kdyZ zjisti, Ze jsou vSechny
ostré, vejde dovniti. V opacném ptipadé piejde ke druhému kosi a opét si precte podminku.
Kdyz zjisti, ze jeden z jeho whlii je pravy, vstoupi do tohoto koSe. Kdyz ani zde neuspéje,
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ptistoupi nas trojuhelnik ke tetimu kosSi a precte si podminku. Zde jiz nutné zjisti, ze do
tohoto koSe patfi, protoze jeden z jeho uhlii je tupy. Vstoupi tedy do ttetiho koSe. To, ve
kterém koSi nakonec dany trojuhelnik skonci, viibec nezédlezi na potadi, v jakém koSe
navstévuje. Uvedend klasifikace je dobra, protoze kazdy trojihelnik patii aspont do jednoho
kose a zadny nepatii do koSt dvou. Strucné, kazdy trojihelnik patii do pravé jednoho kose.

Veétsina ucastnikl toto metaforické vypravéni s personifikovanym trojihelnikem ptijala.
Nekteti jej vnimali jako zbyteéné rozpitvavani jasné véci, ale dvé nebo tfi kolegyné ihned
pochopily, ze pravé timto nastrojem lze argumentovat proti feSeni J) pripadu 14c). Jedna
z nich se obratila na autory tohoto feseni a oste polozila otazku: ,,Reknéte, jakou podminku
napiSete na prvni kos, jakou na druhy ko$ a jakou na treti ko§?!* Tento argument byl
piesvédcivy. Nikdo proti nému neprotestoval, 1 kdyz nelze fici, Ze jej thned vSichni pochopili.
Komentar 6.

Vyklad, kterym jsme na seminafi uptesnili pojem klasifikace, byl asi didakticky vhodny. Asi
vhodnéjsi by bylo piedlozit ucastnikim ulohu, kterd by ozivila vyprahlou a neuzavienou
debatu o feseni J) ptipadu 14c). Tento cil mize dobie splnit tloha, ktera ostfe poukaze na
pochybnost klasifikacniho kritéria a dovede autory kritéria k poznani pficiny jeho
neadekvatnosti. Piikladem takové lohy je nasledujici

Uloha 18. Aplikujte kritérium J) pouZité v ptipadé 14c) na galerii

G1 = {Alice, Arnost, Ale$, Anna, David, Dita, Eduard}.

Urcete, kolik prvka bude mit ktera tfida v tomto piipade.

8. TRIDA A OSTROST JEJI HRANICE

Pojmy, pomoci nichZ vnimame svét a rozumime vécem 1 jevim kolem nds, 1ze chapat jako
tfidy, jako mnoZiny objektli, vztahii, situaci apod. Naptiklad slovu ,,pes® rozumi dité na
zéklad¢ své zkuSenosti s vnimanim raznych redlnych nebo zobrazenych pst. V jeho védomi je
vytvofena piredstava pojmu ,pes”, kterd mnozinu konkrétnich zkuSenosti ditéte se psem
piesahuje. Na zéklad¢ této zkuSenosti mize dité jako psa oznacit objekt, ktery pred tim nikdy
nevidélo. Toto oznaCeni nemusi byt vzdy spravné. Naptiklad, kdyz v zoologické zahrad¢ dité
slovem ,,pes oznaci vlka. Rodice pouci dité, Ze toto zvife neni pes, ale vlk. Dité zna slovo
,Vlk* z pohadek a ted’ je poznava ve zcela odlisné situaci. Ve védomi ditéte se tim zahdji
proces upiesiovani pojmu ,,pes“ a ,,vlk®, zejména proces vyjasiiovani hranice mezi témito
pojmy. Podobnym zplisobem si zék tvoii a upfesnuje vSechny zakladni pojmy matematiky:
¢islo, operace, funkce, vyraz, mnohouhelnik, transformace,... .

Upfiesnovani pojmu miizeme chapat jako upiesiiovani hranice tfidy jevl, které pod dany
pojem spadaji. Je to jedna ze zékladnich ¢innosti, jimiz se dit€ u¢i pomoci jazyka byt ve svéte,
zit jako samostatnd lidské bytost.

V bézném zivoté asi neexistuje zadny obecny pojem, ktery by byl vymezen tak ostie,
abychom o kazdém jednotlivém jevu byli schopni jednozna¢né rozhodnout, zda do tfidy
vymezené danym pojmem patii nebo nepatii. Tento nedostatek naSeho uchopovani svéta
slovy netkvi v neschopnosti jazyka, ale nekonecné variabilité¢ svéta. Pfitom ostrost hranic
jednotlivych pojmti — tfid vnimaji réizni lidé rtiznd. Cim ostiejsi je vniméni hranice, tim
kvalitngj$i je pozndni daného pojmu jedincem. Ve védeckém svété se snaZzime o maximalni
moZznou ostrost pojmi. Zde je objevovani novych, pfedtim nepoznanych jevli simultdnné
provazeno uptesiiovanim piisluSnych termint.

Absolutni ptesnost vSak je (jak se, moznd mylné, domnivdme) dopidna pouze tém
védeckym disciplindm, které nejsou zavislé na redlném svéte a snazi se vytvofit si svllj svet
sami a konstituovat jej pomoci axiomatickych systémi. Sem nélezi pfedev§im matematika.
Vice nez dvoutisiciletd historie axiomatického budovani matematiky ukazuje, Zze i zde
dochazelo k mnoha nejasnostem, chybam a omylim a Ze nezfidka se naprosto pevné
presvédceni matematikli o dokonalosti jisté konstrukce ukazalo jako nepiesné a vyzadalo si

13



korekce. Dokonalost svéta matematiky je tedy téZ proménnd. Slovensky ¢tendf mize podnéty
ke hlubokému zamysleni se nad timto tématem najit v (Zlatos, 1995).

Uvedené poznani mé pro ucitele matematiky zasadni vyznam. Ukazuje, ze zak je schopen
vnimat dokonalost matematickych pojmii pouze na té hladiné ptfesnosti, ke které dospél ve
svém intelektudlnim vyvoji. Pedagogicka zkuSenost nas pak uci, ze kdyz ucitel zada od zaka
znalost terminologie na urovni, na kterou zak zatim nedozral, vede to nutné¢ k deformaci
zakova matematického poznani, k pamétovému uceni se definic, jimz zak nerozumi. Kone¢né
1 vétsina ucitell ma osobni zkuSenost s tim, Ze jejich omezené porozumeéni nékterym pojmim
je dusledkem zptisobu, kterym tyto pojmy byly prezentovany (at’ jiz na zakladni, stiedni Ci
vysoké skole).

V historii se matematici museli ke kazdé nové hlading presnosti dopracovat sami. Casto se
vymezeni n€kterého pojmu hledalo ne desetileti, ale staleti. Naptiklad pojem zaporného,
iraciondlniho nebo algebraického ¢isla, pojem funkce, pojem derivace a integralu, pojem
dimenze, pojem miry nebo pojem mnohosténu, jehoZ postupné upfesiiovani je sugestivné
popsano ve skvelé knize Imre Lakatose (1976).

Historie nas inspiruje k edukacni strategii zavadéni matematickych pojmu: vyklad nového
pojmu nezacinat definici, ale rozmanitymi Glohami, které upozorni Zaky na uskali, ktera jsou
S danym pojmem spojena; k definici dospét postupné a pokud mozno usilim zakti s minimalni
moznou intervenci ucitele; nesnazit se zavést dany pojem hned v jeho dokonalé finadlni
podobé, ale spokojit se s ¢asteCnou znalosti, ktera neptedstavuje znalost nedostatecnou, ale
vyvojovy stupen ptiSti znalosti dokonalé.

9. TYPOLOGIE KLASIFIKACI

Zaveérecna kapitola nastinuje soucasny trend naseho badani. Uvadi pouze n€kolik myslenek a
zékladni typologii klasifikaci v t€ podobg, jak ji vidime v fijnu 2004, kdy je ¢lanek psan.

Prvni charakteristikou kazdé klasifikace je mohutnost mnoziny T vSech tiid. Je-li tato
mnozina N-prvkova mluvime o n-t#idni klasifikaci. Dvouprvkovou klasifikaci nazyvame
bifurkaci a ttiprvkovou trifurkaci. Podobné pak mluvime o spocetné resp. nespocetné
klasifikaci. Piiklad spocetné klasifikace jsme vidéli v bodech G) a H) komentaie 3. Piikladem
klasifikace s nespo¢etnym poctem tiid mize byt klasifikace vSech trojuhelniki podle obsahu.

Druhé charakteristika klasifikace je dana vztahy mezi jejimi tfidami. Naptiklad zda
nekterd tiida hraje v souboru vsech tfid dominantni roli, zda je néktera ze tiid vyjimecna, zda
je mezi prvky nékterych tiid jistd korespondence apod. Dalsi charakteristiky klasifikace jsou
pak specifické pro jednotlivé typy klasifikaci. Podivejme se blize na bifurkace a trifurkace.

U bifurkace je univerzum U disjunktné rozlozeno na dvé tfidy ti, to. Podle jejich
vzajemného vztahu budeme rozliSovat tfi typy bifurkaci.

e Polaritni bifurkace je charakterizovana ptirozenou bijekci 7z U — U, ktera je involutorni
(j. pro kazdé x € U plati #(7#(X)) = X) a pro kterou plati #(T|) = T2 (viz obr. 5a).
Prikladem jsou dopravni znacky, kde jedna piikazuje nebo zakazuje a druha to rusi.

U ..........................................

Obr. 5a Obr 5b Obr 5¢c

e Jyclenovaci bifurkace je charakterizovana dominantni tfidou vyznamnych objektii a méné
vyznamnou ttfidou, ktera je komplementem tfidy dominantni. V tomto piipadé budeme
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vyclenénou tfidu znacit V a vztah vyclenéni V «U. Druhd tfida této klasifikace je pak
komplement V' = U — V tfidy V (viz obr. 5b).

e Gradacni kvazi-klasifikace je charakterizovana ostfe vymezenou dominantni tfidou a
neostie vymezenou komplementarni tfidou, jejiz n¢které objekty se jevi jako rozmazané
nebo jen tusené. Zde ovSem i univerzum U je vymezené neostie. Piikladem mutize byt
pojem mnohostén v ucebnicich gymnazia (viz obr. 5c¢).

U trifurkace je univerzum U disjunktné rozloZeno na tfi tiidy ti, t> a t3. Napiiklad ilustrace
5. dava tfi tfidy, z nichz zadna nehraje dominantni roli a mezi zadnymi dvéma tfidami neni
vyznamna korespondence prvkd. Tento pripad trifurkace neni typicky, protoze ve vétSing
ptipadl Skolnich trifurkaci je jedna jeji tfida vyznamnd a navic Casto mezi zbylymi dvéma
tfidami existuje ptirozend korespondence. Podle toho urc¢ime dva dilezité typy trifurkace.

e Korenovad trifurkace je charakterizovana dominantni korenovou ttidou vyznamnych
objektli. V tomto piipadé tiidy klasifikace oznacujeme ti, t2 a to; kofenovou tfidu znacime
to. Neztidka je tato tfida ,,menSi* neZ kterakoli ze dvou dalSich ttid.

e Centrovana trifurkace je takova kotenova trifurkace U = to U 1) U t2, kterd se po zzeni

univerza na redukované univerzum U* = t| U t2 (tedy po vypusténi tfidy to) stane polaritni
bifurkaci.

Téchto pét ptipadi klasifikace ted’ prozkoumame podrobnéji.
9.1. Bifurkace polaritni

Na prvni pohled se zda, Ze tato bifurkace patii k nejbézngjsim typim klasifikace. Clovéka
thned napadnou polarity jako pravy/levy, kladny/zaporny, raciondlni/iracionalni, stejny/riizny,
ostrouhly/tupouhly, s¢itani/odc¢itani apod. Podrobnéjsi pohled ale ukéze, ze tyto ptiklady mayji
tfi choulostivd mista: nékdy je tézké vymezit jejich univerzum U, nékdy je slozité ukazat
stejnost obou tfid a nékdy se k obéma uvedenym ttidam ptirozené pridava i dalsi ,,neutralni‘
tfida a domnéla bifurkace se ukdze jako trifurkace.

Nasledujici ilustrace uvadi tii typické ptiklady polaritni bifurkace.

llustrace 8. Univerzum je (a) mnozina N vSech piirozenych ¢isel bez nuly, (b) mnozina No
vSech ptirozenych cisel v€etné nuly. V obou piipadech se tiida t; sklada ze vsech lichych ¢isel
a tiida t2 ze vSech sudych cisel. Pfirozena involutorni bijekce 7: U — U je popsana ptifazenim
(@) 2n < 2n — 1, tj. kazdé sudé ¢islo se zobrazi na ptedchazejici piirozené Cislo (které je liché)
a kazdé¢ lich¢ Ccislo se =zobrazi na nasledujici prirozené cislo (které je sudé);
(b) 2n <> 2n + 1, tj. kazdé sudé Cislo se zobrazi na nasledujici piirozené ¢&islo (které je liché)
a kazdé liché ¢islo se zobrazi na ptedchdzejici ptirozené Cislo (které je sud¢).

llustrace 9. Univerzum tvoii mnoZina viech kvadratickych funkci f(x) = ax® + bx + ¢ (a # 0).
Ttidu t| tvofi vSechny konvexni kvadratické funkce f, (tj. ty, které maji minimum, tj. spliuji
podminku a > 0). Ttidu t2 tvofi vSechny konkéavni kvadratické funkce f, (tj. ty, které maji
maximum®, tj spliuji podminku a < 0). Za piirozenou involuci lze zde volit vice riiznych
zobrazeni 72 U — U. Naptiklad zobrazeni, které funkci f: X — ax? + bx + ¢ pfiradi funkci
m(f): x = -ax? — bx — ¢, nebo funkci m(f): x — -ax? + bx — ¢, nebo funkci z3(f): x — -ax® — bx
+ ¢, nebo funkci m(f): x — -ax® + bx + c. Kazda ztéchto involuci je v jistém smyslu
,piirozena®. Kazda miiZze byt popsana i geometricky v jazyku grafi funkci. Jestlize G je graf
funkce f € U, pak

graf Gy funkce m(f) je s grafem G osové soumérny podle x-ové osy y = 0,

graf G> funkce m(f) je s grafem G stiedoveé soumérny podle pocatku O(0;0),

graf Gs funkce m3(f) je s grafem G osové soumérny podle pfimky y = c,

® Vv diskusi na PME28 uved] jeden ucitel z Izraele pékné metaforické rozliSeni obou tfid, které v této zemi
pouzivaji studenti: funkce prvni tfidy nazyvaji ,,smé&jici se* a funkce druhé tfidy nazyvaji ,,mracici se*.
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graf G4 funkce m(f) je s grafem G stiedové soumérny podle bodu C(0;c),
Pravdépodobné za nejptirozenéjsi z téchto involuci lze prohlasit bijekci z:f — - f.
Ilustrace ukézala, ze adjektivum ,,pfirozend* neurcuje vzdy danou bijekci jednoznacné.

llustrace 10. Univerzem U je mnozina vSech izometrii I (En) n-rozmérného eukleidovského
prostoru En, n e N. Ttidu T: tvofi vSechny pfimé izometrie a tfidu t> vSechny nepiimé
izometrie. Za pfirozenou involuci Ize volit nekonecné mnoho riznych zobrazeni 7z U — U.
Je-li g jedna pevné zvolena nepifima involutorni izometrie (napt. soumernost podle nékteré
nadroviny prostoru En), pak zobrazeni zy: U — U, f — fog , kde ,,0“ je znak pro skladani
zobrazeni, je involuce, pro niz 7gy:(t1) = t.

Pro nazornost podrobnéji popiSeme piipad n = 1. Ptimku E; ztotoznime s ¢iselnou osou R.
Pak U = I(En) = {fap)R > R, x > ax + b;a =% 1, b € R}. Toto univerzum se déli na tfidu
t1 = {f+10;0 € R} ptimych izometrii (fr1p: X = X + b je posunuti o ,,vektor* b € R) a tfidu
t> = {fap;b € R} neptimych izometrii (f.1p: X — -X + b je sttedova soumérnost podle ,,bodu
b/2). Jestlize za pevné volenou nepiimou izometrii g zvolime soumérnost podle pocatku
g =f10. R > R, X —> -X, pak zobrazeni 7g: U — U, fap — fapofio = fap je involuce, pro niz
7g-(t1) = to.

9.2. Bifurkace vyclenovaci

Pfedev§im musime blize osvétlit hranici mezi bifurkaci polaritni a vyclefiovaci. K tomu
uvedeme nasledujici dva ptiklady.

llustrace 11. Univerzem je mnozina Q vsech racionalnich ¢isel. Mnozina Z vSech celych ¢isel
tvoti vyznamnou tiidu v univerzu Q. Pro zaky zékladni i stiedni Skoly je mnoZina Z jasn¢jsi
nez mnozina Q a za samoziejmé povazuji, ze Z je mensi nez Q. Casto navic slovo ,,zlomek*
chapou zaci jako prvek mnoziny Z'=Q — Z.

Na druhé stran¢ vime, ze existuje diimyslné¢ konstruovana bijekce Z < Z’, a proto by
rozklad Q = ZUZ’ mohl byt uvazovan jako bifurkace. Tuto moznost zavrhneme, protoze
uvedena bijekce rozhodné neni pfirozend, jak pozaduje vymezeni pojmu polaritni bifurkace.
Proto zde jde o bifurkaci vyClenovaci, tedy Z €Q.

llustrace 12. Univerzem je mnozina N vSech piirozenych ¢isel. Mnozina P vSech prvocisel je
tfidou v tomto univerzu. Komplement P* = N — P tvofi tfidu vSech slozenych cCisel. Vztah
N = PUP’ tvoii disjunkni rozklad univerza N. Protoze ob¢ tiidy P i P” jsou spocetné, existuje
mezi nimi bijekce P <> P’. Tato bijekce ale v zddném ptipad¢ neni ptirozena, jak zada nase
vymezeni pojmu polaritni bifurkace. Dokonce tuto bijekci neumime efektivné popsat. Proto
uvedenou bifurkaci nepovazujeme za polaritni, ale vyc€leniovaci. Z mnozZiny N byla vy¢lenéna
tfida P; stru¢né P AN. Zak zakladni §koly povazuje mnozinu P za mensi a jeji komplement,
mnozinu slozenych Cisel, za vétsi.

Struéné zopakujeme oba uvedené ptiklady a stejnym zpisobem pak uvedeme dalsi
(a) cela Cisla « raciondlni Cisla,
(b) prvocisla « ptirozena ¢isla,
(c) pravidelné mnohothelniky <« mnohouhelniky,
(d) osové soumérné mnohothelniky <« mnohouhelniky,
(e) pravidelné mnohouhelniky < osoveé soumérné mnohouhelniky,
(f) ¢tverce «Ctyfuhelniky,
(g) rovnobéZzniky < ctyfuhelniky,
(h) pfirozena ¢isla < cela Cisla,
(1) cela cisla « redlna ¢isla,
(j) raciondlni ¢isla < realna cisla,
(k) linearni funkce < spojité funkce.

Ptipady (c), (d) a (e) lze propojit a napsat jedinym zapisem:
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pravidelné mnohouhelniky <« osové soumérné mnohouhelniky € mnohothelniky.

Podobné¢ Ize do fetézce vyclenovacich relaci zapsat vztahy (h)-(j):

prirozena Cisla « cela ¢isla < raciondlni ¢isla < realna Cisla.

V téchto pripadech se jiz jednd o jiny typ organizace, o hierarchické a ne klasifikacni
usporadani trid.

Komentar 7.

A. Prirozena bijekce mezi tfidami polaritni bifurkace jesté nezarucuje jejich rovnovahu ve
vSech smérech. Tak suda ¢isla jsou uzaviend vzhledem ke scitani, ale licha nikoli. Pti¢inou
uvedené nerovnovahy je struktura ptirozenych Cisel. Nebo pfimé izomerie tvoii grupu a
nepiimé netvofi. Navic pfimé izometrie jsou evidentné mySlenkové snazs§i nez nepfimé.
Pfi¢inou prvni nerovnovahy je struktura grupy izometrii, pti¢inou druhé je vnimani téchto ttid
Clov€kem. PFimé izomerie si lze predstavit jako vysledek pohybu, nepiimé nikoli. U vétSiny
polaritnich bifurkaci vystupuji obé pti¢iny nerovnovahy tfid.

B. Z didaktického hlediska je zajimavy proces, jimZ se tvoii relace vyClenéné tfidy a univerza.
Nekdy vycletiovani probihd tak, Zze Zak ma jiz o univerzu jistou piedstavu a vyclenéna ttida je
obohacenim této predstavy. Napiiklad pojem prvocisla je obohacenim univerza ptirozenych
¢isel. Jindy ale proces vycClenovani je spojen spiSe s rozsifenim univerza, které se pak stane
Vv novém univerzu tfidou. Napiiklad pojem konvexniho ¢tyruhelnika mize byt vyclenén, az
kdyZ se objevi nekonvexni ¢tyithelnik, jehoz existence byva pro zaky prekvapenim. Podobné
piirozena Cisla jsou pro Zaka tfetiho ro¢niku aritmetickym univerzem. Az pozd¢ji, kdyz se zak
seznami se zdpornymi Cisly, resp. s raciondlnimi Cisly, tedy aZ kdyz dojde k rozSiteni
puvodniho univerza, se toto stane vyclefiovanou tfidou nového, bohatsiho univerza.

C. Tedy vztah univerza a vyclenéné tiidy vznika dvojim zpusobem: vy¢lefiovanim nebo
rozSifovanim univerza. V tradi¢ni vyuce se u obou piipadi zak o novém vztahu dovidé od
ucitele. V konstruktivisticky vedené vyuce ptedlozi ucitel zaktim ulohu, kterd je k danému
vztahu ptivede.

D. Uvedeme po jednom piikladé konstruktivisticky vedeného objevu vycClefiovani. Napf.
pojem prvocisla mohou zaci objevit pii feSeni uloh 19 a 20.

Uloha 19. Jaky obvod mize mit miizovy obdélnik s obsahem a) 12, b) 15, ¢) 11 nakresleny na
ctvereckovém papife? Najdéte vSechna feSeni. Kdy ma tloha jediné feSeni?

Uloha 20. Piedchozi uloha mé v ptipadg a) tii feSeni, v pfipadé b) dvé feseni a v piipadé c) jen
jedno feseni. Najdéte dalsi ptipady, kdy ma uloha jen jedno feSeni.

Nebo pojem nekonvexniho ¢tyfuhelnika mohou Zaci objevit pii feSeni tlohy 21.

Uloha 21. Nakreslete ¢tyiuhelnik, jehoz tthlopiicky se neprotinaji. (Uhlop#ickou étyiuhelnika
ABCD rozumime usec¢ku AC a tisecku BD.)

10. ZAVER

PredloZena studie je typickym piikladem reportu o probihajicim vyzkumu. Obsahuje jak ¢asti
analyzy daného matematického materidlu, tak i informace o jiz uskute¢nénych experimentech
a zajimavych zjiSténich. V soucasnosti pfipravujeme mezinarodné koncipovany experiment,
ktery bude uskute¢nén pomoci korespondenéni hry ,Hadej a plat™. Doufdme, ze ziskany
materidl ndm nabidne dal$i poznani o klasifika¢nich procesech Zaki 1 uciteld (jak
vytvotujicich, tak realizujicich). Zajemce o uvedeny experiment budeme radi informovat o
soucasném stavu vyzkumu, zejména uvitame ochotu participovat na vyzkumu.

Reseni.

Uloha 14. a) muzska/Zenska jména; b) jméno zadina pismenem a/d/e/j; ¢) podet pismen ve
slové je 4/5/6.

Uloha 15. a) pocet souhlasek je vétsi/stejny/mensi neZ pocet samohlasek;

b) posledni pismeno je ,,d*/ ,,a*/ rizné od ,,d* nebo ,,a*.
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Uloha 16. Re$eni. Napi. {Londyn, Moskva, Praha, Vltava, Volha, Temze}; kritérium
sloupcové: lezi ve stejné zemi (Anglie, Cechy, Rusko); kritérium fadkové, prvni: stejny
zemepisny objekt (mésto, feka), kritérium fadkové, druhé: stejny pocet pismen ve slovée (pét,
Sest).
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