Kapitola 3

Jednodimenzionalni jednoduché
systémy

V této kapitole budeme rtesit nékolik konkrétnich situaci. V predchazejici kapitole jsme
odvodili stacionarni Schrodingerovu rovnici pro systémy s hamiltonidnem, ktery explicitné
nezavisly na case. Jedna se o diferencidlni rovnici. To, zda ji lze vyTesit jednoduse, nebo je
jejl feseni natolik komplikované, ze budeme muset sahnout po ptibliznych ¢ numerickych
metodach, zavisi na tvaru hamiltonianu daného systému.

Poznamka: V nasledujicim textu budeme pro jednorozmérné systémy vzdy uvazovat vl-
nové funkce i potencidlni energii jako funkce soutadnice, tj. ¢» = ¢(x) a V = V(z); pro
jednoduchost ale jiz proménnou x nebudeme obvykle uvadét.

3.1 Stacionarni Schrodingerovy rovnice pro konstant-
ni potencialni energii

Nejdiive budeme fesit stacionarni Schrodingerovu rovnici pro jednu c¢astici v jednorozmeér-
ném prostoru v néjakém intervalu, kde je potencidlni energie konstantni, tj. V(z) =V =
konst.

Hy = B,

(T+ V) = EY,
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@y 2m(E-V)

— v =0, (3.1)

Rovnice je homogenni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficientyl[]
Jeji feseni ma tvar ¢ = e**, dosazenim do rovnice [3.1] a zkrdcenim e** tak dostdvame:

2m(E-V)
a? 4 T 0 (3.2)

Nyni se feSeni problému rozpada na dvé ¢asti podle toho, zda je E >V nebo E < V.
Reseni pro E >V

Uvazujme nejprve klasicky: Je-li celkova energie E castice vétsi nez je potencialni energie V,
znamena to, ze kinetickd energie ¢astice T'= E—V je kladna, coz je v poradku.

Pokracujme v feseni rovnice [3.1] Rovnice 3.2 nem4 redlnd, ale ryze imaginarni resent

2m(E— of .
Q12 = +i % d:f +ik

Rovnice [3.1) ma tedy dvé nezavisld feseni, ktera muzeme zkombinovat

Y = Ae'*®  Be (3.3)
kde A, B € C jsou integracni konstanty a k = w

Komentare:

e Jednd se o funkce, které odpovidaji stavum s ostrou hodnotou kinetické energie (viz
strana . Prvni clen tedy odpovida situaci, kdy takova castice ,leti vlevo* a druhy
¢len odpovidé ,,pohybu vpravo®.

e Protoze plati e** = cos (kz)-+isin (kx), je patrné, Ze redlnd i imaginarn{ ¢4st nalezené
vlnové funkce mé v prostoru harmonicky prubéh s frekvenci k. Pokud bychom tedy
zvySovali energii ¢astice E, bude rust také k a tedy i frekvence realné i imaginarni
¢asti vinové funkce.

e Vzhledem k harmonickému prubéhu, nelze nalezena feseni normovat na neomezeném
intervalu obvyklym pouzitim normovaci podminky [2.4] ale je tieba ptejit k normovan{
na koneény objem nebo normovani na Diracovu d-funkci.

e Ve specialnim ptipadé pro V' = 0 mluvime o tzv. volné ¢astici.

ITento typ rovnice zndme jiz z mechaniky, kde jsme se z ni potkali pfi feseni harmonického oscildtoru.
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Reseni pro £ <V

Opét nejprve klasicky: Je-li celkova energie E ¢astice mensi nez je potencialni energie V|
je. kineticka energie T'= E—V je zdporna, coz v klasické fyzice viitbec neni mozné. Takze
bychom mohli byt v pokuseni prohlésit, ze tento piipad je nefyzikalni a dal ho nefesit.
Nebudeme ale ukvapeni, vyresime rovnici [3.1] i pro tento piipad a uvidime, zda ziskana
feSeni povedou k fyzikalné smysluplnym tesenim. Rovnice mé dvé redlna reseni

2n(V—B) _ , [2m[E-V]

e e
Resen{ rovnice je pak tedy:
Y = Ae** + Be Y, (3.4)
kde A, B € C jsou integrac¢ni konstanty a o = le;LE{V'.

Komentare:

e Nalezené feSeni je souctem dvou redlnych exponencidl. Z toho je patrné, ze na neo-
mezeném intervalu, tj. v limitach pro x — +o00 zjevné diverguje. Nelze ho tedy na
takovém intervalu normovat. Neexistuje tedy vlnova funkce, pro kterou by platilo
E <V na celém prostoru.

e Na jednostranné omezeném intervalu lze jako feseni rovnice pripustit vzdy jen
tu exponencidlu, kterd na ném nediverguje, tj. e** na intervalu (—oo, a) a e”** na
intervalu (a, +00), kde a € R.

e Na oboustranné omezeném intervalu lze uvazovat obé nalezend reSeni.

Jak jiz bylo Tec¢eno, tak v klasické mechanice neni mozné, aby se ¢astice vyskytovala v ob-
lastech, kde je celkova energie mensi nez energie potencidlni, tj. kineticka energie by zde
byla zaporna. V kvantové fyzice ale uvidime, ze pro splnéni postulati o vinové funkci bu-
deme vlnova funkce nenulova i v mistech, kam se v klasické fyzice c¢astice nemuze dostat.
To ale jinymi slovy znamend, ze v téchto mistech je nenulové pravdépodobnost nalezeni
castice.

Ukol 3.1 Pouzijte animaci/aplet dostupny na adrese

http://fyzweb.cz/materialy /qm-potencialy /

a modelujte, jak vypada teseni pro ruzné hodnoty V a E. Jak se feSeni proménuje,
pokud se méni hodnota E?
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3.2 Po castech konstantni potencialni energie — napo-
jovani resSeni

Predchézejici tdlohu nyni zobecnime na situaci, ve které bude potencidlni energie V' (z)
popsana po ¢astech konstantni funkci — priklad takové funkce je znazornén zelené na
obr. |3.1} Problém budeme fesit opét pro jednu ¢astici s celkovou energii F, jejiz hodnota
je v obrazku znazornéna cerveneé.

V A V(X)
— E

v

0 ab c d

Obrazek 3.1: Po ¢astech konstantni potencidlni energie

V k-tém intervalu oznacime potencialni energii Vj a vyfesime na tomto intervalu stacionarni
Schrodingerovu rovnici:

(T + Vi)v = E.

V nasem konkrétnim piikladé zndzornéném na obr. tak muzeme — na zakladé pred-
chazejici podkapitol (konkrétné vztahu a zapsat obratem feSeni v jednotlivych
intervalech:

e v intervalu (—oco,a): ¢ = Ae*® + Be % k= W

e v intervalu (a, b): = Ce* + De™ ™, «a= 2m‘§;V2‘

e v intervalu (b, ¢): Y =Fel* + Ge™l*| [ =,/ w

e v intervalu (c, d): = He™ + Je B2 3= 2m\§2—V4| ... atd.

Ziskali jsme tedy feSeni Schrodingerovy staciondrni rovnice na jednotlivych intervalech.
na kazdém intervalu mame dvé, zatim neznamé integracni konstanty. Po vlnové funkci
ovsem také pozadujeme, aby byla na celém prostoru spojita a spojité diferencovatelna —
jinymi slovy, musime zajistit tyto jeji vlastnosti i v bodech nespojitosti potencidlni energie
(hovoiime o tzv. ,sesivacich podminkdch®).

Napriklad v bodé a tyto pozadavky vypadaji nasledovné:
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e Pozadavek spojitosti v x = a:
Aeika + Be—ika — Oeaa + De—9a
e Pozadavek spojité diferencovatelnosti v x = a:
ikAe*—ikBe % = qCe*—aqDe

Oba pozadavky dohromady predstavuji dvé rovnice pro Ctyii neznamé A, B, C a D.
V dalsim bodé nespojitosti potencialni energie, bodé b, bychom podobné dvé rovnice dostali
pro neznamé C', D, F' a GG a stejné tak by se vse opakovalo v dalsich bodech nespojitosti.
Vidime, ze zadanim hodnot integracnich konstant A a B v prvnim intervalu jsou diky
pozadavkum na spojitost a hladkost urceny i vSechny ostatni integrac¢ni konstanty a tedy
podoba celé vinové funkce.

Ukol 3.2 Vyzkouset si seSivani na apletu.

3.3 Potenciilovy schod (stupein)

Poznatky z predchazejici kapitoly nyni budeme aplikovat na tzv. potencidlovy stupen vysky
Vs, kde bod nespojitosti potencidlni energie umistime do bodu x = 0 Reseni rozdélime
na dvé casti podle celkové energie F castice.

Ukol 3.3  Ne7 se pustime do feSeni potencidlového schodu pro jednotlivé situace,
vytvorte si zadany prubéh potencialni energie v programu a prohlidnéte si, jak vypadaji
feSeni pro ruzné hodnoty energie. Tvar vlnové funkce pro ruzné hodnoty energie F
popiste, popiste i zmény prubéhu ¢ pii zménach F.

Reseni pro E > Vg

Situace je zachycena na obr. vlevo. Nespojitost potencidlni energie v bodé z = 0
rozdéluje feseni Schrodingerovy rovnice na dva intervaly, na kterych snadno najdeme teseni
srovnanim s rovnici B.ok

2QGrafy potencialni energie, ale i ndzvoslovi pievzaté s tithového pole nékdy svadi k tomu, si predstavovat,
Ze ¢astice (elektron) opravdu musi piekonat néjaky schod, piekdzku ve smyslu vyvyseniny v prostoru. Ve
skutecnosti jde ale o stupen v potencidlni energii, coz se v piipadé nabitého elektronu bude mnohem
jednoduseji realizovat pomoci elektrostatického pole, tj. napi. elektron se pohybuje ve dvou trubkéach,
které jsou udrzovany na odlisnych potencidlech. ,,Schod“ je pravé pii prechodu z jedno trubky do druhé.
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|4 |4
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Obrazek 3.2: Vlevo situace pro E > Vg, vpravo pro 0 < E < Vg

e Pro z < 0: ¢ = Ae*® 4+ Be ** kde k = 4 /2?_2E

e Proz > 0: ¢ = Ce™ + De ¥ kde [ = w
Ted bychom mohli napsat podminky spojitosti a hladkosti vlnové funkce v bodé z = 0
a najit vztahy mezi integra¢nimi konstantami. Nez to ale udélame, pozménime mirné nés
pohled na zkoumanou situaci — predstavme si, ze chceme zkoumat situaci, kdy nase céstice
nalétava zleva na potencidlovy schod a my chceme urcit, jaka je pravdépodobnost, ze
castice projde do druhé casti, a jaka je pravdépodobnost, Ze se odrazi Zpétﬁ

Jednotlivym ¢astem feseni vyse tak muzeme pripsat nasledujici vyznam:

e Clen Ael*® je vlastni funkef operatoru hybnosti (viz[2.30) s vlastni hodnotou hybnosti
rovnou p = v2mkE; klasicky by tedy slo o ¢astici, ktera by se pohybovala smérem
doprava, tj. ve sméru kladné osy x, slo by tedy o ¢astici, které na schod ,,nalétévé“ﬁ

e Clen Be ¥ je také vlastni funkei operatoru p a pifslusi vlastnimu éislu s opacnym
znaménkem nez predchozi ¢len, klasicky by tedy slo o volnou ¢astici pohybujici se
v opa¢ném smeéru, tj. takovou, ktera se od schodu ,,odrazila“.

e Clen Ce' je roven vlastni funkci p s vlastni hodnotou il = /2m(E — V), tato
hybnost odpovida kinetické energii £ — V', coz by byla kineticka energie ¢astice letici
smérem doprava v mistech s vysSim potencidlem.

e Analogicky élen De ' by klasicky odpovidal ¢astici, kterd by v misté vysstho po-
tencialu letéla vlevo. My ale budeme studovat pouze takové situace, kdy castice

prichézeji zleva, proto polozime D = 0.

3Tato loha by v klasickém pifpadé byla trividlni, édstice ma vyssi energii, nez je vyska potencidlového
schodu, a neni tedy duvod, pro¢ by neproSla za schod, tj. pravdépodobnost pruchodu by byla 1,
pravdépodobnost odrazu 0.

4Pro nékoho miize mit obtizné si predstavit, ze vinova funkce ve tvaru rovinné viny odpovida nalétavajici
¢astici. V takovém piipadé muze pomoci si predstavit, Ze se jednd o souvisly proud ¢éastic. Pravdépodobnost
odrazu, resp. pruchodu by potom odpovidala tomu, jakéd ¢ast ¢dstic se odrazi, resp projde.
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S uvazenim posledniho uvedeného bodu pak ,sesivaci“ podminky v x = 0 vypadaji nésle-
dovné:

e pozadavek spojitosti v z = 0: A+B=C

e pozadavek hladkosti v z = 0: Aik—Bik = Cil.

Z téchto dvou rovnic vyjadiime koeficienty B a C' jako nasobky A

k—I 2k
B=—-A C =

k+1 " k+1

Vysledna vinova funkce tedy bude obsahovat pouze koeficient A, jehoz hodnotu lze urcit

z normovaci podminky:.

B y'y (3.5)

Jak jiz bylo fec¢eno, nasim cilem je urcit pravdépodobnost, ze se ¢astice na potencialovém
schodu odrazi, resp. projde za néj. Vhodnou veli¢inou, ktera tyto skutec¢nosti popise, je
hustota toku pravdépodobnosti (viz [2.69)), kterd mé v jednorozmérném piipadé tvar:

= (4
j—2im(w dz wdx)

Urcime nyni hustotu toku pravdépodobnosti j; pro tu ¢ast vinové funkce, jejiz klasickou
analogii by byla ¢éstice prilétavajici k potencidlovému schodu, tedy pro clen Ae®*:

ikx * —ikx
j[ h (A* 71kmdAe Aeikdi € ) — @|A‘2
d m

2im T dx

Podobné lze uréit hustotu toku pravdépodobnosti odrazenych ¢dstic jp (pro élen Be~®)

B . dBe ke o dB*eik hk Rk [ k—1\?*
oo B* lk’m—_B o - :——BQI—— v A2
IR 2im< ¢ dz dz ) m‘ | m (k—l—l) AP,

muzeme si vSimnout, ze tok vysel zaporny, coz odpovida nasi klasické analogii céastice
pohybujici se vlevo.

A také uréfme hustotu toku pravdépodobnosti proglych ¢astic jr (pro clen Cell®)

ki dCell . dC*eile hl B2k \*
. C* —ilz C ilx C A 2'
= %im ( A ¢ dz ) m‘ = (k+l) 4

Zavedeme a dopocitame nyni koeficient odrazu R a koeficient pruchodu T vyjadiujici
pravdépodobnost odrazu/pruchodu ¢éstice:

2
e linl _ SE1BE (D) AP (k—z)2: VE-VE—T5
ki VE +E — Vs

il AP AP
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Obrazek 3.3: Zavislost koeficientu R a 1" na poméru % pro potencialovy schod.

2
aof lir| _ 2101w () AP 4k 4\/E(E = Vs)
- ; T hk - hk - 2 2
il A2 k) 42 (k+1) ( ol _E_VS>

Snadno lze ovéfit, ze plati R +T = 1, coz znamen4, 7e ¢astice se nutné bud odrazi, nebo
projde, nenf jind moznost. Déle dobfe patrné, ze koeficient R # 0, piestoze E > V. Céstice
se tedy muze od schodu odrazit i presto, ze ma dostatecnou energii k jeho prekonéni, coz je
efekt, ktery nema v klasické mechanice obdobu. Pravdépodobnost odrazu ovsem s rostouci
energii I castice rychle klesa; zavislost R a T na poméru g ukazuje graf na obr. .

Z pravé provedeného vypoctu nam nevyplynuly zadné podminky na povolené hodnoty
energie (tj. neobjevilo se kvantovani energie) — energie E tedy muze nabyvat libovolnych
hodnot E > V. Takovéto stavy, kdy energie neni kvantovana a vlnova funkce je nenulova
na neomezeném intervalu nazyvame rozptylové stavy.

Ukol 3.4 Na vyse uvazovany potencialovy schod nalétavaji zleva ¢astice hmotnosti m.
Jaka ¢ast se jich od potencialového schodu odrazi, je-li energie téchto castic £ = %Vs?
Vysledek vypoctu zkontrolujte pohledem do grafu na obr. [3.3
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Vypoctova uloha 3.1

Svazek elektronu s kinetickou energii 80 eV vleti prolétava z uzemnéné kovové trubice
do trubice s elektrickym potencidlem 50 V. Tuto situaci budeme kvantové modelovat
jako ptechod pres potencidlovy schod.

a) Jakd cast elektronu se odrazi zpét?

b) Jaké ¢ast by se odrazila zpét, pokud by potencidl druhé trubice byl —50 V?

Ndpovéda: Oblast s elektrickym potencialem 50 V predstavuje pro elektron schod po-

tencialni energie o vysce 50 eV. Pro potencidl —50 V jde pak o stejné vysoky schod,
ale smérem dolu.

Vysledky: a) Priblizné 5,8 %. b) Priblizne 1,5 %.

Povsimnéte si, ze ¢ast elektronu se odrazi dokonce i v druhém piipadé, kdy je ,,schod“
smérem dolu.

Reseni pro 0 < E < Vg

Situace je zachycena na obr. vpravo. V klasickém pripadé by c¢astice prilétavajici zleva
k potencidlovému chodu neméla dostatek energie na jeho prekonani a odrazila by se zpét.

Nespojitost potencidlni energie v bodé x = 0 opét rozdéluje problém na dva intervaly, na
kterych najdeme Feseni srovnanim s rovnici [3.3}

® Pro r < 0: 1/] = Aeika + Be*ikfﬂ’ kde k = 27;/12E

e pro x > 0: ¢ = Ce* + De™** kde o = \/%

Protoze clen C'e** diverguje pro z— + 00, coz neumoznuje tuto vlnovou funkci v oblasti
x > 0 normovat, je nutnd’] polozit C' = 0.

Sesivaci podminky kladené na ziskané vlnové funkce pak nabyvaji podobu:
e Pozadavek spojitosti v x = 0: A+ B=D,
e Pozadavek hladkosti v x = 0: ikA—ikB = —aD.

Tuto soustavu dvou rovnic o trech neznamych vytfesime podobné jako v pfedchozi ¢asti

5Uvédomte si, ze divod, pro¢ klademe jednu z integra¢nich konstant rovnu nule, je ted zcela odlidny
v porovnani s duvodem pouzitym v predchozi ¢asti.
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tak, ze koeficienty B a D vyjadiime pomoci koeficientu A:

ik + « 2ik
B = A D = A 3.6
ik—a ik —« (3.6)

Nez se pustime do vypoctu koeficientu R a T', tak si opét spocteme prislusné hustoty toku
pravdépodobnosti. Reseni v levé édsti je stejné, proto i hustoty toku pravdépodobnosti
pro oba ¢leny budou stejné. V pravé ¢asti, tj. v oblasti > 0 (odpovida ,cdsticim, které
prosly“), mame redlnou vlnovou funkci, takze vime, Ze z ni spocitand hustota toku bude
nulovou, presto to muzeme explicitné spocitat

h dDe* dD*e "
N —_ D* —Qax _ D —Qax — .
T ( ¢ dz ¢ dz ) 0

Diky tomu muzeme podobné jako v predchézejici podkapitole stanovit koeficienty odrazu

a pruchodu R a T
2

ik
1k + « 1

ik — «

=B

T = |‘7—T| =0
1|
Je tedy patrné, ze ve shodé s klasickou fyzikou se vSechny nalétavajici castice s 0 < E < Vg
od potencialového schodu odrazi.

Ackoliv je koeficient pruchodu T = 0, je vlnova funkce a tedy i hustota pravdépodobnosti
nalezeni ¢éstice nenulova i v oblasti x > 0, tedy v oblasti, ktera je v klasické fyzice pro
castici nedosazitelna. Hustota pravdépodobnosti nalezeni Céastice v této oblasti klesa ex-
ponencialné jako e~2%%. Pii¢inou je nas pozadavek na spojitost a hladkost napojeni Feseni
Schrodingerovy rovnice v obou oblastech. Vidime tedy, ze i feSeni ptipadu, ktery je klasicky
nefyzikalni, zde naslo uplatnéni.

Ani v tomto vypoctu jsme nedostali zadné podminky na kvantovani energie. Jedna se opét
o tulohy rozptylového typu.

Existuje feseni pro £ < 07

Kdyz uz nam v ptredchozim pripadé vyslo, ze Castici lze nalézt i , klasicky nedosazitelné®
oblasti, ve které jeji celkova energie E je mensi nez hodnota potencidlni energie v tomto
misté, muze to vést k myslence, ze mozné je vse. Zkusme se formalné podivat na to, co
dostaneme, pokud budeme fesit potencidlovy schod pro energii £ < 0, tj. celkova energie
je véude mensf nez potencialni. Resen{ se opét rozpadd na dva intervaly
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2m|E)|
h?
2m(|E[+V)

2o

e prox < 0: ¢ = Ae* 4+ Be ™™ kde a =

e proz > 0: 1 = Cef? + De™P* kde B =

Protoze pottebujeme vinovou funkci normovatelnou, tak je nutné, aby ani v jedné casti
nedivergovala, tj. nutné musi platit B = C' =

Podminky spojitosti potom jsou: A = D a a«A = —pD, coz nelze splnit. Tato tloha tedy
nema zadné teSeni, které by bylo spojité a hladké.

Vypoctova tloha 3.2

Pokud si chcete napojovani vlnovych funkei vice vyzkouset, spoctéte, jak bude vypadat
feSeni pro opacné orientovany potencidlovy schod, tj. takovy, kde je V(z) > 0 pro
r <0aV(x)="Vy=0prozxz > 0; opét teste pro pripady E>V a E < V. Déle urcete
koeficienty odrazu a pruchodu (R a T') pro oba piipady. Zjistite, Ze i na tomto schodu
se mohou ¢astice nalétavajici zleva s jistou pravdépodobnosti odrazet, prestoze jejich
energie je vysSsi nez vyska schodu — tento efekt v klasické mechanice nenalezneme.

3.4 Potencialova bariéra a tunelovy jev

Velmi podobnym postupem, jaky jsme pouzili v predchazejici kapitole, nyni vySetiime
potencialovou bariéru o vysce VB a §itce a. Body nespojitosti potencialni energie budeme
uvazovat v bodech z = 0 a = = a. Reseni opét rozdélime na dva prlpadyﬁ podle toho,
zda celkova energie E cCastice je vétsi nez vyska bariéry Vg, nebo naopak nizsi nez vyska
bariéry V.

Reseni pro E > Vj

Situace je zachycena na obr. vlevo. Resenf staciondrni Schrédingerovy rovnice budeme
hledat na trech intervalech, a ziskame ho v tomto tvaru:

e Proz < 0: ¢ = Ael** + Be # kde k = 2;?2}3

o Pro0 < <a:t=Ce 4+ De i kde | = /2 Ve)

SPiipad, kdy je energie E < 0 jiz znovu vysetiovat nebudeme, opét bychom zjistili, ze nedava zadné
feseni.
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Obrazek 3.4: Vlevo situace pro F > Vg, vpravo pro 0 < F < Vp

o Proz > a: ¢ = Fe* + Ge ™ kde k = /21F

Protoze budeme fesit stejnou situaci jako v pifpadé potencidlového schodu, tak ¢len Ge™*®

by opét v klasické analogii odpovidal castici prichazejici zprava v oblasti z > a, které
v naSem usporadani neuvazujeme, proto polozime G = 0. Sesivaci podminky je tieba
uvazovat v bodech x =01ix = a:

Pro 2z = 0: Pro z = a:
A+B=C+D Ce' + De71¢ = Fet
ikA—ikB = ilC'—ilD ilCel —jlDe e = {f Felke

Dostali sem soustavu ¢tyT rovnic o péti neznémychﬂ kterd nam umoznuje napiiklad vyjad-
fit konstanty A az D pomoci konstanty F'. Vypocet neni naroény, jen je trochu zdlouhavy

I+ k
) ) _ i(k—1l)a
4 (k. + l)?e—zla_(k,_l)Zezla eikaF C = —2l e F
B 41k
2isin(al)(I*—k?) -k ,
B = wa D:_Z(k—i-l)aF
4lk ‘ T

Vinova funkce tak obsahuje pouze integracni konstantu F, jehoz hodnotu muzeme urcit
pomoci normovaci podminky. Obvyklym zpusobem urc¢ime koeficient odrazu R:
|B|* V2sin? (la)

7R
R="= = = .. = 3.7
lir] A2 4E(E-Vpg) + VEsin® (la) (3.7)

Koeficient pruchodu T je roven pravdépodobnosti, ze ¢astici nalezneme v oblasti x > a —
hustota toku pravdépodobnosti jr se bude pocitat z clenu Fe*! (1ze také pouzit jednodussi

"Pii blizsim pohledu zjistime, Ze se vlastné jednd o dvé soustavy dvou rovnic, takze jeji vyfeseni neni
az tak obtizné.
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Obrazek 3.5: Zavislost koeficientu odrazu R a pruchodu T na Sitce bariéry a v pripadeé, ze
E > Vg

postup a pravdépodobnost pruchodu spocitat jako T'=1— R):
_ @ _ |F|? _ AE(E—-Vp)
il AP T 4AB(E-Vp) + VEsin? (la)’

Evidentné dostavame vysledky, které nemaji v klasické mechanice analogii. Predné — koefi-
cient R je obecné nenulovy, tj. podobné jako u potencialového schodu se muze nalétavajici
castice odrazit, prestoze ma energii dostatecnou k prekonani bariéry.

Prekvapivé muze pusobit skutecnost, ze koeficienty R a T jsou (la)-periodické; jejich prubéh
v zavislosti na Sitce bariéry a pti pevném [ ukazuje obr. [3.5l Z vyrazu je patrné, ze pro
la = nm je R = 0. Jinymi slovy, pti vhodné energii ¢astice E (pfipomenme, ze energie F
vystupuje ve vyrazu pro ) pro danou sitku bariéry a nedochézi k odrazu ¢astic, tyto energie
se nazyvaji rezonanc¢ni. Zavislost koeficienti odrazu R a pruchodu T na sifce bariery a na
celkové energii ¢astice je zachycena i v grafech na obr. a (3.6

Reseni bariéry pro 0 < E < Vg

Situace je zachycena na obr. vpravo. Reseni staciondrni Schrédingerovy rovnice na
intervalech x < 0 a x > a jsou stejna jako v predchozim ptipadé E > Vp. V intervalu
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Zavislost R na energii Castice E

R (pro E>V, m=4000 MeV/c? V=15 MeV,a =1 fm)
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Obrazek 3.6: Zavislost koeficientu odrazu R na celkové energii ¢astice F pro E > Vg (Mi-
nima v grafu dosahuji nulovych hodnot, coz ovsem logaritmickd skala svislé osy neumoznuje
zobrazit.)

. e o . _ [ 2m|E—V,
0 < x < a jsou pak feSenim redlné exponencidly: v = Ce* + De™** o = %
Protoze je interval omezeny, neni ani jedna z redlnych exponencidl divergujici a piipustna
jsou obé feseni.

Po polozeni G = 0 ze stejnych duvodu jako v predeslé ¢asti dostavame seSivaci podminky
ve tvaru:

Pro z = 0: Pro z = a:
A+B=C+D Ce* + De™% = Felka
ikA—ikB = oC—aD aCe®—qDe " = ik Felk®

Podobné jako v predchézejici podkapitoldﬂ Ize tuto soustavu ¢tyt rovnic o péti neznamych
vytesit tak, ze integracni konstanty A az D vyjadiime pomoci F' a ur¢ime koeficient odrazu

8Samoziejmé lze tento pifpad vyfesit samostatné. Je ale moznd prevzit feseni z piedchozi ¢ast, pokud
si uvédomime, ze sesivaci podminky se lisi jen substituci il = a.
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Zavislost R a T na Sifce bariéry a — R
R resp.T (m = 4000 MeV/c?, V = 15 MeV, E = 10 MeV)
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Obrazek 3.7: Koeficienty odrazu R a pruchodu T' v zavislosti na Sifce bariéry a pro pripad
0<E<Vp

R a pruchodu T

_ ljrl _ @ _ V2 sinh? (aa) (3.8)
il AP 4E|E-Vp| + VZsinh® (aa) '
gl _EE AE|E—Vy| 39)
il 1A2 T 4AB|E-Vg| 4+ VEsinh? (aa) '

Graf na obr. 3.7 ukazuje zavislost R a T" na Sifce bariéry a pro « ¢astici s klidovou hmotnosti
piiblizné 4000 MeV /c? pro ,vysku* potencidlové bariéry V = 15MeV a celkovou energi
castice F = 10 MeV. Prubéh zavislosti obou koeficientu je ale obdobny i pro jiné situace.

Pravdépodobnost odrazu T s tloustkou bariéry kles4 priblizné exponencidlné k nule, ale
neni nulovéa — jinymi slovy, za potencidlovou bariéru mohou pronikat i ¢astice, které nemaji
dostatecnou energii (F < Vp) a podle klasické teorie by se mély vzdy odrazit zpét. Tento
efekt oznacujeme v kvantové fyzice jako tzv. tunelovy jev.

Tunelovy jev umoznil v historii vysvétlit, pro¢ se nékteré prvky rozpadaji o rozpadem
béhem nékolika us, zatimco jinym muze stejny rozpad trvat miliardy let. Pravé expo-
nencialni zavislost pravdépodobnosti pruchodu bariérou (pozn. exponencidla je ve vzta-
hu ,schovédna“ v hyperbolickém sinu), vede i pres nepiilis velké odlisnosti v para-
metrech potencidlové bariéry (jeji tloustky a vysky) na okraji ruznych atomovych jader
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velmi rozdilnym pravdépodobnostem pruchodu alfa ¢astice touto bariérou, a tedy i k velmi
rozdilnym polo¢asum rozpadu (hodnoty se lisi o 20 fadu a vice).

Ptimou technologickou aplikaci tunelového jevu je fungovani rastrovaciho tunelového mi-
kroskopu (scanning tunneling microscopy — STM). Na jednoatomovy hrot sondy mikro-
skopu, ktery se pohybuje nad zkoumanym vzorkem v obvyklé vzdalenosti 4—7-10""m, je
privadéno elektrické napéti. Vzduchova mezera mezi hrotem a vzorkem predstavuje po-
tencidlovou bariéru, kterou mohou elektrony ze vzorku prekonavat diky tunelovému jevu
a prechazet do hrotu (nebo naopak) — vznika tak tzv. tunelovaci proud. Tunelovaci proud
velmi silné zavisi na vzdélenosti hrotu od vzorku, tj. sifce potencidlové bariéry. Vzdalenost
hrotu a vzorku je pomoci piezokrystalu velmi pfesné nastavovana tak, aby tunelovaci proud
zustaval konstantni a uréuje nam strukturu povrchu zkoumaného vzorku a to az do rozliseni
na urovni polohy ¢ velikosti jednotlivych atomu.

Ukol 3.5 Urcete pravdépodobnost « rozpadu, jestlize pii ném « ¢astice s kinetickou
energii £ = 5 MeV musi pro opusténi jadra prekonat potencialovou bariéru vysky
Ve = 15 MeV a siice 0,5 fm. (Poznamka: A = 200 MeV /fm.)

Ukol 3.6 Urcete pravdépodobnost, ze mi¢ o hmotnosti 1 kg a rychlosti 1 m/s projde
centimetrovou zdi, na jejiz ,prorazeni® by potieboval energii 1 J.

3.5 Pravouhla konec¢né hluboka potencialova jama

Az dosud jsem se zabyvali problémy, ve kterych jsme dostavali fyzikalné piipustna feseni
Schrodingerovy rovnice pro libovolnou hodnotu energie (pfipadné omezeni bylo na néjaky
velky interval, napf. Zze energie je kladnd). Nyni se budeme vénovat ¢dstici v konecéné
hluboké potencialové jameé.

Reseni pro E > 0

Situace je zachycena na obr. vlevo pro konec¢nou pravouhlou jamu sitky a. Protoze se
od teseni potencidlové bariéry v podstate neliélﬂ budeme se ji vénovat pouze velmi strucné.
Reseni stacionarni Schrodingerovy rovnice jsou

9Ve skuteénosti staci v feseni pro E > Vp nahradit vysku bariéry Vg jeji zdpornou hodnotou a veskeré
vysledky zustanou v platnosti.
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Obrazek 3.8: Vlevo situace pro £ > V', vpravo pro £ <V

e prox <0: 1= Ae** + Bem*r kde k = /2?213,

e pro z > a: ¢ = Fel* + Ge ™ kde k = /22E.
Stejné jako v pripadé bariéry nebudeme uvazovat ¢len, ktery by v klasické analogii od-
povidal ¢astici pohybujici se v oblasti > a smérem doprava, tedy polozime G = 0. Po
dofeseni soustavy dané sesivacimi podminkami muzeme stanovit koeficienty R a T'. Asi nas
neprekvapi nés, ze stejné jako u potencidlového schodu ¢i bariéry muze dochazet k odrazu
i pro ¢astice majici dostatecnou energii na pruchod.

Reseni pro —V; < E <0

Mnohem zajimavéjsi situaci dostaneme, pokud vysSetiime ptipad znédzornény na obr. |3.8
vpravo. Uvédomme si, ze v klasickém priipadé by se castice pohybovala jen v intervalu
0 <z < a, tj. uvniti jamy.

Reseni stacionarni Schrodingerovy rovnice zde dostava podobu:

e pro x < 0: ¢ = Ae® 4+ Be™ ™, kde o = 4/ 272‘2E|,

® pro 0 <x<a: ¢ — Ceikm + Defik‘m’ kde k — 2m(|V]'%72|—|E|)7

2m|E)|
2

e prox > a: ) = Fe* 4+ Ge ™ kde a =

Protoze pozadujeme, aby byla vyslednd vinova funkce normovatelna, musime z nalezeného
feseni vyskrtnout ¢leny, které by v z—=+oo divergovaly — proto je nezbytné, aby B = F' = 0.
Sesivaci podminky tim dostavaji tvar:
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Pro z = 0: Pro z = a:

A= C + D Oeika + De—ika _ Ge—aa

aA = ikC—ikD ikCe*®—ik De ' = —qGe™ @

Dostali jsme tedy homogenni soustavu ¢tyt linedrnich rovnic o ¢tyfech neznamych. Tato
soustava ma netrividlni feseni praveé tehdy, kdyz je matice soustavy singularni, tj. deter-
minant matice je nulovy. Tato situace ovsem zjevné nastane pouze pro nékteré hodnoty k
a «, tj. pouze pro nékteré hodnoty celkové energie E. Jako dusledek pozadavku na spoji-
tost, hladkost a normovatelnost vinové funkce tedy dostavame kvantovani energie. Déle je
v téchto stavech pravdépodobnost nalezeni ¢astice nenulova jen v oblasti jamy a jejim nej-
blizsim okoli (mimo oblast jamy, tj. mimo oblast 0 < x < a exponenciélné klesa), mluvime
o tom, ze vyskyt Céstice je ,vazan na jamu“ a hovoiime o tzv. vazanych stavech.

Alternativni pristup k pripadu —V; < F <0

Predchozi pripad lze tesit matematicky mirné odlisné. Polozime pouze B = 0 a s integrac¢ni
konstantou /' budeme pocitat, s tim, Ze mame na paméti, ze fyzikalné jsou pripustna, pouze
ta feseni, kdy nam vyjde F' = 0. V takovém piipadé dostaneme sesivaci podminky ve tvaru:

Pro x = 0: Pro z = a:

A= C + D C«Cika + Dcfika — Feoe 4 Gcfaa

aA = ikC—=ikD ikceika_i]{,Defika — aFe®_aGe 2

coz jsou 4 rovnice pro pét neznamych integrac¢nich konstant. Napiiklad konstantu A mu-
zeme zvolit jako parametr a pomoci ni nejprve vyjadiit C' a D pouzitim podminek v bodé
x = 0 a potom pomoci A vyjadrit i hodnoty konstant F' a G vyuzitim sesivacich podminek
v bodé 2 = a. Potom polozenim F' = 0 dostaneme podminku pro piipustné energie E (ty
jsou obsazeny ve vyjadieni k a «) a ziskat tak kvantovani energie.
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Obrazek 3.9: Pravouhla nekonecnd potencidlova jama

3.6 Pravouhla nekonec¢né hluboka potencialova jama

Vypoctove nejjednodussi aplikaci tykajici se systému s po ¢astech konstantni potencialni
energii bude studium nekonecné hluboké pravoihlé potencidlové jamy o Sitce L. Zatimco
pro 0 < z < L pokladdme V(z) = 0, vSude mimo tento interval je V(z)— + oo; jinymi
slovy, skok potencidlni energie v bodech x =0 a z = L je nekoneényir_al (viz obr. .

Reseni mimo interval (0, L):

Ma-1i byt mimo jamu splnéna stacionarni Schrodingerova rovnice ve tvaru:
Ho = (T +V)y = By,

je nezbytné, aby zde byla vinova funkce identicky nulové: ¢» = 0 (abychom ,vykompen-
zovali“ nekone¢nost potencidlni energie). Tim je nulova také hustota pravdépodobnosti
vyskytu Castice vné jamy — na rozdil od jamy konecné hloubky, kde se mohla ¢astice vy-
skytovat i v ,klasicky nepristupné“ oblasti.

Reseni na intervalu (0, L):

Uvniti jamy dostavdame pro V' = 0 rovnici, jejiz feSeni jsme jiz nalezli ve tvaru:

ikx —ikx 2mE
Y = A 4 Be™** kde k =1/ o (3.10)

10 Asi netieba zdurazitovat, ze nekoneény skok je prakticky nerealizovatelny. Tento pifklad se tedy do-
pousti pomérné velkého zjednoduseni. Dava ale prijatelné dobré vysledky pro ptipady, kdy je ,jama velmi
hluboka“, resp. se zajimame pouze o stavy s malymi energie ve srovnani s potencialni energii mimo jamu.
Piilisné zjednoduseni modelu povede i k nutnym ustupkium v pozadavcich na vinovou funkci, které budou
zminény dale v textu.
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Pro nekonecnou jamu byva zvykem prepisovat tento exponencialni tvar pomoci goniome-
trickych funkci
¢ = C cos(kx) + D sin(kz)

,kde C = A+ B a D = i(A — B). Pokud bychom se nyni pokusili napojit tuto vlnovou
funkci v bodé z = 0 na konstantné nulovou funkci (feseni pro z < 0), dostaneme:

e Pozadavek spojitosti v & = 0: 0= Ccos(0)+ Dsin(0) = 0=20C,
e Pozadavek hladkosti v o = 0: 0 = —Cksin(0) + Dkcos(0) = 0= Dk.

Je zrejmé, ze tyto dvé rovnice soucasné spliuje pouze feseni C' = D = 0, ¢imz by se ale hle-
dana vinova funkce stala identicky nulovou na celém svém definicnim oboru, a tedy nenor-
movatelnou — vlastné bychom ji dale nemohli povazovat za vinovou funkci. Abychom dostali
alespon néjaka reseni, slevimdﬂ z obvyklych pozadavku na vlnovou funkci a v mistech ne-
konecnych skokt potencidlni energie budeme vyzadovat pouze jeji spojitost vinové funkce.
Sesivaci podminky tedy dostanou podobu:

e Pozadavek spojitosti vz = 0: 0 = Ccos(0) + Dsin(0),
e Pozadavek spojitosti vz = L: 0 = Ccos(kL) + Dsin(kL).

Z prvni rovnice ptimo dostavame C' = 0 a ze druhé rovnice plyne podminka
kL = nm, (3.11)

kde n je tzv. kvantové éfslom a z rovnice plyne, ze se musi jednat o celé ¢islo. Pokud si
ale uvédomime, ze pro n = 0 dostaneme konstantné nulovou funkci a funkce pro n a —n
se lisi jen znaménkem, tak vidime, ze vSechny fyzikalné piipustné stavy popisuji vlnové
funkce pro n = 1,2, 3, .... Nalezena n-ta stacionarni funkce ma tvar:

Y, = Dsin(kx) = Dsin (%Tw) :

Vyjadrenim k ze vztahu a a jejich naslednym porovnanim dostavame vztah pro
vlastni ¢isla hamiltonidanu, tj. experimentalné nameétitelné hodnoty celkové energie E pro
¢astici v nekonecné hluboké pravothlé potencialové jame:

2mE  nrw n2m2h?
V. A2 L 2m L2

1 Opravnénost takového tstupku lze zdivodnit dvéma riiznymi zplisoby — jednak takto dostaneme feseni,
které dobfe popisuje piipady, které se blizi zvolenému modelu. Druhy zpusob, jak k tomu je ptistoupit je
situace, kdy nekoneénou jamu budeme chapat jako limitni pfipad koneéné jamy, pokud bychom zvétsovali
jeji hloubku. Potom pokud provedeme limitni pfechod i ve vinovych funkcich, tak dostaneme tato feSeni,
ktera budou sice spojit, ale nikoli hladka.

12 Jako kvantové é&islo & kvantova éisla budeme oznacovat jakakoli ¢isla, kterd pouzijeme k ,oéislovani®
jednotlivych feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice.
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Index n u energie znaci, které stacionarni vlnové funkci dana energie piislusi. Vidime, ze
dusledkem pozadavki na spojitost a normovatelnost vlnové funkce je kvantovani energie
uvnitt jamy.

Vypoctova tuloha 3.3
Pro nalezené stacionarni vlnové funkce 1, = D sin (

D.

nm

7 x) uréete normovaci konstantu

Reseni:
Funkeci v, dosadime do normovaci podminky a druhou mocninu funkce sinus
prepiSeme pomoci dvojnasobného tihlu:

g L 1 L 2
1= /0 Ypihpda = |D|2/0 sin? (%x) dr = §|D|2/0 (1—008 (%x)) dz.

Vypocet se tak rozpada na dva integraly, které snadno vyfesime:

1 L Lo 72 1 L 2 t
1= —-|DJ? / 1dx—/ cos [ 2205 ) dz = Z|IDP? | 2] — | =—=sin o :
2 0 0 L 2 2nm L 0

Dosazenim integracnich mezi zjistime, ze cely druhy ¢len v zavorce je nulovy. Vyjadiime
D:

1 2
1==|D]’L = |D| =4/ =.
5Dl D) 7

Pripomenme, ze integra¢ni konstantou muze byt v nasem piipadé libovolné komplexni

¢islo o velikosti %, takze pfresnéji bychom meéli vysledek zapisovat ve tvaru D =

\/%6“7,77 e R.

Se znalosti normovaci konstanty tak muzeme zapsat findlni podobu stacionarnich vinovych
funkei 1), ¢astice v nekoneéné potencidlové jameé a jejich energii F,,:

2 . /nw n?m2h?
W’):\Esm (T2)  B=Grr

Vypoctova dloha 3.4
Ovérte ortonormalitu baze tvorené vlastnimi funkcemi ¢, kde n = 0,1, 2...
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Reseni:

Ovéreni ortonormality béze provedeme tak, ze pro libovolna k, [ vypocitame skalarni
sou¢in (¢ | ¥y). Pokud je béaze ortonormélni, bude tento skaldrni soucin roven jedné
pro k = [ nebo nule pro k #1:

00 L
(Vi | i) = / ; Y de = %/0 sin (kfﬂx) sin (%aj) dz.
—infty

S pomoci vztahu sin(a) sin(8) = 1 (cos(a—f)— cos(a + f3)) pak dostdvdme:

(Ur | ) = %/OL <cos W—cos W) dz. (3.12)

Pro k = [ dostavame integral ve tvaru (druhy integral dava nulu po dosazeni obou
mezi, protoze v argumentu sinu je nasobek 7):

et 1 fF 1 (% %mz 1., 1[ L . 2krx)"
= 1de+ - = —[zlf - = | == =1.
(Ur | i) L/o x+ L/o cos 7 L[x]o 7 {21” sin 7 }

0

Pro k # [ integrujeme takto:

(U | ) "= i - s

k#l{ L (k=Drr L ,(k+z)m«r
(k—l)m L (k+1) ‘

0

Dosazenim integra¢nich mezi dostaneme rozdil dvou ¢lenu, které jsou oba nulové (v ar-
gumentech funkce sinus se vyskytuji celoc¢iselné nasobky 7):

k£ sin(m(k=1)) sin(r(k+1))
<¢k| wl> = W(k—l) o 71-(]{;4_[) =0.

Oveérili jsme tedy podminky ortonormality vlastnich funkci pro nekoneénou potencié-
lovou jamu.

Ukol 3.7 Napiste vinovou funkci ¢astice v nekoneéné hluboké potencidlové jame,
ktera je v takovém stavu, ze pravdépodobnost namérené energie E; je p(E;) = 50 %,
pravdépodobnost naméteni energie Fs je p(F2) = 20% a energie Es je p(F3) = 30 %.
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Ukol 3.8 Napiste casovy vyvoj vinové funkce pro castici ve stavu .

Zapiste Feseni nestacionarni (Casové) Schrodingerovy rovnice.

Reseni:
Casovy vyvoj stacionarni vinové funkce je

2 nt 2 . n271'2
Un(2,t) =1/ I sin (%x) e H = \/ T sin (%x) eMamezt

Reseni pro nestacionarni Schrodingerovu rovnici mé tvar

n2

00 9 00 4 2
U(z,t) = chwn(x,t) =4/ 7 ch sin (%x) ezt ¢, € C.
n=1 n=1

Ukol 3.9  Céstice v nekoneéné hluboké jamé byla v case t = 0 popsana vlnovou

funkei
P = \/I sin ™ -+ sin 27r_x
VL L L)

Urcete jeji casovy vyvoj. Spocitejte hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v case
t =01 v néjakém obecném case t > 0. Popiste jeji vyvoj v Case.

Vypoctova uloha 3.5
Pro obecnou vlastni funkci v, ptislusejici ¢astici v nekoneéné hluboké potencialové
jameé oveérte relaci neurcitosti.

Napovéda: Nejdrive urcete stiedni hodnoty operatoru z, :L:Q, D, 152 ve stacionarnim stavu
popsaném funkei v,,. Odtud dopocitejte neurcitosti

ot déf <JA}2>—<£’>2, resp. (5]7 déf <§p2_<ﬁ>27

a porovnejte s Heisenbergovou relaci neurcitosti.
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Reseni:
(#)y, = %

<'zf2>¢n = L2 (%_m)’

(P)y, =0

__ h%n2g2

<p2>'¢)n - 2

Vypocet relaci neurcitosti:

1 1 1 /h%n2rm2 h
Sadp = Ly)——m— >
xop \/3 22 4\/ Iz =2

Upravou nerovnosti vyse dostaneme:

3
n’m?>9 = n>—,
T

coz je pro n > 1, které v feseni pro nekonecné hlubokou jamu predpokladame, splnéno
vzdy.

Vypoctova uloha 3.6
Céstice se nachazi v nekonecné potencidlové jamé ve stavu popsaném v case t = 0
normovanou vlnovou funkei

U(x) = Nx(L—x).

a) Nakreslete prubéh uvedené funkce a urcéete normovaci konstantu N.

b) Rozlozte vlnovou funkei ¥(z) na soucet vlastnich vlnovych funkei.

c¢) Urcete pravdépodobnost, s jakou namérime ve stavu W(x) energii E,. d) Napiste
casovy vyvoj V.

Ndpovéda: Funkce W(x) je jisté mozné vyjadrit jako linedrni kombinaci vlastnich funkef
() :
V() =Y enthn(2),
n=1
kde koeficienty ¢, pfedstavuji odmocninu z pravdépodobnosti naméteni vlastniho ¢isla

E,. Klicem k zodpovézeni obou otazek je tedy pravé nalezeni koeficientu c,, které
s vyuzitim ortonormality baze vlastnich funkci snadno ziskdame jako:

Cn:<qj‘wn>
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Reseni:
a) N =,/3

b) Pro vypocet koeficientu ¢, pro rozklad obecné vinové funkce ¥ do staciondrnich
stavu vyuzijeme vztah uvedeny v napovédé tlohy:

cn = (V| ,) = /_Z U*ih,dz = /OL \/gx(l)—x)\/%sin (%x) dz =
= \2—63_0 {L/OLxsin <n%x) dr— /OL 22 sin <n%a7) dm} )

Integraly vyse vyresime (opakovanou) metodou per partes a dostavame:

Rozklad vInové funkce ¥(x) na soucet vlastnich vlnovych funkei mé tedy tvar:

W)= 3 20 1 )

¢) Pravdépodobnost p, naméreni vlastniho ¢isla E, je:

240
n8m6

n12
Pn = |cn|2 - [1_(_1) ] :
Povsimnéte si, ze pro lichd n jsou jak koeficienty c,,, tak pravdépodobnosti naméteni

E,, nulové.
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d) Pro zapséani ¢asového vyvoje musime vyuzit rozklad ¥ do stacionarnich vlnovych

funkci v, tj
60 (—1)7] /2 . (nm:) 2t
—sIn ( — |e2mL?,
n37r3 L L

o0

n=1

3.7 Linearni harmonicky oscilator (LHO)

Resend tohoto problému je pomérné dlouhé, proto je rozdéleno oddélenych a pojmenovanych
casti.

1. Tvar potencialni energie.

Na nasledujicich strankach se budeme vénovat feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice
pro obecnou jednorozmérnou potencidlni energii V' = V'(z) v okoli jejiho lokalntho minima;
bod, ve kterém se minima nabyva, oznac¢ime xzy. Protoze predpokladame, ze potencialni
energie je funkci spojitou a hladkou, lze ji v okoli bodu xg rozvinout pomoci Taylorovy
rady
d 1d? 1d3

Vi(z) =V(xg) + %(:ﬂo)(m—xo) + §d—‘§( o)(z—20)% + éd—g(xo)(x—xo)g +... (3.13)
Nyni vyraz nékolika kroky zjednodusime:
e Volnost volby nulové hladiny potencidlni energie umoznuje polozit V' (zq) = 0.
e Bez Gjmy na obecnosti uvazujme zy = O (jedna se o jednoduchou transformaci souradnic).
e Protoze uréujeme hodnotu derivace ¢ d v bodé, kde méa potencidlni energie lokalni mini-
mum, je tato derivace nulova.
e Nakonec se omezime pouze na rozvoj do druhého tadu, tj. zanedbame cleny tietiho
a vysstho faddu. Vyraz [3.13] se témito kroky redukuje na:

1d%V

Vi) =5qz

(0)a2.
Dostali jsme tedy model potencialni energie, ktera kvadraticky zavisi na souradnici. Diky
své analogii s potencialni energii oscilatoru v klasické mechanice se tento model oznacuje

jako model linedrniho harmonického oscilatoru (nékdy se také hovoii o parabolické
potencidlové jame)[M]

I3Pfipomefime oviem, ze obecné jde o rozvoj libovolné spojité a hladké potencidlni energie kolem jejiho
lokalniho minima.
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Vycislend druha derivace v bodé zy = 0 je konstantou, kterou oznacime analogicky ke
klasické mechanice mw?, kde m je hmotnost ¢dstice a w parametr uréujici tvar jamy.
Vysledny tvar potencialni energie je tedy:

1
V(z) = émw2x2.

2. Dosazeni do Schrodingerovy rovnice.

Ziskany tvar potencialni energie nyni dosadime do stacionarni Schrodingerovy rovnice a tu
upravime: A
Hy = E,
(T + W = E,

omda? | 2
d*  miw? 2mFE
—@‘i‘ 72 x = 72 1/1 (314)

Ziskali jsme linearni diferencialni rovnici druhého tadu, kterd ale diky kvadratickému ¢lenu
nemad konstantni koeficienty.

3. Prechod k bezrozmérné souradnici.

Pro dalsi teseni ziskané rovnice prejdeme k bezrozmérné soutradnici, tzv. charakteris-
tické délce &:
x
= —, 3.15
&= (3.15)

kde xy je vhodné zvolena konstanta. Abychom mohli v rovnici tuto substituci provést,
je tieba nejdiive najit vztah mezi derivaci podle = a &:

dp(e)  d(©) dé() 1 dy(e)

de  d¢  dx wp dE
) 1 d (d©) 1 d (€)Y di(x) 1 d*(¢)
da? rodr \ dé ) mode \ d¢ dw x3 dg?
V bezrozmérné souradnici £ tak dostdva nasSe rovnice podobu:
d*p  miw? QmExo
- = . 1

Pro zjednoduseni rovnice [3.16[ zvolime hodnotu konstanty xg:

h
P 3.17
Ly o ( )
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Soucasné oznacime jako e:

28 (3.18)
E = —. .
hw
Po dosazeni obou vztahu do [3.16] a drobné upravé ziskavame:
d?y

4. Asymptotické reseni.

Rovnice je stale rovnici, kterd nem4 snadno odhalitelné feseni, proto se ted zaméiime
na hleddni jejiho asymptotického FeSeni, tj. feseni pro &2 > ¢, tedy pro velké hodnoty
soufadnice |z|. Zanedbdnim ¢lenu e vici €2 dostavame rovnici:

d?y

d—§2_§2¢ —0. (3.20)

. 2 2
Resenim této rovnice pro x — F00 je vlnova funkce ¢ = Ae + Be~%. Prvnf élen oviem
pro & — +oo diverguje a z pozadavku na normovatelnost vlnové funkce je tedy nutné
povazovat Ji za nefyzikalni — asymptotickym fesenim tak zustava pouze vinova funkce

52
¥ = Be %
5. Presné reSeni.

Vyse ziskané asymptotické feseni je voditkem k tomu, v jaké podobé hledat presné feseni
rovnice — budeme jej uvazovat ve tvaru:

2

Y(E) = u(€)e 7, (3.21)

kde u = u(&) je zatim blize neurc¢end funkce modifikujici klesajici exponencidlu zejména pro
malé hodnoty &. Tento tvar fesSeni dosadime do rovnice [3.19| a upravime. Pro zpiehlednéni
zapisu nebudeme u veli¢in uvadét proménné a derivaci podle & budeme ted znacit ¢érkou:

P'—(E2—e)p =0,
(e~ 5 ) —(E—e)ue™ 5 =0,

(We T —ufe’%)’—(52—5)ue*7 =0,

N

" _e / _& / _& _& 2—£ 2 -&
we T —u'fem T —u'fem T —ue” T +ule” 7 —(—e)ue” = =0.

. &2 - .
MPozor, pokud vlnovou funkei ¢ = Be™ 7 dosadili do rovnice nedostaneme rovnost 0 = 0 tak,
2

L .. PR , .. _& . - —
jak jsme pfi dosazovani feseni zvykli, ale rovnici —Be~ 2z = 0. Pohybujeme se ovSem v asymptotickém
£

piipadé £ — oo, kde skutecné lime_,+o, —Be™ 7 = 0.
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Pokud vydélime celou rovnici exponencialou a provedeme dalsi jednoduché tpravy zbylych
¢lenu, dostaneme:

u"'—=20'€ + (e—1)u = 0, (3.22)

Tim jsme dostali rovnici pro nezndmou funkci u(§), tuto funkci budeme hledat pomoci

jejtho rozvoje do Taylorovy rady:

u= Zalgl. (3.23)

=0

Pro potreby dalsich vypoctu si spoc¢itame prvni a druhou derivaci funkce u podle &.

- <Z az§l> = Z qlg™ = Z a1 (1 + 1)€'
=0 =1 =0
U’ = (Zalﬂ (1+1 > Zam L+ DIET =" apo(l +2)(1 + 1)E

1=0
Oba vzniklé vyrazy dosadime do rovnice [3.22}

o0

D (ape(l+2)(1 + )€ —2a1 (1 + DEH + (e=1D)ag') = 0. (3.24)

=0

Abychom dostali ve v8ech ¢lenech vyrazu [3.24] stejnou mocninu u &, posuneme v prostied-
nim ¢lenu séitaci index: (14 1) — 1. Clen se tim nijak nezmeéni, nebot v ném takto piibude
jen nulovy séitanec 2ag-0-£°. Sumu pak lze zjednodusit:

o0

> a1 +2)(1 + 1)—2a,l + (e—1)a)] & = 0.
=0

Aby byla tato podminka splnéna pro vSechna &, musi byt vyraz v hranaté zavorce nulovy
ve vSech ¢lenech (tj. pro v8echny 1), coz vede na rekurentni vztah mezi koeficienty a;:

20—+ 1

AT (3.25)

Q2 =

6. Diskuze rekurentniho vztahu pro koeficienty Taylorovy fady funkce u(§).

Je ziejmé, ze pro uiplné zadani funkce u(€) je tteba zadat hodnoty koeficientu ag a ay,
coz odpovida dvéma integra¢nim konstantam, které by obecné feseni linearni diferencialni
rovnice druhého fadu meélo mit. Ukazuje se ale, ze volba ag a a; zcela neomezend neni —
projdeme nyni ¢tyfi mozné pripady:
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e Volba ap = 0 A a; = 0 neni mozn4, nebot vsechny koeficienty v fadé by byly nu-
lové a ziskali bychom tak konstantné nulovou vlnovou funkci, coz odporuje pozadavku
jeji normovatelnosti.

e Volbou ag = 1, a; = 0 dostavame vlnovou funkci ¢ = 1(§), ktera fesi Schrodingerovu
rovnici m Tato vlnova funkce je sudd, nebot v fadé zustanou nenulové pouze
¢leny se sudymi exponenty &.

e Podobné obracenou volbou ay = 0,a; = 1 dostavame jako feSeni lichou vInovou
funkci 1 = (&), protoze v radé zustanou nenulové koeficienty pouze u élenu s
lichymi exponenty &.

e Volba ag # 0Aa; # 0 by vedla na obecnou funkei (ani lichou, ani sudou), ale v dalsim
odstavci se ukaze, ze také neni mozna.

7. Pozadavek konecénosti Taylorovy rady.

Problém tady s koeficienty danymi vztahem je v tom, ze pokud je tato rada

2

nekonecné, chové se pro I — oo jako funkce e¢”. Tim je podle vztahu 3.21f P() = o= —

e . . . . . o . .
ez, coz je funkce, kterd neni normovatelna, a tudiz nemuze byt vinovou funkci. Nezbyva

tedy, nez zajistit, aby rada méla nenulovy pouze koneény pocet ¢lent, coz je splnéno,
pokud pro urcité [ = n bude platit:

Upyo=0 = c=2n+1, n=012 .. (3.26)

Vzhledem k tvaru rekurentniho vztahu lze volbou energie E (respektive jeji bez-
rozmérné varianty €) ukonéit rozvoj bud pouze sudych, nebo pouze lichych ¢lenu fady
3.23l Z toho plyne, ze pokud volbou energie ,zastavime rekurzi“ sudych ¢lenu, je tieba
polozit vSechny liché koeficienty nule volbou a; = 0, a naopak. To je také duvod, pro¢ neni
mozné soucasné volit koeficienty ag # 0 A a; # 0, jak jiz bylo uvedené vyse.

Poznamka — dukaz divergence nekonecné rady
Vyse je bez dukazu tvrzeno, ze v pripadé, kdy je funkce u(¢) vyjddiena jako nekonecnd
> ’ . o v . - 2 PR . 7
fada, chova se asymptoticky stejné jako funkce e>". Pojdme si to dokazat.
Nejprve naleznéme rozvoj této funkce do fady. Vyjdeme ze znamého rozvoje exponencialy
oo E
=2 2
— !
kam dosadime x = £2 a dostaneme

i,l S e
k=( k=0
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Pro posouzeni asymptotického chovani spoctéme podil dvou sousednich nenulovych koefi-
cientu rozvoje

1

bokt2  Tht1) 1 1

41
= = — =
Doy, % k+1 k

Jesté uvazime, ze index k jsme pouzili pro s¢itani jen pres sudé cleny rozvoje a v poslednim
vztahu dosadime [ = 2k

~I o

bi42
—_—
b[

Stejny podil spocitdme i pro funkei u(&)

— —_— —

Q)49 2041 —¢ 2
a I+11+2) U

Vidime, ze koeficienty rozvoje ,s velkymi indexy* se chovaji u obou funkci totozné, funkce
tedy maji stejné chovani pro velké hodnoty &.

8. Kvantovaci podminka.

Zésadnim vysledkem predchézejicich vypoctu je podminka kone¢nosti Taylorovy rady fun-
kee u(€), kterd je ddna vztahem [3.26] Za e nyni dosadime ze substituce a dostavame:

2B 2n+1
e=—=2n+1.
hw
Energie E zjevné zavisi pouze na volbé ¢isla n, coz zduraznime preznacenim E — E,,
a zapiseme findlni vztah pro nalezena vlastni cisla energie:

1
E, = hw (n+§> n=20,12,.. (3.27)

Stoji za povsimnuti, Ze energetické spektrum dané vztahem je ekvidistantni

ETL+1_En — FLW

Energie zakladniho Stavulﬂ (n = 0) byvé nékdy oznacovéana jako energie nulovych kmitu
a je nenulova: Fy = %hw Uvédomte si, ze pti nulové energii bychom znali presné hybnost
¢astice (musela by byt nulovd) a také bychom znali jeji polohu s koneénou neuréitosti, ¢imz
by byl soucin neurcitosti polohy a hybnosti nulovy a porusili bychom Heisenbergovu relaci
neurcitosti. Nazev nulové kmity odkazuje na vyuziti model LHO k modelovani kmitt ¢astic
v krystalické mftizce, protoze do zakladniho stavu se dostanou vSechny ¢astice pii teploté
T = 0K, tj. jedna se o ,kmity*“, které probihaji i pfi nulové teploté.

1574kladni stav je stav s nejmensi moznou energii.
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9. Stacionarni vlnové funkce.

Vlastnim c¢islum energie FE, danym podminkou prislusi podle vztahu [3.21] vlastni

3
2

Un = un(§)e (3.28)

Polynomy u,(§) vzniklé pro dané n omezenim tady se nazyvaji Hermitovy poly-
nomy stupné n a oznacuji se jako 7H,(£) a plati pro né napiiklad vztah

dTL
Hy(6) = (—1)"e€ S <e—62) . (3.29)
dgr
Stacionarni vlnova funkce v, ma potom tvar
un(§) = AnHy(8), (3.30)
kde A,, je normovaci konstanta n-té stacionarni vinové funkce
1
Ap= ————. (3.31)

V 2mnly/T

Celkova podoba vlnovych funkci 1, v proménné &, kterou ,,poskladame* pomoci vztahu

328, .30 a 3.31] tedy je:
Un(8) =

1 2
(0T, n=0,1,2,.. (3.32)
V2rl/T

Pokud ptejdeme zpét k proménné z (pomoci substituce [3.15)) ziskdme findlni tvar sta-
cionarnich vlnovych funkci pro linearni harmonicky oscilator:

o, n=0,1,2,.. (3.33)

2
x”
— 1 1 H < £ > 6_212
- n
V 2"nl\/m \/To To
Povsimnéme si, ze pouzitim substituce se zménila normovaci konstanta o ¢len obsahujici

xg (viz vztah [3.17)).

tn(z)

Ukol 3.10 Dosazenim do vztahu dokazte, ze pron = 0,1, 2, 3,4 maji Hermitovy
polynomy nésledujici tvary:

a) Ho(§) =1, b) Hy(§) = 2¢,
c) Hy(§) = 462, d) H;(§) = 86°—12¢,
e) Hy(§) = 1661—48¢% +12.
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Zkontrolujte, ze pro suda n dostavate sudé funkce, pro licha n funkce liché.

Ukol 3.11  Ukazte kolmost vlastnich funkef Yo a Y.

Ukol 3.12

A. Napiste vlnovou funkei odpovidajici ¢astici v zdkladnim stavu. (Vyjdéte ze vztahu
3.33)

B. Napiste ¢asovy vyvoj vinové funkce pro ¢astici v zakladnim stavu ).
C. Napiste casovy vyvoj vlnové funkce pro ¢éstici ve stavu ,.

D. Zapiste obecné feseni nestacionarni (¢asové) Schrodingerovy rovnice.

Resent:
A. VInova funkce popisujici zdkladni stav (v ¢ase t = 0):

Yo(r) = ——=e 9.

B. VInové funkce popisujici zakladni stav v obecném case t:

v ( t) 1 _2%22 —Liwt
x = ——=¢ e .
0\ xoﬁ

C. Vlnova funkce popisujici n-ty stav v obecném case t:

1 1 T\ -Z Ba
) = e Ve (‘) ‘
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D. Obecné teseni nestacionarni Schrodingerovy rovnice

- 1 -2 1 (x) ot L
Uz, t) = cpthn(z,t) = ——e 28> ¢p———==H, | — | e7wtrn+3
(@:0) = 2 entnlent) = e =D ot
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Vypoctova dloha 3.7
Pro zékladni stav ¢éastice v LHO ovérte relaci neurcitosti.

Reseni:
Vysledky:
(T)go = (D)o =0
2 2
oy %o h - h_ — 1 B

zbytku limit v presnosti toho, jak muzeme znat polohy a hybnost*.

Vidime, ze zékladni stav LHO splnuje relace neurcitosti s rovnosti, tj. ,,vyuzije beze

3.8 Volna c¢astice, reSeni ve tvaru vilnového klubka

3.9 Separace proménnych — prevod vicerozmeérnych

uloh na jednorozmeérné



