
Kapitola 2

Základńı postuláty kvantové
mechaniky

Interpretace experimentálńıch poznatk̊u, které v prvńı čtvrtině 20. stolet́ı přispěly ke vzniku
kvantové teorie, vyústily v poznáńı, že formulace nové teorie pro popis vlastnost́ı a chováńı
mikroskopických částic se neobejde bez matematického aparátu podstatně odlǐsného od
aparátu klasické mechaniky. Tato skutečnost se dotýká již tak základńıch otázek, jakými
jsou popis stav̊u studovaných systémů či reprezentace jednotlivých fyzikálńıch veličin.

V zájmu snadněǰśıho porozuměńı zvláštnostem aparátu kvantové mechaniky se nejprve
omeźıme na popis chováńı jediné částice a později (v kapitole 8) zobecńıme výklad i na
v́ıcečásticové systémy.

Při budováńı matematického aparátu kvantové mechaniky se nebudeme držet historického
vývoje, ale ani nebudeme postupovat fenomenologicky, tedy vyvozovat závěry na základě
experimentálńıch poznatk̊u, jak se to obvykle dělá např. v elektřině či termodynamice.
Kvantovou mechaniku si představ́ıme jako logickou strukturu vycházej́ıćı z několika málo
postulát̊u, ze kterých lze dále odvozovat experimentálně ověřitelné d̊usledky. Protože tyto
d̊usledky byly často velmi překvapivé a odlǐsné od chováńı objekt̊u běžných rozměr̊u, stala
se kvantová fyzika jednou z nejd̊ukladněji experimentálně prověřených část́ı fyziky a daľśım
a daľśım test̊um neustále odolává.
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2.1 Popis stavu částice

2.2 Popis stavu částice

Jak již bylo řečeno, naš́ım systémem bude prozat́ım jen jedna částice nacházej́ıćı se
v prostoru (nebo nějaké jeho části). Na tuto částici mohou p̊usobit r̊uzné śıly, přičemž toto
p̊usobeńı budeme popisovat podobně jako v teoretické mechanice pomoćı potenciálu, resp.
potenciálńı energie, kterou částice v jednotlivých částech prostoru má.

Úkol 2.1 V klasické fyzice jsme částici se zanedbatelnými rozměry nazvali hmotným
bodem. Jaké údaje muśıme znát/zadat, aby byl jednoznačně popsán stav jednoho
hmotného bodu, který se pohybuje v našem běžném prostoru, kde na něj mohou p̊usobit
śıly? Předpokládejte, že p̊usobeńı sil známe, tj. neńı součást́ı popisu stavu hmotného
bodu.

Jak by se situace změnila, pokud bychom uvažovali pouze jednorozměrný nebo dvou-
rozměrný pohyb hmotného bodu?

2.2.1 Vlnová funkce

Při vzniku kvantové mechaniky se ukázalo, že klasický zp̊usob popisu stavu nelze převźıt
ani za předpokladu, že by pohyb částice určovaly odlǐsné pohybové zákony pro určeńı
časových závislost́ı ~r(t) a ~p(t). Překážkou se stal překvapivý fakt, že polohu ~r a hybnost ~p
částice nelze současně přesně určit (viz podkapitola Relace neurčitosti 2.4.2). Poznatky o
nezvyklých charakteristikách mikrosvěta – kvantováńı fyzikálńıch veličin, statistické povaze
některých výrok̊u či vlnové povaze částic – nakonec vyústily do nového zp̊usobu popisu
stavu částice pomoćı

”
speciálńı“, tzv. vlnové funkce:

Postulát o popisu kvantového stavu (1. část)

Stav částice v časovém okamžiku t je v kvantové mechanice úplně popsán komplexńı
funkćı ψ(~r, t), která má reálné proměnné: souřadnice ~r a čas t. Tato funkce muśı být
spojitá a muśı mı́t spojité prvńı parciálńı derivace podle všech prostorových souřadnic.
Funkce ψ(~r, t) se nazývá vlnová funkce.
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Úkol 2.2 Kolik je tedy nutné zadat
”
č́ısel“, aby byl v kvantové mechanice úplně

popsán stav jedné částice v daném okamžiku?

Okomentujme ještě některá konkrétńı slova ve zněńı uvedeného postulátu, abychom vyjas-
nili, co přesně znamenaj́ı a proč je nelze vynechat:

1. Tvrzeńı, že ψ úplně popisuje stav částice znamená, že z vlnové funkce ψ je možné po-
moćı jednoznačného algoritmu vypoč́ıtat libovolnou, v daném stavu experimentálně
určitelnou fyzikálńı veličinu. Jinými slovy, pokud znám ψv daném čase, v́ım o částici
úplně v tomto okamžiku vše.1

2. Vlnová funkce ψ je obecně komplexńı funkćı. To znamená, že i když má reálné
proměnné ~r a t, sama nabývá komplexńıch hodnot.2 To neznamená, že nemůže být
reálná, v mnoha úlohách si

”
vystač́ıme“ s reálnými funkcemi. V podkapitole 2.5.3 ale

uvid́ıme, že komplexńı č́ısla jsou v kvantové fyzice, na rozd́ıl od jiných část́ı fyziky,
nezbytná a omezeńı se na reálné vlnové funkce by nám neumožnilo popsat vývoj
v čase.

Možná namı́táte, že jste komplexńı č́ısla použ́ıvali již v elektřině či optice. To je
pravda, ale zde se použ́ıvaj́ı jen jako

”
pomůcka pro zjednodušeńı výpočt̊u“. Je jed-

nodušš́ı pracovat s komplexńımi exponenciálami, než s goniometrickými funkcemi.
Vše, co jste v elektřině či optice dělali, se dá odvodit i bez komplexńıch č́ısel, jen
trochu pracněji. Př́ıpadně vás napadlo, že by se dalo komplexńım č́ısl̊um vyhnout
tak, že mı́sto jedné komplexńı vlnové funkce budeme pracovat se dvěma reálnými
funkcemi odpov́ıdaj́ıćımi jej́ı reálné a imaginárńı části a veškeré rovnice přeṕı̌seme
pomoćı nich. To je možné, ale rovnice budou výrazně komplikovaněǰśı, protože kromě
samotných funkćı jsou komplexńı i koeficienty jejich kombinaćı. Nebo je možné při
formulaci postulát̊u mı́sto vlnové funkce použ́ıt reálnou hustotu pravděpodobnosti,
se kterou se seznámı́me v následuj́ıćı části. Ve všech těchto př́ıstupech ale neplat́ı
princip superpozice (viz podkapitola 2.2.3), což je považováno za

”
př́ılǐs velkou daň“

za odstraněńı komplexńıch č́ısel.

3. Požadavky na spojitost funkce ψ a spojitost jejich prvńıch parciálńıch deri-
vaćı podle prostorových souřadnic jsou neoddělitelnou součást́ı postulátu a nelze
je vynechat. V konkrétńıch úlohách (viz kapitola 3) uvid́ıme, že právě tyto dva
požadavky zapř́ıčiňuji, že některé fyzikálńı veličiny jsou v určitých př́ıpadech kvan-
továny, tj. nemohou nabývat libovolných hodnot (př́ıkladem je třeba energie elektronu
v atomu).

1V kapitole 2.5 uvid́ıme, že je jednoznačně určen i budoućı vývoj systému, pokud nebude systém nijak
ovlivňován, např. měřeńım.

2Na komplexńı funkci ψ lze také nahĺıžet jako na dvě samostatné reálné funkce – funkci ψRe pro reálnou
část a funkci ψIm pro imaginárńı část – pro které plat́ı ψ = ψRe + iψIm.
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Úkol 2.3 Podle výše uvedené prvńı verze postulátu o popisu stavu rozhodněte, které
z následuj́ıćıch funkćı mohou být vlnovými funkcemi. Uvažujme pouze pouze částici,
která se

”
pohybuje“ podél př́ımky (tj. jednorozměrný př́ıpad, na intervalu (−∞,+∞))

a funkce jsou zapsány v nějakém konkrétńım čase, např. t = 0:

ψ1 = Ax,a) ψ2 = Ax2,b) ψ3 = Ae−x,c)

ψ4 = Ae−|x|,d) ψ5 = Ae−x
2
,e) ψ6 = A cosx,f)

ψ7 = A sin |x|,g) ψ8 = A(a2 − x2) pro |x| < a a jinak ψ8 = 0.h)

2.2.2 Statistická interpretace vlnové funkce

Jak jsme se dozvěděli v předchoźım odd́ıle, vlnová funkce ψ slouž́ı k úplnému popisu stavu
částice. Ukazuje se ale, že hodnoty ψ nemaj́ı konkrétńı fyzikálńı význam, podobně
jako je tomu např́ıklad v př́ıpadě Lagrangeovy funkce v teoretické mechanice. Protože ale
nějaké napojeńı na

”
realitu“ potřebujeme, zavedeme tzv. Bohrovu kodaňskou interpretaci

(nazývanou také statistická interpretace), která byla odvozena z experimentálńıch pozo-
rováńı.

Bornova (statistická) interpretace: Pokud si vezmeme nějakou část prostoru, kte-
rou označ́ıme jako V , potom pravděpodobnost PV nalezeńı částice v této části prostoru
lze spoč́ıtat jako

PV =

∫
V

|ψ(~r, t)|2 dV. (2.1)

Odtud je vidět, že z vlnové funkce odvozená veličina

ρ(~r, t)
def.
= |ψ(~r, t)|2 (2.2)

má význam hustoty pravděpodobnosti nalezeńı částice v daném mı́stě a čase. Výraz

dP = ρ(~r, t) dV = |ψ(~r, t)|2 dV (2.3)

je pravděpodobnost, že by částice byla měřeńım zjǐstěna ve velmi malém objemu dV v okoĺı
bodu ~r. V souvislosti s (2.2) se vlnové funkci též někdy ř́ıká amplituda pravděpodobnosti3.

3Porovnejte názvoslov́ı s optikou, kdy námi vńımaná intenzita světla I je úměrná druhé mocnině am-
plitudy elektrické intenzity daného pole.
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Terminologická poznámka: Funkce ρ(~r, t) se také někdy nazývá hustota pravděpodobnosti
výskytu částice, což neńı úplně přesné, protože kvantová mechanika neumı́ odpovědět
na otázku, kde částice v daném okamžiku je. Dokáže ř́ıci jen s jakou pravděpodobnost́ı
(v daném časovém okamžiku) najdeme částici, pokud ji budeme hledat (měřit jej́ı po-
lohu) v námi vymezené části prostoru. Podobně je to i s ostatńımi fyzikálńımi veličinami.
Z výpočtu dostaneme možné výsledky měřeńı a ke každému z nich pravděpodobnost, že
bude naměřen zrovna on.

Na základě předchoźıch vzorc̊u je přirozené požadovat, aby pravděpodobnost, že se částice
nacháźı kdekoliv v prostoru, byla rovna jedné, tj. že máme jistotu, že částici někde v pro-
storu najdu. To lze matematicky zapsat jako podmı́nku∫

c.p.

|ψ(~r, t)|2 dV = 1, (2.4)

kde zkratka c.p. u integračńıho symbolu znamená integraci přes celý prostor. Vztahu (2.4)
se ř́ıká normovaćı podmı́nka a vlnové funkce, které ji splňuj́ı, nazýváme normované vlnové
funkce.

Úkol 2.4 Z normovaćı podmı́nky 2.4 lze zjistit fyzikálńı rozměr vlnové funkce ψ.
Zkuste to.

Úkol 2.5 Zkuste formulovat nějaké jednoduše ověřitelné vlastnosti funkce ψ, které
budou jasně ukazovat, že daná funkce určitě normovat nep̊ujde. Pomoci vám může, po-
kud se vrát́ıte k úkolu 2.3 a rozhodnete, pro které funkce vhodná normovaćı konstanta
A bude existovat.

Výpočtová úloha 2.1
Nalezněte konstanty A,B ∈ C tak, aby byly následuj́ıćı vlnové funkce normované:

1. ψA = Ae−αx
2

pro x, α ∈ R

2. ψB = B(a2 − x2) pro |x| < a, jinak ψB = 0

Řešeńı:
1. Zadanou vlnovou funkci dosad́ıme do normovaćı podmı́nky:∫

c.p.

|ψA|2dV =

∫
c.p.

ψ∗AψAdV =

∫ ∞
−∞

A∗e−αx
2

Ae−αx
2

dx = 1.
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Konstantu A i jej́ı komplexńı sdružeńı můžeme vytknout před integrál, č́ımž zde
źıskáme druhou mocninu velikosti komplexńıho č́ısla A:

|A|2
∫ ∞
−∞

e−2αx
2

dx = 1.

Integrál, který jsme dostali, se označuje jako Gauss̊uv-Poisson̊uv integrál a plat́ı pro
něj

∫∞
−∞ e−cx

2
dx =

√
π
c
, kde c ∈ R. V našem př́ıpadě je c = 2α, č́ımž dostáváme:

|A|2
√

π

2α
= 1 ⇒ |A| =

4

√
2α

π
.

Protože A je obecně komplexńı č́ıslo, je právě
odvozená podmı́nka pro |A| splněna pro všechna
komplexńı č́ısla, která lež́ı v Gaussově rovině na
kružnici s t́ımto poloměrem. Tato č́ısla můžeme
zapsat v exponenciálńım tvaru jako:

A =
4

√
2α

π
eiη, η ∈ R.

2. Zcela analogicky budeme postupovat v př́ıpadě vlnové funkce ψB. Muśıme si dát po-
zor na to, že tato funkce je definována r̊uznými vztahy ve třech intervalech. Normovaćı
podmı́nka proto vypadá následovně:∫

c.p.

|ψB|2dV =

∫
c.p.

ψ∗BψBdV =

=

∫ −a
−∞

0 · 0 dx +

∫ a

−a
B∗(a2 − x2)B(a2 − x2)dx +

∫ ∞
a

0 · 0 dx = 1.

I zde źıskáme vytknut́ım B a B∗ před integrál druhou mocninu velikosti komplexńıho
č́ısla B:

|B|2
∫ a

−a
(a2 − x2)2dx = 1.

Roznásobeńım a jednoduchou integraćı źıskáváme:

|B|2
[
xa4 − 2

3
a2x3 +

1

5
x5
]a
−a

= 1.
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Následnými úpravami pak dostáváme:

|B|2
(
a5 − 2

3
a5 +

1

5
a5 + a5 − 2

3
a5 +

1

5
a5
)

= 1.

|B|2 16

15
a5 = 1⇒ |B| =

√
15

16a5
.

Stejně jako v předcházej́ıćım př́ıpadě je řešeńım množina komplexńıch č́ısel, jež v Gaus-
sově rovině lež́ı na kružnici a maj́ı tvar:

B =

√
15

16a5
eiη, η ∈ R.

Výsledky předchoźı úlohy můžeme zobecnit – normovaćı konstanta neńı určena jedno-
značně, protože normovaćı podmı́nka nám dává vztah jen pro jej́ı velikost. Vlnovou funkci
tedy můžeme vynásobit libovolným komplexńım č́ıslem o velikosti 1, tj. č́ıslem ve tvaru
eiϕ, kde ϕ ∈ R; tomuto č́ıslu se ř́ıká fáze. Na druhou stranu, pokud k tomu nejsou nějaké
speciálńı d̊uvody, voĺı se normovaćı konstanta co nejjednodušš́ı, tj. reálná kladná.

2.2.3 Princip superpozice stav̊u

Úkol 2.6 Co se vám vybav́ı, když se řekne princip superpozice?

V kvantové mechanice se ukázalo (předevš́ım rozborem experiment̊u dokládaj́ıćıch vlnovou
povahu částic), že je třeba skládat vlnové funkce (amplitudy pravděpodobnosti), niko-
liv hustoty pravděpodobnosti nalezeńı částice. Toto je obsahem tzv. principu superpozice
stav̊u:

Princip superpozice stav̊u
Jestliže se kvantový systém může nacházet ve stavu popsaném vlnovou funkćı ψ1 a
jestliže se také může nacházet ve stavu popsaném vlnovou funkćı ψ2, potom je prin-
cipiálně realizovatelný i každý stav, jehož vlnová funkce ψ má tvar

ψ = c1ψ1 + c2ψ2, (2.5)

kde c1 a c2 jsou libovolná komplexńı č́ısla.

Princip superpozice velmi podstatně ovlivňuje základńı rysy matematického aparátu kvan-
tové mechaniky, protože nám naznačuje, že množina všech možných vlnových funkćı ψ
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popisuj́ıćıch všechny stavy zvoleného kvantového systému by mohla být z matematického
hlediska lineárńım (vektorovým) prostorem. K tomu je ale zapotřeb́ı ještě vyjasnit dvě
věci.

1. Každý lineárńı prostor muśı obsahovat nulový prvek, který v našem př́ıpadě odpov́ıdá
konstantně nulové funkci ψ(~r, t) ≡ 0. Pokud vezmeme v úvahu pravděpodobnostńı
interpretaci, tak této vlnové funkci neodpov́ıdá žádný reálný stav – pravděpodob-
nost nalezeńı částice v libovolném podprostoru, ale i v celém prostoru je nulová.
Přesto si tuto funkci do množiny vlnových funkćı přidáme, abychom mohli použ́ıvat
matematický aparát lineárńıch prostor̊u, a budeme mı́t na paměti, že pokud bude
výsledkem řešené úlohy pouze tato funkce, znamená to, že úloha žádné fyzikálně
realizovatelné řešeńı nemá.

2. Lineárńı kombinace vlnových funkćı tak, jak je uvedena ve vztahu 2.5, nemuśı splňo-
vat normovaćı podmı́nku. Také se na to můžeme d́ıvat tak, že lineárńı prostor muśı ob-
sahovat všechny násobky každého svého prvku, tedy i ty, které normovaćı podmı́nku
nesplňuj́ı. Protože celá teorie, kterou budujeme, je lineárńı,

”
přizveme“ do množiny

všech vlnových funkćı i funkce, které normovaćı podmı́nku 2.4 nesplňuj́ı, s t́ım, že:

• Vlnová funkce ψ a jej́ı libovolný násobek λψ, kde λ je libovolné nenulové kom-
plexńı č́ıslo, popisuj́ı tentýž stav. V analogii s vektorovými prostory lze ř́ıci, že
konkrétńı stav je popsán celým

”
paprskem“ vlnových funkćı.

• Mezi všemi funkcemi tvaru λψ popisuj́ıćımi tentýž stav muśı být možné (stano-
veńım vhodné hodnoty parametru λ) vybrat normovanou vlnovou funkci. Poža-
davek na normovanost vlnové funkce tedy zmı́rňujeme na požadavek normo-
vatelnosti.

3. Je třeba ale mı́t na paměti, že pokud chceme z výpočt̊u dělat nějaké závěry o pravdě-
podobnostech, měřených veličinách, jejich středńıch hodnotách apod., je třeba pra-
covat s normovanými vlnovými funkcemi, nebo výsledek dodatečně

”
donormovat“.

Pokud tedy přijmeme výše uvedené návrhy, pak všechny vlnové funkce popisuj́ıćı př́ıpustné
fyzikálńı stavy částice společně s konstantně nulovou funkćı tvoř́ı lineárńı (vektorový) pro-
stor.

2.2.4 Skalárńı součin vlnových funkćı

Výraz na levé straně normovaćı podmı́nky (2.4) lze chápat tak, že určuje nejenom, zda
je funkce normovaná (

”
jednotková“), ale i jako výraz určuj́ıćı

”
velikost“ vlnové funkce, tj.

normu prvku lineárńıho prostoru. Tato norma je odvozena od skalárńıho součinu 〈ψ1 | ψ2〉
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funkćı ψ1 a ψ2 definovaného předpisem

〈ψ1 | ψ2〉
def
=

∫
c.p.

ψ∗1ψ2 dV. (2.6)

Úkol 2.7 Ověřte, že skalárńı součin definovaný vztahem 2.6 splňuje všechny vlast-
nosti uvedené v obecné definici skalárńıho součinu, kterou znáte z lineárńı algebry.
Podle ńı je skalárńı součin definován jako symetrická pozitivně definitńı bilineárńı
forma.

Úkol 2.8 Pomoćı vlastnost́ı skalárńıho součinu zjednodušte 〈c1ψ1 + c2ψ2 | ψ〉.

Předchoźı dva úkoly nám ukázaly, že skutečnost, že pracujeme v lineárńım prostoru nad
tělesem komplexńıch č́ısel (a nikoli nad tělesem reálných č́ısel), s sebou přináš́ı dvě drobné
změny.

• Pokud je nějakým č́ıslem vynásobena prvńı složka, potom
”
před skalárńı součin

vytýkáme“ toto č́ıslo komplexně sdružené

〈cψ1 | ψ2〉 = c∗ 〈ψ1 | ψ2〉 .

• Symetrie skalárńıho součinu znamená, že můžeme napsat jeho složky i v obráce-
ném pořad́ı, ale tentokrát nedostaneme úplně stejný výsledek, jako v př́ıpadě práce
nad tělesem reálných č́ısel R, ale výsledek komplexně sdružený

〈ψ1 | ψ2〉 = 〈ψ2 | ψ1〉∗ .

Vrat’me se znovu k otázce normováńı vlnových funkćı. Pomoćı skalárńıho součinu lze zapsat
normovaćı podmı́nku (2.4) ve tvaru

〈ψ | ψ〉 = 1 (2.7)

a chápat ji jako podmı́nku
”
jednotkovosti“ funkce. V daľśım výkladu se přesvědč́ıme, že

většina rovnic kvantové mechaniky určuje své řešeńı až na libovolný násobek, tj. jedná se
obvykle o homogenńı rovnice či jejich soustavy. Jestliže je funkce ψ řešeńım, potom i funkce
λψ, kde λ 6= 0, je také řešeńım. Z úvah týkaj́ıćıch se principu superpozice ale vyplynulo, že
všechna tato řešeńı odpov́ıdaj́ı témuž stavu, takže uvedená nejednoznačnost řešeńı rovnic
neńı podstatná.
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Jestliže tedy źıskáme výpočtem pro popis určitého stavu částice nenormovanou vlnovou
funkci ψnenorm, je třeba naj́ıt takovou konstantu λ (tzv. normovaćı konstanta), aby funkce
ψnorm = λψnenorm popisuj́ıćı tentýž stav normovaćı podmı́nku splňovala

1 = 〈ψnorm | ψnorm〉 = λ∗λ 〈ψnenorm | ψnenorm〉 ,

takže pro λ plat́ı:

|λ|2 =
1

〈ψnenorm | ψnenorm〉

⇒ λ =
1√

〈ψnenorm | ψnenorm〉
eiη, kde η ∈ R.

S touto nejednoznačnost́ı jsme se již potkali při řešeńı úlohy 2.1, takže již v́ıme, že výraz
eiη představuje komplexńı jedničku4 a je fyzikálně nepodstatný (např. se nijak neprojev́ı
v hustotě pravděpodobnosti nalezeńı částice – viz vztah 2.2). Dı́ky tomu se (bez újmy na
obecnost) většinou voĺı η tak, aby λ byla kladné reálné č́ıslo:

λ =

∣∣∣∣∣ 1

〈ψnenorm | ψnenorm〉1/2

∣∣∣∣∣ .
Právě popsaná procedura vedoućı od ψnenorm k ψnorm se nazývá normováńı vlnové funkce.

Skalárńı součin lze také využ́ıt k definici ortogonality (kolmosti) dvou vlnových funkćı.
Ortogonálńımi (navzájem kolmými5) nazveme vlnové funkce ψ1, ψ2 takové, že:

〈ψ1 | ψ2〉 = 0. (2.8)

Ortogonálńı vlnové funkce ψ1 a ψ2, které jsou nav́ıc obě normované, tj. pro něž plat́ı
〈ψ1 | ψ1〉 = 〈ψ2 | ψ2〉 = 1, nazýváme ortonormálńımi funkcemi.

Výpočtová úloha 2.2
Určete, za jakých podmı́nek je lineárńı kombinace ψ = c1ψ1 + c2ψ2 dvou normovaných
vlnových funkćı ψ1 a ψ2 také normovaná (c1, c2 ∈ C).

4Komplexńı jedničky eiη lež́ı v Gaussově rovině na kružnici o poloměru 1, maj́ı velikost 1 a hodnota η
určuje úhel (v radiánech) měřený od reálné osy.

5Pokud máte problém s t́ım, že si neumı́te představit dvě funkce na sebe navzájem kolmé, je asi nej-
vhodněǰśı zaujmout pragmatický postoj s t́ım, že jsou to takové funkce, pro které plat́ı rovnice 2.8, a to
pojmenováńı brát jenom jako analogii k vektor̊um. Funkce jsou zde prvky vektorového prostoru a tak pro
ně lze použ́ıt vše, co v těchto prostorech plat́ı.
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Źıskaný výsledek se pokuste zobecnit pro lineárńı kombinaci v́ıce než dvou funkćı.

Řešeńı:
Zadanou funkci dosad́ıme do normovaćı podmı́nky 2.7, uprav́ıme

1 = 〈ψ | ψ〉 = 〈c1ψ1 + c2ψ2 | c1ψ1 + c2ψ2〉 =

= c∗1c1 〈ψ1 | ψ1〉+ c∗2c2 〈ψ2 | ψ2〉+ c∗1c2 〈ψ1 | ψ2〉+ c1c
∗
2 〈ψ2 | ψ1〉

a využijeme normovanost́ı funkćı ψ1 a ψ2

1 = |c1|2 + |c2|2 + c∗1c2 〈ψ1 | ψ2〉+ c1c
∗
2 〈ψ1 | ψ2〉∗ .

Z posledńıho výrazu je vidět, že by bylo ještě velmi výhodné, aby obě funkce byly
vzájemně ortogonálńı, tj. aby platilo 〈ψ1 | ψ2〉 = 0. Toto bude velmi často splněno,
protože budeme pracovat zejména s lineárńımi kombinacemi funkćı báze daného pro-
storu a volba ortogonálńı báze je výhodná. Po dosazeńı výše uvedeného předpokladu
vyjde podmı́nka

|c1|2 + |c2|2 = 1.

Uvedený postup neńı obt́ıžné zobecnit na lineárńı kombinaci v́ıce vlnových funkćı

ψ =
∑
n

cnψn. (2.9)

Jestliže vlnové funkce ψn jsou všechny normované a navzájem ortogonálńı, potom
funkce ψ je normovaná, jestliže plat́ı∑

n

|cn|2 = 1. (2.10)

Význam koeficient̊u cn se ukáže později při diskuzi měřeńı a výpočtu středńı hodnoty
fyzikálńı veličiny (podkapitola 2.4).

2.2.5 Hilbert̊uv prostor

Z předchoźıho textu vyplynulo, že vlnové funkce popisuj́ıćı fyzikálně př́ıpustné stavy (spo-
lečně s konstantně nulovou funkćı) tvoř́ı vektorový (někdy nazývaný též lineárńı) prostor.
Na tomto prostoru jsme zavedli skalárńı součin. Dále bez d̊ukazu konstatujme, že tento
prostor je i separabilńı a úplný.6 Prostor s těmito vlastnostmi se nazývá Hilbert̊uv prostor
H a my tak budeme označovat prostor všech př́ıpustných vlnových funkćı pro daný systém.

6Nebudeme se zde pouštět do matematických detail̊u, jen ve stručnosti připomeneme
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Ještě se zmiňme o rozd́ılu mezi stavem a vlnovou funkćı. Správně by se mělo vždy ř́ıkat,
že částice je v nějakém stavu (to odráž́ı fyzikálńı realitu) a tento stav je popsán nějakou
konkrétńı vlnovou funkćı (obraz dané reality v matematickém modelu = reprezentaci). Již
bylo řečeno, že vlnové funkce nejsou ke stavu přǐrazeny jednoznačně, ale mohou se lǐsit
o násobek. Velmi často se ale můžete setkat s t́ım, že se tyto dva pojmy použ́ıvaj́ı nepřesně
a zaměňuj́ı se. Podobně se i o Hilbertově prostoru H mluv́ı jako o prostoru stav̊u.

Hilbert̊uv prostor může být r̊uzně
”
velký“, tj. mı́t r̊uznou dimenzi. Budeme pracovat se

systémy, kde budeme mı́t H s konečnou dimenźı i báźı (viz kapitola 5.2 či 6.3), systémy se
spočetnou báźı (př́ıkladem je třeba lineárńı harmonický oscilátor, viz kapitola 3.7) a pro
volnou částici (viz kapitola 3.10) dokonce i nespočetnou.

Pokud bude možné v Hilbertově prostoru H zvolit konečnou bázi, potom d́ıky tomu, že
se jedná o lineárńı (vektorový) prostor, budeme moci jeho prvky vyjádřit jako kombinaćı
funkćı z báze a pracovat s nimi jako s

”
běžnými vektory“.

2.3 Reprezentace fyzikálńıch veličin

V předchoźım odd́ıle jsme zjistili, že popis stavu částice vyžaduje v rámci kvantové mecha-
niky zásadńı revizi oproti klasické mechanice (vlnové funkce mı́sto souřadnic a hybnost́ı,
statistická interpretace vlnové funkce, princip superpozice stav̊u částic). Nyńı se budeme
zabývat t́ım, jak jsou v námi budované matematické reprezentaci kvantové mechaniky
zachyceny fyzikálńı veličiny.

Úkol 2.9 Napǐste si nějaké fyzikálńı veličiny. Jak jsou r̊uzné veličiny reprezentovány
v klasické fyzice? Jak jsou složitěǰśı veličiny

”
odvozeny“ z veličin popisuj́ıćıch stav

částice? Jak urč́ıme hodnotu, kterou při měřeńı nějaké veličiny naměř́ıme?

V kvantové mechanice se ukázalo, že pro práci s fyzikálńımi veličinami je nezbytné rovněž
sáhnout po komplikovaněǰśıch matematických objektech, jako jsme se s t́ım setkali u popisu
stavu. Fyzikálńı veličiny zde vystupuj́ı jako operátory definované na prostoru H. Než se
budeme zabývat operátory konkrétńıch fyzikálńıch veličin, se alespoň stručně zmı́ńıme,
co to operátor vlastně je, a seznámı́me se s jeho vlastnostmi, které budeme potřebovat
v daľśım výkladu.

• skalárńı součin nám umožňuje zavést metriku = měřeńı
”
vzdálenosti dvou prvk̊u“

• separabilńı prostor je takový, ve kterém existuje spočetná hustá podmnožina
• pokud udělám konvergentńı posloupnost prvk̊u úplného prostoru, tak mám zaručeno, že v tomto

prostoru je i limita této posloupnosti
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2.3.1 Co je to operátor?

Definice: Pod operátorem Ô definovaným na prostoru H rozumı́me matematický ob-
jekt, který každému prvku ψ z H jednoznačně přǐrad́ı prvek ϕ z H. Tuto operaci
budeme zapisovat takto:

ϕ = Ôψ, ψ ∈ H, ϕ ∈ H.

Úkol 2.10 Zkuste výše uvedenou definici ř́ıci vlastńımi slovy. Porovnejte funkci,
funkcionál a operátor.

Uved’me několik konkrétńıch př́ıpad̊u operátor̊u

M̂ψ = 3ψ,a) Q̂ψ = ψ2,b) D̂x1ψ = ∂ψ
∂x1

,c) K̂ψ = ψ∗,d)

X̂1ψ = x1ψ,e) L̂ψ = ∂2ψ
∂x21

+ ∂2ψ
∂x22

+ ∂2ψ
∂x23
≡ 4ψ.f)

Úkol 2.11

1. Přečtěte výše uvedené operátory slovně tak, aby vyniklo, co operátor vlastně
s funkćı dělá.

2. Jako jeden z př́ıklad̊u je uvedena derivace. Rozhodněte, za jakých podmı́nek je
integrál také operátor.

3. Vymyslete daľśıch několik př́ıklad̊u operátor̊u, které znáte z matematiky či fyziky.

4. Speciálně rozhodněte, zda
”
operátory“ gradient, divergence, rotace a Laplace̊uv

operátor jsou operátory ve smyslu výše uvedené definice.

5. Lze i funkci v nějakém smyslu chápat jako operátor? A co funkcionál?

6. Vymyslete nějaké př́ıklady
”
operátor̊u“ z reálného života.

Sč́ıtáńı a skládáńı (násobeńı) operátor̊u

Podobně jako s funkcemi, i s operátory lze provádět r̊uzné operace. Součtem operátor̊u
budeme rozumět součet jejich výsledk̊u, tj.

(Â+ B̂)ψ = Âψ + B̂ψ.
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Protože výsledkem p̊usobeńı operátoru na funkci je opět funkce ze stejného prostoru, je
možné na funkci aplikovat postupně dva i v́ıce operátor̊u. Je-li

Âψ = ϕ, B̂ϕ = χ ⇒ B̂(Âψ) = χ

podobně jako v př́ıpadě složené funkce. O operátorovém výrazu B̂Â mluv́ıme často jako
o součinu7 operátor̊u B̂ a Â

(B̂Â)ψ = B̂(Âψ) = B̂Âψ.

Při této operaci je podstatné, v jakém pořad́ı byly operátory aplikovány. Násobeńı operá-
tor̊u neńı komutativńı (zaměnitelné) jako násobeńı komplexńıch č́ısel či funkćı. Pro řadu
dvojic operátor̊u plat́ı, že ÂB̂ 6= B̂Â, a o takových operátorech potom ř́ıkáme, že nekomu-
tuj́ı.

Matematika nám nab́ıźı širokou škálu operátor̊u s r̊uznými vlastnostmi. Pro použit́ı v kvan-
tové mechanice jsou významné operátory, kterým ř́ıkáme lineárńı a hermitovské.

2.3.2 Lineárńı operátory

Omezeńı na lineárńı operátory souviśı s t́ım, že chceme zachovat v platnosti princip super-
pozice. Definice lineárńıho operátoru neńı nijak překvapivá:

Definice: Operátor Ô definovaný na prostoru H je lineárńı, jestliže pro libovolná dvě
komplexńı č́ısla c1 a c2 a libovolné dvě funkce ψ1 a ψ2 z H splňuje rovnost

Ô(c1ψ1 + c2ψ2) = c1Ôψ1 + c2Ôψ2. (2.11)

V definici jsme uvedli jedinou vlastnost. Někdy se ale rozepisuje jako dvě jednodušš́ı
podmı́nky: Operátor je lineárńı, pokud splňuje

1. pro libovolnou vlnovou funkci ψ a všechna c ∈ C plat́ı Ô(cψ) = cÔψ
(tj.

”
č́ıslo můžeme vytknout před operátor“),

2. pro libovolné vlnové funkce ψ1, ψ2 plat́ı rovnost Ô(ψ1 + ψ2) = Ôψ1 + Ôψ2

(tj.
”
je jedno, zda nejprve sečteme funkce a potom provedeme operátor, nebo nejprve

na obě funkce necháme p̊usobit operátor a sečteme výsledky“).

7Na rozd́ıl od funkćı, které umı́me násobit i skládat, operátory umı́me pouze skládat. Proto veškeré
součiny operátor̊u muśıme chápat jako skládáńı. Tento pohled na skládáńı/násobeńı operátor̊u je převzat
nejsṕı̌se z názvoslov́ı lineárńıch zobrazeńı na prostorech s konečnou dimenźı. Takové zobrazeńı zde může
být reprezentováno matićı. Pokud máme dvě taková zobrazeńı, matici jejich složeńı dostaneme jako součin
matic obou zobrazeńı.
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Výpočtová úloha 2.3
Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı operátory lineárńı:

Âψ = xψ (x ∈ R),a) B̂ψ = ψ∗,b)

Ĉψ = 1
ψ

,c) D̂ψ = dψ
dx

.d)

Řešeńı:
Protože je to výpočtově snadněǰśı, budeme ve všech př́ıpadech ověřovat dvě d́ılč́ı
podmı́nky linearity uvedené pod definićı. Vždy si rozeṕı̌seme obě strany požadované
rovnosti, abychom viděli, zda se sobě rovnaj́ı, či nikoli.

a) Operátor Âψ = xψ(x ∈ R) je operátor
”
vynásob souřadnićı“.

• Podmı́nka 1:
Levá strana: Â(cψ) = xcψ Pravá strana: cÂ(ψ) = cxψ = xcψ
Protože násobeńı (reálných a komplexńıch) č́ısel je komutativńı, můžeme v před-
cházej́ıćım řádku x a c prohodit; podmı́nka 1 je tedy splněna.

• Podmı́nka 2:
L.s.: Â(ψ1 + ψ2) = x(ψ1 + ψ2) = xψ1 + xψ2 P.s.: Âψ1 + Âψ2 = xψ1 + xψ2

Při násobeńı funkćı a č́ısel na levé straně lze roznásobit závorky, d́ıky tomu je
požadovaná podmı́nka splněna.

Obě podmı́nky jsou splněny. Operátor
”
vynásob souřadnićı x“ je tedy lineárńım ope-

rátorem.

b) Operátor B̂ψ = ψ∗ ...
”
komplexně sdruž“

• Podmı́nka 1: L.s.: B̂(cψ) = (cψ)∗ = c∗ψ∗ P.s.: cB̂(ψ) = cψ∗

Podmı́nka je splněna pouze tehdy, pokud plat́ı c∗ = c. Tato rovnost plat́ı ale pouze pro
c ∈ R, nikoliv ovšem pro námi obecně uvažované c ∈ C. Aniž bychom museli ověřovat
druhou podmı́nku, je zřejmé, že operátor B̂ lineárńım operátorem neńı.

c) Ĉψ = 1
ψ

...
”
udělej převrácenou hodnotu“

• Podmı́nka 1: L.s.: Ĉ(cψ) = 1
cψ

P.s.: cĈ(ψ) = c 1
ψ

= c
ψ
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Podmı́nka neńı splněna pro všechna c ∈ C, takže již nemuśıme pokračovat ověřováńım
druhé podmı́nky, ani operátor

”
převrácená hodnota“ zjevně neńı lineárńı.

d) D̂ψ = dψ
dx

... operátor
”
zderivuj podle souřadnice x“ – o operátoru zderivuj v́ıme, že

je lineárńı, přesto si zde rozepǐsme obě podmı́nky

• P1 : L.s.: D̂(cψ) = d(cψ)
dx

= cdψ
dx

P.s.: cD̂(ψ) = cdψ
dx

• P2 : L.s.: D̂(ψ1+ψ2) = d(ψ1+ψ2)
dx

= dψ1

dx
+ dψ2

dx
P.s.: D̂(ψ1)+D̂(ψ2) = dψ1

dx
+ dψ2

dx

Vid́ıme, že se jedná o známá pravidla o tom, jak při derivováńı pracovat s konstantou a
jak se derivuje součet funkćı. Operátor

”
zderivuj podle souřadnice x“ je tedy lineárńım

operátorem.

2.3.3 Hermitovské sdružeńı a hermitovský operátor

Operátor Ô† je hermitovsky sdružený s operátorem Ô, jestliže pro libovolné dvě
vlnové funkce ϕ, ψ z H plat́ı: 〈

ϕ | Ôψ
〉

=
〈
Ô†ϕ | ψ

〉
. (2.12)

Asi nás nepřekvaṕı, že je-li operátor roven svému hermitovskému sdružeńı, tj. Ô† =
Ô, nazveme operátor Ô operátorem hermitovským. Zformulujme definici hermitovského
operátoru i explicitně.

Operátor Ô je hermitovský, pokud pro libovolné dvě vlnové funkce ϕ a ψ z H plat́ı〈
ϕ | Ôψ

〉
=
〈
Ôϕ | ψ

〉
. (2.13)

Hermitovské sdružeńı je tedy jakési
”
přemı́stěńı operátoru z jedné složky skalárńıho součinu

do druhé“. I když je to v obou definićıch zvýrazněno, upozorněme ještě jednou, že požado-
vaná rovnost muśı nastat pro libovolnou dvojici funkćı z H. Daľśı věćı, která je v definici
tak trochu ukryta, je, že pokud se dva operátory sobě maj́ı rovnat, muśı se rovnat i jejich
definičńı obory.

Pojd’me naj́ıt k několika operátor̊um jejich hermitovská sdružeńı.
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Výpočtová úloha 2.4
Uvažujme operátory definované na prostoru vlnových funkćı s reálnou proměnnou x.
Nalezněte k nim hermitovsky sdružené operátory.

Ĉψ(x) = cψ(x), kde c ∈ C,a) X̂ψ(x) = xψ(x),b)

V̂ ψ(x) = V̂ (x)ψ(x), kde V (x) je reálná funkce souřadnice x,c)

D̂ψ(x) = dψ(x)
dx

,d) K̂ψ(x) = idψ(x)
dx

.e)

Řešeńı:
Ve všech př́ıpadech budeme postupovat tak, že rozeṕı̌seme levou stranu vztahu pro
hermitovsky sdružené operátory 2.12 pomoćı definice skalárńıho součinu a budeme ji
upravovat tak, abychom se dostali na tvar na pravé straně.

a) Operátor vynásobeńı komplexńı konstantou: Ĉψ(x) = cψ(x), kde c ∈ C:〈
ψ1 | Ĉψ2

〉
= 〈ψ1 | cψ2〉 =

∫ ∞
−∞

ψ∗1cψ2dx =

a d́ıky komutativitě násobeńı č́ısel i funkćı a vlastnostem komplexńıho sdružeńı dosta-
neme

=

∫ ∞
−∞

cψ∗1ψ2dx =

∫ ∞
−∞

(c∗ψ1)
∗ψ2dx = 〈c∗ψ1 | ψ2〉 .

Takže vid́ıme, že hermitovsky sdruženým operátorem k Ĉ je operátor vynásob kom-
plexně sdruženou konstantou. Operátor

”
vynásob konstantou“ je tedy hermitovský

pouze v př́ıpadě, že se jedná o reálnou konstantu, tj.:

C† = c∗.

b) Hledáńı hermitovsky sdruženého operátoru X̂† k operátoru vynásobeńı souřadnićı
X̂ψ(x) = xψ(x) je velmi podobné předchoźı úloze:〈

ψ1 | X̂ψ2

〉
= 〈ψ1 | xψ2〉 =

∫ ∞
−∞

ψ∗1xψ2dx =

∫ ∞
−∞

xψ∗1ψ2dx =
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protože souřadnice x je reálná, je x = x∗ a výraz lze snadno upravit:

=

∫ ∞
−∞

(xψ1)
∗ψ2dx = 〈xψ1 | ψ2〉 .

Operátor polohy x̂ se nám podařilo
”
přesunout“ z druhé složky skalárńıho součinu do

prvńı – hermitovsky sdružený operátor k x̂ je tedy opět x̂, tj. x̂† = x̂, operátor x̂ je
hermitovský.

c) Podobný postup zopakujeme i pro operátor vynásobeńı reálnou funkćı V (x), tj.
V̂ ψ(x) = V̂ (x)ψ(x):〈

ψ1 | V̂ ψ2

〉
= 〈ψ1 | V (x)ψ2〉 =

∫ ∞
−∞

ψ∗1V (x)ψ2dx =

∫ ∞
−∞

V (x)ψ∗1ψ2dx =

=

∫ ∞
−∞

(V (x)ψ1)
∗ψ2dx = 〈V (x)ψ1 | ψ2〉 .

Vid́ıme, že operátor V̂ je hermitovský.

d) Operátor
”
derivuj podle souřadnice x“ D̂ψ(x) = dψ(x)

dx
:

〈
ψ1 | D̂ψ2

〉
=

〈
ψ1 |

dψ2

dx

〉
=

∫ ∞
−∞

ψ∗1
dψ2

dx
dx

Výraz v integrálu uprav́ıme pomoćı derivace součinu, tj. ψ1
dψ2

dx
= d

dx
(ψ1ψ2) − dψ1

dx
ψ2

(tento krok se také nazývá integrace metodou per partes):〈
ψ1 | D̂ψ2

〉
=

∫ ∞
−∞

(
d

dx
(ψ∗1ψ2)−

dψ∗1
dx

ψ2

)
dx = [ψ∗1ψ2]

∞
−∞ −

∫ ∞
−∞

dψ∗1
dx

ψ2dx

Nyńı využijeme jednoho z požadavk̊u, které na vlnové funkce ve kvantové mechanice
obecně máme – aby byly naše funkce normovatelné, požadujeme, aby se v nevlastńıch
bodech bĺıžily hodnoty funkćı nule, tj.:

lim
x→±∞

ψ1(x) = lim
x→±∞

ψ2(x) = 0

Nulovost obou limit samozřejmě zachovává i součin dvou vlnových funkćı, takže člen
[ψ∗1ψ2]

∞
−∞ se vlastně redukuje na výraz

”
0 · 0 − 0 · 0 = 0“ – zbývá tedy upravit zbylý

integrál: 〈
ψ1 | D̂ψ2

〉
= −

∫ ∞
−∞

dψ∗1
dx

ψ2dx =

∫ ∞
−∞

(
−dψ1

dx

)∗
ψ2dx =
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=

〈
−dψ1

dx
| ψ2

〉
=
〈
−D̂ψ1 | ψ2

〉
.

Hermitovsky sdruženým operátorem k operátoru D̂ = d
dx

je tedy operátor D̂† = −D̂ =
− d

dx
. To znamená, že operátor

”
derivuj podle souřadnice x“ neńı hermitovský.

e) Nyńı ukážeme, že pokud operátor
”
derivuj podle souřadnice x“ přenásob́ıme ryze

imaginárńı jednotkou i, stane se z něj hermitovský operátor. Postup je zcela identický
s předcházej́ıćı část́ı, proto neobsahuje podrobněǰśı komentáře:〈

ψ1 | K̂ψ2

〉
=

〈
ψ1 | i

dψ2

dx

〉
=

∫ ∞
−∞

ψ∗1 i
dψ2

dx
dx = i

(
[ψ∗1ψ2]

∞
−∞ −

∫ ∞
−∞

dψ∗1
dx

ψ2dx

)
=

= −i

∫ ∞
−∞

dψ∗1
dx

ψ2dx =

∫ ∞
−∞

(
i
dψ1

dx

)∗
ψ2dx =

〈
i
dψ1

dx
| ψ2

〉
=
〈
K̂ψ1 | ψ2

〉
.

Jde dokázat, že hermitovský operátor již nutně muśı být lineárńı. Přesto je linearita natolik
d̊uležitou vlastnost́ı, že se výslovně zd̊urazňuje.

2.3.4 Operátory fyzikálńıch veličin

Po stručném seznámeńı s pojmem operátor obecně se vrát́ıme k zavedeńı fyzikálńıch veličin
v kvantové mechanice – tedy k tomu, jak naj́ıt operátor ke konkrétńı fyzikálńı veličině.
Nejprve vyslovme př́ıslušný postulát:

Postulát o operátorech fyzikálńıch veličin

1. Každé měřitelné fyzikálńı veličině F je v kvantové mechanice přǐrazen lineárńı a
hermitovský operátor F̂ .

2. Základńım fyzikálńım veličinám – souřadnićım částice x1, x2, x3 a složkám hyb-
nosti částice p1, p2, p3 – jsou přǐrazeny operátory x̂1, x̂2, x̂3 a p̂1, p̂2, p̂3 takto

xk −→ x̂k = xkÊ, pk −→ p̂k = −i~
∂

∂xk
, k = 1, 2, 3

neboli zapsáno vektorově

~r −→ ~̂r = ~r Ê, ~p −→ ~̂p = −i~∇,

kde Ê je jednotkový operátor.
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3. Je-li fyzikálńı veličina F vyjádřena pomoćı základńıch mechanických veličin vzta-
hem F = F (~r, ~p), je j́ı přǐrazen operátor

F −→ F̂ = F (~̂r, ~̂p).

Připojme k těmto tvrzeńım několik poznámek.

V bodě dva vid́ıme, že kartézské souřadnici je přǐrazen operátor
”
vynásob souřadnićı“ a

hybnost je reprezentována operátorem derivace vynásobené ryze imaginárńım č́ıslem. Na
základě úlohy 4 (s. 25) v́ıme, že se v obou př́ıpadech jedná o hermitovské operátory.

Uvedená volba operátor̊u souřadnice a hybnosti neńı jediná možná. Ve skutečnosti si
můžeme tyto operátory zvolit poměrně s velkou volnost́ı, protože jedinou podmı́nkou, kte-
rou muśı naše volba splňovat je tzv. kanonická komutačńı relace (viz strana 2.21). Zde
uvedená volba odpov́ıdá tzv. souřadnicové reprezentaci (x-reprezentaci), protože operátor
souřadnice je jen pouhým násobeńım souřadnićı.

K pravidlu pro konstrukci operátor̊u složitěǰśıch fyzikálńıch veličin8 podle bodu 3 je vhodné
připomenout, že násobeńı operátor̊u je vlastně jejich skládáńı, jak již bylo uvedeno. Pokud
je třeba přisoudit operátor součinu dvou veličin A a B, jejichž operátory Â a B̂ nekomutuj́ı,
takže hroźı nejistota týkaj́ıćı se správného pořad́ı obou operátor̊u v součinu, postupuje se
podle pravidla

F = AB −→ F̂ =
(ÂB̂ + B̂Â)

2
.

Uved’me nyńı několik konkrétńıch př́ıklad̊u operátor̊u fyzikálńıch veličin, s kterými se bu-
deme v daľśım výkladu nejčastěji setkávat.

Velmi často budeme potřebovat znát tvar operátoru kinetické energie T částice, pro
který v klasické mechanice plat́ı

T =
1

2
mv2 =

p2

2m
=
p21 + p22 + p23

2m
.

Nahrad́ıme-li v tomto vzorci složky hybnosti jejich operátory podle výše uvedeného pravi-
dla, dostaneme operátor kinetické energie částice ve tvaru9

T̂ =
p̂21 + p̂22 + p̂23

2m
=

(−i~)2

2m

(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23

)
= − ~2

2m
4 .

8Obvykle je toto pravidlo studenty formulováno jako
”
Napǐs vzoreček dané veličiny a ostř́ı̌skuj ho.“

9Povšimněte si, že opravdu druhá mocnina operátoru hybnosti, neńı druhá mocnina derivace, ale dvakrát
aplikovaná derivace, tj. druhá derivace podle x.
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Při studiu pohybu částice v konzervativńım silovém poli popsaném potenciálńı energíı
V (~r) budeme použ́ıvat jej́ı operátor V̂ (~r), pro který jednoduše plat́ı (V je funkćı pouze
souřadnic)

V̂ = V (~r)Ê,
kde Ê je jednotkový operátor. Jedná se vlastně o operátor

”
vynásob potenciálńı energíı“,

což je reálná funkce a explicitně jsme ověřili, že se jedná o hermitovský operátor.

Pro operátor Ĥ celkové energie E částice v konzervativńım poli potom už snadno do-
staneme vzorec

Ĥ = − ~2

2m
4+ V (~r)Ê. (2.14)

Důvodem pro použit́ı označeńı Ĥ pro tento operátor (nikoliv Ê) je skutečnost, že v př́ıpadě
konzervativńıho pole je celková energie částice v klasickém př́ıpadě shodná s jej́ı Hamilto-
novou funkćı. V kvantové mechanice pak operátor celkové energie nazýváme také Hamil-
ton̊uv operátor, nebo častěji zkráceně hamiltonián. I v obecném př́ıpadě, kdy již částice
neńı podrobena p̊usobeńı pouze konzervativńıch sil, je vždy klasické Hamiltonově funkci
přǐrazen operátor nazývaný hamiltonián.

Uved’me zde ještě jako př́ıklad hamiltonián pro elektricky nabitou částici s nábojem q
a hmotnost́ı m podrobenou vlivu elektromagnetického pole popsaného vektorovým po-
tenciálem ~A a skalárńım potenciálem ϕ a současně ještě nějakého daľśıho konzervativńıho
pole s potenciálńı energíı V . Oba potenciály i potenciálńı energie jsou funkcemi souřadnic,
proto jejich operátory jsou násobeńı př́ıslušnou funkćı. Hamilton̊uv operátor tedy dosta-
neme

”
ostř́ı̌skováńım“ hamiltoniánu známého z klasické teorie

Ĥ =
(~p− q ~A)2

2m
+ qϕ+ V ⇒ Ĥ =

(~̂p− q ~AÊ)2

2m
+ qϕÊ + V Ê. (2.15)

Je vidět, že při vypnut́ı elektromagnetického pole ( ~A = 0, ϕ = 0) a po dosazeńı explicitńıho

tvaru operátoru hybnosti ~̂p přejde vzorec 2.15 v 2.14. Podrobněji se budeme částićı v elek-
tromagnetickém poli zabývat v kapitole 6.1, zde to uvád́ıme jako př́ıklad, kdy je třeba si
dát pozor na pořad́ı, ve kterém operátory ṕı̌seme. Čitatel prvńıho členu hamiltoniánu 2.15
můžeme rozepsat jako (~p − q ~A)2 = ~p2 + 2q~p · ~A + q2 ~A2, ale v kvantovém př́ıpadě muśıme
poctivě napsat

(~̂p− q ~AÊ)2 = (~̂p− q ~AÊ) · (~̂p− q ~AÊ) = ~p2 + q~̂p · ~A+ q ~A · ~̂p+ q2 ~A2Ê,

protože si nemůžeme být jist́ı, že operátor hybnosti a operátor násobeńı vektorovým po-
tenciálem lze prohodit (a v následuj́ıćı kapitole uvid́ıme, že obecně je prohodit opravdu
nelze).10

10Tečkou značené skalárńı násobeńı vektorových veličin se poč́ıtá pro vektorové operátory stejně jako
pro vektorové funkce a nemá nic společného se skalárńım součinem 〈ψ1 | ψ2〉 (viz definice 2.6) dvou funkćı.
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V souvislosti s řešeńım úlohy chováńı částice v centrálńım silovém poli bude kĺıčovou
fyzikálńı veličinou moment hybnosti ~L, pro který nalezneme př́ıslušný vektorový operátor
(trojici operátor̊u) podle vztahu

~L = ~r × ~p −→ ~̂L = ~̂r × ~̂p,

což po rozepsáńı do složek dává11

L̂1 = x̂2p̂3 − x̂3p̂2 = i~
(
x3

∂

∂x2
− x2

∂

∂x3

)
,

L̂2 = x̂3p̂1 − x̂1p̂3 = i~
(
x1

∂

∂x3
− x3

∂

∂x1

)
, (2.16)

L̂3 = x̂1p̂2 − x̂2p̂1 = i~
(
x2

∂

∂x1
− x1

∂

∂x2

)
.

Celý zápis můžeme zjednodušit použit́ım Levi-Civitova symbolu (viz kapitola 11.2), kdy
j-tou složku momentu hybnosti Lj zaṕı̌seme jako12(

~L
)
j

= (~r × ~p)j = εjklxkpl ⇒ Lj = εjklx̂kp̂l. (2.17)

Pro popis vlastnost́ı a chováńı částice v centrálńım poli se však lépe hod́ı sférické souřadnice
r, θ, φ, a proto se budeme nejčastěji setkávat s vyjádřeńım složek operátoru momentu hyb-

nosti ~̂L v těchto souřadnićıch. Př́ıslušné vzorce odvod́ıme v kapitole 5.1, zde uvedeme jenom
jejich tvar

L̂1 = i~
(

sinφ
∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ

)
,

L̂2 = −i~
(

cosφ
∂

∂θ
− cot θ sinφ

∂

∂φ

)
, (2.18)

L̂3 = −i~
∂

∂φ

a připoj́ıme k nim i vyjádřeńı druhé mocniny momentu hybnosti

~̂L2 = −~2
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
. (2.19)

Snadno si povšimneme, že operátory momentu hybnosti vyjádřené ve sférických souřadni-
ćıch v̊ubec nezáviśı na radiálńı proměnné r.

11V následuj́ıćı kapitole si ukážeme, že v tomto př́ıpadě násobené operátory komutuj́ı, takže na jejich
pořad́ı nezálež́ı. Zkuste si je napsat v obráceném pořad́ı a vztah upravte.

12V celém textu budeme předpokládat, že indexy j, k, l, ... nabývaj́ı hodnot 1, 2, 3. Dále budeme ve
vztaźıch využ́ıvat tzv. Einsteinovo sumačńı pravidlo, které ř́ıká, že pokud se

”
potkaj́ı“ v jednom členu dva

stejné indexy, tak se automaticky přes tento index sč́ıtá, aniž by se vypisoval sumačńı symbol. Vztah pro
Lj tedy vlastně znamená Lj =

∑3
k=1

∑3
l=1 εjklxkpl.
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2.3.5 Komutačńı relace

Již jsme se setkali s t́ım, že operátory lze sč́ıtat a násobit. Co se týká násobeńı operátor̊u,
bylo zd̊urazněno, že na rozd́ıl od násobeńı reálných nebo komplexńıch č́ısel je toto násobeńı
nekomutativńı. Pro vystižeńı této vlastnosti u dané dvojice operátor̊u Â a B̂ se použ́ıvá
operátorového výrazu definovaného vztahem

[Â, B̂]
def.
= ÂB̂ − B̂Â. (2.20)

Symbolu [Â, B̂] se ř́ıká komutátor operátor̊u Â a B̂.13

Jestliže je komutátor [Â, B̂] nulovým operátorem,14 jsou operátory Â a B̂ komutativńı a
můžeme je násobit (skládat) v libovolném pořad́ı. Neńı-li tomu tak, ř́ıkáme potom, že oba
operátory nekomutuj́ı.

Je vidět, že při úpravách výraz̊u obsahuj́ıćıch součiny operátor̊u je třeba dbát zvýšené
opatrnosti. Z tohoto hlediska vypadá nekomutativnost některých dvojic operátor̊u pouze
jako nepř́ıjemnost matematické povahy. Uvid́ıme však, že skutečnost, zda dvojice operátor̊u
reprezentuj́ıćıch fyzikálńı veličiny komutuje, či nikoli, má d̊uležité fyzikálńı pozad́ı. Bude
proto užitečné alespoň pro operátory nejd̊uležitěǰśıch fyzikálńıch veličin vyšetřit předem,
jaké jsou jejich komutačńı relace.15

Poznámka: Při odvozováńı jakýchkoli vztah̊u mezi operátory, a tedy i komutačńıch relaćı,
je třeba mı́t na mysli, že rovnost dvou operátor̊u Â a B̂ nastává, pokud dávaj́ı stejný
výsledek pro jakoukoli funkci, tj. pro všechny funkce ψ ∈ H plat́ı rovnost Âψ = B̂ψ.
Rovnost oprátoru tedy v sobě zahrnuje i rovnost jejich definičńıch obor̊u a zapisujeme ji
jednoduše jako Â = B̂.

Komutačńı relace souřadnic a hybnost́ı

Začneme komutačńımi vlastnostmi základńıch operátor̊u, tedy jednotlivých souřadnic x̂1,
x̂2 a x̂3 a jednotlivých složek hybnost́ı p̂1, p̂2 a p̂3.

Nejprve ověř́ıme, že navzájem komutuj́ı souřadnice. Protože se jedná o prvńı výpočet,
budeme ho detailně komentovat.

Uvědomme si, že výsledkem komutátoru je operátor. Protože se jedná o jeden z prvńıch

13Jedná se o operaci na množině operátor̊u, protože výsledkem je opět operátor.
14To znamená, že každé funkci přǐrazuje konstantně nulovou funkci. Sice nesprávně, ale častěji se ř́ıká,

že je komutátor nulový nebo roven nule. Totu formulaci budeme použ́ıvat i v daľśım textu s t́ım, že v́ıme,
jak je to myšleno.

15Komutačńı relace jsou jakékoli vztahy obsahuj́ıćı komutátory, tj. jak komutátory konkrétńıch dvojic
operátor̊u, tak i složitěǰśı vztahy mezi komutátory.
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výpočt̊u s operátory, přiṕı̌seme za něj libovolnou funkci ψ, na kterou p̊usob́ı, d́ıky tomu je
výsledkem výrazu funkce

[x̂k, x̂l]ψ =

komutátor rozeṕı̌seme podle definice

= (x̂kx̂l − x̂lx̂k)ψ =

a uprav́ıme
= xkxlψ − xlxkψ = 0.

Posledńı výraz je nulový d́ıky komutativitě násobeńı č́ısel. Protože výsledkem p̊usobeńı
komutátoru na libovolnou funkci je nula (nulová funkce), ř́ıkáme, že komutátor je nulový
a operátory jednotlivých souřadnic spolu komutuj́ı, tj.

[x̂k, x̂l] = 0, kde k = 1, 2, 3; l = 1, 2, 3.

Stejným zp̊usobem spoč́ıtáme komutátor složek hybnosti

[p̂k, p̂l]ψ = (p̂kp̂l − p̂lp̂k)ψ =

(
−i~

∂

∂xk

(
−i~

∂

∂xl

)
− (−i~)

∂

∂xl

(
−i~

∂

∂xk

))
ψ =

vytkneme konstanty před derivace a roznásob́ıme závorky

= −~2 ∂

∂xk

∂ψ

∂xl
+ ~2

∂

∂xl

∂ψ

∂xk
= 0.

Posledńı rovnost je dána záměnnost́ı derivaćı pro spojité funkce. Vid́ıme, že také složky
hybnosti komutuj́ı

[p̂k, p̂l] = 0, kde k = 1, 2, 3; l = 1, 2, 3.

Úkol 2.12 Dokažte i obecněǰśı tvrzeńı, že dvě libovolné funkce f1 a f2 operátor̊u
souřadnic částice navzájem komutuj́ı, tj.

[f1(~̂r), f2(~̂r)] = 0.

A podobně dokažte, že komutuj́ı i dvě funkce f3 a f4 závislé pouze na hybnosti, tj.

[f3(~̂p), f4(~̂p)] = 0.
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Nakonec spoč́ıtáme komutačńı relaci operátor̊u vybrané souřadnice xk a vybrané složky
hybnosti pl. Pro libovolnou dvojici index̊u k a l a pro libovolnou funkci ψ nyńı plat́ı

[x̂k, p̂l]ψ = (x̂kp̂l − p̂lx̂k)ψ = (−i~)

(
xk
∂ψ

∂xl
− ∂

∂xl
(xkψ)

)
=

= −i~
(
xk
∂ψ

∂xl
− δklψ − xk

∂ψ

∂xl

)
= i~δklψ.

To můžeme zapsat jako

[x̂k, p̂l] = i~δklÊ, kde k = 1, 2, 3; l = 1, 2, 3. (2.21)

Tato relace nám ř́ıká, že operátory odpov́ıdaj́ıćıch si složek (k = l) polohového vektoru ~̂r

a vektoru hybnosti ~̂p nekomutuj́ı. Operátory r̊uzných složek souřadnice a hybnosti spolu
komutuj́ı. Komutačńı relace 2.21 se nazývá kanonická komutačńı relace, má závažné
d̊usledky a budeme se s ńı v daľśım výkladu často setkávat.

Zjednodušováńı komutačńıch relaćı

Složitěǰśı komutačńı relace je možné odvodit z relaćı jednodušš́ıch. Velmi užitečná jsou pro
tento účel následuj́ıćı pravidla

[Â, Â] = 0, (2.22)

[Â, B̂] = −[B̂, Â], (2.23)

[Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ], (2.24)

[Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ. (2.25)

Zejména pravidlo (2.25) je cenné pro odvozováńı tvaru složitěǰśıch komutátor̊u i komutač-
ńıch relaćı, protože umožňuje zjednodušovat komutátory složených operátor̊u. Možná se
zdá, že je těžké si ho zapamatovat – k tomu lze použ́ıt takovou pomůcku dle obrázku ńıže
– komutátor se rozpadne na součet dvou komutátor̊u a při rozepisováńı součinu operátor̊u
si muśıme dát pozor na to, abychom zachovali p̊uvodńı pořad́ı operátor̊u B̂ a Ĉ.
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Úkol 2.13

• Dokažte výše uvedené vztahy mezi komutátory.
• Zjednodušte komutátor [ÂB̂, Ĉ].
• Použijte předchoźı pravidla pro zjednodušeńı komutátor̊u [Â, B̂ĈD̂] a [ÂB̂, ĈD̂].

Výpočtová úloha 2.5
Spočtěte následuj́ıćı komutátory:

[p̂j, V̂ (~r)],a) [p̂j, T̂ ].b) [x̂j, T̂ ].c)

Řešeńı:
a) Komutátor rozeṕı̌seme pomoćı definice (u operátoru potenciálńı energie V̂ nebudeme
pro přehlednost psát, že záviśı jen na souřadnici):

[p̂j, V̂ ]ψ =
(
p̂jV̂ − V̂ p̂j

)
ψ = p̂j

(
V̂ ψ
)
− V̂ (p̂jψ) .

a dosad́ıme definice obou operátor̊u

[p̂j, V̂ ]ψ = −i~
∂

∂xj
(V ψ)− V

(
−i~

∂

∂xj
ψ

)
= −i~

(
∂V ψ

∂xj
− V ∂ψ

∂xj

)
.

V prvńım členu rozeṕı̌seme derivaci součinu V̂ ψ a uprav́ıme do finálńıho tvaru:

[p̂j, V̂ ]ψ = −i~
(
ψ
∂V

∂xj
+ V

∂ψ

∂xj
− V ∂ψ

∂xj

)
= −i~

∂V

∂xj
ψ.

Hledaný komutátor je tedy

[p̂j, V̂ ] = −i~
∂V

∂xj
.

Źıskaný výsledek lze zobecnit pro vektorový operátor ~̂p jako:

[~̂p, V̂ (~r)] = −i~∇V (~r).

b) Komutátor složky hybnosti a kinetické energie T = ~p2

2m
nemuśıme poč́ıtat, proto

je zřejmé, že na základě úkolu 12 oba operátory komutuj́ı. Přesto stručně uved’me
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výpočet:

[p̂j, T̂ ] =
1

2m

[
p̂j,

3∑
k=1

p̂2k

]
=

1

2m

3∑
k=1

(
p̂k[p̂j, p̂k] + [p̂j, p̂k]p̂k

)
= 0.

c) Pro operátory j-té souřadnice a kinetické energie bude platit

[x̂j, T̂ ] =
1

2m

[
x̂j,

3∑
k=1

p̂2k

]
=

1

2m

3∑
k=1

(
p̂k[x̂j, p̂k] + [x̂j, p̂k]p̂k

)
=

1

m

3∑
k=1

i~δjkp̂k =
i~
m
p̂j,

takže př́ıslušná komutačńı relace vyjádřená ve vektorovém zápisu bude mı́t tvar

[~̂r, T̂ ] =
i~
m
~̂p.

Komutátory momentu hybnosti

Komutátory složek momentu hybnosti ~̂L = (L̂1, L̂2, L̂3) jsou velmi významné zejména
v souvislosti s popisem chováńı částice v silovém poli se sféricky symetrickým potenciálem.
Maj́ı tvar

[L̂1, L̂2] = i~L̂3, [L̂2, L̂3] = i~L̂1, [L̂3, L̂1] = i~L̂2.

Tyto relace lze dostat jednu z druhé cyklickou záměnou index̊u 1, 2, 3 a obecně zapsat
pomoćı Levi-Civitova symbolu

[L̂j, L̂k] = i~εjklL̂l. (2.26)

Vid́ıme, že složky momentu hybnosti navzájem nekomutuj́ı a komutátor dvou složek je
úměrný složce třet́ı.

Dále definujme operátor velikosti16 momentu hybnosti L̂2 jako

L̂2 = L̂2
1 + L̂2

2 + L̂2
3 =

3∑
k=1

L̂2
k.

Operátory jednotlivých složek momentu hybnosti L̂j s operátorem velikosti momentu hyb-

nosti L̂2 komutuj́ı, tj.
[L̂j, L̂

2] = 0. (2.27)

O všech těchto komutačńıch relaćıch se přesvědč́ıme v následuj́ıćı úloze.

16Ve skutečnosti se jedná o kvadrát velikosti momentu hybnosti, přesto se často tento operátor nazývá
právě operátorem velikosti momentu hybnosti.
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Úkol 2.14 Pokud máte pocit, že poč́ıtáńı komutátor̊u s obecnými složkami momentu
hybnosti je pro začátek př́ılǐs komplikované, zkuste si předt́ım spoč́ıtat následuj́ıćı
konkrétńı komutátory.

[L̂1, x̂2], apod.a) [L̂1, p̂3], apod.b) [L̂1, L̂2], apod.c) [L̂1, L̂
2], apod.d)

a na jejich základě odvodit obecněǰśı vztahy.

Výpočtová úloha 2.6
Spočtěte následuj́ıćı komutátory složek momentu hybnosti:

[L̂j, x̂m]a) [L̂j, p̂m],b) [L̂j, L̂k],c) [L̂j, L̂
2].d)

Řešeńı:
a) Poč́ıtáme komutátor j -té složky operátoru momentu hybnosti a m-té složky operá-
toru polohy. Operátor L̂j si rozeṕı̌seme dle 2.17

[L̂j, x̂m]ψ = [εjklx̂kp̂l, x̂m]ψ = εjkl[x̂kp̂l, x̂m]ψ

Využijeme pravidlo 2.25 pro zjednodušeńı komutátoru se součinem operátor̊u

[L̂j, x̂m]ψ = εjkl(x̂k[p̂l, x̂m] + [x̂k, x̂m]p̂l)ψ

Protože operátory souřadnic spolu komutuj́ı, je druhý komutátor ve vztahu výše nu-
lový, prvńı komutátor je vlastně kanonická komutačńı relace 2.21

[L̂j, x̂m]ψ = εjklx̂k[p̂l, x̂m]ψ = εjklx̂k(−i~)δlmψ.

Vysč́ıtáme přes index l a využijeme antisymetrie εjkm

[L̂j, x̂m]ψ = −i~εjkmx̂kψ = i~εjmkx̂kψ.

Hledaný komutátor je tedy roven

[L̂j, x̂m] = i~εjmkx̂k.
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b) Dále spočteme komutátor j -té složky operátoru momentu hybnosti a m-té složky
operátoru hybnosti. Výpočet je zcela analogický jako v předchoźı části, proto neńı
podrobně komentován.

[L̂j, p̂m]ψ = [εjklx̂kp̂l, p̂m]ψ = εjkl[x̂kp̂l, p̂m]ψ = εjkl (x̂k[p̂l, p̂m] + [x̂k, p̂m]p̂l)ψ =

= εjkl[x̂k, p̂m]p̂lψ = εjkli~δkmp̂lψ = i~εjmlp̂lψ.

Hledaný komutátor je tedy roven

[L̂j, p̂m] = i~εjmlp̂l.

c) Při výpočtu komutátoru dvou složek operátoru momentu hybnosti využijeme co
nejv́ıce výsledky předchoźıch dvou část́ı. Abychom se neztratili v indexech, použijeme
jiná ṕısmena a výsledek potom přeṕı̌seme do požadovaného tvaru.

[L̂a, L̂b]ψ = [L̂a, εbcdx̂cp̂d]ψ = εbcdx̂c[L̂a, p̂d]ψ + εbcd[L̂a, x̂c]p̂dψ

Nyńı využijeme předchoźı výpočty a dosad́ıme za komutátory (sč́ıtaćı indexy v Levi-
Civitových symbolech nazveme e, resp. f ):

[L̂a, L̂b]ψ = εbcdx̂c(i~εadep̂e)ψ + εbcd(i~εacf x̂f )p̂dψ

Vytkneme konstanty a cyklickou záměnou přeuspořádáme indexy Levi-Civitových sym-
bol̊u tak, aby bylo možné použ́ıt vztah εABCεADE = δBDδCE − δBEδCD:

[L̂a, L̂b]ψ = i~ (εdbcεdeax̂cp̂e + εcdbεcfax̂f p̂d)ψ =

= i~ ((δbeδca − δbaδce)x̂cp̂e + (δdfδba − δdaδbf )x̂f p̂d)ψ =

= i~(δbeδcax̂cp̂e − δbaδcex̂cp̂e + δdfδbax̂f p̂d − δdaδbf x̂f p̂d)ψ.

Vysč́ıtáme přes Kroneckerovy symboly ve všech čtyřech členech:

[L̂a, L̂b]ψ = i~(x̂ap̂b − δbax̂cp̂c + δbax̂dp̂d − x̂bp̂a)ψ.

Druhý a třet́ı člen v závorce se lǐśı jenom pojmenováńım sč́ıtaćıho indexu, takže se
odečtou. Hledaný komutátor se tedy redukuje na tvar:

[L̂a, L̂b]ψ = i~(x̂ap̂b − x̂bp̂a)ψ,
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což nám již jasně připomı́ná složku vektorového součinu – a to tu složku, která neńı
obsažena v komutátoru. Použijeme rozpis pomoćı Levi-Civitova symbolu

[L̂a, L̂b]ψ = i~εabcL̂cψ.

Dvě r̊uzné složky operátoru momentu hybnosti spolu tedy nekomutuj́ı a jejich ko-
mutátorem je násobek složky třet́ı (výsledek ještě přeṕı̌seme pomoćı index̊u použitých
v zadáńı):

[L̂j, L̂k] = i~εjklL̂l.

d) Následuj́ıćı komutátor obsahuje operátor velikosti momentu hybnosti L̂2, kde

L̂2 = L̂2
1 + L̂2

2 + L̂2
3 =

3∑
k=1

L̂2
k.

Prvńımi úpravami tak převedeme hledaný komutátor na součet komutátor̊u:

[L̂j, L̂
2]ψ = [L̂j,

3∑
k=1

L̂2
k]ψ =

3∑
k=1

[L̂j, L̂
2
k]ψ =

3∑
k=1

[L̂j, L̂kL̂k]ψ.

Nyńı využijeme obecné pravidlo 2.25 pro práci se součinem operátor̊u v komutátoru:

[L̂j, L̂
2]ψ =

3∑
k=1

(
[L̂j, L̂k]L̂k + L̂k[L̂j, L̂k]

)
ψ.

Komutátor operátor̊u složek momentu hybnosti vyjádř́ıme pomoćı Levi-Civitova sym-
bolu (t́ım se do výpočtu vnáš́ı také sč́ıtáńı přes index l):

[L̂j, L̂
2]ψ =

3∑
k,l=1

(
i~εjklL̂lL̂k + L̂k i~εjklL̂l

)
ψ = i~

3∑
k,l=1

(
εjklL̂lL̂k + εjklL̂kL̂l

)
ψ

Abychom ve výrazu výše dostali součin složek momentu hybnosti ve stejném pořad́ı,
přeznač́ıme ve druhém členu indexy k→l a l→k. Dále využijeme antisymetrie Levi-
Civitova symbolu: εjkl = −εkjl

[L̂j, L̂
2]ψ = i~

3∑
k,l=1

(
εjklL̂lL̂k + εjlkL̂lL̂k

)
ψ = i~

3∑
k,l=1

(
εjklL̂lL̂k − εjklL̂lL̂k

)
ψ = 0.
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Operátor složky momentu hybnosti a operátor velikosti momentu hybnosti spolu tedy
komutuj́ı.

2.3.6 Vlastńı č́ısla a vlastńı funkce operátoru

Než se pust́ıme do zkoumáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch funkćı pro operátory na prostorech
funkćı, připomeňme si tyto pojmy pro lineárńı zobrazeńı nad vektorovými prostory konečné
dimenze tak, jak jste se s nimi potkali v lineárńı algebře. Jako ilustraci ukážeme význam
těchto pojmů na jednoduchém lineárńım zobrazeńı (homomorfismu) v rovině. Takové zob-
razeńı je možné reprezentovat matićı, námi zkoumané zobrazeńı f bude:

x′ = 2x+ y

y′ = x+ 2y

Matice tohoto zobrazeńı má tvar:

A =

(
2 1
1 2

)
Spočtěme, jak se zobraźı vektory kanonické báze ~a a ~b

~a ′ = A~a =

(
2 1
1 2

)(
1
0

)
=

(
2
1

)

~b ′ = A~b

(
2 1
1 2

)(
0
1

)
=

(
1
2

)

Geometrickou podobu transformace ukazuje obr. 2.1 vlevo. Nyńı pojd’me nalézt vlastńı
vektory tohoto zobrazeńı. Připomeňme, že vlastńı vektory ~v jsou takové, které se zobraźı
na sv̊uj násobek, který označ́ıme λ a ř́ıkáme mu vlastńı č́ıslo. Toto můžeme zapsat jako

A~v = λ~v ⇒ (A− λE)~v = ~o, (2.28)

kde E je jednotková matice. Źıskaný výraz představuje homogenńı soustavu (dvou) li-
neárńıch rovnic, která má netriviálńı řešeńı právě tehdy, když je jej́ı determinant (zde
determinant matice A− λE) nulový, tj. pokud plat́ı

det(A− λE) = 0,

což je vlastně rovnice pro hledáńı vlastńıch č́ısel λ. Dosad’me do této rovnice matici našeho
zobrazeńı
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Obrázek 2.1: Vlevo transformace vektor̊u kanonické báze, vpravo nav́ıc zobrazeńı vlastńıch
vektor̊u

det(A− λE) = det

(
2− λ 1

1 2− λ

)
= (2− λ)2 − 1 = λ2 − 4λ+ 3 = (λ− 3)(λ− 1) = 0

Dostáváme dvě řešeńı λ1 = 3 a λ2 = 1. Tato dvě č́ısla jsou vlastńımi č́ısly našeho zobra-
zeńı f (resp. matice A). Počet vlastńıch č́ısel (pokud je poč́ıtáme včetně jejich násobnosti)
je roven dimenzi prostoru. Vlastńı vektory ~v1 a ~v2 nyńı nalezneme tak, že obě vlastńı č́ısla
postupně dosad́ıme do rovnice 2.28 a soustavu vyřeš́ıme

(A− λ1E)~v1 =

(
−1 1
1 −1

)(
v11
v12

)
= ~o ⇒ ~v1 =

(
v11
v12

)
=

(
1
1

)

(A− λ1E)~v2 =

(
1 1
1 1

)(
v21
v22

)
= ~o ⇒ ~v2 =

(
v21
v22

)
=

(
1
−1

)

Protože se jedná o homogenńı soustavu rovnic, je řešeńım vždy nejenom uvedený vektor,
ale i jakýkoli jeho násobek, tj. tento vektor nám definuje podprostor vlastńıch vektor̊u,
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které př́ıslušej́ı danému vlastńımu č́ıslu. Vlastńı vektory jsou znázorněny v obrázku 2.1
vpravo. Protože matice našeho zobrazeńı byla symetrická, jsou vlastńı vektory navzájem
kolmé.

Hledáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch funkćı operátoru Ô na prostoru funkćı H budeme dělat
analogicky. Naṕı̌seme rovnici, která vyjadřuje skutečnost, že vlastńı funkce se má daným
operátorem zobrazit na sv̊uj násobek

Ôψ = λψ, (2.29)

jej́ımž řešeńım se urč́ı jak neznámé vlastńı funkce ψ, tak neznámá vlastńı č́ısla λ. Protože
náš prostor je vytvořen nad tělesem komplexńıch č́ısel, mohou vlastńı č́ısla být obecně
komplexńı. Rovnice 2.29 má nejčastěji netriviálńı řešeńı17 pouze pro některé hodnoty pa-
rametru λ. Každá hodnota λ, pro kterou má 2.29 nenulové řešeńı, se nazývá vlastńı č́ıslo
operátoru Ô a př́ıslušné řešeńı ψ se nazývá vlastńı funkce operátoru Ô. Množinu všech
vlastńıch č́ısel λ nazýváme spektrem operátoru Ô, může se jednat o spojitě vyplněný
interval hodnot, př́ıpadně několik oddělených interval̊u, ale i diskrétńı posloupnost jed-
notlivých č́ısel či kombinaci interval̊u a diskrétńıch č́ısel, zálež́ı na typu operátoru. Úplná
klasifikace přesahuje zaměřeńı tohoto textu.

Při pohledu na rovnici pro hledáńı vlastńıch č́ısel a funkćı(2.29) si můžeme snadno povšim-
nout skutečnosti, že k jednomu vlastńımu č́ıslu λ nepatř́ı jediná vlastńı funkce ψ. Ale stejně
jako jsme to viděli u dvoudimenzionálńıch vektor̊u, je-li nějaká funkce ψ řešeńım rovnice
(2.29), je jej́ım řešeńım i každý jej́ı násobek cψ, kde c ∈ C, c 6= 0 (zde je d̊uležitý předpoklad,
že operátor Ô je lineárńı). Tato nejednoznačnost nám ale nevad́ı. Naš́ım konečným ćılem
totiž je určit kvantový stav částice. Již dř́ıve však bylo zd̊urazněno, že všechny funkce tvaru
cψ odpov́ıdaj́ı témuž stavu. Můžeme z nich např́ıklad vybrat takové řešeńı (volbou č́ısla c),
které splňuje normovaćı podmı́nku.

Degenerace

T́ım, co bylo řečeno v předchoźım odstavci, se ale otázka nejednoznačnosti vlastńıch funkćı
př́ıslušných jedinému vlastńımu č́ıslu nevyčerpává. Už v lineárńı algebře jste poznali př́ıpa-
dy, kdy rovnici (2.29) vyhovuje pro nějaké konkrétńı vlastńı č́ıslo λ v́ıce r̊uzných řešeńı, aniž
by některá byla násobkem druhého. O takovém vlastńım č́ısle jsme řekli, že je degenerované
a k němu př́ıslušej́ıćı vlastńı vektory tvoř́ı podprostor celého prostoru.

Připomeňme si, co to znamená v našem př́ıpadě. Předpokládejme, že plat́ı

Ôψ1 = λψ1, Ôψ2 = λψ2, ψ1 6= ψ2,

17Uvědomme si, že konstantně nulová funkce ψ ≡ 0 řeš́ı tuto rovnici pro libovolnou hodnotu č́ısla λ.
Takové řešeńı ale neńı fyzikálně zaj́ımavé.
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tj. že dvě r̊uzné funkce ψ1 a ψ2 patř́ı k témuž vlastńımu č́ıslu λ. Dı́ky předpokladu, že
operátor Ô je lineárńı, však snadno zjist́ıme, že pro libovolná komplexńı č́ısla c1 a c2 plat́ı

Ô(c1ψ1 + c2ψ2) = c1Ôψ1 + c2Ôψ2 = c1λψ1 + c2λψ2 = λ(c1ψ1 + c2ψ2)

neboli že každá funkce ψ = c1ψ1 + c2ψ2, která je lineárńı kombinaćı vlastńıch funkćı
př́ıslušej́ıćıch k vlastńımu č́ıslu λ, je rovněž vlastńı funkćı Ô př́ıslušnou tomuto vlastńımu
č́ıslu λ. Tento poznatek můžeme snadno zobecnit i na př́ıpad v́ıce než dvou funkćı. Vid́ıme,
že tedy vlastńı funkce operátoru Ô, které př́ıslušej́ı jednomu vlastńımu č́ıslu, tvoř́ı podpro-
stor prostoru H.

Ve shodě s lineárńı algebrou budeme v př́ıpadě, že existuj́ı dvě nebo v́ıce lineárně nezávis-
lých vlastńıch funkćı operátoru Ô k témuž vlastńımu č́ıslu λ, mluvit o degeneraci vlastńıho
č́ısla λ. Vlastńı č́ıslo λ nazveme degenerované vlastńı č́ıslo. Stupeň degenerace vlastńıho
č́ısla λ je roven dimenzi podprostoru jeho vlastńıch funkćı, tj. počtu lineárně nezávislých
jemu př́ıslušných vlastńıch funkćı.

Výpočtová úloha 2.7
Určete vlastńı č́ısla a vlastńı funkce operátoru hybnosti p̂ a operátoru kinetické energie
T̂ . Nejprve uvažujte jednorozměrný př́ıpad, výsledek zobecněte pro př́ıpad tř́ıdimen-
zionálńıho prostoru.

Řešeńı:
Vlastńı č́ısla operátoru hybnosti:

V jednorozměrném př́ıpadě budeme uvažovat operátor hybnosti ve tvaru p̂x = −i~ d
dx

.
Rovnice pro hledáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch funkćı má potom tvar:

−i~
dψ(x)

dx
= pxψ(x),

kde px je vlastńı č́ıslo operátoru p̂x. Jedná se o lineárńı diferenciálńı rovnici 1. řádu s
konstantńımi koeficienty. Můžeme ji vyřešit např́ıklad separaćı proměnných:∫

dψ(x)

ψ(x)
= −

∫
px
i~

dx ⇒ ψ(x) = Ae
ipxx
~ ,

kde A ∈ C je integračńı konstanta (nebo prostě v́ıme, že řešeńım tohoto typu rovnice
je exponenciála).

T́ım jsme našli vlastńı funkce
”
matematicky“, ale jako fyzikálně př́ıpustné budeme
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uvažovat jen ty, které splňuj́ı podmı́nky kladené na vlnovou funkci. Je vidět, že spo-
jitost́ı a spojitost́ı derivaćı je splněna. Pro normovatelnost funkćı je třeba, aby vlastńı
č́ıslo px bylo reálné, protože jinak by exponenciála měla i reálnou část a byla neome-
zená. Za této podmı́nky si vyjádř́ıme hustotu pravděpodobnosti

ρ(x) = |ψ(x)|2 = ψ(x)∗ψ(x) = A∗e
−ipxx

~ Ae
ipxx
~ = |A|2

a vid́ıme, že zp̊usobem, který jsme použ́ıvali v předchoźı kapitole, tyto funkce na celém
R normovat neńı možné. Zde uved’me jen, že vlnové funkce tohoto tvaru odpov́ıdaj́ı
volné částici a normuj́ı se odlǐsně, podrobněji se t́ım budeme zabývat v kapitole 3.10.
Protože na hodnoty vlastńıch č́ısel px nemáme daľśı podmı́nky (kromě reálnosti), neńı
hybnost kvantována a spektrem tohoto operátoru jsou všechna reálná č́ısla.

Nyńı pojd’me tuto situaci rozš́ı̌rit na trojrozměrný př́ıpad – v něm dostáváme soustavu
tř́ı parciálńıch diferenciálńıch rovnic:

− i~
∂ψ(x, y, z)

∂x
= pxψ(x, y, z), (2.30)

− i~
∂ψ(x, y, z)

∂y
= pyψ(x, y, z), (2.31)

− i~
∂ψ(x, y, z)

∂z
= pzψ(x, y, z). (2.32)

Rovnice 2.30 nám ve shodě s jednorozměrným př́ıpadem dává řešeńı:

ψ(x, y, z) = A(y, z)e
ipxx
~ , (2.33)

kde ovšem A = A(y, z) neńı konstanta, ale obecně funkce proměnných y a z. Tento
tvar nyńı dosad́ıme do rovnice 2.31 a źıskáme:

−i~
∂

∂y

(
A(y, z)e

ipxx
~

)
= pyA(y, z)e

ipxx
~ ,

− i~
∂A(y, z)

∂y
= pyA(y, z) ⇒ A(y, z) = B(z)e

ipyy

~ , (2.34)

kde B = B(z) může stále ještě záviset na souřadnici z. Výsledky obou předcházej́ıćıch
rovnic nyńı dosad́ıme do posledńı rovnice 2.32:

−i~
∂

∂z

(
B(z)e

ipyy

~ e
ipxx
~

)
= pzB(z)e

ipyy

~ e
ipxx
~ ,
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− i~
∂B(z)

∂z
= pzB(z) ⇒ B(z) = Ce

ipzz
~ , C ∈ C. (2.35)

Spoj́ıme-li výsledky rovnic 2.33, 2.34 a 2.35, dostaneme výsledný tvar vlastńıch funkćı
operátoru hybnosti:

ψ(x, y, z) = Ce
ipxx
~ e

ipyy

~ e
ipzz
~ = Ce

i~p·~r
~ , (2.36)

kde jsme v posledńım výrazu použili zápis pomoćı skalárńıho součinu tř́ırozměrných
vektor̊u a ~p = (px, py, pz) je vektor vlastńıch č́ısel operátoru hybnosti ~̂p. Diskuze o
př́ıpustných hodnotách vlastńıch č́ısel px, py a pz by byla úplně stejná jako v jedno-
rozměrném př́ıpadě.

Vlastńı č́ısla operátoru kinetické energie:

Také zde se budeme nejdř́ıve věnovat jednorozměrnému př́ıpadu, ve kterém je operátor
kinetické energie úměrný druhé derivaci podle souřadnice: T̂ = − ~2

2m
d2

d2x
. Rovnice pro

hledáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch funkćı má potom tvar:

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Tψ(x), (2.37)

kde T je vlastńı č́ıslo operátoru T̂ . Řešeńı této rovnice (homogenńı lineárńı diferenciálńı
rovnice s konstantńımi koeficienty) budeme hledat ve tvaru ψ(x) = Ceikx, C ∈ C, což
vede po dosazeńı do 2.37 na podmı́nku:

k = ±
√

2mT

~2
.

Vlastńı funkce operátoru kinetické energie maj́ı tedy tvar:

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx, kde A,B ∈ C. (2.38)

Vid́ıme, že opět vlastńı č́ısla T musej́ı být reálná a nav́ıc nezáporná. Ke každé př́ıpustné
hodnotě T jsme dostali dvě lineárně nezávislé vlastńı vlnové funkce, tj. každé vlastńı
č́ıslo je dvakrát degenerované.

Ještě si můžeme povšimnout, že vlastńı funkce T̂ jsou velmi podobné vlastńım funkćım
p̂. Napǐsme si, jaký vztah by musel platit mezi vlastńımi č́ısly obou operátor̊u, aby byly
vlnové funkce shodné:

± k =
px
~

⇒ ±
√

2mT

~2
=
px
~

⇒ T =
p2x
2m

, (2.39)

což je vztah, který mezi hodnotou kinetické energie a hybnosti plat́ı v klasické fyzice.
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Ve tř́ıdimenzionálńım př́ıpadě přecháźı druhá derivace podle souřadnice v Laplace̊uv
operátor a rovnice pro hledáńı vlastńıch č́ısel má tvar:

− ~2

2m

(
∂2ψ(x, y, z)

∂x2
+
∂2ψ(x, y, z)

∂y2
+
∂2ψ(x, y, z)

∂z2

)
= Tψ(x, y, z). (2.40)

Řešeńı můžeme hledat opět ve tvaru
”
rovinné vlny“ ψ(x, y, z) = Cei

~k·~r, kde kon-
stanta C ∈ C. Dosazeńım tohoto řešeńı do rovnice 2.40 dostáváme analogicky jed-
norozměrnému př́ıpadu podmı́nku:√

k2x + k2y + k2z = |~k| = ±
√

2mT

~2
.

Vid́ıme, že jedné konkrétńı hodnotě vlastńıho č́ısla T odpov́ıdaj́ı všechny vlastńı funkce,
jejichž vektor ~k má správnou velikost, bez ohledu na to kam mı́̌ŕı. Stupeň degenerace
vlastńıho č́ısla T je tedy

”
nekonečný“. Mezi vlastńım č́ıslem T a vlastńımi č́ısly px, py

a pz opět plat́ı klasický vztah T = |~p|2
2m

.

Všimněte si, že všechny vlastńı funkce odpov́ıdaj́ı rovinným vlnám. Źıskané výsledky
se obvykle interpretuj́ı tak, že tyto vlnové funkce odpov́ıdaj́ı volné částici pohybuj́ıćı se
s danou velikost́ı hybnosti daným směrem. Uvědomte si, že volná částice neměńı svoji
hybnost. Vzhledem k tomu, že pokud v jednodimenzionálńım př́ıpadě máme zadanou
kinetickou energíı, máme zadanou velikost hybnosti, ale částice se může pohybovat
dvěma směry, proto nám vyšla dvojnásobná degenerace vlastńıho č́ısla. Ve tř́ıdimen-
zionálńım př́ıpadě je směr̊u ještě v́ıce. Vzpomeňte si na tyto výsledky, až budete č́ıst
následuj́ıćı podkapitolu.

Vlastńı č́ısla a funkce hermitovských operátor̊u

Dokažme si dvě d̊uležitá tvrzeńı o vlastńıch č́ıslech hermitovských operátor̊u.

Tvrzeńı: Hermitovské operátory maj́ı reálná vlastńı č́ısla.

Důkaz je vcelku př́ımočarý. Vezměme vlastńı č́ıslo λ operátoru Ô a k němu př́ıslušej́ıćı
vlastńı funkci funkce ψ, tj. plat́ı Ôψ = λψ, a tuto funkci dosad’me za obě funkce do de-

finice hermitovského operátoru (2.13), tj. máme výraz
〈
ψ | Ôψ

〉
, který uprav́ıme dvoj́ım

zp̊usobem.

1. S využit́ım toho, že se jedná o vlastńı funkci dostaneme rovnost〈
ψ | Ôψ

〉
= 〈ψ | λψ〉 = λ 〈ψ | ψ〉 .
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2. Pokud nejprve využijeme hermitovost operátoru Ô a potom teprve skutečnosti, že ψ je
jeho vlastńı funkce, dostaneme〈

ψ | Ôψ
〉

=
〈
Ôψ | ψ

〉
= 〈λψ | ψ〉 = λ∗ 〈ψ | ψ〉 .

Obě rovnosti vycházej́ı ze stejného vztahu, jejich výsledky se tedy muśı rovnat, tj. plat́ı

λ 〈ψ | ψ〉 = λ∗ 〈ψ | ψ〉 .

Protože funkce ψ je vlastńı funkce, neńı konstantně nulová, a proto je skalárńı součin (ψ, ψ)
nenulový (pozitivńı definitnost skalárńıho součinu) a můžeme j́ım posledńı rovnost vydělit.
Dostáváme

λ = λ∗,

což znamená, že λ je reálné č́ıslo.

Tvrzeńı: Libovolné dvě vlastńı funkce téhož hermitovského operátoru, jimž př́ısluš́ı
navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla, jsou navzájem kolmé.

Důkaz je velmi podobný jako d̊ukaz tvrzeńı uvedeného výše. Uvažujme dvě vlastńı vlnové
funkce, které př́ıslušej́ı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um, tj.

Ôψ1 = λ1ψ1, Ôψ2 = λ2ψ2, λ1 6= λ2.

Vyjdeme opět z definice hermitovského operátoru (2.13), ze které dostaneme rovnost〈
ψ1 | Ôψ2

〉
= 〈ψ1 | λ2ψ2〉 = λ2 〈ψ1 | ψ2〉 .

Pokud nejprve využijeme hermitovosti operátoru Ô, dostáváme〈
ψ1 | Ôψ2

〉
=
〈
Ôψ1 | ψ2

〉
= 〈λ1ψ1 | ψ2〉 = λ∗1 〈ψ1 | ψ2〉 = λ1 〈ψ1 | ψ2〉 ,

kde jsme v posledńım kroku využili toho, že vlastńı č́ısla hermitovského operátoru jsou
reálná. Obě rovnosti vycházej́ı ze stejného výrazy, jejich pravé strany se tedy muśı rovnat

λ2 〈ψ1 | ψ2〉 = λ1 〈ψ1 | ψ2〉 ,

(λ2 − λ1) 〈ψ1 | ψ2〉 = 0,

a protože nenulovost závorky v posledńı rovnosti máme zaručenou předpokladem r̊uzných
vlastńıch č́ısel, muśı nutně platit

〈ψ1 | ψ2〉 = 0,

tj. funkce ψ1 a ψ2 jsou navzájem kolmé.
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Předchoźı tvrzeńı nás vede k myšlence využ́ıt vlastńı funkce hermitovského operátoru Ô
ke konstrukci ortogonálńı báze prostoru H. V př́ıpadě, že operátor Ô nemá degenero-
vaná vlastńı č́ısla je vše jednoduché. Pokud k degeneraci docháźı, pak v každém pod-
prostoru vlastńıch funkćı př́ıslušej́ıćıch jednotlivým vlastńım č́ısl̊um λj zvoĺıme libovolné
ortonormálńı báze (nemáme zde žádná omezeńı18, jaké funkce zvolit) a dohromady budou
tyto vektory tvořit ortonormálńı bázi celého prostoru.

Pokud se nad t́ım zamysĺıte pořádně, tak předchoźı úvahy ukazuj́ı, že z vlastńıch funkćı lze
zkonstruovat množinu lineárně nezávislých navzájem kolmých funkćı. Ale aby tato množina
byla báźı prostoru H, je třeba, aby jej́ı lineárńı obal byl roven H, tj. jinými slovy aby
opravdu každý prvek H šel vyjádřit jako lineárńı kombinace prvk̊u této množiny. Toto je
d̊usledkem separability a úplnosti H, ale podrobněǰśı diskuze překračuje zaměřeńı tohoto
textu.

2.4 Měřeńı v kvantové mechanice a relace neurčitosti

Než se pust́ıme do diskuze toho, jak zakomponovat měřeńı do matematiky kvantové me-
chaniky, připomeňme si, že v předchoźı kapitole jsme zjistili, že množina všech vlastńıch
funkćı ψn operátoru F̂ tvoř́ı v prostoru H bázi, to znamená že každou funkci ψ ∈ H lze
jednoznačně vyjádřit jako lineárńı kombinaci ψ =

∑
n cnψn.

Postulát o měřeńı v kvantové mechanice

Množina vlastńıch č́ısel operátoru F̂ koresponduje s množinou možných hodnot veliči-
ny F naměřených v jednotlivých aktech experimentu.

Jestliže je vlnová funkce ψ normovaná, tj. plat́ı 〈ψ | ψ〉 = 1, koresponduje skalárńı

součin
〈
ψ | F̂ψ

〉
se středńı hodnotou 〈F 〉ψ veličiny F ve stavu ψ vyhodnocenou z do-

statečně velkého počtu jednotlivých akt̊u experimentu.

Tento postulát je spojovaćım můstkem mezi teoríı a experimentem t́ım, že dává do souvis-
losti teoreticky vypočtená vlastńı č́ısla operátoru F̂ (tedy část formálńıho aparátu kvantové
mechaniky) s č́ıselnými hodnotami veličiny F naměřenými v experimentu (tj. s t́ım, co by
nám ukázal hypotetický

”
měřák“ dané veličiny na svém

”
displeji“). Jinými slovy, nikdy

nelze naměřit v jednom aktu měřeńı veličiny F č́ıselnou hodnotu, která by nebyla shodná
s některým vlastńım č́ıslem Fn.

18V některých př́ıpadech (viz např. kapitola 7.3.2 může být volba báze podprostoru vlastńıch funkćı
daného vlastńıho č́ısla určena daľśımi požadavky vyplývaj́ıćımi z úlohy, kterou řeš́ıme.
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Pod́ıvejme se ted’ podrobněji na druhou část postulátu. Představuje daľśı spojovaćı můstek

mezi teoríı a experimentem – tvrd́ı, že skalárńı součin
〈
ψ | F̂ψ

〉
spoč́ıtaný v rámci teorie

odpov́ıdá středńı (pr̊uměrné) hodnotě (označujeme ji 〈F 〉ψ) veličiny F źıskané v dostatečně
početné sadě měřeńı veličiny F u částice ve stavu popsaném vlnovou funkćı ψ.

Vzorec pro středńı hodnotu fyzikálńı veličiny F lze upravit na praktičtěǰśı tvar

〈F 〉ψ =

〈
ψ | F̂ψ

〉
〈ψ | ψ〉

, (2.41)

který je platný pro jakoukoliv funkci ψ (tedy i nenormovanou19).

Zkusme spoč́ıtat středńı hodnotu veličiny F ve stavu popsaném vlastńı funkci ψn
operátoru F̂ (vlastńı č́ıslo, které př́ısluš́ı této vlastńı funkci, označ́ıme Fn), tj. plat́ı F̂ψn =
Fnψn:

〈F 〉ψn =

〈
ψn | F̂ψn

〉
〈ψn | ψn〉

=
〈ψn | Fnψn〉
〈ψn | ψn〉

= Fn
〈ψn | ψn〉
〈ψn | ψn〉

= Fn.

Analogickým zp̊usobem dostaneme i středńı hodnotu F 2 ve tvaru

〈F 2〉ψn =

〈
ψn | F̂ 2ψn

〉
〈ψn | ψn〉

=
〈ψn | F 2

nψn〉
〈ψn | ψn〉

= F 2
n

〈ψn | ψn〉
〈ψn | ψn〉

= F 2
n

a z těchto dvou výsledk̊u snadno urč́ıme středńı kvadratickou odchylku (δF )

(δF )2 =
〈
(F − 〈F 〉ψn)2

〉
ψn

= 〈F 2〉ψn − 〈F 〉2ψn = F 2
n − F 2

n = 0.

Tyto výsledky skutečně znamenaj́ı, že pokud budu ve stavu ψn měřit fyzikálńı veličinu F ,
naměř́ım vždy hodnotu Fn (s nulovou odchylkou a rovnou př́ıslušnému vlastńımu č́ıslu).
Ř́ıkáme, že vlastńı funkce ψn popisuje stav částice, v němž má veličina F tzv. ostrou
hodnotu, tj. jedná se o stav s ostrou hodnotou.

Vrat’me se nyńı znovu k principu superpozice. Zkusme určit středńı hodnotu veličiny F
ve stavu popsaném vlnovou funkćı ψ, která je lineárńı kombinaćı dvou vlastńıch funkćı
operátoru F̂ , tj. ψ = c1ψ1 + c2ψ2, kde c1 a c2 jsou komplexńı konstanty. Pro jednoduchost
předpokládejme, že funkce ψ1, ψ2 i ψ jsou normované a funkce ψ1 a ψ2 na sebe kolmé.

〈F 〉ψ =
〈
ψ | F̂ψ

〉
=
〈
c1ψ1 + c2ψ2 | F̂ (c1ψ1 + c2ψ2)

〉
19Pokud si vzpomenete na vztah pro výpočet normovaćı konstanty 2.7, vid́ıme, že do vztahu pro středńı

hodnotu byl vlastně doplněn kvadrát velikosti normovaćı konstanty. T́ım došlo k normováńı p̊uvodně
nenormované vlnové funkce.
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Využijeme linearity operátoru F̂ a linearity skalárńıho součinu

〈F 〉ψ =
〈
c1ψ1 + c2ψ2 | c1F̂ψ1 + c2F̂ψ2

〉
= 〈c1ψ1 + c2ψ2 | c1F1ψ1 + c2F2ψ2〉 =

= c∗1c1F1 〈ψ1 | ψ1〉+ c∗1c2F2 〈ψ1 | ψ2〉+ c∗2c1F1 〈ψ2 | ψ1〉+ c∗2c2F2 〈ψ2 | ψ2〉 .
A s využit́ım ortonormality funkćı ψ1 a ψ2 dostaneme

〈F 〉ψ = |c1|2 F1 + |c2|2 F2.

Tento vztah nám ukazuje význam komplexńıch konstant c1 a c2 v lineárńı kombinaci:

Je-li stav popsán normovanou vlnovou funkćı ψ = c1ψ1 + c2ψ2, kde ψ1 a ψ2 jsou
normované a navzájem kolmé vlastńı funkce operátoru F̂ a c1 a c2 komplexńı konstanty,
naměř́ıme vlastńı hodnotu F1 s pravděpodobnost́ı |c1|2 a hodnotu F2 s pravděpodob-
nost́ı |c2|2.

Řekněme to ještě jinými slovy: Vlnová funkce ψ1 popisuje stav částice, který je charakte-
ristický t́ım, že při měřeńı20 veličiny F se źıská jej́ı přesná hodnota F1, tj. že při libovolném
počtu opakovaných měřeńı vždy vyjde F1 a že ve stavu ψ2 má veličina F v tomtéž smyslu
přesnou hodnotu F2. Potom plat́ı, že uvedeme-li částici do stavu ψ = c1ψ1 + c2ψ2, do-
staneme při mnohokrát opakovaném měřeńı21 veličiny F stř́ıdavě pouze hodnoty F1 a F2

(žádné jiné) a jejich relativńı četnosti budou shodné s č́ısly |c1|2 a |c2|2.

Neńı obt́ıžné si uvědomit, že pro nenormovanou vlnovou funkci by platilo

〈F 〉ψ =
|c1|2 F1 + |c2|2 F2

|c1|2 + |c2|2
=

|c1|2

|c1|2 + |c2|2
F1 +

|c2|2

|c1|2 + |c2|2
F2

a zobecnit uvedené závěry na př́ıpad kombinace v́ıce navzájem kolmých vlast-
ńıch vlnových funkćı

ψ =
∑
n

cnψn, 〈F 〉ψ =

∑
n |cn|2Fn∑
n |cn|2

, (2.42)

odkud vid́ıme, že relativńı četnost či pravděpodobnost naměřeńı hodnoty Fn je dána

výrazem |cn|2∑
n |cn|2

, jehož jmenovatel je pro normovanou funkci ψ roven jedné.

Daľśı součást́ı postulátu o měřeńı je popis toho, jak měřeńı ovlivňuje stav částice

20Tento vztah by se také dal chápat tak, že se částice s pravděpodobnost́ı |c1|2 nalézá ve stavu ψ1 a
s pravděpodobnost́ı |c2|2 ve stavu ψ2. Vzhledem k tomu, že v kvantové mechanice nelze mluvit o tom, kde
částice je, pokud ji neměř́ıme, tak je lepš́ı sṕı̌se mluvit o naměřeńı dané hodnoty, než o tom, že částice
byla v nějakém stavu.

21Pozor, muśıme měřit vždy částici ve stavu ψ = c1ψ1 + c2ψ2, tj. u každého měřeńı se ujistit, že částice
je v tomto stavu.
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Jestliže provedeme měřeńı veličiny F u částice popsané vlnovou funkćı ψ s výsledkem
Fn, změńı měřeńı stav částice na stav popsaný vlastńı vlnovou funkćı ψn operátoru F̂ ,
která př́ısluš́ı naměřenému vlastńımu č́ıslu Fn.

Tedy bez ohledu na to, jak komplikovaný byl stav částice před měřeńım, po měřeńı již
muśıme k popisu stavu částice použ́ıvat př́ıslušnou vlastńı funkci. Tomuto procesu se ř́ıká
redukce vlnové funkce.22 Tato skutečnost se využ́ıvá k tomu, abychom

”
připravili“

částice do stavu, který je popsán známou vlnovou funkćı a o měřeńı se uvažuje jako o

”
filtru“.

Úkol 2.15 Označme si 3 vlastńı vektory Hamiltonova operátoru Ĥ jako ψ1, ψ2, ψ3.
Plat́ı pro ně

Ĥψ1 = Eψ1 Ĥψ2 = 4Eψ2 Ĥψ3 = 7Eψ3,

kde E je konstanta. Uvažujme obecný stav

ψ =
1√
3
ψ1 +

√
2

3
(ψ2 + ψ3).

Jaké energie můžeme ve stavu ψ naměřit? S jakou pravděpodobnost́ı? Určete středńı
hodnotu energie ve stavu ψ. V jakém stavu se bude systém nacházet po měřeńı, ve
kterém naměř́ıme energii 4E?

Úkol 2.16

1. Předpokládejme, že máme dva systémy, které se nacházej́ı ve stavu popsaném
stejnou vlnovou funkćı. Na každém systému jednou změř́ıme veličinu A a źıskáme
r̊uzné hodnoty. Je to možné? Co můžeme ř́ıci o stavu obou systémů před a po
měřeńı?

2. Máme systém v neznámém stavu. Změř́ıme veličinu A a dostaneme hodnotu A1.
Ihned poté toto měřeńı zopakujeme. Jakou hodnotu naměř́ıme?

3. Máme k dispozici jediný systém nacházej́ıćı se v neznámém stavu popsaném
vlnovou funkćı ψ. Jak je možné tuto funkci určit?

22V některé literatuře najdete také termı́n kolaps vlnové funkce, který ale někdy vede k představě, že při
měřeńı vlnová funkce z kolabuje a po měřeńı již žádnou vlnovou funkci nemáme. Pojmenováńı redukce je
výstižněǰśı, protože před měřeńım byl stav jistě opsán vlnovou funkci rozložitelnou na lineárńı kombinaci
vlastńıch funkćı a měřeńı ji

”
zredukovalo“ jen na jeden člen.
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2.4.1 Vztah mezi komutativitou a společnými vlastńımi funk-
cemi

Velmi d̊uležitá je souvislost mezi komutativitou dvou operátor̊u a jejich vlastńımi funkcemi,
kterou popisuje následuj́ıćı tvrzeńı:

Dva operátory F̂ a Ĝ komutuj́ı právě tehdy, když lze zkonstruovat společný systém
jejich vlastńıch funkćı.

Nejprve si dokažme, že pokud operátory maj́ı společné vlastńı funkce, potom
komutuj́ı. Uvažujme dvě fyzikálńı veličiny F a G, jimž př́ısluš́ı operátory F̂ a Ĝ, a
předpokládejme, že maj́ı oba operátory společnou množinu vlastńıch funkćı ψn, tj. že plat́ı

F̂ψn = Fnψn, Ĝψn = Gnψn.

Budeme-li aplikovat na obě strany prvńı rovnice operátor Ĝ, dostaneme

ĜF̂ψn = Ĝ(Fnψn) = FnĜψn = FnGnψn.

Jestliže naopak zap̊usob́ıme operátorem F̂ na obě strany druhé rovnice, dostaneme po-
dobným zp̊usobem výsledek

F̂ Ĝψn = F̂ (Gnψn) = GnF̂ψn = GnFnψn.

Odečteme-li nyńı prvńı rovnici od druhé, dostaneme d́ıky komutativitě násobeńı č́ısel na
pravých stranách

(F̂ Ĝ− ĜF̂ )ψn = [F̂ , Ĝ]ψn = 0.

V tuto chv́ıli ještě nemůžeme ř́ıci, že komutátor operátor̊u F̂ a Ĝ je nulový. K tomu nestač́ı,
že je nulový, pokud p̊usob́ı na vlastńı funkce, ale muśıme znát výsledek jeho p̊usobeńı na
libovolnou funkci.

Vı́me, že libovolnou funkci ψ můžeme vyjádřit ve tvaru lineárńı kombinace vlastńıch funkćı
ψ =

∑
n cnψn, a protože [F̂ , Ĝ] je lineárńı operátor (nebot’ F̂ a Ĝ jsou lineárńı operátory),

muśı také platit, že

[F̂ , Ĝ]ψ = [F̂ , Ĝ]
∑
n

cnψn =
∑
n

cn[F̂ , Ĝ]ψn = 0.

Ted’ jsme teprve ukázali, že je splněna komutačńı relace

[F̂ , Ĝ] = 0̂. (2.43)

Z toho plyne dokazované tvrzeńı: Maj́ı-li dva operátory společný systém vlastńıch funkćı,
navzájem spolu komutuj́ı.
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Ted’ se budeme zabývat obráceným tvrzeńım, tedy zda komutuj́ıćı operátory maj́ı
společný systém vlastńıch funkćı. Předpokládejme tedy, že pro operátory F̂ a Ĝ plat́ı
komutačńı relace [F̂ , Ĝ] = 0̂. Označme jako funkce ψn vlastńı funkce operátoru F̂ , pro
které tedy plat́ı F̂ψn = Fnψn. Aplikujme na obě strany tohoto vztahu operátor Ĝ

ĜF̂ψn = ĜFnψn

a na levé straně využijme komutativity obou operátor̊u a na pravé linearity operátoru Ĝ

F̂ Ĝψn = FnĜψn.

Dostáváme vztah, ze kterého je zřejmé, že výraz Ĝψn je vlastńı funkćı operátoru F̂ a
př́ısluš́ı také vlastńımu č́ıslu Fn. Pokud je toto vlastńı č́ıslo nedegenerované, potom v́ıme,
že vlastńı funkce jsou si vzájemně úměrné, lǐśı se jen vynásobeńım konstantou (konstantu
označme Gn)

Ĝψn ∼ ψn ⇒ Ĝψn = Gnψn.

Tato rovnice nám ale ř́ıká, že funkce ψn je vlastńı funkćı operátoru Ĝ.

Posud’me i poněkud složitěǰśı př́ıpad, kdy vlastńı č́ıslo Fn je dn-násobně degenerované.
Uvažujme dn vlastńıch funkćı ψnα, pro které plat́ı

F̂ψnα = Fnψnα, (2.44)

jsou normované a navzájem ortogonálńı, tj. 〈ψnα | ψnβ〉 = δαβ, pro α, β = 1, 2, . . . dn.

V tomto př́ıpadě jsou vlastńımi funkcemi k vlastńımu č́ıslu Fn operátoru F̂ nikoliv jen
funkce ψnα (a jejich násobky), ale všechny funkce tvaru

Φn =
∑
α

cαψnα

tvoř́ıćı dn-dimenzionálńı podprostor prostoru H (funkce ψnα tvoř́ı ortonormálńı bázi tohoto
podprostoru).

Provedeme nyńı s dn rovnicemi 2.44 stejné kroky, jako v předchoźım př́ıpadě, tj. zap̊usob́ıme
na ně operátorem Ĝ

ĜF̂ψnα = ĜFnψnα.

a využijeme komutativity operátor̊u F̂ a Ĝ a linearity operátoru Ĝ

F̂ Ĝψnα = FnĜψnα.

Podle této rovnice je sice každá z funkćı Ĝψnα vlastńı funkćı operátoru F̂ , ale zároveň
nemuśı být nutně vlastńı funkćı operátoru Ĝ, nebot’ nemuśı být jen prostým násobkem
ψnα, ale lineárńı kombinaćı všech ψnα, tj. v́ıme, že plat́ı

Ĝψnα =
∑
β

gαβψnβ. (2.45)
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Funkce ψnα tvoř́ıćı bázi podprostoru vlastńıch funkćı F̂ jsme vybrali náhodně. Uvědomme
si, že by koeficienty gαβ ve vztahu 2.45 tvořili diagonálńı matici, potom by funkce ψnα byly

vlastńımi funkcemi i operátoru Ĝ. Námi hledaná báze je tedy taková, ve které dojde k
diagonalizaci matice koeficient̊u gαβ. Algebraickými metodami lze ukázat, že taková báze
existuje.

Můžeme tedy shrnout, že komutuj́ı-li dva operátory F̂ a Ĝ, pak lze vždy zkonstruovat
společný systém jejich vlastńıch funkćı. Neznamená to tedy automaticky, že každá vlastńı
funkce jednoho z operátor̊u je i vlastńı funkćı druhého.

Právě dokázané tvrzeńı nám odhaluje fyzikálńı pozad́ı komutačńıch vlastnost́ı operátor̊u
fyzikálńıch veličin. Pokud operátory F̂ a Ĝ dvou fyzikálńıch veličin navzájem komutuj́ı,
tak maj́ı společné vlastńı funkce. To znamená to, že existuj́ı stavy, v nichž se při měřeńı
naměř́ı pro obě veličiny F i G současně ostré hodnoty, což můžeme vyjádřit i tak, že jsou
tam obě dvě veličiny

”
dobře definované“.

V opačném př́ıpadě, kdy spolu operátory nekomutuj́ı, neexistuj́ı jejich společné vlastńı
funkce, tj. ani stavy, ve kterých by obě veličiny zároveň měly ostrou hodnotu. Ř́ıkáme, že
př́ıslušné dvě veličiny nejsou principiálně současně měřitelné.

Pod současnou měřitelnost́ı si nejsṕı̌se představ́ıme něco jako měřeńı obou veličin v témže
čase a s minimálńı možnou chybou. V rámci klasické fyziky na tom neńı nic zvláštńıho,
protože v ńı předpokládáme, že měřeńı nijak neovlivńı stav částice. Nepřesnosti, které se
při měřeńı vždy vyskytuj́ı, sice neńı možné v reálném experimentu úplně odstranit, ale
pečlivým úsiĺım a přesnými algoritmy je lze minimalizovat. Podstatné je, že v rámci teorie
neńı žádné omezeńı na přesnost měřeńı, at’ měř́ıme jednu nebo v́ıce veličin.

Kvantová mechanika však je v tomto ohledu zřetelně odlǐsná. Připomeňme, co jsme již
zjistili:

• Stav systému je měřeńım ovlivněn.
• Také jsme v předchoźım textu zjistili, že pro každou veličinu existuj́ı tzv. stavy s

ostrou hodnotou (vlastńı stavy), ve kterých je hodnota dané veličiny
”
dobře defi-

nována“. Jinými slovy v těchto stavech v́ıme s určitost́ı, jakou hodnotu naměř́ıme.
• Ve všech ostatńıch stavech máme vždy několik možných hodnot výsledk̊u měřeńı a

opakovaná měřeńı maj́ı nenulovou neurčitost (chybu měřeńı).
• Daľśı věćı, která již také byla zmı́něna a muśıme ji vźıt v úvahu, je skutečnost,

že v rámci kvantové mechaniky se nesnaž́ıme odpov́ıdat na otázky typu, jak věci
jsou (kde částice je, jaká je hodnota dané veličiny), ale pouze na otázky typu

”
co

naměř́ıme“ (př́ıpadně co bychom naměřili, kdybychom měřili).
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Jak toto všechno obsáhnout v př́ıpadě, že nás zaj́ımaj́ı dvě veličiny zároveň? V předchoźım
textu jsme dokázali, že dva operátory maj́ı společný systém vlastńıch funkćı právě tehdy,
když komutuj́ı. Z toho plyne, že pokud dvě veličiny komutuj́ı, tak jejich operátory maj́ı
společné vlastńı funkce, tj. existuj́ı stavy, ve kterých jsou obě veličiny

”
dobře definované“.

Pokud ale veličiny nekomutuj́ı, tak tyto společné vlastńı funkce neexistuj́ı, což je př́ıčinou
toho, že hodnoty obou veličin nemůžeme

”
znát“ současně.

2.4.2 Relace neurčitosti

V této části budeme předchoźı úvahy kvantifikovat. Nejprve ale jeden krátký př́ıpravný
úkol.

Úkol 2.17 Uvažujme dva hermitovské operátory Â a B̂. Připomeňme, že jejich
komutátor [Â, B̂] je také operátor. Rozmyslete si, zda se také jedná o hermitovský
operátor, př́ıpadně jak ho

”
upravit“, abychom hermitovský operátor dostali.

Uvažujme dvě fyzikálńı veličiny A a B, pro jejichž operátory Â a B̂ plat́ı komutačńı relace

[Â, B̂] = iK̂. (2.46)

Abychom mohli sledovat odchylky hodnot veličin A a B kolem jejich středńıch hodnot 〈A〉ψ
a 〈B〉ψ, zavedeme operátory těchto odchylek

∆̂A = Â− 〈A〉Ê , ∆̂B = B̂ − 〈B〉Ê . (2.47)

Pokud si uvědomı́me, že středńı hodnoty 〈A〉ψ a 〈B〉ψ jsou č́ısla a Ê jednotkový operátor,

snadno si ověř́ıme, že pro operátory ∆̂A a ∆̂B plat́ı stejné komutačńı relace jako pro Â a
B̂, tedy

[∆̂A, ∆̂B] = iK̂. (2.48)

Za měř́ıtko velikosti chyb při měřeńı veličin A a B zvoĺıme jejich středńı kvadratické od-
chylky δA a δB (tzv. neurčitosti fyzikálńıch veličin A a B) definované takto:

(δA)2 = 〈(∆̂A)2〉ψ =
〈
ψ | (∆̂A)2ψ)

〉
,

(δB)2 = 〈(∆̂B)2〉ψ =
〈
ψ | (∆̂B)2ψ)

〉
. (2.49)
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Následuj́ıćı výpočet prob́ıhá tak, že vezmeme speciálně zkonstruovanou vlnovou funkci23

a spoč́ıtáme jej́ı
”
velikost“. Dı́ky pozitivńı definitnosti skalárńıho součinu v́ıme, že muśı

být nezáporná. A potom budeme tuto nerovnici upravovat až na tvar, ve kterém budou
vystupovat hledané neurčitosti.

Nejprve napǐsme vlnovou funkci Ψ

Ψ = (α∆̂A− i∆̂B)ψ,

kde α je libovolné reálné č́ıslo. Spoč́ıtejme skalárńı součin

〈Ψ | Ψ〉 =
〈

(α∆̂A− i∆̂B)ψ | (α∆̂A− i∆̂B)ψ)
〉
≥ 0, (2.50)

o kterém v́ıme, že je nenulový pro libovolnou reálnou hodnotu α. Skalárńı součin roznáso-
b́ıme:

α2
〈

∆̂Aψ | ∆̂Aψ
〉
− iα

〈
∆̂Aψ | ∆̂Bψ

〉
+ iα

〈
∆̂Bψ | ∆̂Aψ

〉
+ i(−i)

〈
∆̂Bψ | ∆̂Bψ

〉
≥ 0.

Při daľśıch úpravách využijeme toho, že operátory ∆̂A a ∆̂B jsou hermitovské

α2

〈
ψ |
(

∆̂A
)2
ψ

〉
− iα

〈
ψ | ∆̂A∆̂Bψ

〉
+ iα

〈
ψ | ∆̂B∆̂Aψ

〉
+

〈
ψ |
(

∆̂B
)2
ψ

〉
≥ 0.

Po porovnáńı s definicemi neurčitost́ı (2.49) vid́ıme, že prvńı a posledńı člen obsahuje
neurčitost. Dále druhý a třet́ı člen můžeme spojit v jeden (d́ıky linearitě skalárńıho součinu)

α2 (δA)2 − iα
〈
ψ |
[
∆̂A∆̂B − ∆̂B∆̂A

]
ψ
〉

+ (δB)2 ≥ 0 (2.51)

a uplatnit znalost komutátoru (2.48)

α2(δA)2 + α〈K〉ψ + (δB)2 ≥ 0. (2.52)

T́ım jsme dospěli ke kvadratické nerovnosti, která muśı být splněna pro všechny hodnoty
reálné proměnné α. To je možné jen tehdy, je-li diskriminant kvadratického trojčlenu na
levé straně nulový nebo záporný 24, tj. dostáváme podmı́nku

(〈K〉ψ)2 − 4(δA)2(δB)2 ≤ 0, (2.53)

která po malé úpravě dává tzv. relace neurčitosti

δAδB ≥ 1

2
|〈K〉ψ|. (2.54)

23Je tedy nutné vědět
”
odkud zač́ıt“. Alternativńı odvozeńı lze nalézt např. ve Skálově učebnici.

24Př́ıslušná kvadratická rovnice by pak neměla reálný kořen, nebo měla pouze jeden (dvojnásobný)
reálný kořen.
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Tento vzorec plat́ı obecně pro libovolné dvě fyzikálńı veličiny A a B.

Pojd’me prozkoumat, co nám relace neurčitosti ř́ıkaj́ı v některých konkrétńıch př́ıpadech a
pro vybrané dvojice fyzikálńıch veličin. Prvńı, čeho je dobré si povšimnout, je skutečnost,
že pro komutuj́ıćı operátory je pravá strana nulová a celá relace neurčitosti se

”
scvrkne“

na triviálńı tvrzeńı, že součin dvou nezáporných č́ısel je nezáporný.

Je-li středńı hodnota komutátoru K̂ př́ıslušných dvou veličin v daném stavu nenulová,
pak je součin δAδB kladný, takže obě násobená č́ısla musej́ı být nenulová. Pokud chceme
mı́t neurčitosti co nejmenš́ı (tj.

”
j́ıt s přesnost́ı až na hranici, kam nás relace neurčitosti

pust́ı“), tak bude ve vztahu 2.54 rovnost. Odtud jasně vid́ıme, že pokud budeme zmenšovat
neurčitost jedné veličiny (tj.

”
měřit ji přesněji“), tak se nám bude zvětšovat neurčitost

druhé veličiny. Pokud bychom chtěli mı́t jednu veličinu určenu
”
hodně přesně“, tj. jej́ı

neurčitost se bude bĺıžit nule, potom neurčitost druhé veličiny poroste nade všechny meze.
V limitńım př́ıpadě, kdy prvńı veličinu známe úplně přesně, tj. částice se nacháźı ve stavu
s ostrou hodnotou prvńı veličiny a má tedy nulovou neurčitost, pak relace neurčitosti ř́ıká,
že neurčitost druhé veličiny je nekonečná, tj. řečeno laicky – nev́ıme o ńı v̊ubec nic.

Předchoźı text velmi pěkně vynikne např. u volné částice (podrobnosti viz kapitola 3.10).
Pro jednoduchost uvažujme jednodimenzionálńı př́ıpad. Našimi veličinami s nekomutuj́ı-
ćımi operátory budou poloha a hybnost. Jestliže je částice ve stavu s ostrou hodnotou

hybnosti, pak je v nějakém konkrétńım čase popsána vlnovou funkćı ψ = N exp
(
−i (pxx)~

)
.

Hustota pravděpodobnosti nalezeńı takové částice je

ρ = |ψ|2 = |N |2 = konst.,

tj. konstantńı. Takže v́ıme zcela přesně, s jakou hybnost́ı se částice pohybuje (δp = 0),
ale v̊ubec nev́ıme, kde je (pravděpodobnost jej́ıho nalezeńı je stejná v celém prostoru).
Podobně to dopadne, pokud bychom chtěli částici velmi dobře lokalizovat, tj. jej́ı stav by
byl popsán δ-funkćı. Pak v́ıme přesně, kde částice je, ale jak odvod́ıme v kapitole 3.10,
všechny hodnoty hybnosti jsou stejně pravděpodobné, tj. nev́ıme, jak se pohybuje.

Je velmi d̊uležité si uvědomit, že se opravdu jedná o zcela jinou situaci než v klasické
fyzice. Obě veličiny s nekomutuj́ıćımi operátory nemohou být určeny zároveň zcela přesně,
protože to teorie zakazuje, nikoli proto, že bychom to (zat́ım) neuměli.

Napǐsme ještě jednu konkrétńı, jednoduchou a zároveň nejd̊uležitěǰśı relaci neurčitosti, a to
relaci neurčitosti pro souřadnici a hybnost. Připomeneme-li si komutačńı relaci [x̂k, p̂k] =
i~Ê, dosazeńım do (2.54) źıskáme

δxk δpk ≥
~
2
, (2.55)

které se ř́ıká Heisenbergova relace neurčitosti. Tato relace nás nut́ı vzdát se pojmu
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trajektorie částice – ta totiž vyžaduje současnou znalost polohy i hybnosti částice. 25 Z ne-
rovnosti (2.55) je vidět, že tvrzeńı o současné neurčitelnosti plat́ı jen pro odpov́ıdaj́ıćı
si složky polohového vektoru a hybnosti. Naproti tomu veličiny xk a pl jsou pro k 6= l
současně měřitelné, nebot’ př́ıslušné operátory komutuj́ı. Právě tak jsou současně měřitelné
i všechny souřadnice xk navzájem i všechny složky hybnosti pl navzájem. Je tedy možné
určit měřeńım v určitých stavech polohu částice (ale nikoliv zároveň jej́ı hybnost) a v
určitých jiných stavech hybnost částice (ale ne polohu).

Úkol 2.18 Ukažte, že Brown̊uv pohyb lze popisovat klasicky (tj. lze zanedbat
d̊usledky relaćı neurčitosti). Parametry pohybuj́ıćı se částice m = 10−13 kg, pr̊uměr
d ≈ 1µm, polohu lze určit s přesnost́ı asi ∆x = d/100, v = 10−6 m/s.

Relace neurčitosti vylučuj́ıćı současnou měřitelnost budou platit i pro dvě veličiny, z nichž
jedna záviśı pouze na souřadnićıch částice a druhá pouze na jej́ı hybnosti. V tom př́ıpadě
jsou totiž př́ıslušné operátory nekomutativńı. Důležitým konkrétńım př́ıpadem jsou kine-
tická energie T (~p) částice a jej́ı potenciálńı energie V (~r). Nav́ıc oba spolu nekomutuj́ıćı
operátory T̂ a V̂ nekomutuj́ı ani s hamiltoniánem, který je jejich součtem. Znamená to, že
ve stavech s ostrou hodnotou energie E, o které se budeme přednostně zaj́ımat, maj́ı jej́ı
složky T a V neostré hodnoty.

Úkol 2.19 Určete minimálńı energii elektronu a protonu, pokud obě částice uzavřeme
do objemu o velikosti atomového jádra (cca 10−14 m). Porovnejte se skutečnými ener-
giemi.

Připomeneme-li si komutačńı relace pro operátory složek momentu hybnosti L̂1, L̂2 a L̂3

(žádné dva navzájem nekomutuj́ı, ale komutuj́ı s velikost́ı momentu hybnosti), dospějeme
k ještě překvapivěǰśı a komplikovaněǰśı situaci, kdy nejde současně měřeńım přesně určit
jednotlivé složky téže vektorové veličiny. Současně může být určena velikost vektoru a jedna
jeho složka. Př́ıslušný vektor nejde tedy ani graficky znázornit. Podrobněji se k problematice
momentu hybnosti vrát́ıme při výkladu chováńı částice v kulově symetrickém poli (viz
kapitola 5.1).

25Každý, kdo se zač́ıná seznamovat s kvantovou mechanikou, se muśı s t́ımto problémem vyrovnat a
vzdát se představy, že mikročástice se v prostoru přemist’uj́ı podobně jako makroskopická tělesa, jenom
v jiném měř́ıtku.
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Výpočtová úloha 2.8
Využijte relace neurčiti k odhadu minimálńı možné energie částice v kvadratickém
potenciálu (tj. minimálńı energetické hladiny lineárńıho harmonického oscilátoru).

2.5 Časový vývoj stavu kvantového systému

2.5.1 Nestacionárńı Schrödingerova rovnice

K dokončeńı popisu základńıho formálńıho schématu kvantové mechaniky ještě zbývá uvést

• jak se v konkrétńıch př́ıpadech urč́ı možné kvantové stavy částice nebo souboru částic,
• jak se źıská popis časového vývoje stavu částice.

V roce 1926 nalezl E. Schrödinger diferenciálńı rovnici, která umožňuje jak určeńı vlast-
nost́ı kvantového objektu, tak i jeho chováńı v daných – obecně časově proměnných –
podmı́nkách. Tato rovnice je jedńım z postulát̊u kvantové mechaniky, to znamená, že se
nedá odvodit z předchoźıch poznatk̊u. A vzhledem k tomu, že celou kvantovou mecha-
niku zde představujeme jako logicky konzistentńı teorii, nebudeme ani zde uvádět, č́ım byl
E. Schrödinger inspirován (tj. jak prob́ıhalo jeho odvozeńı).

Časový vývoj kvantového systému, jemuž př́ısluš́ı hamiltonián (Hamilton̊uv operátor)
Ĥ, je popsán rovnićı

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) = Ĥψ(~r, t). (2.56)

Tato rovnice se nazývá Schrödingerova rovnice (často s př́ıvlastky časová nebo
nestacionárńı, jejichž význam se ukáže až později).

Jej́ım hlavńı význam spoč́ıvá v tom, že nám umožňuje ze znalosti vlnové funkce v nějakém
čase t0, tj. ze znalosti počátečńıho stavu ψ(~r, t = t0), nalézt vlnovou funkci v nějakém
následném čase t>t0, tj. ψ(~r, t>t0).

Okomentujme podrobněji, zda je možné naj́ıt časový vývoj i zpětně v čase. Schrödinge-
rovu rovnici lze samozřejmě řešit i pro časy t < t0, podobně jako pohybové rovnice26

v jiných částech fyziky. Pokud bychom měli zaručeno, že se se systémem
”
nic nedělo“,

26Jako pohybové (nebo také evolučńı) rovnice označujeme libovolné rovnice, které určuj́ı, jak se bude
systém vyv́ıjet v čase, tj.

”
pohybovat“. V mechanice to je Newton̊uv druhý pohybový zákon, Lagrangeovy

či Hamiltonovy rovnice, v elektřině a magnetismu Maxwellovy rovnice atd.
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tj. neproběhlo žádné měřeńı, potom by řešeńı i v čase zpět mělo smysl. Jakékoli měřeńı
ale představuje nepřekročitelnou hranici při cestě zpět v čase, protože neexistuje zp̊usob,
jak ze znalosti stavu po měřeńı zrekonstruovat stav před měřeńım. Z tohoto d̊uvodu se v
kvantové mechanice uvažuje jen řešeńı v budoućım čase.

Matematicky je Schrödingerova rovnice diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu v časové pro-
měnné, což souviśı s postulátem o vlnové funkci – stav částice je úplně popsán vlnovou
funkćı. To znamená, že k nalezeńı jednoznačného řešeńı rovnice (2.56) muśı stačit zadat
jen vlnovou funkci v počátečńım časovém okamžiku, tj. jedinou počátečńı podmı́nku.

Poznámka: Rovnice 2.56 představuje rovnost mezi dvěma funkcemi – levou a pravou stra-
nou. Rozhodně nelze tedy

”
zkrátit ψ“ a dostat tak, že je hamiltonián úměrný časové deri-

vaci. Takový přechod mezi rovnost́ı funkćı a rovnost́ı operátor̊u lze provést pouze v př́ıpadě,
že by daná rovnost byla splněna pro libovolnou funkci, což zde neńı (pokud by byla, bylo
by zbytečné tuto rovnici řešit). Na druhou stranu tzv. evolučńı operátor (operátor, který

”
posune“ vlnovou funkci o nějaký čas dále) je s hamiltoniánem velmi těsně spjat.

2.5.2 Stacionárńı Schrödingerova rovnice

Podobně jako třeba v teoretické mechanice, i v kvantové mechanice bude mı́t velký význam
studium systémů, ve kterých se neměńı celková energie, tj. studovaný kvantový systém
(částice, soustava částic) je dostatečně izolován od svého okoĺı. Přesněji hamiltonián Ĥ
daného systému nezáviśı explicitně na čase, tj. Ĥ 6= Ĥ(t) nebo ∂Ĥ/∂t = 0. V takovém
př́ıpadě je možné rovnici (2.56) rozdělit na dvě části, jednodušš́ı rovnici a část, která p̊ujde
rovnou vyřešit. Tyto úpravy ted’ provedeme.

Explicitńı nezávislost hamiltoniánu na čase je jedńım předpokladem. Druhým (tak trochu
dočasným) předpokladem bude separace prostorových a časových proměnných ve vlnové
funkci

ψ(~r, t) = R(~r)T (t). (2.57)

Jinými slovy budeme hledat jen taková řešeńı rovnice (2.56), která splňuj́ı uvedenou pod-
mı́nku. Jistě ćıt́ıte, že rozhodně nemáme automaticky zaručeno, že všechna řešeńı rovnice
(2.56) maj́ı tento tvar. Prozrad’me ale už ted’, že všechna řešeńı rovnice (2.56) budeme
schopni

”
vytvořit“ z řešeńı v tomto speciálńım (separovaném) tvaru. Ještě doplňme, že

funkci R(~r) se ř́ıká prostorová část27 a funkci T (t) časová část vlnové funkce.

27V následuj́ıćıch kapitolách ji budeme značit už jen ψ(~r), resp. ψ(x) pro jednorozměrné př́ıpady. Podle
proměnných se pozná, zda se jedná o celou vlnovou funkci, nebo jen o jej́ı prostorou část. Nav́ıc z daľśıho
odvozeńı vyplyne, že plat́ı ψ(~r) = ψ(~r, t = 0).
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Obrázek 2.2: Náčrtek vysvětluj́ıćı, proč obě strany rovnice 2.58 se rovnaj́ı stejnému č́ıslu – pro jednodu-
chost uvažujeme pouze jedinou prostorovou souřadnici. Zvoĺıme si nějaké konkrétńı hodnoty proměnných
[x1, t1] – do levé strany dosad́ıme t1, t́ım dostaneme konkrétńı č́ıslo a tomuto č́ıslu se muśı rovnat pravá
strana pro všechny hodnoty x (modrá svislá čára) a naopak hodnotě pravé strany pro x1 se muśı rovnat ve
všech časech t (modrá vodorovná čára). Podobně si m̊užeme zvolit jiný bod [x2, t2] a zeleně označit všechny
body, ve kterých muśı mı́t podle předchoźıch úvah stejnou hodnotu. A d́ıky bodu, který je jak zelený, tak
modrý (označený červenou šipkou), v́ıme, že modrá i zelená hodnota muśı být shodné. A podobně i pro
ostatńı hodnoty souřadnic a času.

Dosad’me tedy separovaný tvar vlnové funkce (2.57) do nestacionárńı Schrödingerovy rov-
nice (2.56)

i~
∂

∂t
R(~r)T (t) = Ĥ (R(~r)T (t)) .

Vid́ıme, že na levé straně můžeme prostorovou část R(~r) vytknout před derivaci a na pravé

straně se zase časová část vlnové funkce T (t) chová v̊uči p̊usobeńı hamiltoniánu Ĥ jako
konstanta (využijeme tedy linearitu hamiltoniánu)

i~R(~r)
∂

∂t
T (t) = T (t) ĤR(~r).

Obě strany rovnice vyděĺıme součinem R(~r)T (t) a dostaneme

i~
1

T (t)

dT (t)

dt
=
ĤR(~r)

R(~r)
. (2.58)

Levá strana této rovnice je závislá pouze na čase a pravá strana je funkćı pouze prosto-
rových proměnných. Splnit tuto rovnici nezávisle na sobě pro každé ~r a pro každé t je
možné jen t́ım, že se obě strany budou rovnat konstantě (vysvětleńı je i na obrázku 2.5.2).
Tato konstanta se obvykle označuje E – obě strany rovnice maj́ı fyzikálńı rozměr energie
a později bude ještě zřetelněji patrné, že se opravdu jedná o celkovou energii systému.

T́ım se rovnice (2.58) rozpadne na dvě jednodušš́ı rovnice vzájemně provázané hodno-
tou konstanty E. Prvńı z těchto rovnic je velmi jednoduchá lineárńı diferenciálńı rovnice
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prvńıho řádu s konstantńımi koeficienty

i~
dT (t)

dt
= ET (t), (2.59)

jej́ıž řešeńı má tvar

T (t) = e−i
E
~ t, (2.60)

ve kterém se nacháźı zat́ım neznámá konstanta E a které může být ještě vynásobeno
libovolným výrazem nezávislým na čase.

Druhá rovnice má tvar

ĤR(~r) = E R(~r). (2.61)

V této diferenciálńı rovnici vystupuje hamitonián Ĥ studovaného systému a jej́ı řešeńı je
tedy možné až ve chv́ıli, kdy v́ıme, jaký systém studujeme a známe jeho hamiltonián. Řešeńı
této rovnice je kĺıčem k určeńı vlastnost́ı systému, a proto patř́ı k nejzákladněǰśım a velmi
často použ́ıvaným vztah̊um kvantové mechaniky a nazývá se nečasová nebo stacionárńı
Schrödingerova rovnice.

Připomeneme-li si kapitolu (2.3.6) s výkladem o vlastńıch č́ıslech a funkćı operátor̊u, snadno
si povšimneme, že rovnice (2.61) je vlastně rovnićı pro hledáńı vlastńıch funkćı Rn(~r) a
vlastńıch č́ısel En hamitoniánu Ĥ. Můžeme to vyjádřit zápisem rovnice (2.61)

ĤRn(~r) = EnRn(~r), (2.62)

kam jsme vlastně
”
dosadili“ nalezená řešeńı.

Ted’ můžeme interpretovat č́ısla28 En jako možné hodnoty celkové energie E systému, které
lze źıskat měřeńım. Zejména v př́ıpadech, kdy se jedná o oddělené hodnoty, tak se energie
En také nazývaj́ı hladiny energie systému. A funkce Rn jsou prostorové části vlnové funkce
popisuj́ıćı takový stav studovaného systému, v nichž má energie ostrou hodnotu shodnou
s hodnotou př́ıslušného vlastńıho č́ısla En.

Vrát́ıme-li se nyńı na začátek kapitolky ke vztahu 2.57, dostáváme, že vlnovou funkci
ψ(~r, t) řeš́ıćı p̊uvodńı časovou Schrödingerovu rovnici (2.56) dostaneme vynásobeńım jej́ı
prostorové a časové části podle vzorce (2.57) ve tvaru

ψn(~r, t) = Rn(~r)e−i
Ent
~ . (2.63)

28V tomto okamžiku neńı podstatné, kolik vlastńıch č́ısel a funkćı hamiltonián má. V daľśıch kapitolách
uvid́ıme, že to může být konečně mnoho, nekonečně ale spočetně (

”
oč́ıslovatelně“) mnoho, ale i že n může

být reálné č́ıslo z nějakého intervalu.
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Všimněte si, že konstanta E má index n i v časové části, protože se jedná o stejnou
konstantu, která obě části propojuje. Podobně stejným indexem označujeme i vlnovou
funkci ψn. Tato funkce řeš́ı jak nestacionárńı Schrödingerovu rovnici (2.56), ze které jsme
vyšli, ale i stacionárńı Schrödingerovu rovnici (2.56), protože funkce ψn(~r, t) a Rn(~r) se
lǐśı pouze vynásobeńım (komplexńım) výrazem e−iEnt/~, kterým se daj́ı obě strany rovnice
(2.61) podle okolnost́ı rozš́ı̌rit nebo zkrátit. A jak již bylo dř́ıve řečeno, vlnová funkce a jej́ı
násobky znamenaj́ı automaticky tentýž kvantový stav. 29

Úkol 2.20 Spoč́ıtejte hustotu pravděpodobnosti ρn(~r, t) pro stacionárńı vlnovou
funkci ψn(~r, t) a diskutujte jej́ı závislost na čase.

Úkol 2.21 Uvažujte libovolnou veličinu A, která nezáviśı explicitně na čase. Na
čase tedy nezáviśı ani jej́ı operátor Â. Ukažte, že středńı hodnota této veličiny ve sta-
cionárńım stavu ψn nezáviśı na čase.

V předchoźım úkolech jste spoč́ıtali, že funkce ψn(~r, t) popisuje stále stejný stav, jej́ı hustota
pravděpodobnosti nezáviśı na čase a ani středńı hodnoty časově nezávislých veličin se s
časem neměńı. Proto řešeńı ψn(~r, t) nazýváme tzv. stacionárńı vlnové funkce, resp.
stavy, které popisuj́ı, stacionárńımi stavy.

POZOR: Neńı pravda, že by stacionárńı vlnová funkce nezávisela na čase!

V předchoźım textu jsme našli taková řešeńı nestacionárńı Schrödingerovy rovnice (2.56),
která maj́ı speciálńı tvar. Tato rovnice je ale lineárńı, a proto každá lineárńı kombinace
jej́ıch řešeńı je také řešeńım, tj. řešeńım je

ψ(~r, t) =
∑
n

cnψn =
∑
n

cnRn(~r)e−i
En
~ t, (2.64)

kde cn jsou libovolné komplexńı konstanty. Stavy, jimž př́ısluš́ı vlnové funkce (2.64), se
nazývaj́ı nestacionárńı stavy.

29Vš́ımavý čtenář by zde mohl namı́tnout, že se nejedná o
”
pouhý“ násobek, protože multiplikativńı

faktor záviśı na čase. A opravdu tento faktor obsahuje informaci o tom, jak se daný stav vyv́ıj́ı v čase.
Pokud se ale pust́ıme do měřeńı polohy částice (hledáńı, kde ji můžeme naj́ıt), budeme to dělat v nějakém
konkrétńım čase tmereni. Vlnové funkce ψn(~r, t0) a ψn(~r, tmereni) se opravdu navzájem lǐśı jen vynásobeńım
nějakou komplexńı konstantou. Popisuj́ı tedy stejný stav. Podobnou úvahu můžeme udělat při měřeńı
jakékoli jiné veličiny, která explicitně nezáviśı na čase.
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Úkol 2.22 Z předchoźıch úvah je patrné, že nestacionárńı vlnová funkce je d́ıky linea-
ritě řešeńım nestacionárńı Schrödingerovy rovnice. I stacionárńı Schrödingerova rov-
nice (2.61 je lineárńı. Lze tedy jej́ı řešeńı kombinovat. Je tedy kombinace stacionárńıch
funkćı (tj. nestacionárńı vlnová funkce 2.64)

ψ(~r, t) =
∑
n

cnRn(~r)e−i
En
~ t

řešeńım stacionárńı Schrödingerovy rovnice?

Úkol 2.23 Spoč́ıtejte hustotu pravděpodobnosti ρ(~r, t) pro nestacionárńı vlnovou
funkci ψ(~r, t) = c1ψ1(~r, t) + c2ψ2(~r, t), kde c1 a c2 jsou libovolné komplexńı konstanty,
a diskutujte jej́ı závislost na čase.

Úkol 2.24 Ukažte, jak záviśı středńı hodnota energie na čase ve stavu, který je popsán
nestacionárńı vlnovou funkćı ψ(~r, t) = c1ψ1(~r, t) + c2ψ2(~r, t), kde c1 a c2 jsou libovolné
komplexńı konstanty. Lze tento výpočet zobecnit i pro kombinaci v́ıce stacionárńıch
vlnových funkćı?

Nakonec ještě zbývá okomentovat, zda nestacionárńı vlnové funkce (źıskané jako kom-
binace stacionárńıch vlnových funkćı dle vztahu 2.64) zahrnuj́ı opravdu všechna řešeńı
nestacionárńı vlnové rovnice (2.56). Předpokládejme tedy, že máme nějakou zcela obecnou
funkci Ψ(~r, t), která je řešeńım nestacionárńı Schrödingerovy rovnice. V okamžiku t = 0
plat́ı, že funkce Ψ(~r, t = 0) patř́ı do Hilbertova prostoru vlnových funkćı a může být
vyjádřena jako lineárńı kombinace funkćı báze tohoto prostoru. Jako bázi zvoĺıme vlastńı
funkce hamiltoninánu, tj. funkce Rn(~r). T́ım dostáváme

Ψ(~r, t = 0) =
∑
n

cnRn(~r) =
∑
n

cnψn(~r, t = 0),

kde cn jsou vhodně zvolené komplexńı konstanty. Časový vývoj pravé strany známe a
d́ıky linearitě nestacionárńı Schrödingerovy rovnice je jedno, zda

”
nejprve sečteme funkce

a potom je necháme vyv́ıjet v čase“, nebo budeme nejprve uvažovat časový vývoj každé
stacionárńı vlnové funkce a teprve poté výsledek sečteme. Z této úvahy je patrné, že ne-
stacionárńı vlnové funkce popisuj́ı všechna řešeńı nestacionárńı Schrödingerovy rovnice.
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Závěrem si dovoĺıme ještě znovu připomenout, že všechny úvahy v této kapitole jsme dělali
za předpokladu, že hamiltonián systému nezáviśı explicitně na čase. Klasifikace stav̊u a
vlnových funkćı na stacionárńı a nestacionárńı se tedy vztahuje jen na tento př́ıpad. Má-li
naproti tomu studovaný systém časově závislý hamiltonián Ĥ(t), plat́ı pouze nestacionárńı
Schrödingerova rovnice a všechny stavy systému jsou stavy nestacionárńımi.

Úkol 2.25 Ukažte, že časový vývoj zachovává normovanost.

2.5.3 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity v diferenciálńım tvaru je vlastně jen jiným vyjádřeńım zákona za-
chováńı. Např́ıklad zákon zachováńı elektrického náboje v nějakém konkrétńım bodě mů-
žeme napsat jako

∂ρ

∂t
+ div~j = 0,

kde ρ je hustota náboje a ~j je hustota elektrického proudu. Prvńı člen vyjadřuje, jak moc
se v daném bodě změnilo

”
množstv́ı“ náboje, druhý člen určuje, zda převažuje

”
odtékáńı“

či
”
přitékáńı“ náboje do daného mı́sta. Změna množstv́ı je dána

”
nerovnováhou př́ıtoku a

odtoku“. Podobně lze rovnici kontinuity napsat i pro prouděńı tekutin, kde zachovávaj́ıćı
se veličinou je hmotnost. V tomto př́ıpadě ρ bude hustota, hustotu toku vyjádř́ıme jako ρ~v
a rovnice kontinuity bude mı́t tvar

∂ρ

∂t
+ div ρ~v = 0.

Na konci předchoźıho kapitoly jsme viděli, že se zachovává normovanost vlnové funkce,
tj. pravděpodobnost nalezeńı částice v celém prostoru z̊ustává rovna jedné. Na to lze
nahĺıžet i tak, že pravděpodobnost nalezeńı částice se chová jako ideálně nestlačitelná te-
kutina. Napǐsme rovnici kontinuity pro hustotu pravděpodobnosti nalezeńı částice ρ(~r, t) =
ψ∗(~r, t)ψ(~r, t)

∂ρ

∂t
+ div~j = 0.

To, co nám ale chyb́ı, je význam hustoty toku pravděpodobnosti ~j. Budeme tedy upravovat
prvńı člen tak, abychom dostali výraz ve tvaru

”
divergence něčeho“, což poté prohláśıme

za hustotu toku pravděpodobnosti ~j. Pust’me se do úprav (pro zkráceńı výraz̊u nebudeme
vypisovat proměnné vlnových funkćı)

∂ρ

∂t
=

∂ψ∗ψ

∂t
= ψ

∂ψ∗

∂t
+ ψ∗

∂ψ

∂t
.
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Za derivaci vlnové funkce dosad́ıme z nestacionárńı Schrödingerovy rovnice (2.56)

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ ⇒ ∂ψ

∂t
=

1

i~
Ĥψ.

posledńı rovnost komplexně sdruž́ıme a uvědomı́me si, že čas t je reálný a operátor Ĥ
hermitovský (

∂ψ

∂t

)∗
=

(
1

i~
Ĥψ

)∗
⇒ ∂ψ∗

∂t
= − 1

i~
Ĥψ∗.

Po dosazeńı do rovnice kontinuity dostáváme

∂ρ

∂t
=

1

i~

(
−ψĤψ∗ + ψ∗Ĥψ

)
.

Až do tohoto okamžiku byly provedené kroky obecné, ale daľśı úpravy směřuj́ıćı k źıskáńı
typického tvaru rovnice kontinuity záviśı na tvaru hamiltoniánu Ĥ. Omezme se zde zat́ım
na př́ıpad pohybu částice v konzervativńım silovém poli charakterizovaném potenciálńı
energíı V (~r, t). Hamiltonián má v takovém př́ıpadě tvar (Ê je jednotkový operátor)

Ĥ = − ~2

2m
4+ V (~r, t)Ê. (2.65)

Dosad’me tento hamiltonián do předchoźı rovnice

∂ρ

∂t
=

1

i~

(
−ψ

(
− ~2

2m
4+ V

)
ψ∗ + ψ∗

(
− ~2

2m
4+ V

)
ψ

)
.

Členy s potenciálńı energii se d́ıky komutativitě násobeńı funkćı odečtou

∂ρ

∂t
=

~
2im

(ψ4ψ∗ − ψ∗4ψ) . (2.66)

Pravou stranu chceme mı́t ve tvaru divergence. Zkusme si nejprve závorku na pravé straně
napsat pro jednorozměrný př́ıpad. V jedné dimenzi je vlnová funkce ψ = ψ(x, t), Laplace̊uv
operátor 4 se redukuje na druhou derivaci podle souřadnice x a divergence na prvńı
derivaci podle souřadnice. Rovnice kontinuity má tedy tvar

∂ρ

∂t
=

~
2im

(
ψ
∂2

∂x2
ψ∗ − ψ∗ ∂

2

∂x2
ψ

)
Pokud využijeme pravidlo o derivováńı součinu, plat́ı

∂

∂x

(
ψ
∂ψ∗

∂x

)
=

∂ψ

∂x

∂ψ∗

∂x
+ ψ

∂2ψ∗

∂x2
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a rovnici kontinuity můžeme tedy upravit na

∂ρ

∂t
=

~
2im

[
∂

∂x

(
ψ
∂ψ∗

∂x

)
− ∂ψ

∂x

∂ψ∗

∂x
− ∂

∂x

(
ψ∗

∂ψ

∂x

)
+
∂ψ∗

∂x

∂ψ

∂x

]
,

kde se druhý a čtvrtý člen v závorce na pravé straně odečtou. Po úpravě dostáváme

∂ρ

∂t
=

~
2im

∂

∂x

(
ψ
∂ψ∗

∂x
− ψ∗ ∂ψ

∂x

)
,

což už je hledaný tvar s divergenćı. Hustotu toku pravděpodobnosti j v jednorozměrném
př́ıpadě źıskáme porovnáńım posledńı rovnosti s rovnićı kontinuity v jednorozměrném tvaru
∂ρ
∂t

= − ∂j
∂x

jako

j =
~

2im

(
ψ∗

∂

∂x
ψ − ψ ∂

∂x
ψ∗
)
. (2.67)

Ve tř́ırozměrném př́ıpadě postupujeme zcela stejně. Druhý člen na levé straně rovnice (2.66)
uprav́ıme následovně

ψ∗4ψ =
3∑

k=1

ψ∗
∂2ψ

∂x2k
=

3∑
k=1

∂

∂xk

(
ψ∗

∂ψ

∂xk

)
−

3∑
k=1

∂ψ∗

∂xk

∂ψ

∂xk
.

Podobně postupujeme i s prvńım členem na levé straně rovnice (2.66) a zjist́ıme, že součty
s prvńımi derivacemi se odečtou. Dostáváme tedy

∂ρ

∂t
=

~
2im

3∑
k=1

∂

∂xk

(
ψ
∂ψ∗

∂xk
− ψ∗ ∂ψ

∂xk

)
=

~
2im

div (ψgradψ∗ − ψ∗gradψ) ,

odkud po porovnáńı s obecným tvarem rovnice kontinuity ∂ρ
∂t

= −div~j plyne

~j =
~

2im
(ψ∗ gradψ − ψ gradψ∗) , (2.68)

což je hledaný tok hustoty pravděpodobnosti.

Úkol 2.26 O hustotě pravděpodobnosti ρ v́ıme, že má jen reálné (dokonce jen
nezáporné) hodnoty. Můžeme něco takového ř́ıci i o hustotě toku pravděpodobnosti ~j?

Rovnice kontinuity spojuje hustotu pravděpodobnosti ρ a hustotu toku pravděpodobnosti
~j vždy v konkrétńım bodě. Provedeme integraci rovnice kontinuity přes objem V vymezený
vnitřkem libovolné uzavřené plochy SV a dostaneme∫

V

(
∂ρ

∂t
+ div~j) dV = 0 (2.69)
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a dále provedeme podle Gaussovy věty transformaci objemového integrálu z divergence
vektorové funkce na plošný integrál

d

dt

∫
V

ρ dV +

∫
SV

~j · d~S =
d

dt

∫
V

ρ dV +

∫
SV

jn dS = 0, (2.70)

kde jn je pr̊umět vektoru ~j do vněǰśı normály k ploše SV . T́ım jsme dostali rovnici
kontinuity v integrálńım tvaru. Snadno nahlédneme, že časová derivace objemového in-
tegrálu na levé straně má význam př́ır̊ustku pravděpodobnosti nalezeńı částice uvnitř ob-
jemu V za jednotku času. Plošnému integrálu pak je možné přisoudit význam

”
množstv́ı

pravděpodobnosti“, které projde za jednotku času celou plochou ohraničuj́ıćı objem V
směrem ven.

Úkol 2.27 Určete hustotu toku pravděpodobnosti ~j pro vlastńı funkce operátoru
hybnosti p̂ a operátoru kinetické energie T̂ (viz strana 42).

Úkol 2.28 Určete hustotu toku pravděpodobnosti ~j pro stavy popsané

1. stacionárńı vlnovou funkćı,
2. nestacionárńı vlnovou funkćı rovnou lineárńı kombinaci dvou stacionárńıch vl-

nových funkćı,
3. reálnou vlnovou funkćı.

Řešeńı úkol̊u z podkapitoly

Řešeńı 2.1

V rámci klasické mechaniky je stav jednoho hmotného bodu v daném okamžiku jednoznačně
popsán, uvedeme-li jeho polohu pomoćı polohového vektoru ~r a jeho hybnost ~p. Oboj́ı
jsou vektorové veličiny, takže se jedná o šest č́ısel, konkrétně v kartézských souřadnićıch
o souřadnice polohy ≡ (x, y, z) a složky vektoru hybnosti ≡ (px, py, pz). Použ́ıt ale můžeme
i jakékoli jiné (zobecněné) souřadnice a jim př́ıslušej́ıćı (zobecněné) hybnosti.

V př́ıpadě, že by se jednalo o jednodimenzionálńı pohyb, pak by byla potřeba
”
č́ısla“ jen

dvě. Pro dvoudimenzionálńı pohyb čtyři.


