1. Matematika kvantové mechaniky

Musime si uvédomit, ze zatimco chovani nejmensich ¢astic nelze jedno-
znaéné popsat obvyklym jazykem, fe¢ matematiky je i nadéle postacujici. .. (Werner
Karl Heisenberg)

1.1 Komplexni ¢isla
Zopakujte si teorii:

e ruzné zpusoby zapisu (algebraicky, goniometricky, exponencidlni) a
prechody mezi nimi, vypocet velikosti a argumentu

e operace (s¢itani, odéitani, ndsobeni, déleni, mocnina, odmocnina) s kom-
plexnimi ¢isly v ruznych tvarech, Moivrova véta

e grafické znazorneni ¢isla a provadéni operaci graficky

e komplexni sdruzeni (zna¢ime hvézdickou!), sdruzeni souc¢tu a soucinu,
soucet, rozdil a sou¢in sdruzenych ¢cisel

e komplexni funkce (rozdil mezi komplexni funkei redlné proménné a
funkei komplexni proménné)

1.1.) Preved'te do vsech tvaru (v zékladnim tvaru), urcete velikost a argu-
ment, ¢islo komplexné sdruzené a zakreslete vse do Gaussovy roviny
a) z=—2+23i
b) z = 2v/3 — 2i
c) z =2v3 (cos(im) +isin(im))
d) z= 4 (:05(547 ) — isin(3fm))
) 2

@

2.) Urcete hodnotu: i#, (—1)3!, (=1)717 ™ 7™ ™ o2l %!

3.) Spoctéte, zjednoduste
1+

2) 25 | |
b) 21 - 29, 2 kde 2z = 2e6l, 2y = ezl

1.4.) Maji néjaky specidlni tvar ¢i hodnotu nasledujici vyrazy?
a) z+ 2%, b) z — 2% ¢) zz*

1.5.) Napiste co nejvice zpusobu, jak vyjadrit velikost, redlnou a imagindrni
slozku komplexniho ¢isla z.



1.2 Vztahy pro Kroneckeriuv a Levi-Civitiv symbol

Definice: 9;; = 1 < ¢ = j, jinak d;; =0

Plati: 5@‘ = (sz‘, (5“ = 3, 6ij5jk = 5zk

Definice: €193 = €931 = €310 = 1, €132 = €321 = €213 = —1,
v ostatnich piipadech €, = 0
Plati: €ijk = —C€jik; Ciik = 0, €ijk€ijk = 6, €ijk€ijl — 2011,

€ijk€itm = 0j10km — Ojm Okl

1.3 Operatory, komutator, hermitovské sdruzeni

Teorie: definice operdtoru, rovnost operatoru (véetné definiénich oboru),
skladani operatoru, asociativita a komutativita operatoru, definice linearniho
operatoru, komutator, definice hermitovsky sdruzeného operatoru a hermi-
tovského operatoru

1.6.) Které z nasledujicich operdtoru jsou linedrni:
a)Af = cf, kde ¢ € C b) Bf = f? c) Cf = f* (komplexni
sdruzeni) d) Df:% e) Ef:% f) Ff:%

) Vynésobte (A, B jsou linedrn{): (A — B)(A + B)

,Odvod'te Vzorecky (z definice komutétoru):

1.9.) Pomoci vztahu odvozenych v predchozi tloze zjednoduste (tak, aby
v komutatorech nebyly slozené operatory):

A4, 4] = (4, A" =

[A, BC] = [ABC, D] = [AB,CD] =

[A, B*] = A, B"] =

1.10.) Z definice komutétoru spoctéte:

[z, 5] =

[Z,p] = , kde T = z,p = —ih-L (tzv. kanonickd komutatni relace)
1.11.) Spoctete: [z, p"], [2", D], (¥, Px)-



112.) K = (z2)2, L = (L2)2. Plati K = L?

1.13.) Najdéte hermitovsky sdruzené operatory k operdtorum z, A= %, .
1.14.) a) Dokazte (A + B)t = AT + BT a (AB)! = BiA'.

b) Spoctéte: (ABC)T =

1.4 Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

Teorie: matice, vektor, determinant, rovnice pro hledani vlastnich vektoru,
charakteristickd rovnice, vlastni ¢islo, vlastni vektor, nasobné vlastni cislo,
degenerace, podprostor vlastnich vektoru

1.15.) Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory nasledujicich matic:

a=(51) (1) e=(V4)

1 2 1 1 11
M=103 1 N=|0 21
05 —1 0 01

1.16.) O matici G tddu 2 vime, ze ma vlastni ¢islo g; = 3, kterému prislusi

; 4 P . s .
vlastni vektor 3 ), a vlastni ¢islo go = 2, kterému piislusi vlastni vektor

1 . - y ,
< 1 ) Zkuste najit danou matici (nebo alespon postup nalezeni).
1.17.) Rozhodnéte o spravnosti ¢i nespravnosti nasledujicich vyroku, vsechny
se tykaji matice M tadu n, vektoru ¢ a ¢isla A\, nékteré chybné vyroky jdou
malou dpravou upravit:

a) Vlastni ¢islo matice je ¢islo, které se vyskytuje v matici nejcastéji.
b) Vlastni ¢isla jsou ¢isla na diagondale piislusné matice.

¢) Pro vlastni ¢islo A matice M plati M = A\v.

d) Pro vlastni ¢islo A matice M plati M7 = .

e) Pro vlastni ¢islo A matice M plati det(M) = A\0.

f) Vlastni ¢isla hleddme pomoci rovnice Mo = .

g) Vlastni ¢isla hleddme pomoci rovnice det(M) = A.

h) Kazdy nasobek vlastniho ¢isla je zase vlastnim ¢éislem.



Do nésledujicich vyroku je vzdy treba néco doplnit, aby byly spravné:

i) Kazdy nésobek vlastniho vektoru je zase vlastnim vektorem.

j) Nedegenerované vlastni ¢islo ma pouze jeden vlastni vektor.

k) Vicendsobné vlastni ¢islo mé vice vlastnich vektoru.

1) Pokud uvazujeme dva vlastni vektory téze matice, potom soucet dvou
vlastnich vektoru je opét vlastnim vektorem.

1.5 Skalarni soucin

Teorie: definice skalarniho soucinu, resp. vlastnosti skaldarniho souc¢inu obecné,
definice a vlastnosti skalarniho sou¢inu dvou vektort a jeho vypocet v kartézskych
soufadnicich, rozdil mezi skaldrnim souc¢inem nad redlnymi a komplexnimi
cisly

Pozn.: Skalarni sou¢in dvou prvku x a y budeme znacit (z | y)

1.18.) Rozvazte, zda zobrazeni, které dvéma komplexnim funkcim f(x) a g(x)
realné proménné x pritadi ¢islo predpisem:

(f(2) | g(a)) = / " Plo)g(a)da

je skaldrni soucin, tj. jedna se o definitné pozitivni bilinearni formu.

1.19.) Uvazujme skalarni souc¢in na prostoru spojitych funkei jedné redlné
proménné na uzavieném intervalu [A, B] (uvazujte prostor nad télesem kom-
plexnich ¢isel) dané predpisem

(f(2) | g(a) = / f (@) g(@)w(z)dr,

kde w(x) je funkce spojitd na intervalu [A, B] (tzv. vahova funkce). Pozn.:
A, B mohou byt i nekonecna.

a) Rozvazte, zda uvedeny predpis vyhovuje definici skaldrniho souc¢inu. Roz-
myslete si, co se zméni, pokud by se jednalo o realné funkce a uvazovali jsme
prostor nad realnymi ¢isly.

b) Uvazujme w(z) = 1 a [A, B] = [-1,1]. Spoctéte (1 | z), (x| 22), (x| exp z).
Pokuste se najit trojici navzajem kolmych funkeci.

c) Rozmyslete, zda systém funkei 1, z, 22, 2%, 2%, ... je ortogondlni. Pokud ne,
proved'te jeho ortogonalizaci (tzv. Gramm-Schmidtiv ortogonaliza¢ni pro-
ces).

d) Reste tikoly b) a c) pro w(z) = exp(—x?) a [A, B] = [~o0, oq].
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Poznéamka: Pojmenované systémy ortogondalnich polynomu, které vzniknou

ortogonalizaci 1, x, 22, 23, 2%, .... Zvyraznéné jsou ty, které béhem prednasky
potkame.
polynomy interval [a, b] w(x)
Cebysevovy polynomy 1. druhu [—1,1] (1—22)2
Cebysevovy polynomy 2. druhu [—1,1] V1 — 2?2
Gegenbauerovy polynomy [—1,1] (1—22) 2
Legendrovy polynomy [—1,1] 1
Jacobiho polynomy (—1,1) (1—2)(1+z)°
Laguerrovy polynomy [0, 00) e a< —1
Hermitovy polynomy (—00,00) e v




