Didaktika matematiky
s praxi |l

3D geometrie



Geometrie

byla vzdy povazovana za disciplinu, ktera
nabizi znacny prostor pro kultivaci mysleni
a tvorivost. V geometrii muze dité
objevovat i1 nové objekty, s nimiz se zatim
nesetkalo.

G nabizi uciteli bohatou paletu uloh, které
rozvijeji zakovu schopnost
experimentovani, tvorby a proverovani
hypotéz, spekulovani, hledani a
zduvodnovani a je i tézce vméstnatelna do
instruktivniho zpusobu vyucovani.



Geometrie

Spolecenstvi geometrickych objektu, na rozdil od
aritmetiky prirozenych cCisel, nema ostre hranice.
Geometrie nema nastroj, kterym Ize vytvorit
vsechny geometricke objekty. Nenajdeme zadny
univerzalni princip, ktery by ,obcCany” tohoto
spolecenstvi pevne propojil.

G je daleko ruznorodéjsi nez A v
- objektech
- cinnostech
- vazbach i
- strukture



A: Zakladni pocetni operace scitani, odcitani,
nasobeni i déleni maji algoritmicky charakter.
Kdyz se je zak nacvicCi, dovede je realizovat ve
vsech pripadech.

G: Znaéné mnozstvi ruznorodych uloh se zak
nemuze nacvicit, jak je vSechny fesit. Musi
porozumet, napr. pri konstrukci trojuhelnika,
vztahum mezi stranami, uhly, téznicemi,
vyskami,... a musi umet tyto vztahy vzajemne
retézit do procesu konstrukce.

Nestaci rutina. Proto je napr. oblast
geometrickych konstrukci mnoha uciteli
povazovana za priliS narocnou.



Didakticke cile 3D a 2D geometrie

- jsou spolecné pro obe geometrie:
poznavani geometrickych objektu a jejich vlastnosti

Podstatu geometrie vsak tvori vztahy mezi temito objekty
— odhalovani, zduvodrnovani, vzajemné provazovani a
vyuzivani (napfr. u geometrickych konstrukci) tvori prvni
podstatu skolni geometrie.

Druhou podstatu geometrie tvori jevy miry, které
provazuji geometrii s aritmetikou.

Odlisné je vnimani vztahu:

- v 2D jde o objevovani zakonitosti a argumentaci
zakonitosti,

- v 3D o budovani prostorove predstavivosti a evidenci,
zpusoby reprezentace.

Etapizace procesu poznavani geometrie je stejna, ale
durazy se posouvaji.



Etapizace procesu poznavani
geometrie

Synkreticka etapa

Etapa predmeétnych predstav

Etapa intuitivne-abstraktnich predstav
Etapa strukturalni

Etapa axiomaticka

Pro 1. stupen ZS je rozhodujici etapa 2. a vstup
do etapy 3. Ucitel musi znat celou 3. etapu,
protoze do ni smérfuje vyvoj jeho zaku.
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Etapizace procesu poznavani geometrie

1. Synkreticka etapa

soubor predstav asociovany se souborem slov -
nedoslo k diferenciaci v predstave, cinnosti,
slovniku. (Kululu)

Cinnosti: pozorovani vizualni, haptickeé,
manipulace — imitativni, vnimani slov,
idiomu.



Etapizace procesu poznavani geometrie

2. Etapa predmeétnych predstav

Pojem se postupne prodiferencovava, je
presneji uchopen jazykem, stava se
osobnosti.

Cinnosti: dtto + konstrukce, hovorovy jazyk -
pouzivani slov bezneho jazyka a
kvaziterminu, ikonickeé zapisy, klasifikace

Osobnosti: krychle (kostka), koule (micC), kvadr
(krabice), valec (sloup, toal. pap.)



Rozvoj porozumeni geometrickym pojmum
(I schopnost zaka zachazet s geom.
pojmy v predstavach) je zalozen na

 manipulativnich aktivitach — temi se
obohacuji zkusenosti zaka

« komunikaci o nich
- beznym jazykem
- metaforickym jazykem a nakonec i
- formalizovanym jazykem



Etapizace procesu poznavani geometrie

3. Etapa intuitivne-abstraktnich predstav

Pojem se stava prvkem rodicich se
idealizovanych a abstraktnich predstav.

Predmetna manipulace se meni na
manipulaci myslenkovou.

Objevuji se formalizovaneé jazyky a preklady
mezi nimi.



Etapizace procesu poznavani geometrie

4. Etapa strukturalni. Pojem se stava
prvkem uzavreneé teorie.

5. Etapa axiomaticka. Pojem se stava
prvkem axiomatizované teorie



Proces poznavani geometrickénho objektu

Van Hiele, Utrecht — v knize Structure and Insight , 1986,
rozpracoval 5 urovni: 0. Visualization; 1. Analysis; 2.
Abstraction; 3. Deduction; 4. Rigor.

Tyto etapy se viditelné realizuji napriklad pri hfe Sova.
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Nastroje geometrie

jimiz budujeme strukturu geometrickych objektu
jsou dvou typu:

* ty, ktere jsou opreny o manipulaci a percepci,
ve 2D predevsim vizualni percepci, ve 3D pak
| haptickou — staveni, prekladani papiru,.

Rodi se prvni predstavy — interiorizace jevﬁ
pruvodnich, poznani v cinnostech

Vedou na tvorbu pfedevsim izolovanych modelu.
* ty, ktere se pohybuji v abstraktnejsi vrstve

predstav. Ty vedou na tvorbu generickych
modellu a abstraktnich poznatku.



Zakovy geometrické predstavy opirdme o
vazoy
spolecenstvi
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Vazba

« OSOBNOST — JEJi MODELY

modely

nemodely



Vazba

« OSOBNOST - JEJi JEVY PRUVODNI

modely

nemodely



Vazby

« OSOBNOST — JEJi MODELY
OSOBNOST - JEJI JEVY PRUVODNI

modely

/

nemodely



ProcC je vyucovani geometrii tak odlisne
od vyucovani aritmetice

Experiment

Prostrednictvim telefonu (tedy bez vizualniho kontaktu)

popiSte svému hypotetickému pfiteli néjaké téleso tak

dobre, aby byl schopen téleso vymodelovat, nakreslit
nebo identifikovat ve skupine teles.

Vsimneéte si, jak je to slozité — jak je jazyk geometrie na

jedné strané bohaty, ale na druhé strane zradny, pokud

Se nepouziva presne.

Jaké mentalni procesy jsou pfi uvedené Cinnosti
aktivovany?

Navrhnéte nejaky aritmeticky objekt na urovni zakladni
skoly, jehoz popis by vam dal tolik prace jako nase
teleso a ktery by vyzadoval tolik zkoumani daneho
objektu k tomu, aby jej bylo mozné jednoznacné popsat.

LD e



Jazyk

je nastroj komunikace i nastroj mysleni.

- umoznuje uchopit a strukturovat pojmy a vztahy,
formulovat problémy i strategie jejich reSeni, umoznuje

tedy rozvoj mysleni obecne a v matematice pak
zejmeéna.

Z didaktického hlediska ma zasadni vyznam —
riiznym urovnim mysleni vyhovuji rtizné typy jazyku.

Nerovnovaha, ktera by vznikla mezi typem mysleni a

jazykem, by vedla ke zpomaleni rozvoje mysleni
a namnoze i demotivaci zaka.



Jazyk

Velka variabilita geometrickych objektu i geometrickych
procesu pfirozené vyvolava potrebu velké variability
pojmu a terminu i bohaté spektrum jazyku.

Zaci s ruznymi zivotnimi zkusenostmi a kognitivné ruzni
vnimaji jednotlivé geometrické jevy ruznég, a proto
ucinnost vyuky narlsta bohatstvim riznorodych
reprezentaci.

Intuitivni jazyk — uloha — potreba artikulovat
vysledek, komunikovat o situaci — presnejsi
jazyk
— komunikacné narocnejsi uloha — potreba
artikulovat vysledek — ...



Prostredi krychlovych teles

Zavest krychlové teleso (KT) je didakticky tezke.
Proto zacneme objektem, ktery je podepren
zivotni zkusenosti zaka, a to je krychlova
stavba (KS).

Cesta, jak se zak seznamuje s KS ve trech etapach:

. STAVENI Z KOSTEK
. EVIDENCE STAVEB
1. EVIDENCE PROCESU



I STAVENI Z KOSTEK

manipulace - reseni uloh
ukazky z ucebnic

ol

@ STAVIME Z KOSTEK




Nutnost tvorby nového jazyka

1. uloha
Na obrazku je jedno krychloveé teleso vytvorene ze 4
krychli. Najdi dalsi, najdi vSechna.




Co je na této uloze didakticky vyznamné?

- manipulativni Cinnost, zak stavi (pro kiuky obvykle &innost
samoziejma, pro divky obvykle nova dulezita zkusenost),

- jednotlivé stavby jsou objekty geometricke, ale cely
soubor je objekt kombinatoricky — vzajemné se
propojuji 2 oblasti matematiky.

- Jako objekt kombinatoricky vyvolava 2 otazky:

Mam je vsechny?

Nemam zde neco 2x?

Tato dvojice otazek se vraci do geometrie.



Navrhnete evidenci teles

« Slovni popis
» Portrét — volny rovnobézny prumét
* Plan (prosty)



Jizod 1. roC. - plan, pocCet teCek = poctu krychli nad sebou
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POSTAV STAVBU PODLE PLANU

B VYTVOR STAVBY ZAPIS podlazi

.| 2. ] 3.




M1/2. dil

Vytvor stavbu ze 6 a zapis

Vytvor stavbu ze 6 a zapis

ey




Jaké chyby Zaci délaji?

® | Zamena horizontalni a

vertikalni polohy




e Hra SOVA

E Vytvor stavby a uhodni, na kterou stavbu mysli Ales a na kterou Dana.
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o
M stavba & krychli? E
Ma jedno podlazi? ANO
Ma Covercovy pldorys? | NE

e
Ma stavba 5 krychli? AMO
Mawve 2. podlazi 2 krychle? | NE
Mawe 2. podlazi 1 krychli? | ME




Bude probirano u miry ve 3D

Na obrazku je krychlové téleso sestavené ze Ctyf krychli o hrané
délky Tcm. Postav téleso z krychli a urci jeho povrch (S), pocet
vrcholl (v), hran (h) i stén (s).

Kostra télesa na obrazku je 28 cm. PFemisti jednu krychli tak, aby vzniklo krychlové téleso,
jehoz kostra je a) stejna, b) vétsi, c) mensi nez kostra daného télesa.
Zaznamenej plany télesa.

U kazdého télesa, které jsi vytvoril ve cvi€eni 16, zjisti povrch, pocet vrchold, hran i stén.

Pfemisténim jedné krychle télesa ze cviceni 15 vytvor dalsi krychlové téleso, které ma
stejny pocet vrchold, hran i stén.

Zjisti kostru a povrch obou téles a idaje porovnej.

Obé télesa popis konstrukénim zapisem.



Navrhnete evidenci teles

* Slovni popis

» Portrét — volny rovnobézny prumét
* Plan prosty

* Plan patrovy

* Pravouhlé pruméty

Procesualni
* Evidence zmeny
« Konstrukcni zapis



1. typ uloh

Portret sss) plan a obracene

Pro ucitele je to uloha diagnosticka.

Néktefi zaci vyzaduji modelovani vyzaduji mmmp ???

Budovani této psychicke potence bude u nich dlouhodobgjsi.
Piipadny tlak ugitele, aby fyzicky model nepouzivali mmmp 2?7277

2. typ uloh

Stejné KT je prezentovano 2 ruznymi stavbami, jednou
portrétem, podruhé planem. Soubor 4-5 takovych
dvojic je predlozen zakovi a jeho ulohou je prifadit
odpovidajici KT.
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3. typ uloh

Je dan pudorys stavby, pocet krychli stavby, pripadne i
predepsana vyska stavby. Ulohou zaka je vytvorit
plany vsech staveb takto popsanych.

Tento typ uloh umoznuje prevadet do prostfedi KS nékteré
aritmetické ulohy. Napfiklad:

3. uloha
Do zapisu vloz Cisla tak, aby platila rovnost a aby dve Cisla
ze tri Cisel pravé strany byly stejnée
10=2+_ +

Kdyz zde ménime Cislo 2, dloha ma bud’ 2, 1 (napr. pro 6), nebo O
reseni (napr. pro 7).



4. typ uloh

Jsou dany 2 stavby vytvorene ze stejneho poctu krychli.
Ulohou zaka je postupnym prekladanim krychli z jedné
stavby vytvorit stavbu druhou a cely proces zapsat

pomoci pland.

m . y ... 1
(X ] [ ] [ ]

IIl. EVIDENCE PROCESU

Do prostfedi KS vstupuje proces. Dosud kazda stavba jako staticky
objekt byla zapsana jednim planem. Ted postupnym menenim
stavby vytvarime stavbu jinou a proces zapisujeme posloupnosti
planda.




Takovato chirurgie dava moznost vytvorit v souboru KS
stejného objemu relaci pribuznosti:
Dve stavby jsou k-pribuzne, jestlize z jedne Ize
druhou dostat nejmene k presunutimi krychle.

Prvni a posledni stavby na obrazku jsou 3-pribuzné,
potrebovali jsme 3 presunuti.

» Z didaktickeho hlediska povazujeme chirurgii za
naro¢nou a dulezitou. Proto je vhodné ji zarazovat jiz

do 1. rocniku.
D E Postav stavby podle planti D, E a F (str. 20), ale i stavby podle plant H, I

18ty o 111

a) Vytvor ze stavby D stavbu H postupnym piremisténim tii krychli.



* Myslenka prestavby jedné stavby na jinou prirozene
vyvolava otazku zapsat proces stavby jednoduchym

zpusobem. Na obrazku vidime proces stavby slozené
ze 6 krychli.
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Zvol si jeden ze Ctyr barevnych plana a vytvor
podle n€j stavbu. Tu preklop dopredu, doza-
du, napravo, nalevo a pro kazdou z preklope-
nych staveb nakresli plan.
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Je jasne, ze skoro kazdou stavbu lze postavit vetSim pocCtem
zpusobu. Nasledujicim schématem jsou vyjadreny vSechny
procesy staveni dané krychlove stavby. Techto cest je 19.




Potfebu efektivnejSiho jazyka zvyrazni ucitel nasledujici

ulohou:

4. uloha

Tvuj kamarad nebyl ve Skole. LeZi doma nemocen a ty mu
pomoci telefonu chces vysvétlit, jak postavit treba tuto
stavbu:




Nalezeni jazyka, jimz by bylo mozné telefonat uskutecnit, vyzaduje 2
myslenky:

* 1. myslenka rika, ze hlavni prikaz bude ,postav kostku,”
a pomocny prikaz bude, kam se z dané pozice kostky
mame pohnout.

« 2. myslenka normuje smer pohybu - pouzijeme jazyka
zemepisu a pouzijeme S, Z, V, J a prechod nahoru bude
znamenat presun do vyssiho podlazi.

Vytvorit tento jazyk neni jednoduché. Ucitel asi musi zakim néco
napovedet.
Uvedeny jazyk umozni fesit ulohu 5.



5. Uloha

Realizuj nasledujici slovni instrukci:

,Poloz krychli. Jdi jeden krok na vychod a poloz krychli.
Jdi jeden krok na jin a poloz krychli. Jdi jeden krok nahoru
a poloz krychli. Jdi jeden krok na sever a poloz krychli. Jdi
jeden krok nahoru a poloz krychli.”

Zapis jazyka slovnich instrukci graficky.

Pro zaky, ktefi jazyk Sipek znaji z dalSich prostredi, neni takovy objekt
néco prekvapive narocného. Sami navrhnou Sipky a hlavni povel
poloz krychli. Uvedena verbalni instrukce ma zapis.
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Prehled znaku jazyka konstrukce

Znak

Vyznam

Znak

Vyznam

poloz krychli

(_

jdi jeden krok

jdi o jedno
podlaZi nahoru

jdi o jedno
podlaZi doli

na zdpad

— | jdi jeden krok
na vychod

| |jdi jeden krok
na jih

1 |jdi jeden krok

na sever




EPA 2) Jeden 24k diktuje podle popisu konstrukce a druhy podle diktatu stavi.
O-010=0 O<dr0=04 O<O4d=10 L= ]=l1=[ <[]
A B C D

b) Jeden Zak si vybere nékterou ze staveb na strané 51 a pouze slovy popise druhému,
jak ji postavit. Druhy zak stavi a pak oba kontroluji, jak se jim spole¢né dilo zdafilo.

EER Ze t# modrych, dvou zlutych a jedné zelené krychle je vytvorena tato
stavba. Pfitom kaZzdé dvé krychle stejné barvy maji spole¢nou pouze
jednu hranu. Zjisti, jakou barvu ma ktera krychle.

Qoo|lo o

N stavby, kterd je zapsana konstrukci, zapis planem i pomoci primeétu.
a) 0T 0=0 [2+3] b)-»0OT 0=y 0= [4+5]
O-OTOTOl=0l0OT=0 [6+7]



Prestavba

x ﬁ q q A Portrét
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Jazyk

/ plan podlazni | konstrukce
mluveny olan
poloz krychli . 1 =
udélej krok na N
Vychod T 111
poloz krychli 0 —
vystup o 1 N
podlazi nahoru ol 11,2
poloz krychli 0—0O=0O
vystup o 1 s b=
podlaZi nahoru s
poloz krychli 1 O=p=




Uloha

BER Ctyrboky jehlan ABCDH je &asti krychle
ABCDEFGH o hrané 41mm. Zmen3ena sit
jehlanu je na obrazku.

H
Sestroj model |
tohoto télesa. i
|
J
|
Y A\
/
H A B
58 mm
H 2 S H
71 mm
41 mm
A B




Uloha

Na obrazku je sit télesa, které ma pét stén:

jeden Ctverec, dva lichobézZniky a dva rovnostranné
trojuhelniky. Téleso ma devét hran, z nichZ jedna ma
délku 50 mm a vSechny ostatni 25mm.

Sestroj toto téleso.

Ze dvou téles sestrojenych ve cviceni 30 sloZ tetraedr.
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