Pracovni material — Zpracoval M. Hejny 2015

Ctenaf se seznami s nékterym at’ jiz tradiénim, nebo novym didaktickym tématem hloubgj.
Kostru vykladu tvofi pfibéhy a komentéie.

Prvni volim jev struktury budovany nastrojem izomorfizmu, nebot’ mohu vychéazet z materiali a
zkuSenosti ziskanych na letni Skole Pytagoras 2002.

IZOMORFIZMUS JAKO STRUKTUROTVORNY NASTROJ

1. FORMULACE PROBLEMU

Rekne-li se v matematice slovo struktura, vybavi se nam v mysli nejspi§ grupa, okruh, svaz,
vektorovy prostor, nebo jina algebraicka struktura. Nebo téz struktura redlnych ¢isel, struktura
geometrie budované na pojmu soumérnosti, topologie jako nazev pro spojité struktury apod.
Rozhodné je tento pojem v nasi mysli vloZzen do oblasti vysokoskolské matematiky, té kterou
jsme se ucili v architektufe axiomy — definice — véty — dikazy.

Tato studie je vénovana strukturam, které se objevuji ve védomi individua, zejména zaka
zékladni skoly, a dokonce ve védomi ditéte predSkolniho véku, jako jista organizace souboru
blizkych poymt (objekta, jevi, situaci, procesti). Kostrou této organizace je mnozina
kauzdlnich vztahii, jimizZ jsou uvedené pojmy propojeny.

Ptikladem struktur, s nimiz se Zak setkava v béZzném zivote, jsou struktury popisujici tok
¢asu (24 hodin dne, 7 dnt tydne, nebo 12 mésict roku s jejich cyklickym uspotaddnim), nebo
soubor mistnosti bytu ve kterém dité Zije s jejich geometrickym rozmisténim, nebo struktura
Skoly (feditel, zastupci, tfidni ucitel, ucitel, zak tieti ttidy, zak prvni tfidy, ...). Tyto struktury
vznikaji ve védomi ditéte a zaka zcela spontanné a jejich ristu vyznamné ptispivaji situace, kdy
dochazi ke srovnavani dvou myslenkové blizkych struktur. Naptiklad rozlozeni mistnosti v
byté si dité uvédomi nejlépe tenkrat, kdyz zacne tuto situaci srovnavat s bytem, ve kterém bydli
babicka, nebo kamarad, a konstatuje, Ze ,,u nas ma détsky pokoj jen jedny dvete®.

Cilem naSich tivah je dalsi poznéavani procesu zrodu, rastu a rozvoje jak matematickych,
tak 1 nematematickych struktur a pozndvani toho, jak k tomuto procesu ptispivaji zkuSenosti
ziskané porovnavanim dvou blizkych si struktur.

2. POROVNAVANI DVOU BLIZKYCH STRUKTUR

Pti porovnavani dvou objektt, situaci, udalosti, soubort, ... nasi pozornost upoutd hledani
stejnosti a riiznosti. Poznani pak formulujeme soudy typu ,,hlas téch lidi je k nerozeznani
stejny, ale chiize je hodné odliSna“. Upfesiiujeme, ¢eho se stejnost/rtiznost tyka, nékdy i miru
této stejnosti/riznosti.

Matematici piistupuji ke stejnosti a rliznosti striktné. Napiiklad na odliSeni toho, zda jsou
dva trojuhelniky ,,zcela stejné* nebo ,,maji stejny tvar ale jinou velikost* pouZivaji matematici
dvé riizna slova: shodnost a podobnost. Chtéji-li matematici vyjadfit stejnost ptirozenych cisel
ve smyslu ,,davaji pti déleni Cislem 7 stejny zbytek*, pouziji termin ,.kongruentni modulo 7¢.

K porovnavani struktur uziva matematika slov: izomorfizmus, homomorfizmus. Oba tyto
terminy volné pfeneseme do jazyka didaktiky matematiky a pfidame k nim je$té termin dals$i —
sptiznénost. Pfi vymezovani téchto termini pouZijeme dvé charakteristiky porovnavani dvou
struktur: vzajemné piifazovani prvki a vnitini organizaci spole€nou ob&éma strukturam.

Dvé struktury, které maji stejnou organizaci nazyvame izomorfni. Pfitom se mohou
v mnoha ohledech li§it. Naptiklad struktura mistnosti naseho bytu a plan naSeho bytu jsou zcela
rizné skutecnosti, ale o organizaci mistnosti bytu davaji naprosto stejnou informaci. Kdyz si
osm zakill SA zorganizovalo pingpongovy turnaj, rozhodli se po vzoru Wimbledonu pouZit
vyfazovaci zpusob. Pied turnajem si nakreslili postupového pavouka a pak losovali umisténi
jednotlivych zaka do nastupnich pficek. Stejny turnaj si zorganizovalo i osm Zakt 5B. A¢ byly
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oba turnaje, pokud jde o hrace, zcela rizné, organizace turnaje byla stejna.

Kazdy izomorfizmus mé dve slozky. Slozka strukturalni je dana tim, ze vSechny vztahy
platné v jedné z téchto struktur jsou platné i ve struktuie druhé. Slozka prirazovaci je dana 1-1
znacnou korespondenci mezi prvky jedné a druhé struktury.

Izomorfizmus neni jedind forma ptibuznosti dvou struktur. Je to forma nejtésnéjsi, nebot’
popisuje stejnost dvou struktur. Slabsi nez izomorfizmus je homomorfizmus struktur, ktery v
nejvetsi mozné mife zachovava slozku strukturalni a slozku ptifazovaci z korespondence 1-1
zna¢né oslabuje na n-1 zna¢nou. Napfiiklad dvé skoly, z nichZ jedna ma v kazdém z ro¢nikt 1
az 8 po jedné tfid¢, a druha ma v kazdém z téchto ro¢nikd dve nebo tfi paralelni tfidy, nejsou
izomorfni, ale jsou homomorfni. VSechny ttidy 4. ro¢niku druhé Skoly se zobrazi na jedinou 4.
ttidu prvni Skoly.

Jestée slabsi je takové propojeni dvou struktur, které postrada slozku ptifazovaci a slozku
strukturalni zachovava pouze v jistém stupni. Takto propojené struktury nazyvat spriznéné.
Ptikladem muze byt dvojice instituci: velka zakladni Skola s 24 ttidami a Ctyfleté gymnazium se
7 ttidami. I kdyz pocet ttid, ucitelii, zak, uceben, kabinett, ... maji obé skoly rtizny, ob¢ skoly
maji ucebny, sborovnu, tfidy a tfidni ucitele, Skolnika, ... Podobné sptiznéné jsou tiipokojovy
byt a petipokojovy byt, nebo euklidovska planimetrie a sféricka geometrie ap. St€huje-li se
¢lovek z vesnice na jinou vesnici, bude jeho aklimatizace snazsi nez pii st€éhovani se do
velkomésta. Dve vesnice jsou z hlediska vzajemné sptiznénosti navzajem blizs$i nez vesnice a
velkomésto.

Uchopeni sptiznénosti byva nékdy velice t€zké, protoze jednotlivé ptripady vzajemné
sptiznénych struktur se mohou vyrazné odliSovat. Jejich spolecnym rysem je skutecnost, ze
kazdy, kdo se seznamil s jednou z téchto struktur rychleji pochopi i strukturu druhou.

Prvni slozit&jsi struktura se kterou dité zac¢ina poznavat jiz ve dvou letech, je struktura
rodinnych vztaht, kterou nazveme RODINA. Na ni zamétime pozornost v nasledujicich péti
kapitolach.

3. PRIBEHY O BUDOVANI STRUKTURY ,,RODINA“

Objekty struktury RODINA jsou tvoieny pojmy
matka, otec, bratr, sestra, babicka, dédecek, teta, stryc, bratranec, ap. (1)

Pribéh 1

Skoro tfiletd Terka se po dlouhé dobé opét vidi s babiCkou. Kdyz slysi, Ze jeji mdma oslovi
babicku ,,maminko*, ostfe fekne ,,ty nie si Ziadna maminka, maminka je iba moja maminka!*
Piibéh 2

Skoro ttilety Ivan se pta své mamy: ,,Pro¢ ma Barborka (dévcatko od sousedit) dvé maminky?*
Matka je ptekvapena a odpovi, ze kazdy ma jen jednu maminku, Ze nikdo nema dvé maminky,
ze Barbor¢ina maminka je teta Lenka. Ivan ale trva na svém. SlySel totiz, jak teta Lenka tekla
Barbor¢ing babicce ,,maminko*. Ivanova maminka se zasmala a chtéla vysvétlit Ivanovi, ze
babicka Barborky je maminka jeji maminky. KdyZz matka vidéla hochovy rozpaky, dodala: ,,I
naSe pelhfimovska babicka je moje maminka a nasSe smichovska babicka je tatinkova
maminka®. Ivan nic netikal, ale bylo vidét, Ze se citi zaskoCen, zmaten.

Piibéh 3
Ptib¢h obsahuje dvé epizody. Obé& se tykaji tfileté Jany Rosdkové a pana Kamila Perného,
starSiho, stiibrovlasého muze. Kamillv syn, Ale§ a jeho manZelka Dana, jsou bezdétni. Pii

jedné navstéve rodiny Pernych u rodiny Rosdkovych se Jana zeptala Kamila, zda ma babicku.
On odpovédel: ,,Kdepak, ty obé mi zemrely jiz davno, ddvno. Jedna dokonce diive nez jsem se
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narodil“. Odpovéd’ zjevné Janu velice prekvapila, ale vice se jiz nevyptavala.

Po odchodu navstévy Janina maminka v rozhovoru s manzelem fekla ,,Pan Kamil je hodny
otec”. Tato véta vyprovokovala Janu k rozhovoru s mamou. Rekla, Ze strejda Kamil neni otec
ale déda a ptala se téz na babicky dédy Kamila. Janina mama, kterd nam cely ptibch vypravéla,
rychle pochopila pfic¢inu nedorozumeéni. Jana ,,babickou strejdy Kamila* rozume¢la ,,manzelku
dédy Kamila®, nikoli na jeho babicku. Maminka s Janou nejdiive probrala otdzku, zda miize byt
strejda Ales tatinek, kdyz nema ani syna ani dceru. Ani pak ale Jana nechtéla povazovat Kamila
za otce, jen za dédu. Asi po tydnu vSak sama tuto novou koncepci piijala a chapala, ze babicka
je mamina mama i ze Kamil je otec AleSe. Janina maminka nam nedokdazala fict kdy a jak doslo
ve védomi Jany ke zméné chapani slov (1). Rekla jen, Ze tato zména byla definitivni.

Analyza pr¥ibéhu

V prvnim ptib&hu je Terka piekvapena mamincinym oslovenim babicky. Pro Terku slovo
»mama*, pouzité v kontextu jeji rodiny, je vlastni podstatné jméno, tedy ,,Mama*. Toto
egocentrické chapani bylo matéinym vyrokem naruseno. Zde ale neslo pouze o informacni
Sum. Mama je pro dité jeho Zivotni jistota. A tato byla uvedenym oslovenim zpochybnéna.
Odtud plyne agresivita Terky.

U druhého ptibéhu se Ivan dostava do podobné informacni nejistoty, jenze tentokrate se
nejednd o jeho mamu. Ivan je piekvapivym pouzitim slova ,,maminka* zaskocen, protoze je
piesvédcen, ze v kazdé rodin€ je jedina maminka. Babi¢ce neptiznava roli matky.

Tteti ptibeh je v jistim smyslu inverzni k pfibéhu druhému. Ivan nebyl ochoten babicce
pfiznat roli matky a Jana prohlasi za dédecka muze, ktery nema vnouce. Pro Janu je rodina
vrstvena do tfi generaci: déti, rodice, prarodice. Ales, byt bezdétny, je podle této klasifikace
otcem a Kamil je dédecek, bez ohledu na to, Ze nema vnoucata. Interpretace Jany neni vSak az
tak chybna, protoze slovo ,,déda* se bézn¢ pouziva na oznaceni starého muze.

Analyza nas vede k zobecnéni konkrétnich ptipadii a k formulaci etapizace procesu.

4. ETAPIZACE PROCESU BUDOVANI STRUKTURY ,,RODINA*

Ptibéhy ilustruji pocatecni stadium objevovani struktury RODINA ditétem. V ném nachazime
termin této struktury, termin ,,mama*.

V prvni etapé€ je ,,mama‘ =, moje mama“.

Ve druh¢ etapé je ,,mama‘ jedind a tstedni osoba v ramci kazdé rodiny.

Ve treti etapé€ je ,,mama (osoby X)* relace a ,,mama* je Zena, kterd ma aspoii jedno dité.
Tyto etapy podrobnéji prozkoumame a rozsitime jesté o jednu dalsi etapu.

Prvni etapa poznavani struktury RODINA se omezuje na poznavani ¢lend vlastni rodiny.
Kdyz se na ro¢ni dité obratite s vyzvou ,,Kde je maminka?* oto¢i pohled k vlastni mame.
Podobné se dité chova kdyz se ptdme na tatu, babicku, ...Slova ,,mdma®, ,tata®, ,babicka*,
»dédecek* resp. ,,smichovské babicka®,... jsou jména konkrétnich osob, jedincti. Méli bychom
je psat ,,Mama*, ,,Tata®, ... jako jména vlastni. Vyjimku tvofi slova ,,bratr a ,,sestra“ v téch
piipadech, kdy dité ma vice sourozencti, protoze tito jsou identifikovani kiestnimi jmény. I
kdyz ma dité jen jednu sestru, rodice ji oslovuji jménem a tak slovo ,,sestra® je jen ndhradni
oznadeni pro jistou osobu'. Této prvni etapé mizeme dat jméno individudlni, protoze slova (1)
oznacuji individua.

Druhé etapa za¢ind poznanim, Ze i jiné déti maji madmu i tatu. Slova (1) pouziva Barborka

' Kolegyné M. Benesova mne upozornila na dalsi mozné vyjimky. Napiiklad jeji vnuk ji
oslovuje kiestnim jménem. Tyto pfipady nebudeme v nasi ivaze diskutovat. Domnivame se
vsak,.Ze jejich zkoumani miiZze pfinést dalsi poznani do procesu tvorby struktury RODINA.
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od sousedil k oznaceni jinych lidi. Dité poznava, ze kromé ,,Mamy* (rozumgj ,,moje mama“’)
existuje i,,Barbor¢ina mama®, ,,Radkova mama“, ap. Tak se prechodem do druhé etapy méni
interpretace slov (1). Jiz to nejsou jména konkrétnich osob, ale jména rodinnych pozic. Slovo
,mama‘“ v kontextu té-které rodiny oznacuje jedinou osobu, matku déti této rodiny. V kazdé
roding existuje jedind mama a jediny tata, piipadné i babi¢ka/babicky, déda/dédové. Tato slova
jsou rozlozena do tii vékovych kategorii, tii generaci: déti, rodiCe a prarodice. Maminka patii
do kategorie rodict a dcera do kategorie déti, proto maminka nemuze byt dcerou. Podobné
tata nemtze byt synem a babicka nemtize byt maminkou — to by bylo proti referencnimu ramci
vékovych kategorii ditéte.

Ivan z ptibé¢hu 2 je praveé v této etapé vyvoje. Vi, ze teta Lenka je maminka Barborky, ale
je prekvapen tim, Ze babi¢ka Barborky je maminkou a zatim si neuvédomil, Ze i maminka mtize
mit maminku. Jesté€ ostieji kontrast mezi standardnim a genera¢nim chapanim terminti (1)
vystupuje ve tietim ptibehu, kde pro Janu je nepiijatelné oznacit starSiho pana Kamila otcem a
povazuje jej za dédu 1 pies to, ze tento muz nema vnoucata. Tuto druhou etapu nazveme
generacni, protoze slova (1) oznacuji osoby urcené generacni klasifikaci.

Jana se podle svédectvi své maminky nakonec vyrovnala s tim, Ze i stary pan mize byt
otec a nelpé€la na generacnim vnimani termint (1). Posunula se do tfeti etapy, v niz probiha
postupné odpoutavani se od referencniho ramce vékovych kategorii a ptijimani standardni
interpretace rodinnych terminti. Na konci této etapy jiz dité vi, ze slova (1) pfedstavuji relace
mezi dvéma ¢leny rodiny. Proto nazveme tuto etapu etapou relacni. Dité, které se dobere k
tomuto globalnimu poznani, dospiva v chapani struktury RODINA do ,,maturitniho* stadia.

Podle svédectvi Janiny maminky probéhla u Jany relacni etapa rychle, béhem jednoho
tydne, moznéa dokonce jednoho dne. Jana jiz vi, Ze kazdy ¢lovék ma maminku 1 tatinka, ale ne
kazdy ma sourozence, nebo dceru nebo syna. Vi, Ze jeji tatinek je manzelem maminky a
tatinkova maminka je babicka.

Posledni, ¢tvrta etapa, kterou nazveme strukturdlni, je vénovana rozvoji poznatkt o této
struktute, obohacovani struktury RODINA zejména o
e dalsi pojmy (netet, prastryc, tchyné€, synovec,...)

e uvédomovani si riznych obecné platnych zakonitosti (kazdy ¢lovék ma dvé babicky,
bratrova mama je i moje mama,...)
e poznavani rodin s nestandardnimi vazbami.

Rozklad poznavaciho procesu struktury RODINA do Ctyf etap je nasim pokusem o
poznéni tohoto procesu. Ctvrta etapa je asi p¥ili§ $irokd a dalii jeji zkoumani pravdépodobné
povede k dalsimu jejimu rozkladu.

Je nesnadné experimentéalng sledovat proces budovani struktury RODINA ve védomi
daného ditéte. O technice takového sledovani se zminime v dal$im. Ted’ se jesté pokusime
doplnit nasi analyzu o aplikace do didaktické oblasti.

Kolega I. Kupka nas upozornil na to, Ze ve francouzsting existuji rodinné terminy, které
v naSich jazycich (Cestina, slovenstina) nenajdeme. Toto upozornéni mize byt impulsem
k dalS$imu vyzkumu: k jazykové komparativni analyze rodinnych terminti v riznych jazycich a
k naslednému experimentalnimu zkoumani, jak v jednotlivych jazykovych prostiedich déti
utvareji svoji strukturu RODINA.

Didaktické komentare

A. Rbzna vypravéni dospélych lidi mohou piisobit jako podnéty k budovani struktury
RODINA ve vé€domi ditéte. Maminka mtZe vypravét naptiklad o tom, jak ji jeji maminka
ucila utirat nadobi (komentat ditéte: ,,to bylo tenkrat, jak babi¢ka byla maminkou*). U
tohoto vypravéni se mohou objevit dalsi dilezité informace, které se tykaji zakonitosti
plynuti ¢asu, zejména poznani, Ze vSichni lidi starnou stejné€ rychle a veékovy rozdil dvou lidi
je nezavisly na Case. Jestlize je dnes maminka od svého bratra, strejdy Ericha, starsi o tfi
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roky, bylo tomu tak i v dobé, kdyz oba byli jesté détmi.

B. Dalsi ¢innost, vhodna pro rozvoj struktury RODINA ve védomi ditéte je kladeni otdzek
typu ,,Ma tviyj bratr mamu? Kdo to je?* nebo ,,Kolik déti ma tvlij tata? Kdo to jsou?* nebo
,Jak se bude jmenovat tviyj syn, kdyz se provdas za Matéje Bouzu? nebo ,,Za kolik let
budes stejné stary jako tvoje sestra Alenka?*

C. Kdyz si povidame s ditétem o rodinnych vztazich, rozvijime nejen jeho predstavy o
struktuie RODINA, ale i jeho relacni mysleni. Edukacné ti¢inné jsou hry v nichz se
z panenek, plySovych medvidki, pejskd,... utvoii rodina ve které se postupné mohou
objevit i vztahy jako teta, bratranec, stryc, synovec, apod. Zde dité nejprve modeluje
vztahy vlastni rodiny, az pozdéji zapoji fantazii a za¢ne tento model obohacovat o
pomyslné osoby, nejcastéji o své vlastni sourozence. Jednou jsme pozorovali, jak si skoro
Ctyrleta hol¢icka, ktera k Vanoctim dostala velikou panenku, s babi¢kou hrala na RODINU.
Nova panenka byla maminkou této rodiny a dalsi hracky dostaly funkci tatinka, déti,
babicek, dédecki, ... Tato hra trvala nékolik dni a jak panenkovska rodina nartstala, zacala
si babicka jednotlivé pozice plést a musel si to psat. Divenka si ale vSechno skvéle
pamatovala, v€etn¢ jmen deviti déti, které se v rodin€ postupné ,,narodily*.

D. Je jasné, Ze dité, které najde zalibu v rodokmenech panovnickych rodi, nebo tvofi
rodokmen své vlastni rodiny, ziska hluboky vhled do struktury RODINA.

E. Uvedeny ctyf-etapovy popis pronikéni do struktury RODINA mize byt inspiraci pro
hledani etapizace jinych struktur, zejména struktur casovych a topografickych. Urcité
zajimava je struktura slovnich rovnic uloZena ve védomi uciteld.

Ukoncili jsme ptipravné uvahy, jejichz cilem bylo ukéazat na piikladé struktury RODINA,
jak se struktura ve védomi ditéte rodi, jak nartista a jak se postupné konstituuje. Bylo by asi
zajimavé sledovat tento proces u dalSich struktur. Nékteré aritmetické struktury budou
z tohoto pohledu zkoumany v dalSim.

5. PRIBEH O IZOMORFIZMU DVOU STRUKTUR TYPU ,,RODINA*

Nasim dal$im cilem je zkoumani procesu zrodu, nartstani a konstituovani predstav o
izomorfizmu dvou struktur typu RODINA. Opét zacneme ptibéhem.

Piibéh 4
Pan Pokorny ¢asto rozmlouva se svym osmiletym synem Emilem o riznych vécech. Jednu
takovou rozmluvu zahdjil syn otdzkou

Emil 1: Tati, a vi§ Ze Novékovic rodina je stejnd jako naSe?

Otec 1: Jak to mysli§ Emile, stejna?

E2: No i voni maji starsi holku a mladSiho kluka, i my mame star$i Radku. J& mam dvé babicky
ale jen jednoho dédu i1 Jenda to ma taky tak.

02: No jo, ale oni bydli na pfizemi a my ve tfetim patfe.

E3: To se nepocita. Jenom jako kdo tam bydli. Rozumis?

0O3: No jo, to je zajimavé. (Otec uvazuje, jak k debaté vhodné& ptispét.) Ale oni maji Veronu
(psa) a my jen kanara.

E4: (Po chvilce) No jo. Nejsme uplné stejni. Ale skoro stejni.

O4: Kdybychom to vzali bez zvifat, tak jsme stejni.

Analyza pribéhu 4

Emil objevuje (mozné sviij prvni) izolovany model izomorfizmu. Jisté si jiz diive vSimnul
stejnosti nebo riznosti rozmisténi nabytku v nasi jidelné a jideln€ u tety, stejnosti/rliznosti
fazeni aut na rGznych parkovistich, rozmisténi lavic v riiznych tiidach, stejnosti/riznosti
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seskupeni n¢kolika budov na sidlisti apod. V zadném z uvedenych piipadt ale mnozina vazeb
nebyla tak husté vzajemné propletena jako je mnozina rodinnych vztahi. Struktura RODINA je
slozitych vazeb typu ,,syn otcova stryce* apod.

Hoch si v§imnul, Ze on i Jenda maji jedinou (stars$i) sestru, zddného bratra, jednu mamu,
jednoho otce, jednoho dédecka a dve babicky. Jini jeho kamaradi to maji jinak. Tato shodnost
se mu jevi zajimava. Lze ocekavat, ze kratky rozhovor s otcem bude v budoucnu orientovat
Emila k zvySené citlivosti na stejnost/riiznost rodin a obohacovani jeho zkusenosti se
separovanymi modely izomorfizmu struktur RODINA.

Emil vi, ze jak rodina Novaku (N), tak rodina Pokornych (P) ma sedm ¢lentl a ti jsou si
vzajemn¢ piirazeni: (,,N* ¢teme ,,z rodiny Novaka®, ,,P* ¢teme ,,z rodiny Pokornych®)

prvni babicka N <> prvni babicka P, druha babicka N <> druha babicka P,
dédecek N «> dédecek P, otec N <> P otec, mama N <> mama P, (2)
dcera N <> dcera P, syn N <> syn P

Prvni babi¢kou rozumime matku matky, druhou babickou matku otce.
Uvaha o $patném piitazeni pes N <> kandr P vedla k vylouceni zvifat z mnoZiny prvki
rodiny. Emil mohl téz ob¢ zvitata vzit a vytvoftit pfitazeni zvite N <> zvife P. Tim by se
v kazdé rodin€ objevil prvek, ktery se Zadnym jinym prvkem neni nijak vazan. To neudélal.
Emilem objevena stejnost rodin N a P neni jesté izomorfizmem. Hoch vnima stejnost
rodin pfes prizma generace déti, kterd v jeho pohledu hraje vyznamnéjsi roli nez obé generace
dalsi: a) u generace déti uvazuje 1 o vékovém rozdilu hocha a divky a u generaci rodicu a
prarodicti o véku vitbec nemluvi, b) u generace rodicu a prarodict nebere v potaz jejich
vzajemné vazby; nevS§ima si, zda jeho dédecek a Jenduv dédecek jsou dédeCkové ze stejné
strany. (Jestlize totiz naptiklad dédecek P je otcem otce P a dédecek N je otcem matky N, pak
rodiny N a P nejsou izomorfni ve vySe popsaném smyslu.)

6. PROCES UVEDOMOVANI SI IZOMORFIZMU DVOU STRUKTUR

Podivejme se nejprve na ob¢ slozky izomorfizmu, ktery objevil Emil.

Slozka prirazovaci je popsana vztahy (2), které byly Emilovi zcela jasné.

Slozka strukturalni se tyka organizace porovnavanych rodin a je dana vztahy typu
»dédecek ma manzelku®, ,,jedna babicka nema manzela®, ,,maminka ma dvé déti®, ,tatova
maminka ma dv€ vnoucata“, ,,otcova dcera ma bratra“ atd.

Jakmile si dité uvédomi slozku ptitazovaci i sloZku strukturalni, mé vytvofenu predstavu
izomorfizmu. Tuto pfedstavu miizeme formulovat matematickym jazykem:

Mezi strukturami N a P je dano vzajemné jednoznacné zobrazeni. Ptitom pro libovolné dvé
dvojice vzajemné piitazenych prvkii N; <> Pya N, <> P, plati, Ze vazba mezi prvky N; a N,
je stejnd jako vazba mezi prvky P, a P,.

Ptedstava o izomorfizmu struktur se ve védomi ditéte tvoii po kouscich. Nejprve se objevi
jen jeji ¢ast — nékteré prvky a nékteré vazby. Vidé€li jsme, Ze stejnost rodin, o které mluvi Emil,
se tedy netyka celych struktur, ale pouze téch rodinnych vztahil, v nichZ vystupuji on a Jenda.
Tuto stejnost mizeme nazvat cdstecny izomorfizmus. Pravé takova ptibuznost je prvni etapou
budovéni pojmu izomorfizmu ve védomi clovéka.

Typickym rysem ¢aste€ného izomorfizmu je rozostienost hranic porovnavanych struktur.
Dité vnim4 jisté prvky a jisté vazby zcela jasné, n€které dalsi evidentné nevnima a nékteré
vnima jen povrchné, ndznakové. Tak Emil jasn€ vnima vSe, o ¢em mluvi: 7 ¢leni kazdé z rodin
i rodinné vazby téchto ¢lenti k sob¢ a Jendovi. Jasné vi, Ze patro bytu, ve kterém rodina bydli

.....
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kdyz o tom Emil nemluvi, domnivame se, ze si uvédomuje i n¢které dalsi rodinné vazby,
v nichz on nebo Jenda nevystupuji. Naptiklad to ze oba rodice v obou rodinach jsou manzelé.
Je ale zfejmé, ze si neuvédomuje vazby mezi rodici a prarodici.

Dalsi etapa budovani ptedstavy izomorfizmu spociva v upiesnovani predstavy ¢astecného
izomorfizmu. Dité si postupné ujasiiuje, které prvky do porovnavanych struktur patii a které
nepatii a objevuje nové vazby mezi prvkami struktur. Nékdy tento proces vede k zasadné;si
restrukturalizaci celé predstavy. Tedy budovani izomorfizmu jde soubézné s budovanim
struktury, a to je jev, ktery dal nazev celé nasi tivaze.

Uvahy o piibuznosti struktur jsou provazeny Givahami o riiznosti struktur. V piibéhu 4 se
o tom nemluvi, ale z jinych nasich experimenti miizeme soudit, ze strukturalni stejnost rodin P
a N si Emil uvédomil az kdyz uvazoval o dalSich rodin4ch jejichz struktura byla odli$na od jeho
rodiny. Hoch znal nékolik rodin a véd¢l, ze kazdé ma jisté uspotadani. Najednou uvid€l, ze
rodiny P a N jsou uspotadany stejné.

Na zaver uvedeme jesté jednu rozsitujici myslenku. KdyZ se omezime na evidenci poctu
¢lend rodiny v generaci déti (to ¢islo ozna¢me d), v generaci rodicli (ozna¢me r) a v generaci
prarodicli (ozna¢me p), bude pro ob¢ uvazované rodiny platit: d =2, r=2, p=3. Stejnou
¢iselnou charakteristiku ma i rodina ve které jsou obé déti hosi, nebo divky, nebo kde jsou dva
dédeckové a jen jedna babicka. Takoveé zobrazeni rodiny na trojici ¢isel (d, , p) ma charakter
homomorfizmu. Toto téma v naSich ivahach déle nerozvijime, nabizime je ¢tenari.

Relace (1) Ize riznorodé vzajemné propojovat mnozinovymi operacemi a skladanim.
Napriklad relace dité je sjednocenim relaci dcera a syn (moje dité to je moje dcera, nebo miyj
syn) a relace vnuk je slozenim relaci dit€ a syn (maj vnuk to je syn mého ditéte). Tato
skutecnost dava bohaté moznosti pro vyuziti struktury RODINA k tvorbé zajimavych tloh.
Uvidime to v nésledujici kapitole.

7. DIDAKTICKE APLIKACE

Uvadime komentovany soubor tloh o rodinné struktuie. Jde o ulohy uspésné pouzité pii
experimentalnim vyucovani na prvnim stupni a v experimentech s témi zaky matei'skych skol,
ktefi jiz méli rozvinuté generacni a castecné i relacni chapani struktury RODINA.

Hned v tivodu povazujeme za dtlezité upozornit na to, ze diskuse o struktuie RODINA se
zéky ve ttidé mtze byt véci hodné choulostivou. Pro déti z neuplnych nebo rozvracenych rodin
muze byt toto téma traumatizujici. Chceme-li ve tfid¢ diskutovat rodinné vztahy, pak je k tomu
ucelu vhodné ptipravit genealogicky strom nékterého panovnika, nebo zndmé osobnosti, nebo
pouze smyslené rodiny.

V individuélnich debatach se détmi 5 — 7 letymi (matetské Skola a prvni tfida) jsme mluvili
pouze s détmi ze ,,standardnich* rodin: 2 rodice, aspoii 3 Zijici prarodice a vétSinou aspoi
jeden sourozenec. NaSe otdzky se vztahovaly pouze k zijicim lidem. Napiiklad o babickéach
jsme mluvili jen s ditétem, jehoz ob¢ babicky ziji, a otdzku ,,Kdo je synem tvého otce? jsme
nedali divce, které nema bratra. Bylo by zajimavé pokracovat v téchto experimentech i s détmi
z neuplnych rodin.

Jak experimenty ukazaly, pro déti byly srozumitelngjsi. otazky zac¢inajici slovem ,,Ma* nez
otazky zacinajici slovem ,,Kdo?* Proto jsme se ze zacatku ptali ,,M4 tviij otec syna?*“ a po
kladné odpovédi jsme se zeptali ,,Kdo to je?* VéEtsinou ale druhou otazku nebylo nutné klast,
protoze dité urcilo hledanou osobu jiZ v odpovédi na prvni otazku.

Kdyz jiz dit¢ dobfe odpovidalo na otazky typu ,,Ma?* Zacali jsme se ptat ,,Kdo?* a tento
ptechod zpisobil zménu odpovédi pouze u jednoho velice teoreticky orientovaného hocha (7
let). Ten misto rodinnych jmen, zacal osoby identifikovat jejich obanskymi jmény. Dokonce na
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otazku ,,Kdo je synem tvého otce? jmenoval plnymi jmény svého starSiho bratra i sebe.
Uvadime ilustrace otazek kladenych v téchto experimentech.

Kdo je matkou tvého bratra / tvé sestry? Kdo je bratr / sestra tvého otce?
Kdo je babickou tvého bratra / tvé sestry?  Kdo je matkou tvého otce?

Kdo je dcerou / synem tvého otce? Kdo je dcerou / synem tvé babicky?
Kdo je synem / dcerou tvého dédy? Kdo je manzelem tvoji babicky?

Kdo je vnukem / vnuckou tvé babicky / tvého dédy?

Dalsi typ otazek mél tvar ,,Nékdo z vasi rodiny fekl bla-bla-bla. Kdo to byl?* Vypoveéd
oznacend zde bla-bla-bla byla postavena nejprve adresné. Napiiklad bla-bla-bla =

Moje dcera se jmenuje Michaela. Muj bratr se jmenuje Tonda.
Moje manzelka se jmenuje Eva. Mam jednoho star§iho bratra.

Mam tfi1 vnuky. Z nich nejstarsi se jmenuje David.
Po spravné odpovédi ,,moje babicka‘ nasledovala dopliujici otazka: ,,Jak se jmenuyji jeji dalsi
dva vnuci?“

Mnohé¢ otazky mély vice feSeni. Naptiklad vypoveéd’ ,,Moje dcera se jmenuje Michaela“
muze fict otec Michaely 1 jeji maminka. Jestlize dit€ uvedlo jen jedno feSeni, ptali jsme se
nékdy 1 na druhé feseni. Pro n€které déti byly tyto otdzky znané narocné a vycerpavajici.

Star$im zaktim ve v€ku 8-10 let jsme davali narocnéjsi ulohy, které se nevztahovaly
k Zadné konkrétni roding. Napiiklad hadanky typu:
° Dit¢ feklo svému sourozenci ,,Mam vice sester nez ty.* Lhalo, to dit¢?

Dit¢ teklo svému otci,, Ty mas syna, ale ja nemam brata®. Lhalo, to dité?

Dit¢ feklo své mamé ,,Ja mam bratra, ale ja nemas syna“. Lhalo, to dité?

Lhala dospé¢léa osoba, kdyz fekla divce ,, Ty jsi moje dcera, ale ja nejsem tvoje mama?“

Héadanky se ukézaly jako naroéné. Zaci je fesili pomoci modeld riiznych rodin a odpovéd’
siln¢ zavisela od toho, jaky model byl zvolen. Napiiklad prvni alohu vyftesil hoch (2. tfida)
z pocetné rodiny (mél 3 sestry a jednoho bratra, ktery byl jesté batole) velice rychle, ale jeho
spoluzacka, kterd méla jen jednu setru, po chvili vahavé odpovédéla ,.kazdd mame jen jednu
sestru®. Vyzva experimentatora, aby si zkusila pfedstavit jinou rodinu a jiné dit¢ ji uvedla do
rozpakdi.

Lepsi porozuméni téchto loh jsme pozorovali az u zakl 3. ro¢niku a starSich. Zde mame
jiz 1 evidenci o reakcei déti z experimentalniho vyucovani. Ve 3. — 5. ro¢niku jsme nékdy
v prubéhu 2 mésicti zveiejnili na nasténce postupné asi 10 — 15 novych uloh o rodinnych
vazbach. Uspé&sni fesitelé uloh pak svoje uvahy predvedli tiidé. Pokazdé ale byl vyklad zaka
realizovan na néjaké roding, at’ jiz existujici, nebo smyslené. V patém roc¢niku jiz zacali zaci
uvazovat hloubéji: hledali vSechna feSeni a hledali téZ rlizné rodiny, aby ptesné zjistili, jak
odpovéd’ na polozenou otdzku zavisi od struktury rodiny.

Pro potteby téchto tloh jsme si postupné vytvoftili rozsahlej$i rodokmen (genealogicky
strom) tfi rodin obsahujici 17 osob. Rodina Dubovych (A, B, C, D, E, F, G aJ), rodina
Lipovych (I, H, L, N a R) a Bukovych (K, M, O a P).
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Fero Gitka Ivan Hanka
l
Mirek Karla Jan Adam Eva Laco Nada
Olina Petr Betka Cyril Dita Radek

Jako ilustraci uvadime nékolik tloh vztahujicich se k uvedenému stromu.

Ktera osoba ma nejvice teticek? (Teta = sestra rodice.)

e Ktera osoba ma dva bratrance/sesttenice? (Bratranec/sestienice = osoba

muzského/zenského pohlavi s niz mam spole¢nou praveé jednu babicku.)

Babicka vnuka osoby X je Hanka. Kdo je osoba X?

Stryc bratrance osoby X je Laco. Kdo je osoba X? (Stryc = bratr rodice)

Bratr osoby X ma 3 déti a sestra osoby X ma 2 déti. Kdo je osoba X?

Manzel setry osoby X ma dva sourozence. Kdo je ten manzel?

Osoba X tekla ,,mam dva syny a dceru Y*. Manzel osoby Y je nekuidk. Kdo je osoba X a

kdo je osoba Y?

e Osoba X fekla osob¢ Y ,,ty mas dva stryce a jeden z nich je manzelem mé tety. Kdo je
osoba X kdo je osoba Y? Kolik ma tloha feseni?

e Existuji na naSem rodokmenu bratranci ve druhém kolenu? Jak médme pojem ,,mtij bratranec
ve druhém kolenu“rozumét? Je to ,bratranec mého bratrance, nebo muz s nimz mam
spole¢nou prave jednu prababicku‘?

Zajimavou diskusi vyvolala jedna odpovéd’ na otazku ,,Kolik ¢lenti naSeho rodokmenu
nese jméno Lipa nebo Lipova?*“ Sona (4. ro€.) fekla, ze ted’ jen 5, ale kdyz se Olina vda za
Radka, bude jich 6. Proti této hypotéze se ozvaly dvé namitky. Prvni se tykala toho, Ze jsou i
jiné moznosti, napiiklad ze se Lacovi a Nadi narodi dalsi déti. To Sona odmitla argumentem,
ktery jiz dvakrat pouzil ucitel: mluvime o naSem rodokmenu a nemtize jej doplhovat dalSimi
lidmi. Druhd némitka se tykala toho, Ze se lidi ze stejné rodiny nemohou vzajemné brat. Velice
rusna debata na toto téma vedla k vyjasnovani terminu ,,pokrevni ptibuzni®.

S matematicky vyspélymi zaky jsme prostiedi struktury RODINA vyuzili ke kultivovani
strukturalniho a mnoZinového mysleni. Vych021 situace byla nasleduJ101 je déna konecna
mnozina muzit M a kone&na mnozina zen Z. Na mnoziné R = M U Z jsou definovany nékteré
relace ze seznamu (1) pfipadné doplnéného o dalsi terminy. Které dalsi relace lze z téchto
danych relaci definovat? Ptitom relace (1) odpovidaji béZznému vyznamu.

Formalizovana situace v sobé skryva pasti, které zaci postupné sami objevuji a kazdy
takovy objev je krokem k hlub§imu chapani matematiky. Naptiklad objev, Ze zdanlivé evidentni
pravda ,,vnuk = syn ditéte* plati pouze v takové mnoziné R, ve které je definovan propojujici
prvek ,rodi¢ ditéte* tj. ,,dité prarodi¢e®. Kdybychom napiiklad z rodokmenu uvedeného vyse
vypustili osoby Adam a Eva, zistal by Cyril viaukem Gitky, ale nebylo by jej mozné definovat
jako syna ditéte. Kolem této situace se v jedné tfidé vedla dlouhd diskuse o tom, zda je takova
,rodina“ vilbec realn€¢ myslitelnd. Zvitézil nazor, ze i zesnuli ¢lenové rodiny zistavaji nadale
v genealogickém stromu rodiny.
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Nékteré zaky prekvapivé jevy ve struktufe RODINA inspirovaly k hledani vylozenych
anomalii. Naptiklad myslenka, ze vydédénim nékterého ¢lena rodiny, mtize dojit k snizeni
poctu sourozencii nékterého ¢lovéka nenasla ve tiidé dostatecny pocet piiznivei. Vedla vSak
zaky k pottebé zavést pojem ,,normalni rodina®, ze které byly vylouceny vSechny
neptirozenosti. Napfiklad byl vyloucen incest. Ale nejednotnost byla kolem toho, zda je nebo
neni povolen siatek divky s bratrancem ve druhém kolenu, nebo snatek divky s bratrem, ktery
byl rodi¢i adoptovan a podobné piipady. Pozdéji bylo ustanoveno, ze kazdy ma pravo
definovat termin ,,rodina‘“ jak se mu zlibi, ale jeho definice musi byt nesporna.

Zavér kapitoly je vzpominkou na J. Gatiala, jehoZz ptatelstvi mne obohacovalo po mnoho let.
V dobé politického tani domluvil kolega Gatial s redakci mladeznického ¢asopisu Prud, ze
zde spole¢né povedeme matematickou soutéz pro ¢tenafe. Soutéz Hl'addme fiskusa jsme vedli
v létech 1967 a 1968. Jedna z tloh se tykala struktury RODINA. Uvadime plné znéni Glohy
uvetejnéné v Cisle 7 ¢asopisu Prud, z roku 1968.
,Do redakcie priSlo asi sedemro¢né diev€atko a predstavilo sa nam takto: Volam sa Zuzka
a poviem vam basnicku
Dcéra tety Jana Zicha
Vola sa dnes Eva Ticha.
Otec Jana Zicha veru
Nema4, ani nemal dcéru.
Svagor otca mojej matky
Deduskom je malej Katky.
Okrem toho, ¢o prezradila Zuzka, oznamime vam, zZe v basnicke je priamo menovanych nie
viac ako 7 0s6b. Menovani st napriklad Jan Zich, teta Jana Zicha, Zuzkina matka, otec
Zuzkinej matky. Kvoli jasnosti eSte uvedieme, ze ,teta‘ je ,sestra niektorého z rodicov®,
,Svagor‘ je ,bud’ brat manzelky, alebo manzel sestry‘ a ,dedusko® je ,otec jedného z rodicov’.
Vasou ulohou je
1. Uviest plné mena Zuzky i1 Katky
2. Zdoévodnit riesenie.
Pri rieSeni tlohy predpokladame splnené vsetky bezné vztahy v rodine. Tak napriklad
manzelka po svadbe berie priezvisko manzelovo, ktoré neskorsie dostanu vsetky ich deti. Do
manzelstva vstupuju dvaja l'udia predtym nijako pokrvne neviazani.*

Tim jsme ukoncili zkoumani struktury RODINA. Dalsi ilustrace pojmu izomorfizmus
budou jiz ze Skolniho prostiedi a budou vlozeny do vice-méné znamych matematickych
kontext.

8. NASOBENI JAKO IZOMORFIZMUS

[zomorfizmus abelovych grup f: (Z,+) > (2Z,+), x > 2x, ve kterém se kazdé celé
Cislo zobrazi na sviij dvojnasobek, je piiklad izomorfizmu, ktery se objevi naptiklad, kdyz se
déti fadi do dvojstupu. Kdyz se na prochdzce potkaji a spoji dvé ttidy setfazené do dvojstupti,
vznikne delsi Gtvar. Jestlize tfidy mély jedna 5 a druha 6 dvojstupti, bude celkovy pocet déti
2(5+6), nebo 2.5 + 2.6. V obou ptipadech je vysledek 22, protoze £,(5+6) = 1f; (5) + £2(6).
Tedy: 5 + 6 dvojic je totéz jako 5 dvojic + 6 dvojic.

Zobecnénim izomorfizmu f, je izomorfizmus
fu: (kZ,+) > (nZ,+), kx — nx, kde k n, x jsouceld, k n navic nenulova.
Je zfejmé, ze inverzni k izomorfizmu f, je izomorfizmus f4' =fy, Dva specidlni piipady
tohoto izomorfizmu pouZivaji Zaci Casto: i a fj,19. Pouziti prvniho interpretuji jako ,,pfipsani
nuly* a pouziti druhého jako ,,Skrtnuti nuly*. Uved’me ilustraci.

Leo, zak druhého ro¢niku, mél najit soucet 40 + 30. Okamzité fekl vysledek 70. Kdyz byl
tazan, jak se mu to povedlo tak rychle zjistit, nejprve chvili hledal slova a pak fekl ,Ctyfi a tii je
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sedm a dam tam jesté nulu®. V jazyku matematiky mtizeme postup popsat trojici krok.

1) ulohu 40 + 30 =? transformuji izomorfizmem fj,;o na Glohu 4+ 3 =7
2) tu vyfeSim, dostanu 7 a
3) toto cislo inverznim izomorfizmem fj, transformuji na 70 — vysledek ptivodni tlohy.

Na prvni pohled se miize zd4 nepodstatné, ze hoch sviij postup popsal. Dilezité je, ze
ulohu rychle vytesil. Navic, na rozdil od poc¢etniho vykonu, ktery byl okamzity a piesny, byl
jeho popis vlastni ¢innosti malo presvédcivy. Zapomnél fict, ze Cisla 4 a 3 ziskal z Cisel 40 a 30
umazanim nuly.

Ve skute¢nosti je Letv popis vypoctu dulezity. Dilezitéjs$i nez vypocet sim. Prave proto,
ze vznikal obtizn€ a nebyl zcela zdatily. Vypocet byl pouze aplikaci myslenky, kterou Leo
dobfte znal. Nepiinasel hochovi nové poznani, mél pouze opakovaci, ndcvikovy charakter.
Slovni popis vypoctu byl hochiiv tviiréi proces, ktery mu piinasel zvédomeéni si fesitelského
procesu. Vztah mezi ¢innosti a zvédomovanim si této ¢innosti rozvedeme.

V prvni etapé mnoha poznavacich procesti dochazi k poznani v cinnosti (knowledge in
action). Zak to umi udélat, ale svoji ¢innost neumi popsat. Umi vyfesit rovnici, nebo sestrojit
ez krychle rovinou, ale neumi sviij postup popsat. I my si tfeba umime zavazat tkanicku, ale
asi bychom museli dlouho pracovat na popisu této ¢innosti. Umi-li zak svoji Cinnost popsat,
dostava se k vy$§imu stupni poznani, k uvédomovdni si viastni ¢innosti. Zék pojmenovava
objekty, s nimiz pracuje, rozklada svoji ¢innost na jednotlivé kroky, poznava strategii ¢innosti,
¢asto objevuje, Ze pii popisu ¢innosti nutno rozliSovat nékolik rtiznych typt tloh. Tento vyssi
typ poznani posouva dané poznani v akci na abstraktnéjsi uroven a tim umoziuje jeji dalsi
rozvoj. Naptiklad Leovi se postupné vyjasni, Ze jeho vypocet spociva ve tiech krocich: umaz
nulu, secti, ptipi§ nulu. Kdyz si hoch pozdéji uvédomi, ze umazat nulu znamena délit 10, a
piipsat nulu znamena nasobit 10, bude piipraven k objevu, Ze stejny trik lze pouzit naptiklad
pti hledani souctu 771 + 222 + 333 + 444 + 555 + 666.

Z uvedenych diivodl se ndm jevi dulezité vést zaky k uvédomovani si vlastnich ¢innosti,
zejména téch, které budou pozdéji zobecnovany. K zvédomovani si vlastni ¢innosti mtize vést
zéka vyzva ucitele, ale 1 potieba vysvétlit spoluzékovi ,,jak na to*. Pravé v tomto jevu tkvi
jadro Senecova pouceni Docendo discimus (Ucice jiné, sami se uc¢ime).

Uveden¢ pouziti izomorfizmu fj, a fi;0 nepiindsi zakiim zkuSenost s izomorfizmem dosti
intenzivné, nebo je zahy utlumeno myslenkou v tomto kontextu daleko zédvaznéjsi — prechodem
pies desitku. Podstatné intenzivnéji k zrodu a rozvoji myslenky izomorfizmu ptispivaji
napiiklad situace typu HAD nebo PYRAMIDA. Na n¢ se ted’ podivame.

9. SITUACE ,,HAD“ JAKO PROSTREDI PRO IZOMORFIZMUS

Schéma

+2 +3 -4 +5 -1 -3
— - - - - -

tvotené 7 prazdnymi okénky a 6 Sipkami, z nichZ tfi oznacuji operaci pficitani a tfi operaci
od¢itani nazveme had [+2; +3; -4; +5; -1; -3]. Schéma ¢teme zleva doprava, takze je jasné co
mame na mysli kdyZ napiSeme druhé okno, nebo treti Sipka. Prvni okno hada nazveme
vstupem a posledni okno nazveme vystupem. Kdyz do kazdého okna uvedeného hada vloZime
n&jaké redlné Cislo, ziskame vyplnéného hada:

+2 +3 -4 +5 -1 -3

S R N N S A e I

Jestlize pro takto vyplnéného hada plati Sest rovnosti
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a+t2=b b+3=c c—-4=d d+5=e e—-I1=f [f-3=g,
pak fekneme, ze had je dobre vyplnén, nebo vyresen..

Analogicky lze zavést naptiklad pojem had [+7; x3; :2] — had ma Ctyfi okna a tfi Sipky
z nichz prvni oznacuje operaci pfic¢itani a druhd operaci nasobeni a tieti operaci déleni, nebo
had [x 1,35] — ma dvé okna a jedinou Sipkou oznacujici ndsobeni. Je to jinak, pro nas asi
slozitéji, ale pro mnohé zaky jednoduseji, popsand operace nasobeni ¢islem 7,35.

Nejcastéji zni uloha o hadech takto: dan je had i jeho vstupni ¢islo, najdéte ¢islo vystupni.
Kratce takovou ulohu formulujeme slovy reste hada pro cislo p.

Terminem prdce hada rozumime piitazeni vstup — vystup. Zadame-li zaka, aby zjistil, jak
dany had pracuje, chceme, aby nasel pravidlo, které tika jak k ¢islu na vstupu lehce najit islo
na vystupu. Napftiklad prace hada [+2; +3; -4; +35; -1; -3] je dana pravidlem ,,pficti dvé®.

Problémova situace HAD je struktura, kterou lze vyuzit na poznavani izomorfizmu
Podivejme se na dvojici tloh, které takovy izomorfizmus navozuji. Dodejme, Ze texty tloh,
které v dalSim uvadime, jsou zapsany v usporné dikci uréené uciteli. Pro Zaky je potieba tyto
texty upravit. Ve vétSin€ piipadli pak uvedenou ulohu rozdé€lit do vice uloh.

Uloha 1. a) Reste hada [+2; +3; -4; +5; -1; -3] pro Cisla
3,4,11,27,35a86 3)
b) pro stejna Cisla feste hada [+20; +30; -40; +50; -10; -30].

Uloha 2. Reste hada [+2n; +3n; -4n; +5n; -n; -3n] pro &isla (3), kdyzje a)yn=2, byn=25,
c)on=4, dyn=3, eyn=38, f)n=15.

Cilem uvedené série tloh je dovést zaky k objevu: kdyZ vSechna ¢isla v hadovi z tlohy 1a)
vynasobime Cislem 7z (tj. kdyZ na tohoto hada aplikujeme izomorfizmus f,,) obdrzime hada, pro
kterého plati  vystup = vstup + 2n. Déti zde pro tvorbu tlohy izomortni pouzivaji slovni
popis ,,zvétsSujeme celého hada®, nebo ,,hada nasobime®. Tim se zvétSovani, nebo nasobeni
stavaji separovan¢ modely izomorfizmu.

Poznavani aritmetiky had neni ukonceno, protoze zaci jesté neznaji hranice svych objevti.
Zatim se nesetkali s ilohami, u kterych objevené navody na feseni neplati. V piibéhu 2 se u
izomorfizmu typu RODINA takové upozornéni na omezenou platnost izomorfizmu objevilo:
zvitata chovana v obou rodinach do struktur rodin zahrnovat nelze.

K poznani hranic uskutecnénych objevii dovedou zaky dalsi ulohy, ve kterych budou
kromé operatort pfi¢itani a odc¢itani i operatory nasobeni, popiipadé déleni.

10. PROPEDEUTIKA IZOMORFIZMU f;, PRIBEH 5

V jedné ¢tvrté tiide, kde Zaci méli jiz s ulohami o hadech vice zkuSenosti, fesili ulohu 1a). a
Cisla (3) napsala ucitelka na tabuli do ramecku. Po chvili Radek a pak dalsi Zaci volali, ze

vvvvvv

Radek: vystup = vstup + 2 (4)
To podnitilo dalsi zaky, aby se pochlubili svymi (n€kdy i nepravdivymi) objevy:

Milena: Nejmensi ¢islo je ve ¢tvrtém okénku a nejveétsi patém.

Vilma: Prvni dvé ¢isla jsou sudd, obé (dvouvtefinova pauza), nebo obé¢ licha.

Lad’a: Ve tfetim okénku je soucet prvniho a druhého okna.

Milan: Cislo ve tfetim okénku je stejné jako predposlednim, Sestém.

Svatka: Cislo ve druhém okénku je stejné jako v poslednim.
Lukas tekl, ze tedy vlastné staci najit ¢islo ve druhém okénku a tiloha je vyfesena. Zbytek

hada mizeme smazat. Pak vysoce ohodnotil objev Svatky slovy: ,,Tedy tomu ja fikdm objev*.
Pak ucitelka ptedlozila tfidé ulohu 1b). Svislou ¢arou oddélila vse, co bylo dosud na tabuli
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napsano, a na Gistou pravou &ast tabule nakreslila schéma hada, zatim je§té bez ¢isel. Rekla:
Kdyz se dobte podivate, uvidite, Ze oba hadi jsou si néjak podobni*. Pak nad Sipky
nakresleného jiz hada zacala psat Cisla + 20, + 30, - 40, ... Jana ihned pochopila v ¢em spociva
podobnost obou hadl a posledni tfi ¢isla + 50, - 10, - 30 ucitelce diktovala. Nékdo kiicel, ze
,,S€ tam pripisuji nuly* a tfida s tim souhlasila. Nikdo netekl, Ze se nasobi deseti.

Ivo, jesté diive nez byl druhy had dopsan, kiicel: ,,prvni vysledek je padesat®. Po kratké
chvili Edo oznamoval kticel, ze to bude 23. Néasledovala hlu¢na debata, kterou nebylo mozné
evidovat, protoze n¢kolik déti mluvilo naraz. Nésledujici zdznam je tedy znacné netplny.

Ucitelka 1: Tak padesat nebo dvacet tii?
Mirka: Edo méa pravdu, je to dvacet tfi. Mné¢ to tak vyslo.
Edo: Dycky se pfida dvacet. K tém tfem pfictu dvacet.
Honza 1: Ivo to fekl, padesat, vSude ptipisi nulu.
Tana 1: Vystup je vstup plus dvacet. Jak to je tam podle Radka (ukazuje na napis (4)).
U 2: Edo tobé¢ vyslo dvacet tfi a Honzo a tob¢ vyslo padesat?
Vilma: J4 to mam jako Honza.
Tana 2: Mas to blb¢, blbé... (Véta se zanika v silicim hlasu ttidy ,,je to urcité dvacet tti*.)
Honza 2 (s nelibosti): Ne to ne,... Je to dvacet tii. Ja to,.. ja tam (ukazuje na ndpis 3—J na
levé tabuli) ptipsal nulu. To je blbé.
U 3: Tvaj vysledek, Honzo, 1 tviij Vilmo a Ivane, je sice neptesné, ale...(ve tfid¢ je hlucno).
Décka, dopiejte mi hlasu. Rikam, ze myslenka Ivana, Honzy a Vilmy byla velice spravna —
poznali, Ze kdyZ je mezi hady jednoducha souvislost, ze 1 pravidla pro oba hady budou blizka.
(Obraci se k Honzovi) Jen jste se ukvapili Naptisté si prvni napad rad¢ji provéite.
Svatka: Ale to moje je stejn¢ dobie. Ve druhém okénku je taky dvacet tii.
U 4: Svatka tvrdi, Ze tento jeji objev (ukazuje piislusny napis na levé ¢asti tabule) plati i pro
tohoto druhého hada. Ma pravdu?
Lukas: Urcité! To presné vychazi! K dvojce musime piipsat nulu.
Ucitelka pohledem pochvalila Svatku i LukaSe a na tabuli napsala
Svatka + Lukas vystup = vstup + 20 (%)
Po hodin¢ piisel Milan ucitelce fict, ze nejen Svatcino, ale 1 jeho pravidlo plati pro oba
hady. Ze to provéfil na dvou ptikladech. Honza piisel uéitelce vysvétlit sviij omyl: ,.Ja védgl, Ze
se tam ma pripsat nula, ale pfipsal jsem ji jinam. M¢&l jsem to piipsat ke dvojce®. Ucitelka oba
hochy zadala, aby ji to napsali na listecek, ze se na to podiva a odpovi na listecku.

11. ANALYZA PRIiBEHU 5, KOMENTARE

Ptedné nutno k ptib¢hu fict to, co je pedagogicky podstatné, byt’ se to netyka bezprostiedné
izomorfizmu struktur: Vyucovani ma siln€ konstruktivisticky charakter. Ucitelka klade otazky,
organizuje diskusi, eviduje v8e co déti vymysli n€kdy provokuje, ale hlavné Zdky povzbuzuje
pozitivnim ohodnocenim autonomniho mysleni. Ucitelka se nesnazi predavat détem ,,moudra®,
ale dava jim prostor pro jejich seberealizaci, pro pfirozeny rozvoj jejich osobnosti.

Z hlediska edukacniho stylu ucitelky jsou, kromé& zminéného jiZ pozitivniho hodnoceni
zakl pozoruhodné zejména tfi momenty.

Diskuse se odehrava predevsim mezi zaky, ucitel ji jen moderuje ptipadné komentuje. Jen
kdyz zazni vulgarizmus a odsuzovani za ndzor, ujme se obhajoby osoovanych (vstup U 3).

Pozoruhodna je reakce LukéaSe na objev Svatky. Na prvnim stupni neni vzdjemna vécna
matematickd komunikace mezi zaky bézna. Na myslenku spoluzaka zak bud’ viibec nereaguje,
protoze je zaujat vlastni mySlenkou, nebo reaguje souhlasem ¢i nesouhlasem, kdyz zjisti, Ze se
jedna o myslenku, ktera je prave i v jeho mysli. Jen ojedin€le zak reaguje na ,,cizi* myslenku.
K tomu dochdzi az po trpelivém a dlouhodobém vedeni ucitele, ktery zdky uci vzajemné
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poslouchat vlastni myslenky. Tedy i reakce LukaSe sved¢i o pedagogické kvalité ucitelky.

Honza hledal a nasel pfi¢inu své chyby. Schopnost zamyslet se nad pri¢inou vlastni chyby
a tim z ni ziskat pouceni do budoucna je hodnotny osobnostni rys ¢lovéka, daleko prekracujici
hranice matematiky. Je pravdépodobné, Ze si tuto schopnost hoch rozvinul zejména
v matematice. Tim matematika vyznamné prispéla k formovani hochovy osobnosti. To je dalsi
pochvala prace ucitelky a dalsi argument ve prospéch konstruktivistického pristupu
k vyucovani (nejen) matematiky.

Zavér hodiny ukazuje, jak ucitelka fesi to, ze nékterym zaktim nemtize pro nedostatek
¢asu dat na hoding prostor na seberealizaci. Resi to korespondenéné. Jisté Ze u¢itelka musi na
to obétovat hodn¢ volného Casu, ale efekt je znacny: Zaci netrpi pocitem odstréeni a vede je to
ke kultivaci komunika¢nich schopnosti.

Ted’ se podivejme podrobnéji jak se jev izomorfizmu projevuje v ptib&hu. Uloha 1a)
aktivuje znalosti a zkuSenosti zaku. Jiz dfive se pfi tlohach o hadech Zaci neomezovali jen na
jejich feSeni, ale na vyzvu ucitelky hledali jejich obecné vlastnosti — ty, které nezavisi od
vstupniho ¢isla. Riznost napada zaki ukazuje, kolik toho Zaci znaji: sudost/lichost Cisel,
nejvetsi/nejmensi Cislo ve vyfeSeném hadu, stejnost nekterych Cisel,... .

Dobte viditelnou vazbu mezi zadanim uloh a) a b) odhalili déti okamzité. Jiz ne tak
evidentni je vztah mezi pravidly, které popisuji praci obou hadi. Hacek je v tom, Ze v celé
situaci vystupuji dva druhy Cisel: pasivni, trpné€ objekty, které jsou napsany v okénkach hada a
aktivni, ¢inné operatory nadepsané nad Sipkami. Operatory meni Cisla v okénkach. Operace
»pripsani nuly*, které méni situaci ulohy 1a) na tllohu 1b) se vztahuje pouze na operatory,
nikoli na ¢isla pasivni. Kdyby se bylo vztahovalo na vSechny ¢isla, kdyby misto Cisel (3)
vstupovaly do druhého hada desetinasobky téchto Cisel, meli by Ivan, Honza i1 Vilma pravdu.

Lukas naznacil dillezitou véc: pravidlo (4) Ize chapat jako hada [+ 2]. Jinak feceno, had H
=[+2; +3;-4; +5; -1; -3] pracuje stejn¢ jako had H" = [+ 2]. Z tohoto hlediska je veliky had
H izomorfni s elementarnim hadem H'. Navic, ke kazdému hadu, ktery obsahuje jen operatory
pricitani nebo odcitani, existuje jediny takovy, s nim izomorfni elementarni had
[+ a] nebo [- a]. Podobné ke kazdému hadu, obsahujicimu jen operatory pficitani, od¢itani a
nasobeni, existuje jediny s nim izomorfni had, typu [+ a; x b] nebo [- a; x b]. Zkoumani téchto
situaci vede na tlohu najit k danému hadu co nejjednodussiho hada s nim izomorfniho. Postup,
najit ve tiidé navzajem izomorfnich (v jistém smyslu) objektii ten nejvhodnéjsi patii k obecnym
idedm matematiky. Pojem ,,zlomek v zakladnim tvaru® patii do této oblasti.

12. SITUACE ,,PYRAMIDA“ JAKO PROSTREDI PRO IZOMORFIZMUS

Pyramidou dimenze 2 nebo 3 nebo 4 rozumime soubor 3 nebo 6 nebo 10 ¢isel vloZenych do
stejného poctu oken schématu

J
c nebo f nebo h i
a B d e e f g
a b c a b c d
Pyraminda dimenze 2 dimenze 3 dimenze 4

tak, Ze soucet Cisel v libovolnych dvou sousednich oknech je roven ¢islu v oknu lezicim na
téchto oknech. Naptiklad u pyramidy dimenze 3 jea+b=d, b+c=e, d+e=f.

Pismena, které jsou v oknech budou oznacovat jak ¢isla, tak i okna ve kterych se nachézi.
Tato dvojzna¢nost nepovede k nedorozumeni.

Jestlize je znamo nekolik ¢isel pyramidy P a dalsi jeji ¢isla zndma nejsou, pak vyzva ,feSte
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pyramidu P* znamend ulohu: najdéte vsechny pyramidy s predepsanymi danymi ¢isly.
Napriklad, kdyz jsou v pyramidé dimenze 4 znama ¢islaa =6,c=2,g=9, h = 10, pak
existuje jediné jejitesenia =6, b=1,c=2,d=e=7,f=3,g=9,h=10,i=12,j = 22.
Popsanou ulohu a jeji feSeni budeme zde formulovat stru¢né takto:
Uloha 1. Reste (v oboru N) pyramidu dimenze 4: P(a = 6, ¢ =2, g =9, h = 10).
Reseni P(6, 1,2, 7,7, 3,9, 10, 12, 22) je jediné.

Z prikladu je jasny zptsob zapisu ulohy i feseni. Uved’'me jesté dalsi ilustrace.
Uloha 2. Reste pyramidu dimenze 4: P(a=1, d =2, f=2) a to a) v oboru N, b) v oboru Z.

Reseni:a)P(1,2,0,2,3,2,2,54,9), P(I,1,1,2,2,3,4,59), P1,0,2,2,1,2,4,3 6 9)
b) existuje nekoneéné mnoho teseni P(/, /+n, I-n, 2, 2+n, 2, 3-n, 4+n, 5-n, 9), kde n je
libovolné cel¢ ¢islo.

Uloha 3. Reste v oboru R pyramidu dimenze 4: P(a =1, d =2, f=2,j = 10)
Uloha nema4 feseni. Jestlize napiiklad vloZime do okna b &islo x, pakbude ¢ =2 —x, e =x +
l,g=4—x, h=x+3i=6-—xj=9. Tedyzptedpokladia =1,d =2, f=2plynej =9, co
odporuje podmince j = /0.

Kdyz vSechna ¢isla vyfesené pyramidy Py vynasobime realnym ¢islem x dostaneme spravné
vyplnénou pyramidu P,. Toto nasobeni je izomorfizmus f;: Py — P». Posledni dvé ulohy
naznacuji, jak Ize k objevu izomorfizmu v prostiedi pyramid vést zaky.

Uloha 4. Najdéte horni &islo f ve s¢itaci pyramidé dimenze 3 jestlize je
a)Pla=1,b=2 c=23), b)Pla=2,b=4c=6), c)Pla=3b=6c=29),
dPla=50b=10,c=15), e)P(a=8 b=16,c=24),H)P(a=11, b =22 c = 33).
Uloha 5. Reste pyramidu fadu 4:

a)P(c=3,e=7g=35j=22), b) P(c =15, e=35 g=25j=110),
)P(c=21,e=49 g=35j=154), d)P(c=30e=70,g=>50,j=220).

Slozka pftitazeni je u izomorfizmu fs: Py — P, evidentni. Zajimava je slozka strukturalni,
ktera miva mnoho vazeb. Naptiklad u vzajemné izomorfnich pyramid z tlohy 4 je: b = 2a, ¢ =
a+b d=c [f=4b, f=8a, ... Posledni dva vztahy umoznuji fesiteli najit Cislo f rychle.

Ulohu 5a) nelze fesit piimo, protoZe pouze &islo d=g-c=5—3 =2 lIze z danych &isel
najit ihned. Cisla a, b, f, h, i nutno hledat. Podobné u dalsich p¥ipadd, které jsou s prvnim
izomorfni.

13. OBJEVOVANI IZOMORFIZMU PYRAMID - PRIBEH 6

Dvé posluchacky primarni pedagogiky Ped. Fak. UK feSily Glohu 5. Pti tloze a) obé nejprve
zjistily, Ze d = 2 a pak metodou pokus-omyl pyramidu vyfeSily. Své feSeni si porovnaly

Katka se snazila uhodnout nejprve spodni fadek. Nejdiive polozila a = I, b = 6druhy
pokus: a = 2, b = 5; ted’ se zamyslila, uvédomila si (tak komentovala sviij postup pozd¢ji), ze
Cislo b je pottebné zmensit a polozila a = 6, b = I; tuto pyramidu ani nedopocitala a polozila a
=5, b = 2 ato vedlo na feSeni.

Zuzka postupovala opacné: rozkladem ¢isla j = 22. Ani prvni pokus (h =i = 1), ani
druhy pokus (2 = 10, i = 12) nebyl Gspesny. Po druhém pokusu se divka chvili zamyslela,
fekla ,.to jsem pitoma* a zkusila pokus tieti (h = 10, i = 12), ktery byl isp&ny. Pozdé&ji svoji
sebekritiku komentovala ,,J& vé€déla, ze musim pouZit to, Ze sedm je vic nez pét (ukazuje na
Cisla e a f, ale n€jak mne napadlo, Ze v tomto fadku (ukazuje na okna /4 a i) to musi byt naopak
— kvili spravedlnosti. To jsem pitoma™.

Dale divky fesily ulohu b) a jejich postup byl jiz vyrazné rychlejsi. Katka opét rozkladala
horni ¢islo 770 a jiz jeji prvni pokus byl UispéSny. Zuzka jiz nehadala prvni fadek, ale hned
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hledala cislo f. K nalezeni feSeni potfebovala dva pokusy. Pfi tlloze ¢) Katka pouzila stejnou
strategii a potiebovala tii pokusy. Zuzka hned do okna f ptepsala z okna g Cislo 35 a zbytek
dopocitala. Tentokrate byla prvni a méla z toho radost.

Kdyz si divky svoje feSeni vzajemné porovnavaly, fekla Zuzka ,,hned jsem tusila, Ze to
bude jako u téch ptedchozich pripadii a sem jsem napsala téz tticet pét (ukazuje okno f), ono
to vyslo®. Katka tomu rozuméla a fekla, ze téz to tak odhadovala, ale ze se nechtéla ukvapit.

Pted zadanim ¢tvrté a posledni ulohy této série experimentator fekl, ze neni nutno vyplnit
vSechna okna tabulky, Ze staci znat okno a. Pak dal divkam tlohu d). Katka napsala do okna f
Cislo 50 a pak dopocitala ¢isla b =20 a a = 50. Podivala se co d¢la Zuzka a kdyz vidéla, ze
tato dopliuje vSechna okna tabulky, ud¢lala totéz. Zuzka ihned napsala do oken « a f ¢isla 50 a
pak pro kontrolu dopocitala celou tabulku.

Obe¢ divky pak uvedly, Ze byly skoro jisté, Ze ¢isla v oknech a, £, g jsou stejna, ale
protoze jiz maji zkusenosti, ze v minulosti je matematika nachytala, povazovaly za nutné
vSechna Cisla dopocitat a ujistit se o spravnosti vysledku. Experimentator se divek zeptal, zda u
kazdé pyramidy musi byt &isla v oknech g, fa g stejna. Obé ihned fekly Ze ne. Ze to je jenom u
téchto, které jsem tak vymyslel. Experimentator se zeptal divek, zda si uvédomuyji, Ze pyramida
v tloze d) ,je desetindsobek* pyramidy z tlohy a). Pro ob¢ divky to bylo piekvapeni.

Komentar a namét vyzkumu

Nérocnost ulohy 5 spociva v tom, Ze €isla nelze pocit piimo. Vypustime-li spodni fadek
dostaneme pyramidu dimenze 3. ve které zndme pouze rohové Cisla. Samoziejmée Ze tlohu lze
feSit pomoci rovnic, ale poslucha¢kam primarni pedagogiky je metoda pokus — omyl blizsi.

Divky objevily pouze strukturalni slozku izomorfizmu a slozku ptifazovaci si viibec
neuvédomovaly. Je to situace komplementarni k té, kterou jsme vid€li u hadt: tam bylo
»pripsani nuly* evidentni pro vSechny zéky velice rychle. U pyramid je tomu naopak.

Je pravdépodobné, Ze komplementarita reakei fesitelll je dana sou¢innosti dvou, mozna tfi,
faktorti: riznost prosttedi HAD a PYRAMIDA, zptisob formulace tloh a asi téz raznost véku
subjektl, s nimiz byl experiment realizovan.

Uvedena komplementarita experimenti jevi jako zajimava a slibna z hlediska piipadného
dalsiho vyzkumu. Bylo by potiebné nejprve provétit vliv uvedenych tii faktor a pak mapovat
resitelské strategie zaka resp. posluchaci, které se pti feseni téchto uloh vyskytuji. Déle udélat
seznam fenoménti, které zde ptsobi jako urychlujici/zpomalujici agenti daného objevu. Velice
hodnotné by bylo mit pisemné formulace fesiteli o zptsoby feSeni.

14. ZAVER

V ¢lanku jsme podrobné zkoumali izomorfizmus v prostfedi RODINA a jiz ne tak podrobné
v aritmetickych prostfedich HAD a PYRAMIDA. Jev izomorfizmu je pfitomen v mnoha
dalSich situacich. Na ¢tyfi nich upozornime naznakovymi ilustracemi.

Slovni dlohy vedouci na rovnice

Matematicky model riiznych slovni lloh byva Casto stejny. Riiznost je zde pouze v sémantice,
nikoli matematice. Stejnost nasledujici dvojice tloh plyne ze vztahu / den = 24 hodin.

Uloha A. Bazén nateée prvnim piitokem za 2 dny a druhym za 3 dny. Za jak dlouho nateée
bazén obéma piitoky?

Uloha B. Mistr udé&la danou préci za 48 minut a tovarys za 72 minut. Za jak dlouho bude
prace hotova, kdyz ji budou délat oba?

Magické ¢tverce

Ptibuznost obou ¢tvercil je dana vztahemn — 2% Je | 5 | 0 | 7 320 1 |128
to navod jak z normalni s¢itaciho magickeho ctverce | o [ 4 | 5 64 | 16 | 4
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vyrobit magicky étverec nasobilkovy. Cislu 5 levého
&tverce odpovida ¢&islo 2° v pravém &tverci.

Uloha pro &tenafe. Sestrojte nasobilkovy magicky
¢tverec 3 x 3 v jehoZ jednom rohovém poli je Cislo 4320. Ptipustnd jsou jen pfirozena Cisla.
Vyroba nasobilkovych magickych ¢tverct je propedeutikou izomorfizmu a dobrym cvicistém
pro praci s mocninami.

11813 2 256 8

Algebrogramy
V seminarni préci jedné posluchacky primarni pedagogiky je uvedeno, ze algebrogramy
AA +BB=CC a AB + BA = CC maji stejnou mnozinu feseni. Posluchacka nedovedla
vysvétlit, pro€ je tomu tak. To nds vede k namétu na vyzkum feSitelskych postupil pii feSeni
izomortnich algebrogramti (jeden z druhého vznikd takovym piestavenim Cislic, které neméni
hodnotu celkového vyrazu) .

Z vyzkumu lze o¢ekavat poznatky jak v oblasti izomorfizmu, tak i v poznavani desitkové
soustavy. Budeme-li experimentovat s algebrogramy v jinych ¢iselnych soustavach, ziskame
poznani o pozicni soustave vibec.

Hry Nim a Presouvana

Hra Nim. Jsou dvé kupy kamenti. Na prvni je § kament, na druhé 6. Dva hraci, stfidaveé berou
bud’ z jedné kupy libovolny pocet kamenti, nebo po jednom kamenu z kazdé kupy. Ten co bere
posledni kdmen, prohral. Jak ma hrat prvni hra¢, aby vyhral?

Hra Ptesouvand. V pravém hornim poli ¢tvereCkovaného obdélniku 9 x 7 je kdmen. Dva hraci
jej sttidave posouvaji bud’ vlevo, nebo doli o libovolny pocet poli, nebo Sikmo vlevo-doli o 1
pole. Ten co posune kdmen na levé dolni pole, prohral. Jak mé hrat prvni hrac?

6 X Izomorfizmus obou her objevuji Zaci 12 — 14 leti n¢kolik

X meésict. Strukturalni slozkou tohoto izomorfizmu je strategie
x hry, tedy ndvod na nejlepsi zptisob hry.

Slozka pfifazeni je dana Cisly, které roubi tabulku:

X pozici: kamen je na poli (8,4) hry ptesouvand odpovida

x pozice: na prvni kupé je 9, na druhé 5 kamenu hry Nim.

« Najit strategii hry Pfesouvana je snazsi nez hry Nim: Vedle
012345678 v tabulce jsou kiizky vyznaCena vSechna kriticka pole.

Vice o téchto hrach v knizce Gatial, Hejny, Hecht (1982)

S~ N WA W
X
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