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6. Proto-algebra

6.1. Predpona ,,proto-*

Omezeni. Slova algebra, aritmetika, operace, rovnice,... chapeme v rozsahu zakladni skoly.

Recka predpona proto oznaluje prvotni, zakladni, ptivodni. Naptiklad protogalaxie je obrovska
plynné koule, uvnitt které se houstnutim tvoii prahvézdy, které posléze utvoti galaxii. Podobn¢
proto-algebrou nazyvame to matematické prostiedi v hlavé zaka, uvnitf kterého se rodi
algebraické mysleni.
Je ziejmé, Ze algebra se rodi a vyrtsta predevsim ze svéta aritmetiky. Pfesto nelze fici, Ze aritmetika je totéZ co
proto-algebra. Rozdil je zde troji:
e Ne kazdy pojem aritmetiky je zarodkem nékterého pojmu algebraického. Naptiklad pojem délitelnost do
algebry ZS nevstupuje.
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e Vyznamna ¢ast algebraického mysleni - modelovani jevii pomoci jazyka algebry — lezi spiSe v geometrii nez v
aritmetice. Konec¢n¢ slavna Euklidova kniha Zaklady, ktera je prvnim ucelenym poznanim jisté discipliny
v historii lidstva, podava vse, co my dnes zapisujeme pomoci algebry (napiiklad soucet prvnich n ¢lent
aritmetické posloupnosti v jazyku geometrie.
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Pozornost zaméfime na tu ¢ast schématu proto-algebry, kterd lezi uvnitt aritmetiky. Jejim jadrem
je pohyb od izolovanych modelii ke generickému a dva abstrakéni zdvihy:

e piechod od explicitniho k implicitnimu porozumeéni tiloze a

e piechod od procesualniho ke konceptudlnimu kdédovani situace.

6.2. Priklad

Zaci tietiho roc¢niku tvofi z diivek fadu Ctvercovych oken (viz obr.). Pak fesi alohu:

Uloha 1. Kolik dfivek je tieba na vytvoieni jednoho, dvou, tii,... oken.

Z4ci zjisti, Ze na jedno okno potiebuji 4 diivka, na dvé okna 7
drivek, na 3 okna 10 dfivek,... V diskusi tfidy se doberou

k obecnému poznani o vztahu mezi poc¢tem oken (0) a po¢tem diivek (d).

Proces objevovani vztahu popiseme pomoci osmi hypotetickych zaku, kteti llohu ve tiidé fesi.
Pfitom népad jednoho je déle rozvinut a vylepSen dal§Sim zZadkem. Pti skute¢ném objevovani
jednotlivi Zaci postupuji rizné rychle a zatim co n€kolik jedincii rychle postupuje k vysledku
(Cyril, Filip, Gita), jini nabyvaji vhled do situace pomalu pfes vlastni izolované modely.

1) Alex zjistil, Ze na jedno okno potiebuje 4 diivka. Vedle toho postavi dvé okna a spocité, ze
k tomu potiebuje 7 diivek. Dale postavi tfi okna a spocitd, ze zde pouzil 10 diivek. Pro hocha je
kazdy vypocet nova uloha. Jednotlivé poznatky jsou v jeho mysli uloZeny jako izolované modely.

2) Blanka zacala jako Alex. Zjistila, Ze na jedno/dvé/tii okna potiebuje 4/7/10 diivek. Ctvrtou
konfiguraci jiz nestavi od zac¢atku. Vyuzije tu, kterou jiz postavila a dalsi okno vytvofii pfidanim
dalSich 3 diivek. Pocet dfivek najde souctem 10 + 3 = 12. Tak pokracuje déale. Divka odhalila
vztah mezi sousednimi izolovanymi modely. Zatim svoje poznani neformulovala. Ma ho pouze ,,v
rukou®. Je to poznani v ¢innosti (knowledge in action).

3) Cyril pocita jako Blanka, ale navic si vysledky eviduje tabulkou. Z ni vidi, Ze: Ve druhé radce
okna | |1 |2 |3

4 ‘ c¢isla pribyvaji po trech. Sviij objev zvetejni. Jiz




drivka ‘ ‘ 4 ‘ 7 ‘ 10 ‘ 13 ‘ nemusi stavét dalsi okna; pouze dopliuje tabulku.

Cyril formuloval procesualni zikonitost tabulky tj objevil procesualni genericky model dané
situace. Tim Blan¢ino poznani v ¢innosti posunul na poznani ve slovech (knowledge in words).
Na popud ucitelky, ukazuje sviij objev ttide.

Prvni kli¢ovy okamzik objevu. Ttida se dovida, ze vysledky nutno vlozit do tabulky a z ni pak se
jiz dalsi vysledky ziskavaji lehce. Ucitelka na objev reaguje radosti a pochvalou a klade dvé
otazky. Prvni zni Proc to tak je? druha zni Umeél by nékdo rict, kolik drivek potrebujeme na 50
nebo dokonce na 100 oken?

4) Dana, ktera samostatn¢ dospéla ke stejnému vysledku jako Cyril odpovi ihnedDa: To je proto,
Ze kdyz mam jiz dvé okna a chci dodélat treti, musim pridat tato (vkazuje) t7i drivka. A kdyz mam
tri okna pridam dalsi t7i drivka (ptidava je) dostanu 4 okna. Dana tedy Cyrilem formulovanou
zakonitost vysvétlila, argumentacné podepiela. Ted’ jiz nebudeme mit pochyby, Ze by Cyrilovo
pravidlo platilo jen pro mala ¢isla. Vidime, Ze plati napotad.

5) Ema si udéla dlouhou tabulku a za¢ne ji dopliiovat. Kdyz udéla dvacaty sloupek vSimne si, ze

v desatém sloupci bylo pod ¢&islem 10 &islo 31 a ve dvacatém pod &islem 20 ¢&islo 61. Ceka, Ze pod
&islem 30 bude ¢islo 91. Kdyz to provéfi, ohlasi, ze pod 50 je 151 a ukaze, jak to poéita. Rekne:
vezmu to co je pred nulou, vynasobim tremi a pripisi 1 (ilustruje to piikladech 10 - 1 — 1.3 =3
— 31, nebo 20 -2 —2.3=6 — 61, nebo 30 - 3 — 3.3 =9 — 91, a nakonec dopocitd i 50 —
5 — 5.3 =15 — 151. Ema odhalila konceptualni zakonitost sloupci 10, 20, 30,... Jeji objev se
spise tykal ¢islic nez Cisel. Byl to objev jesté vice ,,alchymicky* nez matematicky. Dava odpoveéd’
na nékteré ptipady a Ema nevi, pro€ to tak funguje.

6) Filip, ktery jiz hledal néjaké pravidlo, jak z Cisla horniho fadku najit ¢islo dolniho, thned
pravidlo Emy pochopil jako matematickou zakonitost. Rekl: To plati pro vSechny sloupce.
Napriklad v tomto sloupci (ukaze na sedmy) je nahote 7 a dole 7.3 + 1 =22. Hoch objevil a
slovy formuloval konceptualni zakonitost tabulky. To Ze, k ilustraci zvolil sedmy sloupec, je
nepodstatné. Co plati pro sedmy sloupec, plati pro kazdy sloupec. Sedmy sloupec byl zvolen jako
konceptualni genericky model zékonitosti tabulky.

7) Gita tekla: Kdyz okna vynasobim 3 a prictu 1 dostanu drivka. Na prvni pohled nefekla nic
jiného nez Filip. Ale to by byl omyl. Gita méni genericky model na proto-algebraicky poznatek
tj. abstraktni poznani ve slovech.

Ucitelka zada Gitu, aby sviij objev napsala na tabuli. Ona napise |0kna .3+ 1 jsou dfivka.l
Ucitelka ji radi, jak to napsat vice matematicky. S pomoci ucitelky pak divka napise
‘dﬁvka = 3.okna + 1‘.

8) Hugo (n¢kdy v budoucnu, ve 4. ro€niku) napiSe abstraktni poznatek v algebraickém zapisu: d
=30 + 1, kde d je pocet diivek a o je pocet oken. Tim bude proto-algebraicky zapis Dity
pteveden na algebraicky zapis Huga.

6.3. Aritmetika a Algebra

Predmétem zkoumani aritmetiky je jev mnohosti. Nastroji tohoto zkoumani jsou

e objekty - Cisla pfirozend, pozdégji i celd, racionalni a redlna

e evidence - relace ,,vétsi/mensi nez®, pozdé¢ji i ,,délitelnost™,

e (Cinnosti - binarni operace s¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni, a monarni operace zaokrouhlovani,
e znakovyjazyk - Cislice, desitkova soustava, znaky <, +, -, x, :, pozd¢ji i zlomek, desetinna

carka,. | (delitelnost); dalsi znaky jako carky, kolecka, Sipky,... dale obrazky, grafy, schémata, tabulky...
Predmétem zkoumani algebry jsou aritmetické vztahy a soubory aritmetickych vztahi. Nastroji tohoto zkoumani
jsou vSechny néstroje aritmetiky a navic
e objekty - vztahy, zejména rovnosti, rovnice, pozd€ji i nerovnosti a nerovnice zapsany s pomoci
pismen; soubory ¢iselnych vyrazu,
e evidence - prehledné organizované soubory ¢iselnych vztaht;



e Cinnosti - zobeciiovani souboru aritmetickych vztahti do jediného algebraického vztahu, ekvivalentni a
pozdéji i neekvivalentni upravy algebraickych vztaht.
e znakovyjazyk - tabulky, pozdé&ji mocny néstroj, pismeno.
Tedy algebraické mysleni se tvori v liin€ mysleni aritmetického. Sviij algebraicky svét si zak zacind vynotovat
ze svéta algebry od okamziku, kdy poprvé zaméfi svoji pozornost na souvislosti mezi aritmetickymi vztahy.
Tabelarni evidence aritmetickych jevi je nejprirozenéjsi cesta jak takové zaméfeni pozornosti iniciovat.

6.4. K ¢emu ta (proto-)algebra vlastné je?

Tématicky celek Algebra (jako jazyk pismen) spada aZ na 2. stupeit ZS. Na 1. stupni tuto
oblast pfipravujeme propedeuticky. V obou ptipadech ucitel musi poznat smysl této vyuky.

Kdyz jsem ucil na 2. stupni algebru, musel jsem obc¢as na otazku z nadpisu odpovédeét
zvédavému rodici. Otazku kladli nékdy 1 rodice s titulem inZenyra, kteti tvrdili, Ze jejich ratolest
pujde studovat jazyky a algebru nepotiebuje. Oni ovSem algebrou rozuméli nacvik prace s vyrazy
pomoci pravidel typu (a+b)* = a* + 2ab + b*. Mym tkolem bylo vyvést je z omylu a ukazat jim,
ze smyslem tohoto jazyka pismen je

Schopnost popisovat a zkoumat sérii (aritmetickych) objekt a vztahi najednou.
Napriklad nekonecnou sérii sloupcti tabulky z tlohy 1 zachytit jedinym vztahem d = 30 + 1.
Kdyz zvédavého rodice takovéto vysvétleni neuspokoji, ddm mu ulohu pro tteti rocnik:

Uloha 2. Zjisti, kolik existuje souétovych trojuhelnikt takovych, e v prvni fadce jsou 4 &isla
jejichz soucet je 5 a Cislo v posledni fadce je dé€litelné 3.

Ulohu Ize fesit i na trovni 1. stupng, ale chce to trp&livost; pomoci algebry je feseni rychlé.
Pomoci algebry najdeme j = a +3(b + ¢) + d. Protoze 3(b + c¢) je délitelné 3, staci zadat aby 1
soucet a + d byl délitelny 3. To nastéva v péti piipadech: (a,d) = (0,0), (3,0), (2,1), (1,2) a (03).
Pak jiz lehce dopocitame, Ze hledanych trojuhelnikl je 6 + 4.3 = 18. Jeste ostieji sila algebry
vystoupi, kdyZ u ulohy 2 misto ¢isla 5 dame cislo 6, nebo dokonce Cislo 60.

V knize Hejny, Kufina: Dité, Skola a matematika, Portal, 2001 v odstavci 1.2 najdete ptibch
ing. V. Klemona o tom, jak jisty ekonomicky inZzenyr, ktery nevédél k ¢emu mu znalost algebry je,
zbytecné délal stovky dlouhych vypocta.

6.5. Jak (proto-)algebre ucit?

Stejn¢ jako kterékoli jiné oblasti matematiky: Predkladat zaktim vhodné kaskady tloh,
moderovat tfidni diskusi, obdivovat objevitele, povzbuzovat malovérné.

Vyse uvedeny ptiklad popisuje fesitelsky pohyb, ktery ilustruje budovani proto-algebraického
schématu. V ném se najdeme vice proudi. Zakladni je proud generického modelu:

izolovany model — genericky model (= zrod schématu) — budovani podle teorie
Uvnitf néj pak tece proud proces — koncept (piipadné 1 — procept). Oba tyto proudy popisuje
tabulka (ta neni definitivni). Resitelsky proud, ktery méni ulohu implicitni na explicitni bude
uveden v 6.6. Zaci, ktefi fesice rizné ulohy realizuji popsany poznavaci pohyb jsou, podle naseho
presvédceni, uceni dobie. Naopak zaci, ktefi jsou vedeni jen k nabyti rutiny pii zachizeni
s pismennymi vyrazy jsou u€eni nevhodné. Jako byl zfejmé ekonom z piibc¢hu ing. Klemona.

Nastroje Uroven poznani Urovern artikulace

izolované modely

Systemizace model do

souboru (napf. tabulkou) vztah mezi izolovanymi modely

Hledani vazeb v posloupnosti

Genericky model procesualni

Pouze ¢innost
Cinnost a &isla
slova

%

Hledéni vazeb v konceptu

pismena

Genericky model konceptualni

Hledani obecné vazby Abstraktni poznatek




6.6. Explicitni a implicitni uloha
Oba terminy osvétlime nejprve prikladem. Je sestaven ze dvou tloh uréenych zakovi prvniho
ro¢niku.

Uloha 3. 34+4=9
Uloha 4. 3=7-4

Pro zZaka 1. ro¢niku je tloha 3. snadnd, ale iloha 4. je ndro¢na. Pro¢? Protoze u ulohy 3. zak
ithned vi, jak ji bude fesit. Zna strategii feseni: na pocitadle oddéli 3 kuli¢ky, pak k nim pfida 4
kupicky a fikankou ,jedna, dve, ..., sedm zjisti, Ze vysledek je 7.

Tato uloha je pro dané¢ho zaka ulohou explicitni.

Naproti tomu ulohu 4. musi zék fesit experimentovanim. Misto otazniku da napiiklad ¢islo 6.
Provétuje rovnost 3 = 6 — 4 a zjisti, Ze to nevyhovuje. Zkusi tedy dat misto otazniku Cislo 9. Opét
$patné. Pak zkusi ¢islo 7. Slava, vyslo. Uloha je vyFesena.

Tato uloha je pro dan¢ho zaka ulohou implicitni.

Vymezeni. Rekneme, Ze tloha X je pro zaka Y tlohou explicitni, jestlize zak Y zna postup, jak
najit feseni ulohy X. Zakav postup feseni pak nazveme primy. V opaéném piipadé fekneme, Ze
tiloha X je pro zaka Y ulohou implicitni. Zakav postup feeni pak nazveme nepiimy, nebo,
piesnéji, fekneme ze zak Y pouzil metodu pokus-omyl.

Slova explicitnost / implicitnost nevypovidaji o uloze, ale o zpiisobu jak konkrétni z4k loze
rozumi. Rekneme-li piesto, Ze ,,iloha X je ex-/im- plicitni mame tim na mysli, Ze je takovou
vzhledem ke (skoro) vSem zaktim, kterym je predkladéna.

Poznamka. Dukladné€jsi zkoumani jevu ,plicitnosti ““ ukaze, ze se nejedna o vlastnost polaritni, ale
Skalovou. Existuji tllohy vice a mén¢ implicitni. Rozumime tim ptipad, kdy uloha jako celek je pro
zéka ulohou explicitni, ale n¢ktera jeji ¢ast je implicitni. Proto pfi studiu ,,plicitnosti*
doporucujeme uvazovat o mife implicitnosti tlohy X vzhledem k zaku Y.

6.7. Od implicitniho k explicitnimu chapani ulohy

Pro zéka prvniho ro¢niku je tloha 4. llohou implicitni. Pro zdka sedmého ro¢niku je to jiz iloha

explicitni. Tento zak totiz vi, ze vztah 3 =7?—-4 lze transformovat na vztah 3 +4 =?. A jak je

to u zaka tfetiho rocniku? Je to pro n¢j tloha explicitni, nebo implicitni? Odpovéd’ neni
jednoznacna. Pro nékteré zaky je to jeste stale uloha implicitni, ale pro nékteré je to jiz ulohy
explicitni. Didakticka otazka tedy zni: Jak mize ucitel urychlit tento pfechod? Jakymi prostiedky

Ize zakim usnadnit pfechod od implicitniho k explicitnimu chapéani lohy 4?

Podivejme se na proces, ktery tlohu implicitni zménil na explicitni, tedy na to, jak se v zdkové
védomi zrodil, rozvinul a domestikoval poznatek, ktery v jazyku pismen mlizeme zapsat jako
myslenkovou transformaci (Upravu)

a=?7->b - ?=a+b (1)

Zminime tfi cesty po nichZ se poznatek (i) mize dostat do védomi Zéka. Jsou to: 1) sdéleni
ucitele, 2) asociace vytvoiend nacvikem a 3) objev zéka.

e Sdéleni. Ucitel nauci zdka, Ze vztah x —y = z Ize transformovat na vztah x = y + z. Pak
nacvikem vede zaka k osvojeni si této dovednosti. Tato cesta je 1 v soucasné Skole asi ta
nejbeznéjsi. Neékolik malo zakt tfidy objevi novy poznatek samostatné, ale vétSin€ to prozradi
ucitel.

e Objev. Ucitel vytvoti kaskadu tloh, které usnadnuji objev transformace (i). Naptiklad
Uloha 4a. a=b-? (Cislaaib jsoupevné dana, naptiklad a =2, b =9)
Uloha 4b. a+?=b (Cislaaib jsoupevne dana, napiiklad a =3, b =7)
Uloha 4c. ?+a=b (Cislaaib jsou pevné dana, napiiklad a =2, b =9)



Ulohy téchto typii z ¢asu na &as uéitel predklada zaktim a Zaci se je uéi fesit. Nejprve tilohu
4a, protoze zde maji srozumitelnou strategii odpocitavani: kolik mam od 9 kuli¢ek pocitadla
ubrat, aby tam zistaly 2 kulicky? Zak odpo¢itava ubirané kulicky jedna, dvé, tFi, ctyri, pét,
Sest, sedm. Odpovéd’ zni: 7. Uloha 4b je trochu néroénéjsi. Je feSena strategii dopo¢itavani,
kterd je dana otdzkou: kolik mam pftidat k 3, abych dostal 7? Na jedné ruce zak drzi 3 prsty a
na druhé pak dopocitava ctyri, pét, Sest, sedm. K dopocitani bylo zapotiebi 4 prsti, tedy
odpovéd’ je 4. Nejnaroén&jsi je ptipravna Gloha 4c. Zak, ktery zna prosttedi schody, si strategii
reSeni urci otazkou: na ktery schod se mam postavit, abych po dvou krocich smérem nahoru
stanul na schodu ¢islo 9? Nejprve zak tesi tyto ulohy metodou pokus-omyl. Pak se ale nahle

v jeho hlavé objevi strategie ,,od konce“. Misto toho, abych kracel nahoru 2 schody na schod
9, budu ze schodu 9 kracet 2 kroky dold. To se dostanu na schod 7. Timto poznanim se uloha
4c stava pro daného zéka tilohou explicitni, protoze zak jiz zna navod k jejimu feSeni. Kdyz se
pak podobna uloha opét objevi na vyu€ovani, bude tento Zak rychle hotov a ucitel jej pozada,
aby ukazal, jak to feseni tak rychle objevil. Zak vysvétli sviij postup a i kdyz to vysvétleni
bude asi pro vétsinu zakl nesrozumitelné, nékolik spoluzakli to pochopi a pozdéji od nich to
pievezme celd ttida.

Metoda sd€leni nevytvari u vétSiny zaka vnitini potiebu poznani. Vytvaii ji pouze cesta
objevu. Kazdy, kdo nabyl zkuSenosti s lopotnym hledanim feSeni je pfipraven uvitat myslenku,
ktera mu pomize ndmahu odstranit.

Potieba najit efektivnéjsi postup je vyvolana energetickou naro¢nosti pouzivaného postupu.
Ucitel, ktery tento mechanismus neznd, povazuje zdlouhavé pocitani za plytvani energii i Casem.
Spécha pomoci zaktim u¢innym navodem na feseni. Zak, ktery jesté nemél ptileZitost poznat
strasti fesitele uzivajiciho metodu pokus-omyl, pocituje uciteliiv zasah do svého kognitivniho
vyvoje nikoli jako pomoc, ale jako natlak. Proto nabizenou informaci nevita, ale bud’ trpné
akceptuje jako nutnost, nebo dokonce odmitd. S odmitanim se setkavame obvykle u téch
nejkvalitnéjSich zakd.

Potfebu poznani nabudou vSichni zéci, kteti nabyli zkuSenosti s energetickou naro¢nosti
danych uloh. Nejen ti, ktefi nakonec poznani (1) objevi, ale 1 ti, ktefi je pak od svych kamaradi
pievezmou. Pfevezmou jej jako poznani potiebné, hledané a vitané. Nikoli jako néco shiiry
piikézané.

6.8 Metoda uvoliiovani parametru

Uvedli jsme, Ze ucitel mize objev transformace vztahu 3 =? —4 na vztah ? =3 + 4 urychlit
vhodnou volbou tloh. Didaktickou techniku, kterou zde mame na mysli, nazyvame metoda
uvolnovani parametru.

Ve vztazich (i) vystupuji dvé ¢isla: a, b. Jedno z téchto cisel fixujeme a druhé - parametr -
nechame probihat posloupnost ¢isel 1, 2, 3, 4, ... Vytvoiime tim sérii Gloh a Z4ci jejich feSenim
ziskaji sérii vysledkll. Série dvojic (zadani,feSeni) poskytne dulezitou informaci, kdyz bude
zapsana prehledné, naptiklad tabulkou. Pro a = 1 vznikne timto postupem leva ¢ast tabulky 1.

Zadani 1=2-1[1=2-2|1=2-3|1=?72-4 1 =7?-2¢islo
Reeni 7=2 7=3 7=4 7=5 ?=2¢islo + 1
Tab. 1

Vztah mezi zadanim nalezeny v prvnich sloupcich tabulky formuluji Zici jako ndvod na feSent:
k (zadnimu) ¢islu ptidej jedna.
Pomoci uvedeného navodu je Zak schopen rychle a bezpecné tesit i ilohy velice naro¢né, v nichz
zadni Cislo je naptiklad 37.
Podobnou tabulku vytvoii zaci pro piipady a =2, a=3, a=4 anajdou pfislusné navody.




Ctyti ziskana pravidla prehledné zapisi:

a=1 k zadnimu ¢islu ptidej 1
a=2 k zadnimu ¢islu ptidej 2
a=3 k zadnimu ¢islu ptidej 3
a=4 k zadnimu ¢islu ptidej 4

Ze zapisu okamzit& vidét, jak to pajde dal. Toto poznani je jiz zobecnéni druhého stupng. Zaci je
formuluji jako univerzalni pravidlo na hledani feSent:
k zadnimu ¢islu pridej ¢islo predni (i1)

Na ucitele zde ¢iha nastraha netrpélivosti. Kdyz neodola nutkéni usnadnit zaktim préci s
neobratnym slovnim vypisovanim pravidel a ukdze jim moznost znakového zapisu pomoci pismen,
tak

1) urychli poznavaci proces povrchovy zamétfeny na objev pravidla, ale

2) zpomali poznavaci proces hlubinny zaméfeny na objevovani svéta algebry.

Objevem navodu (i1) ziskal zak silnou zbran na feSeni vSech uloh typu a =?-5. Od této
chvile jsou dané ulohy pro Zaka ulohami explicitnimi. Objevem (ii) se poznavani strategie feSeni
ulohy typu a = ? — b nekon¢i. Poznani, které je dano navodem (i) je procesualni. To jeSté¢ mize
postoupit na poznani konceptualni.

6.9 Od procesualniho ke konceptualnimu porozuméni

Ptipomenime dva zptsoby kodovani matematického poznatku ve védomi €loveka: procesualni a
konceptualni. Podstatou procesudlniho zptisobu je pribéhovost, ¢innost, produkce, posloupnost
myslenkovych krokl odehravajici se v ¢ase. Podstatou konceptualniho zpiisobu je nadcasovost,
produkt, vysledek Cinnosti, ktery se pti kddovani mize rozkladat na Casti, ale tento rozklad nema
zadné pevné Casové potadi. Podstatny je pouze celek.

Polarita procesudlni vs. konceptudlni je pfitomnd 1 v mnoha oblastech lidského snazeni.
Naptiklad v uméni. Hudba je procesualni, vytvarné umeéni je konceptualni. Houslista nemtize hrat
skladbu se zptehdzenymi takty. Sled tond je pfedepsan. Ud¢€la-li houslista chybu, nemiize se k ni
pozdé¢;ji vratit, aby ji opravil. Chee-li omyl napravit, musi zahrat celou skladu znovu. Vytvorem
houslisty je produkce, ktera je Casové pomijiva. Naproti tomu malif nema ptredepsano, zda nejprve
nakresli obli¢ej a pak Saty. Namaluje-li néco Spatn¢, mtize chybu pozdéji opravovat. Zptsob,
kterym maluje, Cas, ktery na to spottebuje, jsou druhotadé. Prvotady je obraz, produkt.

Mnoh¢ matematické (a asi i nematematické) poznani ptichazi do naseho védomi vétSinou jako
proces a casto se pozdéji ekonomizuje do konceptu. Rozsifeni porozuméni procesualniho na
konceptualni patii k fundamentalnim zdvihiim kognitivni ontogeneze (konecné i fylogeneze).
Setkdvame se s nim v prib&hu celého matematického vzdélavani. E.M.Gray a D.O.Tall zavedli
pro konceptualizovany proces termin procept. Anglicky novotvar je slozeninou slov proces a
kongcept. Viz [1].

Ke konceptualizaci dochézi jiz pii poznavani prvnich &isel, napiiklad pojmu TRI. Nejprve se
dité nauci fikanku "jeden, dva, tfi,..." (proces). Pak pfi feSeni tikolu "Kolik jablek leZi na stole?"
dité pocita "jeden, dva, tfi, tfi". Prvni tfi slova jsou proces, urcuji potadové cislo kazdého
z pocitanych jablek. Posledni ¢islo je jiz koncept vypovidajici o celku: Zde jsou tfi jablka. Pozdéji
dit€ nebude pocitat, ale fekne pouze posledni slovo, tfi. Proces jiz nebude pottebny. Jiz byl
konceptualizovan. Dité vi co je tfi.

Exemplarni ptipad pfechodu od procesualniho ke konceptudlnimu kodovani je ptibeh o tom,
jak Zacek K.F.Gauss vyfesil tmornou Glohu 1 +2 + 3 + ... + 100 = ?, kterou dostala cela tfeti
¢isla. Maly Karl Fridrich vSak uchopil zadani nikoli jako ndvod na proces, ale jako hotovy celek.
Tento celek preformuloval do tvaru 100 +99 + ... +2 4+ 1 = ?, oba celky napsal pod sebe a scital:

1+ 2+ 3+...+98 +99+100="
100+ 99 +98+...+ 3+ 2 + 1=2°
101 + 101 + 101 +...+ 101 + 101 + 101=?7+7?




V poslednim tadku je soucet sto ¢isel 101, coz je 10100. Tedy ?+?=10100 a po vydéleni
dvéma mame ? = 5050.

Motivaéni impuls, ktery vytvaii potfebu ptechodu od procesuélniho ke konceptudlnimu
chépani jevu tkvi v energii. Energeticky a ¢asovy vydaj, ke kterému je zak procesualnim feSenim
nucen, vytvari silnou potiebu najit snazsi cestu, objevit konceptualni vhled.

6.10. Konceptualizace poznani (ii)

Vratme se k ¢asti 6.6 Tam jsme fekli, Ze poznanim (ii) proces poznavani fesitelské strategie tloh typu a=7?-5
nekonéi. Poznani (ii) obsahuje totiZ jistou nedostatecnost. Cisla a,b (v jazyku zakt nazvana jako "predni" a
"zadni") v ném vystupuji nerovnocenné. Cislo b je zakladni a ¢islo a se k nému ptidava. Tedy b je stav (mnohost),
a je operdator. Hierarchicka riznost obou Cisel byla do védomi zaka vlozena zplsobem objevu pravidla (ii). Prvni
zobecnéni uvolnilo parametr b, druhé pak parametr a. Informace o hierarchii objektt a, b je pfinejmensim zateézi
7akovy paméti. Casto piisobi jako $um a nékdy dokonce jako piekazka (obstakl) pii pouziti pravidla v jiné
souvislosti.

Nadbyte¢nou nezadouci informaci si kognitivni sit’ obvykle odstrani sama v ramci procesu krystalizace nového
poznatku. Bude-li zak pravidlo (ii) ¢asté&ji pouzivat, zacne nepodstatnd informace slabnout. Zejména bude-li
pravidlo aplikovano v riznych kontextech. Jakmile zak objevi ze vlozena hierarchie Cisel a, b je uméla, objevi
konceptualni reprezentaci poznani (ii) tj. navod

Predni a zadni Cislo secti (ii1)
Pfechod od poznani (ii) k poznani (iii) je pfechodem od procesualniho ke konceptualnimu kédovani poznatku.

Poznani (iii) je

e Dblize k transformaci (i) nez bylo poznani (ii),
e poskytuje hlubsi vhled do celé situace,
e samo muze byt vychodiskem dal§iho poznavani.

Posledni z uvedenych tfi myslenek ukazuje jak maze ucitel u daného zaka diagnostikovat miru
procesuality/konceptuality daného poznatku. K tomu uvedeme ilustraci. Zakovi piedlozime slozit&jsi Gilohu, jejiz
casti bude ptivodni tloha. Naptiklad zadani

Uloha 3. Vyfes tlohy 3=?—4 a 6 =?—7 a jejich vysledky seéti.

(Barvou zde — ale i ve tfidé na tabuli — odli§ujeme &isla ? a ?2.) Zak znaly pravidla (ii) bude postupovat ve tiech
krocich:

1. Najde feseni prvni ulohy, tedy vypocte ? =3 +4="17.

2. Najde feSeni druhé ulohy, tedy vypocte ? =6 + 7 = 13.

3. Oba dil¢i vysledky secte; obdrzi 7 + 13 = 20.

Reseni je dobré, ale Fesitelskou strategii 1ze urychlit. Zak, ktery bude fesit nékolik podobnych tiloh miize pouzit
pravidlo (iii) u¢inngji. Nebude hledat dil¢i vysledky ? a ?, ale rovnou jejich soucet: 3 +4 + 6 + 7. Ten se hleda
lehce, protoze 3 +7 =101 4 + 6 = 10. Tato nova strategie je jiz vice konceptualni, protoze preskakuje dil¢i
vypoctové kroky. Uvedena uloha je nejen diagnostickym nastrojem, ale mize byt pouzita i jako urychlova¢ procesu
objevu navodu (iii).



