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INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

ULOHY VYUZIVAJICI DIRICHLET UV PRINCIP

Doc. PhDr. Marta Volfovd, CSc., Katedra matematiky

Nazev uloh byl zvolen podle vyznamnéheémeckého matematika G. L.
Dirichleta (1805 — 59).

Dirichlefiv princip pomahaesit celoufadu zajimavych uloh. V &kterych
zemich, jako nap v Anglii, se murika ,prihradkovy princip“, ve Francii je
zndm pod nazvem ,princip zasuvek®. Domnivame se,pd@azivani tohoto
principu miZze matematické talenty zaujmout a pomoci jim v préleni areSeni
fady i netrivialnich dloh. — Proto jsme navrhli vwwé grantu P& o
matematické talenty semihéa toto téma. Zatim oénnebyl dostatény zajem,
proto zde ulohy zvuejiujeme.)

V nejjednodussich tlohackegitelnych i mladSimi zaky logickou Uvahou) je
princip Zejmy:

1. Mam 3 Sperky a 2 kradky na ré. — Tedy v jedné krabce musi byt asgo
dva Sperky. (Princip ovSem fika, v které z nich a zda tam budou grav
dva nebo dokonce vSechriydperky.) Obecéji: V n piihradkach je aspp
zreéni véty: Je-li vn prihradkdchk-n+ 1 predn®td, pak aspn v jedné
piihradce je aspo(k + 1) predméti.

2. Anicka ma d¢ teraria a dostalaép kiecki na chov. — Tedy aspo
v jednom terariu musi byt asp&i kiecci.

3. Na pideé visi Honzikovy ponoZzky €erné, Sedé a bézoveé. Honza p¥gde
pozd vecer, na [idé¢ je tma a on péebuje jeden par ponozek stejné
barvy. Kolik jich m& vzit? VSechnyiP

4. Ve skleg ma tatinek dobré moravské vino — 4 labeeveného a 2 bilého.
Prijeli hosté a pali by sic¢ervené vino ochutnat. Bohuzel jsou lahve tmavé,
malo ¢itelné¢ ozn&ené a ve skigpje Sero. Kolik lahvi musi tatinek vzit,
aby mezi nimi byla aspiojedna lahewerveného? (A kdyby citaspai
dve?)



5. Ve stejném sklepma maminka kompoty — naig@azbyly jes¢ 3 jahodové,
2 vidiové a 4 baivkové. Rada by dala hdsh od kazdého druhu jednu
sklenici. Kolik jich ma vzit? (Oft ve skleg neni vidt.)A kdyby cheéla
jen jeden baivkovy?

6. Kolik musi byt ve skupi@ lidi, abychom mohlitici, Zze aspt dva se
narodili ugité

a) ve stejném dnu tydne,
b) ve stejném msici,
C) maji narozeniny ve stejném dnu roku?

7. Mizemerici, Ze na s#té jsou aspd dva lidé, co se narodili v téze migat
(Predpokladejme, Ze nikdo neni starsi 120 let.) Ategé sekuntp

8. Paiet vladi na hla¥ negrevySuje 150 000. k¥emerici, Ze v Praze dité
aspa dva lidé maji tyZ péet vlasi? (A v Hradci Kralové?)

9. Standa ma za 23 dngldt prijimaci zkouSky a chce j@Spropaitat 93
tloh. Dophite sprava vyrok: ,Standa musi aspgeden den vieSit aspa
.... tloh.*

10.Uvniti ¢tverce o straih 16 cm je umisho 5 bodi. Dokazte, Ze aspodva
jsou vzdaleny méhnez 6 cm.

11.Do obchodu fivezli 25 beden jablekitdruhi (v bedr byl vzdy jen jeden
druh). Lze tam wité najit 9 beden téhoz druhu?

12.V zasuvce je 1@ervenych, 8 zelenych, 8 modrych a 4 Zluté pastelky.
Vybiram-li je poslepu, kolik jich musim vzit, abyei nimi byly

a) aspa Ctyri téze barvy,
b) aspai jedna od kazdé barvy,
c) aspa Sest modrych?

13 Dokazte, Zze mezi 100iémi; psti) prirozenymi ¢isly Ize vzdy vybrat
nékolik takovych, Ze jejich saiet je clitelny 100 (Femi; pati).

14 DokaZzte, Ze ke kazdémuimmzenémucislu n existujecislo zapsané jen
¢islicemi 5; 0 takové, Ze jetlitelné cislemn.

15 Kolik musi byt ve skupi@ lidi, abychom mohli ufité tvrdit, Ze v gjakém
meEsici v roce ma asmagoét z nich narozeniny?

16 Na Skole je 1000 zdika 30 tid. Lze dokazat, ze aspgedné fid¢ bude
aspa 34 zak?

17V krychli s hranou 19 je dano 1332 liodokazte, ze mezi nimi asp@
body maji vzdalenost mensi nez 3.

18V prostoru je dano 9 bdds cel@iselnymi sosadnicemi. Dokazte, Ze Ize
mezi nimi vybrat aspp 2 body tak, Ze #td jimi ukené Usé&y ma
celatiselné sotadnice.

19 Cestovni kancet&zkoumala podminky Sestigst a zjistila s p@Senim, Ze
kazdé d¢ z nich maji mezi sebou Buautobusové nebo viakové spojeni
(ale nikdy oboji). Mizeme z toho usoudit, Ze tedy aspb z téchto nest
jsou vzajema propojena stejnym druhem dopravy?



20.Dokazte, Ze v kazdé skupirsesti lidi jsou bd aspa 3 lidé, ktdi se
navzajem znaji nebo asp8 lidé, ktdi si jsou navzajem neznami.

21Ve frid¢ je 33 Zak. Jan Adamec uthl v diktatu 15 chyb. Nikdo negh
vic. Maji tedy aspitii Zaci tyz p@et chyb (ndze byt i 0)? Actyti zaci?

22 Dokazte, ze 2. 3. 2010 byli v hradeckém divadler&zrnim gedstaveni
aspa dva lidé, ktéi meli mezi divaky stejny péet znamych. (Vime, ze
v divadle aspd dva divaci byli.)

23V roviné vybereme #kolik bodi s cel@iselnymi soiéadnicemi. Spojime
je usékami a utime stedy tchto Useéek. Kolik musime vzit bad aby
jisté¢ aspai jeden sted useéky mel celotiselné sotadnice?

24 Dokazte, Ze z 50 libovotnzvolenych navzajemaenych prva@isel Ize
vzdy vybrat 13 prveisel tak, Ze rozdil kazdych dvou jelitelny peti.
(MO, kategorie C)

25.Dokazte, Ze ke kazdémuiqmzenémucislu n existuji girozenacislar #
stak, zecislo 3— 3 je cklitelné ¢islemn. (MO, kategorie C)

26V piedve&er de nam do chalupy nalétalo mnoho kofhaHonza
spaital ty, co se usadili na vale&drozmer 180 cm x 90 cm). Bylo jich
145. Bylo by (asp®d teoreticky) mozné, Ze bychom jednou ranou
placakou o roznérech 15 cm x15 cm zasahli aspdii z nich?

27V naSem panelaku seichodci — kutilové rozhodli vylepSit podlahu ve
skleg a tak ji nateli. Ted jeji povrch pedstavuji nahodile velké a
nahodile umisiné skvrny dvou barev (co zbyly pdepchozich pracich).
Lze na podlaze najit U8, kterd by byla dlouharesrt 98 cm a nila
krajni body téze barvy?

28.V roviné je dano 17 bai z nichz Zadné&itnelezi v téze fimce, které jsou
spojeny uUsg&kami barvy Zluté,cervené nebo modré. DokaZte, Ze tak
vznikne aspt jeden ,jednobarevny trojuhelnik® (tj. jehoz stramasou
Useky téze barvy).

29.V chemické laboratje dewt lavic s vybavenim vzdy préitbadatele. Na
semind sem pisSlo 23 lidi. Kolik lavic bude jist pIné¢ obsazeno?

30.V pravidelném dvacetidhelniku je 9 vrcholyznaeno zlatou barvou.
Dokazte, ze aspatii z nich tvai rovnoramenny trojuhelnik.

N

3. 4 ponozky

4. aspa 3 lahve; ve 2. fipact aspa 4

5. osm sklenic; ve 2.ifpad 6 sklenic

6. a) 8, b) 13, c) 367 fifemeime ovSem z teorie pragplodobnosti,
Ze ve skupit 50 lidi je uz 97% pravgbodobnost, Ze dva lidé maji narozeniny tyz
den.) Vyp@et pravépodobnosti toho, Ze Zadni dva nemaji narozening \den

365364..316

(pro skupinu 50 Iidl’)W =003

a tedy Ze maji v tyz den je praygbdobnost 1 — 0,03 = 0,97, tj. 97 %.)
7. Ano, minut je méa nebo rovno 120-366-24-60 = 63 244 800 (a lid7 dsf).



Na druhou otazku je téZ odgdvano; sekund je 60krat vice nez minut; je to &nén
nebo rovno 3 794 688 000, cozZ jétapére nez je poet lidi na Zemi.

8. V Praze ano, v Hradci ne (ma m¥émeZ 100-1Dobyvatel — tedy teoreticky iie
kazdy mit jiny pget viasi.)

9. Aspai jeden den musi wgSit 5 Uloh. Kdyby kazdy den sfital maximalg 4
tlohy, za 23 dni by #h vyieSeno 4-23 = 92 Gloh a 1 by mu cHigb(a zrovna by
mohla byt u zkousky zadana).

10.RozcElime ¢tverec na 4ctvrtiny; bodi je 5, tedy aspo v jedné¢tvrting budou
aspai dva body.Ctvrtina predstavujestverec o strah 4 cm; nejdelsi Us&ou je

Uhlopricka a ta mafi 42 | coz je zaokrouhlen5,7 < 6. Kazdé dva vititi body
jsou vzdaleny ménnez 5,8 < 6 (cm).
11.25 = 3-8 + 1 aspn9 beden téhoz druhu musi existovat
12.a)3+3+3+3+1=13
b)10+8+8+1=27
c)10+8+4+6=28
13.M¢jme 100 (3; 5xisel; ozname jeay, ap, az ..., a100 @ Utvdme sodty s; =ay; S =
ata, S=apt+tatas ... S 0=ag+a+ ... +aige Téchto sto soétu ma po
déleni 100 rktery ze zbytk O az 99. Ma-li sktery s, zbytek O, je to prav
hledany sotet. Je-li prod s, zbytek fizny od nuly, pak musi mit aspalva tyz
zbytek — pak rozdiléchto dvou soétd, nag. s — § je cklitelny ¢. 100 (a je to
souwet rekterych z¢isel a; ... ajo0). (Pro 3, pipadré pro 5 ¢isel Ize vysledek
zkoumat i experimenta)
14.ZapiSmecisla
50
5050

5050 ... 50
n ¢isel
bdi aspa jedno z nich je ditelné cislemn (tedy zbytek po éeni je 0) nebo jsou
vSechny zbytky nenulové 1 aw— 1; protoZe j&iseln a zbytki jen ( — 1), musi
mit aspa 2 ¢isla zbytky stejné — rozdiéthto cisel je pak dlitelny ¢islemn (a ma
Z&dany tvar).
15.Kdyby nxli v kazdém ngsici nejvys 4, bylo by jich nejvys 4-12 = 48. \kigirg tedy
musi byt aspo 49 lidi.
16.Ano. 1000 = 30-33 + 10.

17.Rozdlime krychli na 1% = 1331 krychkek, kazda bude mit hranu déllzelg =1,72

(cm) a velikost dlesové uhloficky i—?\/é coz je zaokrouhlen2,9917 < 3. Podle

Dirichletova principu budou aspov jedné krychkce aspa dva body — a jejich
vzdéalenost bude < 3.
18.Jde o uziti Dirichletova principu a parity. Sadnice bod v prostoru jsou lichal)
nebo sudag ¢isla. Existuje tedy osm moznosti pro 3igalnice:lll, lIs, Isl, sll, Iss, sls,
ssl, sssDevaty bod bude p#ét mezi rekterou ze zde uvedenych moznosti - pak aspo
v jedné skupié budou asp® dva body= stred Uséky ma celgiselné sotadnice.
19.0zn&me mestaA, B, C, D, E, F



- Mg¢sto A je spojeno sdi meésty bul’ vilakem nebo autobusem. Podle Dirichletova
principu je aspd se temi spojeno tymZz druhem dopravy. UvaZzujme, Ze tdobu
mestaB, C, Da teba vliakem.

- Nyni uvazujme spoje me#, C; B, D Kdyby byl rektery vlakovy, tebaB, D, uz
bychom ngli tfi mésta vzajemé spojena viakem (totid, B, D; AB, AD, BDby byla
vlakova spojeni).

- Uvazujme vSak, ze spoje meBj Ci B, D jsou autobusové. (To nam zatim zadna
trojice mest, vzajemn propojenych tymz druhem dopravy nevznikne.)

- Jaky bude spoj megi, D? Kdyby byl vlakovy, byla by vlakem propojena&staA, C,
D. Kdyby byl autobusovy, byla by autobusem propajaustaB, C, D. Tedy vzdy
jsou aspa tii mésta propojena stejnym druhem dopravy.

20.Jde o stejnou Ulohu jako jefguichozi.ReSeni nazndme stréngji. Znazorreme
graficky: ozngme nav&tvniky cisly 1, 2, ..., 6, znazosme body a spojme je
¢ervenou spojnici, znaji-li se, a modrou, kdyZz senaf. Uvazujme:. 1 — je spojen
aspa se 3 body touz barvou. Nethe to ¢ervena a body 2, 3, 4 (bez Ujmy na
obecnosti). Jsou-ligkteré z bod 2, 3, 4 spojenyervenou Us&ou, je dikaz skoren,
existujecerveny trojuhelnik (tj. 3 lidé se navzajem znajgou-li body 2, 3, 4 spojeny
modrymi Usékami, existuje modry trojuhelnik (tj. jsou mezitomnymi aspa 3 lidi,
ktefi si jsou si vzajemhneznami).

21.Pro paty chyb (0; 1; 2; ...; 15) je 16 moznosti 33 = 2#1l6 — aspad jedna trojice
musela mit vZdy stejny get chyb.

22.Je-lin pritomnych, kazdy rize mit v divadle znamycB C1C 2L ...C (n—-1). Fitom
se vylkuje piipad, Ze by saiasré existoval¢lovek, ktery v divadle nema Zadného
znadmého a&lovek, ktery by znal vSechnyiftomné (byt znamy ... to je symetrické).
Moznosti tedy nenn, ale jen 0 — 1). [BuW O; 1; 2; ... 6 — 2) ... je-li jeden zcela
neznamy — nebo 1; 2; ..n€ 1) ... je-li tam jeden, co zna vSechny.] Tedgivaki ..

(n = 1) moZnosti p&iu zndmych — tedy aspalva maji tyZ pdet znamych.

23.Jde o obdobu ulohy 18. S$taét bodi.

24.Prvaiisla po dleni piti mohou davat zbytky O (ale to jen pwisio 5); 1; 2; 3; 4.
Rozdlime vSech 49 (50) pretsel (je-li mezi nimi¢islo 5, vypustime jej — zbyde nam
49 prvaisel) do zbytkovychitd 1; 2; 3; 4-49 = 12-4 + 1, tedy aspojedné bude 13
prvacisel a jejich rozdilK-5 +2) — (M5 +2) = 5-k — n) je clitelny péti.

25.Délime-li (n + 1) mocninisla 3 3, 3, &, ... 3, 3! &islemn, dostaneme maximain
n raznych zbytk, totiz 0, 1, 2, ...n — 1. Podle Dirichletova principu tedy aspdwe
mocniny maji tyZ zbytek — a jejich rozdil jelidelny ¢islemn.

26.0bdélnik 180 cm x 90 cm lze radid na ¢tverce 15 cm x 15 c¢cm; bude jicghi?a%):

12-6 = 72; kdyby v kazdém s#idjen dva komd, bylo by jich usazeno jen 144;
komar je ale 145, v &terém étverci jsou tedyif a dali by se (aspbteoreticky)
jednou ranou zasahnout.

27.Stai narysovat na podlaze rovnostranny trojuhelnilélwal stran 98 cm. Pro jehd t
vrcholy existuje vybarveni jen dma barvami — tedy dva vrcholy musi mit stejnou
barvu — a ty také duji hledanou us#u.

28.0¢islujeme body 1, 2, ..., 17. Existuje agpgest bod, s nimiz je bod 1 spojen stejnou
barvou. Nectije to (bez Ujmy na obecnostieba Zluta a necho jsou body 2, 3, 4, 5,
6, 7. Jsou-li dkteré z bod 2, 3, ..., 7 spojeny Uusgkou Zluté barvy, je ikaz ukorten
(existuje ,zluty“ trojuhelnik). Nech nejsou. Pak jsou spojeny dkami barvy nap
modré atervené. Vybereme bod 2. Je spojen s body 3, 4, 5a6pd ttemi useékami
téZe barvy. Nedhje to (bez Ujmy na obecnostigrvena barva a netho jsou body 3,
4, 5. Jsou-li gkteré z &chto bodi 3, 4, 5, spojenyervenou Usgkou, je dikaz ukorgen



(existuje ¢erveny trojuhelnik). Neahtomu tak neni. Pak jsou body 3, 4? 5 spojeny
modrou Usé&kou a tedy existuje jednobarevny modry trojuhelnik.

29.23 =9:2 + 5; v @ti lavicich budou pl& obsazena mista.

30. Vyzn&ime ¢tyii pravidelné gtidhelniky (s vrcholy ve vrcholech pravidelného
dvacetithelniku). Aspov jednom gtithelniku musi byt aspotii ,,zlaté" vrcholy (9 =
4.2 + 1) a ty tvii rovnoramenny trojuhelnik.
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