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Obsah prednasky

1. Divergence: definice a vyznam
Jak porovnat dvé rozdéleni na stejné mnoziné?

2. Konvexita a Jensenova nerovnost
Nastroj, ze kterého plynou vSechny nerovnosti této kapitoly.

3. Nezapornost divergence
D(P || Q) > 0 a rovnost jen pro P = Q.

4. Disledky pro entropii

Horni mez log n, nezapornost vzajemné informace,
podminovani.
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Co zustalo otevrené z oddilu 3.1

Ze souctovych vztaht (tvrzeni 3.14) zndme rovnosti
I(X:Y)=H(X)-HX|Y)=HX)+HY) - H(X,Y).
Zatim ale neumime dokazat zadnou z téchto nerovnosti:
= Z(X:Y) >0,
= H(X|Y) <H(X),
= H(X,Y) <H(X)+HY).
V cem je potiz

Bodovy obsah Jx.y (w) mize byt zaporny. Znaménko stfedni
hodnoty proto nelze urcit ¢len po ¢lenu.

Plan
Zavedeme divergenci dvou rozdéleni a dokazeme, ze je nezaporna.
Vsechny tfi nerovnosti z toho vyplynou.
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Divergence entropie

Definice 3.16

Necht P a @ jsou rozdéleni na stejné kone¢né mnoziné A.
Divergence entropie rozdéleni P vzhledem k rozdéleni @) je

DPIQ =Y P(a)logggj;, pokud 5(P) C 5(Q).
a€s(P)

Jinak klademe D(P || Q) = +oc.
= Scitdme pres nosi¢ P a vazime hodnotami P.

= Podminka s(P) C s(Q) zarucuje Q(a) > 0 ve vSech Clenech.

= Nekonecno nastane, kdyz P pripousti hodnotu, kterou Q)
vylucuje.

= Jednotlivé ¢leny mohou byt zaporné: stadi P(a) < Q(a).
Jiné nazvy: relativni entropie, Kullbackova—Leiblerova divergence.
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Vyznam: ,,pomylena entropie*

Pro s(P) C s(Q) rozepiseme logaritmus podilu:

DP|Q)=— > Pla)logQ(a +ZP )log P(a)

a€s(P) acs(P)
> P(a)(—logQ(a)) — H(P).
a€s(P)

pomylend entropie

= H(P): vysledku a pfisuzujeme spravny obsah —log P(a).
= Pomylena entropie: vysledky maji rozdéleni P, ale pfisuzujeme
jim obsah —log Q(a) podle rozdéleni Q.

Divergence je rozdil téchto dvou priméri

Odpovida situaci, kdy kédovani vhodné pro () pouzijeme na data s
rozdélenim P. Divergence méfi, kolik bitli na jeden vysledek tim v
priméru ztracime.
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Ptiklad: kéd pro nespravné rozdéleni

Na mnoziné A = {a,b, ¢} uvazujme

P=G11),  Q=0G13)

=

‘ a b c ‘ primér vzhledem k P

HP)=3-1+1.2+1.2=15
1 1 1

1 2 2
2 21

—log P
—log @

'D(P || Q) =1,75—15 = 0,25 bitu.

Kontrola z definice:

D(P || Q):%log2+%10gl+%log%:%+0_%

Nejcastéjsimu vysledku a jsme prisoudili zbyte¢né velky obsah.

Uspora u vysledku ¢ to nevyvazi.

1
I

6/22



Divergence neni symetricka

Rozdéleni z prikladu 3.21
Pro P = (£,3) a Q= (3.3) vychazi
D(P || Q) = tlog 2 + £ log L2 = 0,663,
D(Q || P) = 2log X + Llog 25 = 0,737.
Krajni priklad
Pro P =(3,3) 2@ =(1,0) je

D(P| Q)=+, DQ|P)=1-log 1}2 L

= Obecné D(P || Q) # D(Q || P). Zalezi na tom, které rozdéleni
je skutecné a které jen predpokladané.

= Divergence proto neni vzdalenost v obvyklém smyslu. Spole¢né
maji nezapornost a to, ze nula znamena shodu.
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Konvexni a konkavni funkce

Definice 3.17

Funkce f : I — R je konvexni na intervalu I, pokud pro kazdé
x,y € I akazdét e (0,1) plati

[tz 4+ (1L —=t)y) <tfla)+(1—1t) f(y).

Graf tedy lezi pod kazdou svou secnou.

Funkce je striktné konvexni, pokud pro kazdé x # y plati ostra
nerovnost.

Funkce f je (striktné) konkavni, je-li —f (striktné) konvexni.
Kritérium

Je-li f”(z) > 0 na otevieném intervalu I, je f na I striktné
konvexn.
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Logaritmus je striktné konkavni

Pro log = log, na (0, 00) plati
(logx)" = o <0
221n 2 '
Proto:
= logx je striktné konkavni,

= —logx je striktné
konvexni a klesajici.
Priklad
Prole,y:élat:%je

/ 2 4 6 8 10

Graf funkce log z.

log(3-143-4) =log2,5=1,322 > Llogl+ ilogd=1.

Logaritmus priméru je vétsi nez primér logaritmd.
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Jensenova nerovnost

Tvrzeni 3.18 a 3.19, ve skriptech bez diikazu

l. Pro ¢isla. Necht f : I — R je konvexni, x1,...,x, € I,
ty,....t, >0a > ;t; =1. Pak

i=1 i=1

I1. Pro nahodnou veli¢inu. Necht £ je redlna diskrétni velicina
s hodnotami v I a f: I — R je konvexni. Pak

[F(EE) <Ef(€).]

Rovnost pro striktné konvexni f

V I. je pak mnozina {z; : t; > 0} jednoprvkova. V Il. je £ trividlni:
nosi¢ P: ma jediny prvek.

Pro konkavni funkce plati opacné nerovnosti.
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Divergence je nezaporna

Tvrzeni 3.20

Pro kazda dvé rozdéleni P, () na konecné mnoziné A plati

D(P[Q)>0, phitems D(P[Q)=0 <= P=0Q]

Vyznam
Pomylena entropie je vzdy alespon tak velkd jako skutecna:

> P(a)(—logQ(a)) > H(P).

a€s(P)

Nejmensi primérny obsah dostaneme, kdyz vysledkiim prisuzujeme
obsah podle jejich skute¢ného rozdéleni.

To predjima pozdéjsi vysledky o kdédovani: nejefektivnéjsi jsou kédy
odpovidajici skute¢nému informaénimu obsahu.
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Dukaz 3.20: nerovnost

Je-li s(P) € s(Q), je D(P || Q) = 400 a P # Q. Necht tedy
s(P) C s(Q). Podil v logaritmu obratime a pouzijeme Jensenovu
nerovnost pro konvexni funkci — log:

Q(a)
D(P| Q)= Y Pla)(—log
acs(P) ( P(a))

= Prvni nerovnost: Jensen s vahami P(a) a &isly
za = Q(a)/P(a).

= Druha nerovnost: soudet pres s(P) je nejvySe soulet pres
s(Q) a funkce —log je klesajici. O
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Dikaz 3.20: kdy nastava rovnost

Je-li P = @, jsou v8echny logaritmy nulové a D(P || P) = 0.
Obracené, necht D(P || Q) = 0. Pak v obou nerovnostech nastala
rovnost.

= Jensen, striktni konvexita: podil je na nosici konstantni,

Q(a)
P(a)

= Druha nerovnost: funkce — log je ryze klesajici, takze

Z Qa) = 1.

=« pro véechna a € s(P).

acs(P)
Dohromady
a= Z Pa) -a= Z Qa) = 1.
acs(P) a€s(P)
Tedy @Q = P na s(P). Tam se hodnoty Q uz se¢tou na 1, takze
jinde je @ nulové stejné jako P. O
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Geometricky pohled na diikaz

Priklad 3.21
Pro P = (£,%), Q = (3,3) mé podil Q/P hodnoty 2 a 3.

Pramér podilu (vahy P):

20

1 10 4 5 __
573 Ts 1z=1

s
w

Pramér — log podilu:

o D(P || Q) = 0,663.
Graf funkce —log = a secna.

= Pridmér hodnot — log lezi na secné nad bodem 1.

= Hodnota funkce v priméru je —log1 = 0 a lezi na grafu.

= Secna konvexni funkce lezi nad grafem. Svislad vzdalenost obou
bodu je pravé D(P || Q).
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Entropie a velikost abecedy

Tvrzeni 3.22

Necht X ma hodnoty v n-prvkové mnoziné A. Pak

’H(X) < logn.‘

Rovnost nastava, pravé kdyz je Px rovnomérné na A.

Diikaz
Necht Uy, (a) = L pro kazdé a € A. Pak s(Px) C A =s(U,) a

P
0<D(Px |Uy)= Y Px(a)log x(a)
1/n
a€s(Px)
=logn Z Px(a) + Z Px(a)log Px(a)
a€s(Px) acs(Px)

= logn — H(X).

Rovnost nastava, pravé kdyz Px = U,. ]
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Divergence od rovnomérného rozdéleni

Z diikazu mame uziteCny vzorec

H(X) =logn —D(Px || Un).|

Entropie je tim mensi, &im vic se Px lisi od rovhomérného rozdéleni.

Ptiklady pro n = 2

P |Gy GhH o
H(X) 1 =0811 0
D(Px||U)| 0 =018 1

Souvislost s oddilem 3

Rovnomérné rozdéleni na m hodnotdch ma entropii logm. Nyni
vime, Ze 7adné jiné rozdéleni na téchto hodnotach tak velkou
entropii nema.
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Vzajemna informace je divergence

Tvrzeni 3.23

Pro rozdéleni Px na A a Py na B definujeme soucinové rozdéleni
na A x B:

(Px - Py)(a,b) = Px(a)Py(b).

Takové sdruzené rozdéleni by velic¢iny mély, kdyby byly nezavislé.

I(X :Y)=D(Pxy || Px - Pr).

Proto

Z(X:Y)>0, I(X:Y)=0 <= X aY jsou nezévislé.

Vzajemna informace jako ,,divergence od nezavislosti*

MEFi, jak moc se skutecné sdruzené rozdéleni lisi od toho, které by
odpovidalo nezavislym velicindm se stejnymi marginaly.
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Dukaz tvrzeni 3.23

Nosice. Je-li Px y(a,b) > 0, pak Px(a) > Pxy(a,b) > 0 a stejné
Py (b) > 0. Tedy

s(Pxy) € s(Px - Py)
a divergence je dana souc¢tem z definice 3.16.

Rovnost. Porovname s definici 3.12:

Px y(a,b)

I(X:Y)= Z Px.y(a,b)log W

(avb)ES(PX,Y)
—D(Pyy || Px - Py).

Disledek. Podle tvrzeni 3.20 je Z(X : Y') > 0. Rovnost nastava,
pravé kdyz

Pxy(a,b) = Px(a)Py(b) pro vSechna (a,b) € A x B,

coz je definice nezavislosti X a Y. O
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Prabézny priklad: divergence od nezavislosti

P¥iklad 3.13
Skutecné Py y Soucinové Py - Py
bp b | Px bp b1
ap | 1/2 0 |1/2 ap | 3/8 1/8|1/2
ap | 1/4 1/4]1/2 a | 3/8 1/8|1/2
Py |3/4 1/4 3/4 1/4
I(X:Y)= élog;g + 1log ;?: + Xlog 1;: =0,311.

= Stejny vypocet jako v oddilu 3.1, jen jinak Cteny.

= Prostredni ¢len je zaporny, celek kladny.

= V opac¢ném poradi je D(Px - Py || Px,y) = +00: souinové
rozdéleni pripousti dvojici (ag, by ), skuteéné ne.
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Subaditivita a podminovani

Tvrzeni 3.24
Pro ndhodné veli¢iny X, Y plati

HXY) SHX)+HY),  HX|Y) <HX)]

Rovnosti nastavaji, pravé kdyz jsou X a Y nezavislé.

Diikaz
Ze souctovych vztahi (tvrzeni 3.14) azZ(X : Y) > 0:

HX) +H(Y) - HX,Y)=T(X :Y)
HX) - H(X|Y)=TI(X :Y)

v

0,
0.

Y

V obou Fadcich nastava rovnost, pravé kdyz Z(X : Y) = 0, tedy pfi
nezavislosti. g

Tim jsou dokazéany vSechny tfi nerovnosti z Gvodu.
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Jak nerovnosti cCist

= H(X,Y) <H(X)+ H(Y). Popsat dvojici najednou neni drazsi
nez popsat kazdou slozku zvlast. Usetfime pravé Z(X : Y).

= H(X |Y) < H(X). Znalost Y nejistotu o X v priméru
nezvysi.

= Z(X :Y) > 0. Spole¢na ¢ast informace neni zaporna, i kdyz
bodovy obsah Jyx.y zdporny byt mize.

V pribézném prikladu

H(X,)Y) < H(X) +H(Y), HX|Y) <H(X).
—— ——

1,5 =1,811 = 0,689 1
Pozor na jednotlivé podminky
Pro pevnou hodnotu podminky nerovnost platit nemusi: v oddilu 3.1
jsmevidéli H(Y | X =a1) =1>H(Y) =0,811.
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