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Obsah prednasky

1. Informacni obsah a entropie
Informace o jednom vysledku a jeji priimérna hodnota.

2. Podminéna informace a entropie
Kolik zbyva zjistit o Y, kdyz zndme X7

3. Vzajemna informace a souctové vztahy
Jak vyjadrit informaci, kterou maji dvé velic¢iny spole¢nou?

4. Retézové pravidlo
Rozklad informace o celém vektoru na postupné priristky.
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Predpoklady a znaceni

Pracujeme na jednom pravdépodobnostnim prostoru (2, F,P).
Vsechny veli¢iny maji konecné obory hodnot.

X:Q— A, Y:Q— B, Px(a) =P(X = a).
Rozlisujeme dva nosice:

s(Px) ={a€ A: Px(a) >0} C A,
s(X)={we: X(w)es(Px)} CQ.

= P(s(X)) = 1. Vyrok platici na nosi¢i plati skoro jisté.
= log = log, a informaci uddvame v bitech.
= V souctech pro entropii vynechavame nulové pravdépodobnosti.

» Pro¢ ma nosi¢ miru 17
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Informacni obsah jevu

Definice 3.1
Pro jev U € F s P(U) > 0 definujeme

13(U) = —log P(U).|

Cim méné pravdépodobny jev nastal, tim vétsi je jeho informaéni
obsah.

P(U) 1 1/2 1/8 1/3
JU)bit] 0 1 3 log3=1585

Proc logaritmus?
Pro nezavislé jevy U,V kladné pravdépodobnosti plati

—logP(UNV) =—1log(P(U)P(V)) =3(U) + I(V).
Pro P(U) = 0 informa¢ni obsah v této prednasce nedefinujeme.
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Entropie rozdéleni a nahodné veliCiny

Definice 3.2

Pro rozdéleni P na kone¢né mnoziné A je

H(P)= ) P(a)(~logP(a)).

a€s(P)

Pro ndhodnou veli¢inu X definujeme

H(X):=H(Px)= Y_ Px(a)(—logPx(a)).
a€s(Px)

Entropie je primérny informacni obsah vysledku

Vaha kazdého vysledku je jeho pravdépodobnost.
= H(X) zavisi pouze na rozdéleni, ne na nazvech hodnot.
= H(X) > 0: kazdy ¢len je nezaporny, protoze 0 < Px(a) < 1.
= Pro konecné veliciny je tento soucet vzdy konecny.
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Informacni obsah jako nahodna velicina

Definice 3.3 a vztah H(X) =EJx
Pro w € s(X) polozime

jx(w) = — log PX (X(w))

Jde o informaéni obsah jevu {w': X (w') = X (w)}.

Diikaz vztahu se stfedni hodnotou
Na jevu {X = a} je Jx konstantni a rovna —log Px (a). Proto

Eix = > Px(a)(—logPx(a)) = H(X).
—_—

a€s(Px) vaha hodnota

Jx je ndhodna veli¢ina. H(X) je jedno ¢islo. O
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Zakladni priklady entropie

Jista hodnota. Jestlize P(X =a) =1, pak H(X) = —log1 =0.
Obracené: nulovy souéet nezépornych ¢lenii vyzaduje Px(a) = 1 pro
kazdé a v nosici. Nosi¢ tedy obsahuje jedinou hodnotu.

Rovnomérné rozdéleni na m hodnotach.

m
1
H(X) = Z—logm = log m.
="

Rovnomérny binarni fetézec délky n ma 2" moznosti a entropii n
bitd.

Nerovnomérny bit. Pro pravdépodobnosti 3/4 a 1/4 je
3 4 1 ) .
H(X) = 1 log 3 + 1 log4 = 0,811 bitu.

Pocet binarnich symboli sdm o sobé neurcuje jejich entropii.
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Deterministicka transformace

Tvrzeni 3.4
Necht X : Q@ — Aa f: A— A’ Potom

Je-li f injektivni, plati v obou vztazich rovnost.

Vyznam
Funkce f mize sloudit nékolik hodnot X do jedné. Tim
zapomeneme, kterd z plvodnich hodnot nastala.

Ptiklad: hod spravedlivou kostkou a jeho parita
Pro X € {1,...,6} rovhomérné a f(X) = X mod 2 plati

H(X) = logb, H(f(X)) =1

Prosté prejmenovani stén kostky entropii zachova.
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Dukaz: transformace nezvétsi informaci

Tvrzeni 3.4, krok za krokem

Zvolme w € s(X) a oznaéme a = X (w). Pak
{We: X (W) =a} C{w' €Q: f(X(W)) = fla)},
takze Pr(x)(f(a)) = Px(a) > 0. Funkce —log je klesajici, a proto
Jpx)(w) = —log Prx)(f(a)) < —log Px(a) = Tx(w).
Nerovnost plati na mnoziné miry 1. Monotonie stfedni hodnoty dava
H(f(X)) =ETpx) <EJx = H(X).

Je-li f injektivni, oba jevy jsou stejné a vSude vySe nastava rovnost.
O
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Sdruzena entropie a projekce

Dvojice (X,Y) : Q — A x B je opét ndhodna veli¢ina:
PX,y(a,b) :P(XZG,Y:[)), %(X,Y) = /H(PX,y).

Tvrzeni 3.5

jX S jX7y S.j., H(X) S H(X, Y)

Dikaz. Pouzijeme tvrzeni 3.4 na veli¢inu (X,Y) a projekci
x : AX B — A, wx(a,b) = a.

Protoze mx(X,Y) = X, dostdvdme obé nerovnosti. O

Stejné plati H(Y) < H(X,Y). K ureni celé dvojice potfebujeme
alespon tolik informace jako k uréeni slozky.
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Nezavislé veliCiny: informace se scita

Tvrzeni 3.6

Pro spolecné nezévislé Xo, ..., Xy—1 a Xjg ) = (X0, Xn-1)
plati

Xfo..m) Z Ix; sjy  HXp.w) = ZH(Xi).

Diikaz. Pro w € s(X|_n)) poloZme a; = X;(w). Nezavislost dava
PX[O.AL) (ao’ te 7an71) = Hl PXz (ai)’ tedy

n—1 n—1 n—1
jX[o..n) (w) = —log H PXi(ai) = Z logPX a;) Z XI
i=0 i=0 i=0
Druha rovnost plyne z linearity E. U

Nezavislost pouze po dvojicich pro n > 3 nestadi.



Proc potrebujeme podminénou entropii

Pro dvé nezavislé veliCiny uz vime, ze
H(X,)Y)=H(X)+H(Y).
Pokud ale Y = X, druha slozka nepfindsi zddnou novou informaci:
H(X, X) =H(X).
Posledni rovnost plyne z injektivity zobrazeni a — (a,a).

Obecny rozklad bude mit tvar

H(X,Y) =HX)+HY | X).

Nejprve zjistime X. Potom zjistujeme, co jesté zbyva urcit o Y.
Nyni druhy ¢len presné definujeme a rovnost dokazeme.
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Podminovani jevem

Pro U € F s P(U) > 0 definujeme

P(VNU)
PU)

Proc délime? Priklad se spravedlivou Sestisténnou kostkou

Vime, Ze padlo sudé &islo: U = {2,4,6}. Ptdme se na V = {2}.

P(V |U)=(1/6)/(3/6) = 1/3: tfi stejné mozné vysledky v U.

Déleni P(U) zméni celkovou véhu U z 1/2 na 1.

Py(V) :=P(V |U) = VeF.

Ménime pravdépodobnostni miru na stejném méritelném prostoru.

« Py(V)>0aPy(Q) =1.

= Pro disjunktni V; jsou i V; N U disjunktni, a proto
Pu(U; Vi) = 22 Pu (V).
Podminéné rozdéleni veliciny Y je tedy

P{Y =b} NU)

Jeho hodnoty se pres b € B séitaji na 1.

13/37



Podminovani hodnotou veliCiny

Pro a € s(Px) pouzijeme jev U = {X = a}:

Pyx=a(b) = Py|x(a,b) = PXYEaSb)'

= Py|x—q je pro pevné a rozdéleni na B.
= Py|x oznacuje rodinu téchto rozdéleni.

= Poradi argumenti ve skriptech: nejprve a (podminka), potom b.

Kontrola normalizace

. 2 _bcB Px y(a,b) _ Px(a) _
2 P b) = S e = e &

P¥i Px(a) = 0 nepodmiriujeme. P¥i Px y(a,b) = 0 vyjde hodnota 0.
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Pribézny priklad: sdruzené rozdéleni

Priklad 3.13, prvni cast

Marginalni rozdéleni
Pxy | bp b1 | Px

a | 1/2 0 |1/2 Px(a) =) Pxy(a,b),
b

al 1/4 1/4]1/2

Py |3/4 1/4] 1

Py(b) => Pxyl(a,b).

Soucty pres zbyvajici slozku
davaji marginalni rozdéleni.
Entropie spocitame ptimo z definice:

H(X)=3-1+35-1=1,
H(Y)=%log§ +1-2= 0811,
HX,Y)=1.14+1.241.2=3
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Pribézny priklad: podminéna rozdéleni

P¥iklad 3.13, normalizace radki a sloupcil

Zname X
Pxy(a,b)
PY|X(a7b) - PX(CL)
X\Y| b b
a 1 0
al 1/2 1/2

Pro X =ag je Y jisté.
Pro X = a; je Y rovnomérny
bit.

Zname Y
Pxy(a,b)
P b,a) = — .
X\Y | by b
a 2/3 0
a1 [1/3 1
Napriklad
P(X =ag|Y =by) = 35 = 2.

Vlevo ma soucet 1 kazdy fadek. Vpravo kazdy sloupec.

Délime radkovym, resp. sloupcovym souctem pivodni tabulky.
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Podminény informacni obsah

Definice 3.7
Prow € s(X,Y) ozna¢me a = X (w), b = Y (w). Definujeme

= Na tomto nosici jsou Px y(a,b) i Px(a) kladné.
= Podmin&nd pravdépodobnost je nejvyse 1, takZe Jy|x(w) > 0.

V pribézném prikladu

(X(@),Y(®) | (a0, bo) (a1, bo) (a1,b1)
Jyx(w) | —logl=0 —log(1/2)=1 —log(1/2)=1
Bunku (ag, b1) vynechdvame, protoze ma nulovou pravdépodobnost.
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Podminéni jevem a podminéni veli¢inou

Definice 3.8 a 3.9
Pevny jev U, P(U) > 0: entropie jednoho rozdéleni
HOY | U) = H(Pyyp).

Zvlaste H(Y | X = a) = H(Py|x—q) pro a € s(Px). Pocitdme s
pravdépodobnostmi za dané podminky.

Veli¢ina X: pramér podminéného informacniho obsahu

Stredni hodnotu zde pocitdme vzhledem k plvodni mire IP. Vysledek

je opét jedno nezaporné dislo.
Zapis Y | X neoznaluje nové zavedenou nahodnou veli¢inu. Cely
vyraz H(Y | X) je nové znacleni.
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Vypocet podminéné entropie

Tvrzeni 3.10
Pro konecné veli¢iny X,Y plati

HY|X)= Y Pxy(ab)log PPX@

(ab)es(Px.y) xv(a:b)

Ekvivalentné:

HY | X)= > Px(@HY |X =a).
a€s(Px)

Vyznam druhé rovnosti

Pro kazdou moznou hodnotu a spocitdme zbyvajici nejistotu o Y.
Potom tyto nejistoty zpriimérujeme vahami Px (a).

PF¥isti dva slidy dokazuji obé rovnosti vCetné toho, pres které nosice
sCitame.
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Dikaz 3.10: stfedni hodnota po dvojicich

Na celém jevu {X = a,Y = b} je Jy|x konstantnf:

Px(a)

Tento jev ma pravdépodobnost Py y (a,b). Tedy

H(Y | X) =EJyx
=Y Por(abos 5 0
(a,b)es(Px,y) x,v (a,b)

ProcC je kazdy clen dobre definovan?
Z Pxy(a,b) > 0 plyne Px(a) > Px y(a,b) > 0. Nikde nedélime
nulou ani nepocitdme log 0. U
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Dikaz 3.10: vazeny primér po hodnotach X

Pro a € s(Px) polozme B, = s(Py|x—,). Z definice:

o 5 Pxvleb) - Px(a)
HYIX =0 = 2 =50 8 By (a )

Vynéasobenim Px(a) a seCtenim pres a dostaneme

> Px(a)H(Y | X =a)
acs(Px)
Px (a)

Z ZPXyablogP (,b)

a€s(Px) beBy,

Scitame pres stejné dvojice jako v predchozim vzorci, protoze
P)Qy((l,b) >0 <— PX(G) >0a PY\X:a(b) > 0.

Vysledny soucet je tedy H(Y | X). O
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Pribézny priklad: podminéné entropie

P¥iklad 3.13, priimérovani

Z podminénych rozdéleni (1,0) a (1/2,1/2) vychazi
'H(Y‘X:ao)zo, H(Y|X:a1):1.

Proto

HY |[X)=3-0+5-1=1

V opaéném sméru mame rozdéleni (2/3,1/3) a (0, 1), tedy

Obecné H(Y | X) #H(X |Y).

“H(X | Y =by) + 1 -0 =0,689.
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Konkrétni podminka mize nejistotu zvysit

V nasem prikladu plati

HY | X =ag) <HY)<HY | X =a]).
—_—— —— —_——

0 20,811 1

= Pti X = agp uz zndme i Y: zbyvajici nejistota je nulova.
= P¥i X = a; jsou obé hodnoty Y stejné pravdépodobné:
nejistota je vétsi nez pred zjisténim této podminky.

Pramér pres podminky je jiny adaj

HY | X)=1-0+1-1=05<H().

Obecna nerovnost H(Y | X) < H(Y') bude ve skriptech dokazana az v
oddilu 3.2. Pro jednotlivou hodnotu a neplati.
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Vzajemny informacni obsah

Definice 3.11
Prow € s(X,Y), a = X(w) a b =Y (w) definujeme

Px y(a,b)
Px(a)Py(b)

Porovnavame skutec¢nou pravdépodobnost dvojice s tim, co by
odpovidalo nezavislosti.

—

JIx.v(w) =log

vay(a,b) > Px(a)Py(b) — jX:y(w> > 0,
PX7y(a, b) = Px(a)Py(b) — jx;y(w) = 0,
Pny(a,b) < Px(a)Py(b) — jx;y(w) <0

Tento informacni obsah mize byt zaporny
Nulova hodnota pro jednu dvojici (a, b) jeSté neznamend nezavislost
celych velicin.
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Vzajemna entropie neboli vzajemna informace

Definice 3.12

Priimérovanim vzhledem k pivodni mife dostaneme

Pxy(a,b)

I(X:Y):=EJixy= >  Pxylab)log Pr(a Py (5)

(a,b)€s(Px,y)

= Skripta pouZivaji nazev vzajemna entropie a symbol 7.
= Symetrie je pfimo v definici: Z(X : V) =Z(Y : X).
= Jsou-li X,Y nezavislé, pomér v logaritmu je 1, tedy Jx.y =0

skoro jisté a Z(X : Y) = 0.

Obecnd nezdpornost Z(X : Y) a obracend implikace k nezvislosti patfi az
do oddilu 3.2. Znaménko priiméru nelze odvodit z nezapornosti
jednotlivych ¢lend, protoze ty mohou byt zaporné.
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Pribézny priklad: kladny i zaporny obsah

Priklad 3.13, pfimy vypocet vzajemné informace

(a,b)  Pxy(a,b) Px(a)Py(b) Ixy
(ao, bo) 1/2 3/8 log(4/3) = 0,415
(a1, bo) 1/4 3/8 log(2/3) = —0,585
(ay,b1) 1/4 1/8 log2 =1

Vazime sdruzenym rozdélenim Px y:

I(X :Y) = Jlog 5+ flog 2 + 1 = 0,311 bitu.

Dvojice (a1, bp) nastdvd méné Casto, nez by odpovidalo nezévislosti.
Jeji zaporny obsah je slucitelny s kladnym primérem.
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Souctové vztahy pro dvé velicCiny

Tvrzeni 3.14, bez predpokladu nezvislosti

Na nosi¢i s(X,Y") plati

Ixy =Jx +Jyx, Ix =Jxv +Ix)y-

Po prechodu ke stfednim hodnotam:

H(X,Y) = H(X) + H(Y | X),

HX) =Z(X :Y) +H(X V).

= Celou dvojici urc¢ime tak, ze zjistime X a poté zbytek o Y.
= Informace o X se rozklada na Cast spoleCnou s Y a na Cast,
ktera pri znalosti Y stale chybi.
V kazdém vztahu miizeme zaménit role X a Y.
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Dukaz 3.14: rozklad sdruzeného obsahu

Prow € s(X,Y) piSme a = X(w) a b =Y (w). Z definice
podminéné pravdépodobnosti plati

Px y(a,b) = Px(a)Pyx(a,b).
Obé pravdépodobnosti v soucinu jsou kladné. Pouzijeme — log:

Jxy(w) = —log Px,y(a,b)
= —log Px(a) — log Py|x(a,b)
=Jx(w) + Ty x (w).
Linearita stfedni hodnoty dava

H(X,Y) =E(Jx + Jyx) = H(X) +H(Y | X).

Vsechny veliCiny jsou konecné, takZe jsou vSechny tyto stfedni hodnoty
konecné. O
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Diikaz 3.14: rozklad pomoci vzajemné
informace

Pro stejnd w, a, b vyuzijeme Px|y(b,a) = Px y(a,b)/Py(b):

Px y(a,b) Py (b)

jX:Y<w)+jX|Y( ) IOg PX( )Py(b) +10g PXY( b)

= log

Px(a)
=Jx(w).

Vsechny zkracené pravdépodobnosti jsou na nosici kladné.
Pfechodem ke strednim hodnotdm dostavame

H(X) =Z(X: V) +H(X | V)]

Po zdmén& X,Y také H(Y) =Z(X : V) + H(Y | X).
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Dalsi podoby vzajemné informace

Odectenim v pravé dokazanych vztazich ziskame

I(X:Y)=H(X)-HX|Y)
= H(Y) - H(Y | X)
= H(X) + H(Y) - H(X,Y).

Posledni rovnost plyne dosazenim H(X |Y) = H(X,Y) — H(Y).

Uplny rozklad sdruzené entropie

HX,Y)=H(X |Y)+ I(X: V) +H(Y | X).

zbyvd o X spolecna cast zbyva o Y

Analogicky na nosi¢i: Jx.y = Jx + Jy — Jx,y. U bodovych obsahli miize
byt spolecny ¢len zaporny.
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Pribézny priklad: kontrola souctovych vztahii

P¥iklad 3.13, vSechny hodnoty v bitech

H(X) 1 H(Y) = 0,811
HY | X) 05 H(X|Y) =0,689
H(X,Y) 15 I(X:Y) =0311

H(X,Y)=H(X)+H(Y | X)=1+0,5=1,5,

H(X)=T(X:Y)+H(X|Y)=0311+0,68 =1,
I(X:Y)=H(X)+H(Y) - H(X,Y) =140,811 —1,5.

Stejny vysledek tfemi cestami

Primy soucet logaritm, primér podminénych entropii a soucCtové

vztahy se navzajem kontroluji.
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Retézové pravidlo pro tfi veliciny

Dvojici (Xo, X1) mizeme chépat jako jednu ndhodnou veli¢inu.

Dvakrat pouzijeme vztah H(U,V) = H(U) + H(V | U):

H(Xo, X1, X2) = H(Xo, X1) + H(X2 | Xo, X1)

=H(Xo) + H(X1 | Xo) + H(X2 | Xo, X1).

Kazdy dalsi prirtistek podminujeme vSsemi predchozimi
hodnotami

Xo, X1 | Xo, X | (Xo, X1).
= H(X2 | Xo,X1) znamena podminéni celou dvojici.

= Bez dalsiho predpokladu nelze Xy z podminky vynechat.
= Nezavislost veli¢in zde nepotrebujeme.
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Retézové pravidlo pro n veliCin

Tvrzeni 3.15
Necht X[Oz) = (Xo, ey Xifl). Pak

n—1
jX[O-ﬁ) = Z sz'|X[0A.¢) na S(X[O..n))7
i=0
n—1
1=0

Pro i = 0 je predchozi vektor prazdny. Pouzivime konvenci

Ixo| X0 = IX0>  H(Xo [ Xpp.0)) := H(Xo).

Prvni Clen je tedy nepodminény. Kazdy dalsi ¢len méfi informaci
nové slozky pri znalosti vSech predchozich.
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Dikaz 3.15: indukce podle délky vektoru

Zaklad n = 1. Soucet obsahuje jediny ¢len Jx,.
Indukéni krok. Predpokladejme tvrzeni pro délku n. Na nosici
$(X(0..n+1)) pouzijeme tvrzeni 3.14 na dvojici (X[g. , Xn):

JX[O“n-Q—l) = JX[oun) + JXn|X[o__n)

i
L

JXFLlX[()“n + JXnIX[o.ﬁ)

I
o

|

&
I
o

JXi|X[O4.i)'
Indukcni predpoklad smime pouzit, protoze nosi¢ celého vektoru je
podmnozinou nosice jeho prefixu.

Linearita [E dava pfislusnou rovnost pro entropie. O
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Nezavislost jako zvlastni pripad retézového
pravidla

Jsou-li Xo, ..., Xp—1 spolecné nezavislé, pak pro kazdy prefix ajg_;)
kladné pravdépodobnosti

H;‘:O PXj (aj)
b Px; ()

Podminéné rozdéleni se tedy nelisi od nepodminéného a

PXi\X[o..i):a[o“i) (a;) = = Px,(ai).

H(X; | X)) = H(Xi).

Retézové pravidlo se zjednodusi na plivodni tvrzeni 3.6:

n—1

H(Xo,..., Xno1) = Y H(X5).
=0

Bez nezavislosti podminky v jednotlivych ¢lenech ponechavame.

35/37



Ptehled hlavnich vztahua

H(X) =EJx, ’Jx(w) = —log Px (X (w)),

a€s(Px)

HX,)Y)=H(X)+H(Y | X),

T(X:Y) =H(X)+H(Y) - H(X,Y)
=H(Y) -H(Y | X),
n—1
H(X.m) = D H(Xi | Xjp..5))-
=0

Informacni obsah zavisi na stavu. Entropie je jeho primér.

U podminéni rozliSujeme pevnou hodnotu X = a a priimér pres X.
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Kontrolni otazky ze zavéru oddilu 3.1

Skripta, strana 22. Odkazy vedou k odpovédim a ditkazim.

1. Pro¢ P(s(X)) = 1?7 Kde pouzivame diskrétnost?
2. Pro¢ H(X)=EJx?
3. Proc¢ je v tvrzeni 3.4 uvedeno ,skoro jisté"?
4. Pro¢ s(X,Y) C s(X)?
5. Pro¢ s(Pxy) = {(a,b) : a € s(Px), b€ s(Py|x=q)}?
6. Co oznatuji Py, Pyjx, H(Y | X = a) a H(Y | X)?



Proc¢ ma nosic diskrétni veliCiny miru jedna

Kontrolni otazka 1
Necht je obor hodnot A konecny nebo spocetny. Pak
Q\s(X) = U {X =a}.
a€A: Px(a)=0
Jde o nejvyse spocetné sjednoceni disjunktnich jevd miry nula. Proto
PQ\s(X)= Y Px(a)=0, P(s(X)) =1
a€A: Px(a)=0
Role diskrétnosti: mira je spocetné aditivni. Nespocetné sjednoceni

nulovych jevl uz nemusi mit miru nula.

Naptiklad pro rovhomérné X na [0, 1] mé kazdy jev {X = a}
pravdépodobnost 0, ale jejich sjednoceni méa pravdépodobnost 1.
Nase definice diskrétniho nosice by zde dala prazdnou mnozinu.

» Kontrolni otazky
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Proc fikame ,,skoro jisté“

Kontrolni otazka 3

Informaéni obsah Jx(w) = —log Px (X (w)) jsme definovali jen pro
w e s(X).

P¥iklad. Necht 2 = {u,v,w} s pravdépodobnostmi (1/2,1/2,0) a
X(u)=0, X(v) =1, X(w) = 2. Potom
s(X)=A{w,v},  JIx(u)=Tx(v)=1

Ve stavu w bychom potfebovali —log 0, coz nepouzivame.
Nerovnost Jx) < Jx tedy formulujeme na nosici.

Pro stfedni hodnotu to staci

Doplnék nosi¢e ma miru nula. Pfipadné libovolné dodefinovani na
ném nezméni entropii ani tvrzeni platici skoro jisté.
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Nosi¢ dvojice a nosice jejich slozek

Kontrolni otazka 4

Necht w € 5(X,Y), a = X(w) a b =Y (w). Potom Pxy(a,b) >0 a

Px(a) = Z PX7y(a,b/) > PX7y(a,b) > 0.
veB

Tedy w € s(X). Stejny argument plati pro Y, takze

5(X,Y) Cs(X)ns(Y) C Q]

Odpovidajici vztah v prostoru hodnot

S(PX’y) Cs(Px)xs(Py)C Ax B.

Nosic veli¢iny lezi v 2. NosiC jejiho rozdéleni lezi v oboru hodnot.
Tyto dva druhy nosi¢i nelze v inkluzich zamé&hovat.
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Pevny jev méni i vahy ve stredni hodnoté

Poznamka ve skriptech na strané 18

Héazime spravedlivou kostkou. Y je parita a U = {1,2,3}. Pod
podminkou U ma sudy vysledek pravdépodobnost 1/3 a lichy 2/3.

H(Y |U) = £log3+ 2log 3 = 0,918.

Polozme g(w) = —log Py (Y (w)). V tomto pFikladu je g
definovana vsude, ale

Epg = %log?)—i— %log% = 1,085 # H(Y | U).

Spravnou entropii dostaneme priimérovanim podminénou mirou:

HY |U) =Ep,g.

Obecné navic g nemusi byt definovana P-skoro jisté: podminéné rozdéleni
miize nékterym piivodné moznym hodnotdm dat nulu.
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Prehled znaceni: pravdépodobnosti

Kontrolni otazka 6, prvni Cast

= Py F —[0,1] je pro pevné U, P(U) > 0, mira
V=PV NU)/PU).
= P(V | U) oznauje hodnotu Py (V). Vyraz V' | U neni jevem,
na ktery bychom aplikovali P.
= P(U | V) naopak vyzaduje P(V') > 0 a rovna se Py (U).
= P(Y =0b|U)=Py({Y =b}) = Pyjy(b). Pro pevné U jde o
rozdéleni na B.
= P(Y =b] X =a) = Py|x—a(b) pro Px(a) > 0. Pro pevné a
jde o rozdéleni na B.
Celd tabulka Py|x : s(Px) x B — [0, 1] je rodinou rozdéleni. Kazdy
fadek ma soucet 1.
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Prehled znaceni: entropie a stredni hodnoty

Kontrolni otazka 6, druha c¢ast

Pro kone¢né A je H zobrazeni z mnoziny rozdéleni na A do [0, 00).

Zapis Presny vyznam

H(X) H(Px)

H(X,Y) H(Pxy), rozdéleni na A x B
H(Y | U) H(Pyy), P(U) >0

H(Y ’ X = CL) %<PY|X:a)1 PX(Q) >0

H(Y | X) EpJy|x

(X :Y) EpJx.y

Kazdy fadek oznacuje jedno Cislo. Naproti tomu Jx, Jy|x a Ix:y
jsou funkce stavu w, definované skoro jisté.
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Jedna podminka versus primér

V pribézném prikladu je Px(ag) = Px(a1) = 1/2. Kazdy fadek
udava rozdéleni Y za uvedené podminky:

Podminka | Y =by Y =b; | H(Y | X =a)
X = ag 1 0 0 bitd

X =a 1/2 1/2 1 bit

Pevna podminka: H(Y | X = a) vybira jeden Fadek.
P¥i X = ag zndme Y jisté; pfi X = aq zbyva jeden bit nejistoty.

Podminéni velicinou: vazeny pramér pres fadky

HY | X)=1-0+1 1=|3 bitu.

V poloviné pripadd nezbyva zadna nejistota, v druhé poloviné jeden
bit. V priiméru tedy zbyva pal bitu.
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